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Eine Anwendung der Zahlentheorie auf die
Integralrechnung

Leopold Gegenbauer,
c. M. k. Akad.

Ich werde in den folgenden Zeilen ein Beispiel fiir die
Ermittelung von eigentlichen bestimmten Integralen auf Grund
der Definition derselben, sowie fiir die Zuriickfilhrung von
solchen auf andere mit Hilfe von arithmetischen Betrachtungen
mittheilen und sodann zeigen, wie sich unter Beniitzung von
Uberlegungen, welche der Zahlentheorie entnommen sind,
gewisse vielfache Integrale mit unendlichem Integrationsinter-
valle auf einfache reduciren lassen.

L

Das eigentliche bestimmte s-fache Integral

ff ff(xl, Yy .xy) dv dy,. . dyg,

in welchem die Integration uber alle Punkte einer gegebenen
stetigen s-fachen Mannigfaltigkeit auszudehnen ist, ist bekannt-
lich seiner Definition nach der Grenzwerth der s-fachen Summe
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in welcher x,‘.l),,x7 ), . 1,() irgend eine Stelle des erwéidhnten

Bereiches ist und unter den auftretenden Stellen simmitliche
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Punkte der die Grenze des Bereiches bildenden (s —1)-fachen
Mannigfaltigkeit vorkommen, bei unbegrenzter Abnahme einer
jeden Zahl
W = wm—a h=1,2,...,9)

und kann demnach aus dieser Summe mit jedem Dbeliebigen
Grade der Anndherung berechnet werden. Die genaue Ermitte-
lung des Werthes eines solchen Integrales mit Hilfe der eben
angeflihrten Definitionsgleichung ist bisher nur in einer dusserst
geringen Anzahl von Fillen gelungen und demnach diirfte es
nicht ohne Interesse sein, ein etwas allgemeineres neues der-
artiges Beispiel anzugeben, bei dessen Behandlung der Zahlen-
theorie angehorige Hilfsmittel zur Verwendung gelangen, zumal
derselbe eine Verknlipfung zwischen zwei bisher noch nicht
oft in Zusammenhang gebrachten Partien der Mathematik bildet.
Dies soll in diesem Abschnilte geschehen.

1. Lasst sich die ganze nicht negative Zahl 7 als Summe
der rten Potenzen von s+ 1 beliebigen ganzen, dem Intervalle
... angehorigen Zahlen x|, x,, ..., ¥y, ¥oy1 darstellen, so ist
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eine in dem erwidhnten Bereiche liegende ganze Zahl und daher
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wihrend diese Differenz fiir alle {ibrigen ganzzahligen Systeme
¥y, Xy, ..., %5, deren Elemente zwischen 2 und § liegen, den
Werth o hat.

Es stellt demnach der Ausdruck
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—[\ n—1—xj—x)— ...—,v;jj%—i-‘ql*s(vz),
in welchem die Summation beziiglich x, x,,. ., ¥, lber alle
der Bedingung
,v’l‘—:—x!,'+. +aL < n
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geniigenden ganzzahligen Systeme von s Werthen des Be-
reiches 2. .J auszudehnen ist und v den Werth 1 oder O hat,
je nachdem O zu den zuldssigen Werthen von #,x,,. .,¥s; ge-
hort oder nicht, die Summe der Werthe vor, welche die will-
kiirliche Function f(y, ¥, ., ¥s) annimmt, wenn fiir ihr
Argumentensystem alle bei den oben erw#hnten Darstellungen
von 1 zu verwendenden Werthsysteme in der dortigen Reihen-
folge gesetzt werden.

Schreibt man in dieser Relation fiir # der Reihe nach
n, n—I1, n—2, ., 2, 1, und addirt die so entstehenden
Gleichungen, so ergibt sich die Beziehung

A=l

Pyy1(n) = Z Foor1(x) =

= Z NACTIE 7PN K/n—x’l-t’g— ..~;V§J+'q<1>s(7z) —
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= Z_ NACTIE AN \1/ n—2a7-
\_‘.
+-r‘(I)S (n)— P ,‘.Sf g ),
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wo flir die Zahlen x|, x,,. ., #; die oben angegebene Summa-
tionsbedingung gilt und

0= €y, < 1
ist.

Ist nun f(x, x,,. ., x;) eine homogene Function von der
Dimension ¢, wo ¢ eine nicht negative (nicht nothwendig ganze)
Zahl vorstellt, so wird

I4s
[@y(n) = An
‘.1 i I+s
- €y, aa oy g f(.\',,m:,. . .,,\'5) = Bn

Xy Xa, 1

wo 4 und B fiir keinen Werth von n ins Unendliche wachsen
kdnnen, und daher hat man die Beziehung

1)
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i+i+1
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wo C fir alle Werthe von 7 endlich bleibt. Aus derselben folgt,
falls o = 0, p = =+ oo wird, durch Ubergang zur Grenze fiir ein
unbegrenzt wachsendes #z die Relation

s+] (”’)

lim, = co r+c+1

r!
_f f(ml, Koy o ¥s) \ 1= —H— .. =] dx dx,..dx;, 2)

in welcher die Integration {iber alle nicht negativen Werthe der
Verdnderlichen #,, %,, ., %; zu erstrecken ist, welche die
Bedingung

yi+ai+ L+l <1
erfiillen.

Ist speciell £ =0, r = s+1, so gibt die linke Seite der
letzten Gleichung die sogenannte mittlere Anzahl der Dar-
stellungen einer ganzen (nicht negativen) Zahl durch eine
Summe der rten Potenzen von  nicht negativen ganzen Zahlen
dar und man hat daher fiir diese den Ausdruck

J f j\/ [ —x]—xf—. —;vlf+1 dx,dx,...dx,

mit den Integrationsbedingungen

4 =000=1,2,...r—1); a+xi+ +ar_ <1
2. Es sei nun speciell
,

S,y  x) =alak. 2% =0, = oo,

Wo 7, 7,,. ., *s beliebige nicht negative Zahlen vorstellen; als-
dann ist
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wo fiir jeden bestimmten Werth #(® von x; die Summation
beziiglich #{, &,..., x,__ {ber alle der Bedingung

A Iy A ___a(0)r
:Ll +,152 +. . +’1’s—1 N ,”KS

genligenden ganzzahligen nicht negativen Werthsysteme aus-
zudehnen ist und daher hat man in diesem Falle die Beziehung

-
v=|vir] b g S
D1 () = Z x"~"(.[>5(n—x"~")+Dn T —
r=190
-
r= I \/ 1 ]
< rA e g1+
(I)s (7’1’) T g e 1—“_
- xS (n—uxt) &+

= lim, = o0 bty s

7 7
TyFrate g+ S

+Dn r 3)

wo D und D, fiir alle Werthe von = endlich sind.
Aus dieser Gleichung folgt auf dem friiher eingeschlagenen

Wege sofort die Relation

lim Cop1 ()
B=00 "y bt brgbsHl T

¥

O, (n L, .
L_]:S_f xs(l_xi)
0

= lim il =00 ‘}|'I|’_f2+. cetrg

n
Tyt g {+S

4)

n 4

welche unmittelbar zu der Formel
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jf...[mlwzz...x \/1 ¥—x—. aldvdy,. . .dy; —=
.. L.
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(=0, A=1,2,. .,8 a{+x+ +a < 1)

fiihrt, die unter Beniitzung der bekannten Beziehung

\
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j ,1'1"'1(1—,15”') 1 ldx — 1 ” ) 71)
0

die Relation

f f o S I, e =
| 1 \ 1
1‘(’ fin )1( Sa ) 1‘<’*+1)1‘(1+—>
1 v e 7 s\ ¥

7 l‘(l LNt +1’S+S+1>

v
#H=0 rA=12,...,8 ¥[+a7+. Al < 1)

liefert. Dieselbe ist ein specieller Fall der von Liouville im
4. Bande des »Journal des mathématiques pures et appli-
quées« gegebenen Verallgemeinerung des bemerkenswerthen
Dirichlet’schen vielfachen Integrales.

3. Die letzte Relation kann man bei ganzzahligen Werthen
von 7, (A=1,2, .,s) auch in folgender Weise herleiten.
Setzt man voraus, dass

1, +1 + g1 +s Yt rg _g4s—1
Gy(n) = An T + Bn r
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ist, wo A von 7 unabhingig und B fiir alle Werthe von # end-
lich ist, so hat man nach der im Anfange der vorigen Nummer
gegebenen Erorterung

=Vl
. ij g +s
(I)S—Q—I(M) =4 /_‘ x78(1,l_,xr) P +
r=0
1ytret. . +f\_1+s |+1 et _H
+ Bn = An r
"o ( 1 i { iw
— T,
R N
p=0

LA S SRR N S

+Bn o
WO

1*42%4 . 4m* = S,(m)

gesetzt wurde. Nun ist aber bekanntlich

. _omrtl o (x‘ B <"> B, .3
6-,_(111)—;c—+1 too Tl ™ Ty )y 3™ T

und daher kann man die letzte Gleichung auch in folgender
Form schreiben

it g s+l 5"=_ Tt g gds
b)) =An > —1)”( " )
= b
1 bkt
————— -+B,n ¥ =
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aus welcher auf Grund der Formel

() T (—o—)
F(o, By, 1) = p<m
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unmittelbar die Beziehung

s+1(”) —
7 +1 2t - +15+b+1 -

lim ;= co
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folgt, die zu der Relation

.s-l—l (77)
(IR SIS RRE R ik

n r
PW3+J>PC’+1> J(’*4>rf +24-Q
\ v /) ” .
<1'1+7’2+ +7’S+s+1+1>

lim, = oo

ps—-1T

o
fiilhrt, wo nach den fritheren Auseinandersetzungen
w=Uw]
B ) . ——— o
AOED N N RSN
r=0
.
xr= /
Pt Ii\1 nJ o ‘ 7’1""1
= ), [\/%-—x’ | +4n

x=0

ist, wenn A eine fiir jedes # endliche Grosse vorstellt.

limy, — o

Die auf

der rechten Seite dieser Gleichung befindliche Summe l4sst sich
leicht in eine andere verwandeln, welche zur Bestimmung des
asymptotischen Werthes von ®,(#) tauglich ist. Betrachtet man

namlich die Summe
v=[vi]
D uq\”—wq)
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so erkennt man, dass in derselben die #,te Potenz einer dem
Bereiche O.. \/% angehdrigen ganzen Zahl x, so oft vorkommt,
als es ganzzahlige Werthe x dieses Intelvalles gibt, fiir welche

\1/11—;'" = %,

ist, d. i. also [\71zv——x":|—mal und demnach ist

r= [\1/;’ r+1
b, (n) = SW S, ([(/7;:;},:” + An T
;\:O
741
—— p=00 7+ 1 741
oo (— e () vkt =
1/[ +1 Z 7t ( P‘ /' S”‘([\/” ])+Al%
p=0
L = 0O 741 741
7t Q y \ 1 !
. \ —— 1) A ]
v +1 L (=1 ( no) rp+1l B
n=0
1\ 1
F<7f—)F <1+—> 2 71
r 7 : ar
— — n " +An 4)
s +2
7] ( + 1>
r
Man hat also schliesslich
. NRTED)
lim n=o00 ritrat. g1 —
7 r

1‘( . )1( fl) 1‘(’3“)1‘( _1)

o 1'SI‘<1‘+72+ +7s+Ss+1 N 1)

wodurch die am Ende der letzten Nummer abgeleitete Formel
neuerdings bewiesen ist.
Aus 4) folgt weiters einerseits die Integralbeziehung

1 1 1 1,+1
f 2(l—2")" dy = ——- (1—— ) !
0

v, +1

J

7

anderseits fiir #, = r—2 die bemerkenswerthe specielle
Relation
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aus welcher sich fiir » = 2 das folgende arithmetische Theorem
ergibt:

Die mittlere Anzahl der Darstellungen einer ganzen Zahl
durch die bindre quadratische Form (1, 0, 1) ist gleich =.

4. Ist » = 2, so kann man bei der Bestimmung von ® (1)
fiir ganzzahlige 7, (. = 1, 2,. ., s) die Beniitzung unendlicher
Reihen leicht vermeiden. Da nédmlich

FobTyb Frs = 2pe (5= 0, 1)

ist, so hat man die Relation

w= Vi ]
. U (H) % - \
Doy 1(2) = limy = o TP I l ,t’a(u,—,yZ)r:
S )

1 r
[\/77—_15] +An ot

welche fliir = = 0 unmittelbar die frither gefundene Beziehung
liefert, wihrend fiir e = 1 die Existenz derselben von dem Be-
stehen einer entsprechenden Formel fiir die Anzahl ®P () der
Darstellungen von 7 als Summe der Quadrate von zwei ganzen
nicht negativen Zahlen abhingt.

Nun ist aber bekanntlich die Anzahl der Darstellungen
einer ganzen Zahl 22 durch die bindre quadratische Form (1,0, 1)
gleich dem vierfachen Uberschusse 4¢,(#) der Anzahl der-
jenigen ungeraden Theiler von , welche die Form 4s+1
besitzen, {iber die Anzahl der Ubrigen, und demnach hat die
Gesammtanzahl dieser Darstellungen fiir das ganze Intervall
1 .n den Werth

=1

4>

e,



Zahlentheorie in der Integralrechnung. 937

wo 1(%) gleich O, 4+-1 oder —1 ist, je nachdem x gerade, von
der Form 4s+1 oder von der Form 4s—1 ist, da diese Summe
offenbar gleich

vy=n x=1 r=n

ist, wenn (o) gleich O oder 1 wird, je nachdem o kleiner als 1
ist oder nicht, und die Summation beziiglich d, {iber alle
Theiler von # ausgedehnt wird. Nun ist ferner

xr=1 Y= oo = oo
Y= Y Y
b =t —~ ¥
‘ ’ a=[Vu]+1
e=Vi ] .
A} ’Y‘ o
rx=1 ;\7:[\/”_]_'_1 N

und daher hat man, da

’\”'ﬂ(‘r)_w
L x4

x=1

x= 00 !
¥

1
Vi

w= [V ]4+1
n=Vn ] i
. z cn(®) < \/u
=1
x=u | v=[Vn]
Y [hm—zdﬂﬁvﬁﬁhﬂww
v=[V]+1 v=1 '
ist, wo

xX=r

H@—}«w

A
x=1

gesetzt wurde, wesshalb
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CIL Bd., Abth. IL.a. 62
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'\S‘:l (11 In !

w=[V i ]+1

wird, die Relation

P (1) = % +A,\/1,

deren hier gegebene Ableitung ich im Wesentlichen schon im
49. Bande der Denkschriften der mathematisch-naturwissen-
schaftlichen Classe der kaiserlichen Akademie der Wissen-
schaften mitgetheilt habe; dieselbe wurde hier nur der Voll-
stindigkeit wegen aufgenommen. Der eben angegebene Aus-
druck von ®0) (1) zeigt, dass der in den vorausgehenden Ent-

Psi1(n)

B O oy

wicklungen abgeleitete Werth von lim, = bei

n "
den in diesem Abschnitte gemachten speciellen Voraussetzungen
giltig ist.
I1.

Die Form rter Ordnung der » Verdnderlichen x|, x,,. ., %,
(@, ay,. ,as; %, %,. ., %) seiso beschaffen, dass durch sie,
falls &, = o, A\ = 1,2,. .,7; o, ganzzahlig) alle nicht negativen
ganzen Zahlen und nur solche darstellbar sind, und es sei ()
die Anzahl derjenigen Darstellungen der ganzen Zahl # durch
dieselbe, fiir welche die Variablen die eben angefiihrte Be-
dingung erfiillen. Alsdann lasst sich bekanntlich stets eine
Function ¢ (x) so bestimmen, dass die iiber alle Theiler d von =
erstreckte Summe

IRICERO
‘_/]_‘ 4
ist; dieselbe ist ndmlich durch die Gleichung
N
HOEDWIRAIE
d

gegeben, wo die zahlentheoretische Function p.(x) den Werth O
hat, wenn x» nicht ganzzahlig oder durch ein Quadrat (ausser 1)
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theilbar ist, in allen anderen Fillen aber gleich (—1)®® wird,
wenn @ (¥) die Anzahl der Primtheiler von x vorstellt. Es gibt

daher
xr=1n
>’W I
- X
xr=1

¢ (%)

die Anzahl der erwéhnten Darstellungen aller ganzen Zahlen
des Intervalles 1 .2 an und demnach ist, falls sich diese
Summe auf die Gestalt

= 00
N L
n \/ —")< > +a
— X
r=1

bringen ldsst, wo
. a
limy—go— =0
n
ist,

\=OO
L\ W

x
r=1
die mittlere Anzahl der Darstellungen. einer ganzen Zahl in der
genannten Form.
Es soll nun unter Benlitzung der eben gemachten Erorte-
rungen das r-fache Integral

1 co [ee] co
j f f fa, ay,. ., as; 2, %,. ., x))dyvdy,. .dx,
o, oy &y

unter gewissen Voraussetzungen iber die Natur der Func-
tionen f und ¢ auf Grund der Definitionsgleichung in ein ein-
faches transformirt werden.

Aus der Definitionsgleichung

Ao} T 00 Y o0
/ J j fla,ay,. . asx,%,,. ¥)dydy,. .dyv,=
S %y

oy

Ny =, e = Ay, My =1y

v

— 111‘1‘15:0,, By llyse .y il = 0O - sf(s(al,az,...,as; Aty
M=oyl =0y, =gy

62k

)
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folgt, falls die Function f so beschaffen ist, dass die Glieder der
auf der rechten Seite stehenden »-fachen Summe in beliebiger
Weise in Gruppen zusammengefasst werden koénnen, durch
Vereinigung aller Terme, in denen

(@, Agye vy @55 My Ky A =12

ist, die Beziehung

o0 [o.0] Yoo
f f [ f(ay, ay. - as 2y, %, ., x))dxdy,. . .dy, =
o, [’y Jay

n=mn

= lirne:O, =00 Z 3f(8’l1’L) (Z (1') (dl”>\J ’

m=0 \ di /

welche, falls auch in ihr die beliebige Zusammenfassung der
Terme erlaubt ist, sofort in die folgende (ibergeht

co oo o]
f f f f((ay, agy-., as; X, %y, .., %)) dxydx, .. dx, =
%, 7% o,

= f " fay

Als specielle Fille dieser Formel mogen die folgenden
Relationen angefiihrt werden

o0 [e.o]
f f flax*+byy+cy?)dydy —
0 0

N vy
= - P —— J !
oN/4ac—1*  4ac—b* }fo 7
(a > 0,c>0; 4ac—b* > 0),

* oo [e o] (>}
[ f f fe+xs+ . a)dedy, . dx, =
0 0 1]

— {r <1 + 7i> 2f0 " ray,

welche ein specieller Fall der bekannten von Raabe in seiner
im 28. Bande des Journals fiir die reine und angewandte Mathe-
matik von Crelle enthaltenen Abhandlung »Reduction des
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oo (p)
p-fachen Integralesf ¢ (a2, +a,x," 4+ Aapx,"P)xp!
0

gt xgP dy,dy,...dxy« aufgestellten Beziehung ist.

Schreibt man in der vorletzten von diesen Gleichungen ein-
mal fiir » —b&, das anderemal fir ¥ oder y —=x beziehungs-
weise —¥, so erhélt man offenbar zwei Doppelintegrale, welche
sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden. Man erkennt
demnach, dass das Integral

oo + 0o
j Flax’+byy+c¥dedy (a> 0, ¢> 0, 4ac—b* > 0)
—00 J—00

fir alle Formen einer negativen Discriminante denselben
Werth, hat.
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