Das Additionstheorem der Functionen Cj(x)

Leopold Gegenbauer,
c. M. k. Akad.

In einer in den »Transactions of the Royal Society of
Edinburgh«! enthaltenen Abhandlung, betitelt »On the trans-
formation of Laplace’s coéfficients« hat Herr Plarr vermittelst
eines Summationsverfahrens fiir factorielle Ausdriicke, welches,
wie in dem betreffenden Referate im »Jahrbuche iiber die Fort-
schritte der Mathematik« mit Recht hervorgehoben wird, noth-
wendig ein schwieriges und verwickeltes ist, die Gleichung

P, (xx,—\/ x*—1 \/rf—l cos %) =
L=n )
Wl - 2
= }_ a, (¥*—1)? (+2—1)T PO () PO (x,) cos s
=0

direct ermittelt, eine einfache Bestimmung der in dieser Relation
auftretenden Constanten, bei welcher die angegebene Entwick-
lungsform als bekannt angenommen wird, findet sich in der in
den »Proceedings of the Royal Irish Academy«? enthaltenen
Note des Herrn Tarlington »On the determination of the
numerical factors of Laplace’s coéfficients«. Dass unter der
eben erwidhnten Voraussetzung auch die numerischen Coéffi-
cienten in der entsprechenden Darstellung der eine Verall-
gemeinerung der Kugelfunctionen bildenden Functionen C; (x),
welche entweder als Coéfficienten der Entwicklung von

1 A.a. O. 34. Band, S. 19—43.
A. a. O. 6. Band, 189—191.
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(1—2ax+a*) " nach steigenden Potenzen von o, oder als die
2" (n+v—1)
[[v—1) ()
Naherungsnenner der reguldren Kettenbruchentwicklung der
hypergeometrischen Reihe

mit den Factoren (n=0,1,2,...) versehenen

2y—1
1 L 2
x—lF(I.T, v+1, 272 :f (1 J;’/) _ ay
2 = —

definirt werden kénnen, sich ungemein leicht bestimmen lassen,
ersieht man einerseits aus meiner in der zweiten Abtheilung
des 70. Bandes der Sitzungsberichte der mathematisch-natur-
wissenschaftlichen Classe der kais. Akademie der Wissen-
schaften veroffentlichten Ableitung derselben,! anderseits geht
dies auch aus den folgenden Entwicklungen deutlich hervor.
Da nicht nur das durch die obige Gleichung ausgedriickte
Additionstheorem der Kugelfunctionen, sondern auch das Ana-
logon desselben fur die Functionen C, (¥) bisher, mit Ausnahme
der Plarr’'schen Ermittelung des ersteren, meines Wissens
stets mit Hilfe der partiellen Differentialgleichung, welcher die
Functionen P, (ml——\/m\/ﬁj cos @), beziehungsweise
C,;(wl—\/m\/1;~l cos ») genligen, abgeleitet wurde,
so will ich in den folgenden Zeilen einen neuen, dusserst ein-
fachen Beweis desselben angeben, bei welchem diese Gleichung
ausser Betracht bleibt. Der besseren Ubersicht wegen mogen
die hierbei zur Verwendung gelangenden Satze und Relationen
aus der Theorie der Functionen C;(x) zunéchst zusammen-
gestellt werden.
I. Entwickelt man die Determinante nter Ordnung

x 1 ,0,0,. 0 0
1
72,(V—Hj’ 1,0,.- 0 0
b= o _2*L . 0 0

20+ ) (v+2) "

(n—1)(n+2v—2) .
4(n+v—2)(n+v—1)" "~

0 0 ,0,0,.

»Uber einige bestimmte Integrale«, A. a. 0. S. $33—443.
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welche bekanntlich den #nten Niaherungsnenner der eben
erwahnten reguldren Kettenbruchentwickiung vorstellt, nach
den Elementen der letzten Horizontalreihe, so findet man die
Beziehung

nC,(x)—2m4+v—1)2Ci_1(¥)+m+2v—2)Cy _o(¥) =0, 1)
welche in Verbindung mit der Relation
ho(¥) = Cy(») =1
zu den Gleichungen

En+2v—1)

Ca=E=D = ED iy —1)

- [3)
) K‘Z U (n+v—h—1)(2x)" -2
Gl = L, D I Ge—2n T(r—1)

fithrt, aus deren letzter unmittelbar die Formeln

2" (n4+v—1) .,
[C.()] 0= _-—H-((V?l)) Cnt1 () 2)
2v(1—2?) CiHi (1) = (n+29y—1)Ci_y (x)—nx C(x) 3)
2v+1 Dy E
ey it = - 202 1Ty

folgen. Mit Hilfe der letzten von diesen Gleichungen kann man
fur jede Function ¢(x), welche eine im Intervalle —1...+1
stetige ute Ableitung besitzt, die Beziehung

+1
f rr(x)(l—”fz) T C,,(m)dw_

n y__ 2y 1 +1 2n42v—1
:2 Dn4+v—1)Im+2v—1) S0 (1—a?) T dy 4)
D@ My—HH2nr+2v—1) i

ableiten, aus welcher sich die Gleichungen

+1 2y—1
f 2= Cr(x)(1—a?) 2 dy =
! +1 29—1
:II gitH2s—1 C,‘;(x)(l—xz)de:O 5)
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+1 2v—1
f =25 Cr(x)(1—2%) 2 dy =

oI ( 2/—1)
_II(%+28)H(%—1)H(%+2‘I—1)[ 2 }
2n+2sH (I () L (n+v+5) n@ev—1)

+1 2y—
fl (1_1{2) C“(Y) 11;(1‘)de

[2y—1\1?
22l (n—2y—1) [H'( 2 >’ 5
BERTOICED) Mev—14 "

~ — - _
(Ou,m = O; ”27’”7 Op, n = 1) 6)

und speciell wegen

2 cos (1 arccos %)

1, 2 ;
[T Cu(’l)l=0—' ” (”>O)

| ool =

= 2
COS X COS MX dx¥ — 0, 4
0 T

durch Specialisirung ergeben, deren letzte librigens unmittelbar
aus einer bekannten Eigenschaft der Naherungsnenner der
reguldren Kettenbruchentwicklung des Integrales

Y f()dy
PR
folgt.
II. Ist nun
h=un P
‘ - \ 291
C,;(xxl—\/xz—l\/xf—l cosp) = A,C, ? (cos o),
A=0

so besteht auf Grund der Relation 6) die Beziehung

I E@r+2v—1) [H(Z ‘;—2)]2

= 32— (A+2v—2) | TI(v—1)

= 2v—1
f C (xx,—\/2*—1\/2*—1 cos %) C, % (cos ) sin®*~! ¢ dy,
o
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welche nach 2) und 4) tibergeht in
(—1D) I (2y—2)(2h+2v—1)
—1 —1)?
P To—DF ¢ )

f CH (xx, —\/xz—l\/x%—l cos ©) sin®*+2v=lw dy. 7)

A, =

1

Firv = 5 hat man nach der obigen Bemerkung

A, == P,, (xx, —\/xz——l\/xf—l cos ©) cos 'y dr

T

('L 1) (1' l)f 1;_)" (rx,—\/ 22 —1\/2%—1 cos ).

.sin®* o dp.

Bedenkt man, dass alle Glieder des auf der linken Seite der
Gleichung 7) stehenden Integrales, in denen \/m 1\/% —1
zu einer ungeraden Potenz erhoben wird, nach 2) verschwinden,
so erkennt man, dass derselbe eine ganze symmetrische Function
von x und x, ist, welche in Bezug auf jede der Veranderlichen
den Grad z#—»\ nicht Ubersteigt — dass dieser Grad wirklich
erreicht wird, kann sofort durch Bestimmung des Coéfficienten
von (¥x,)" ™" gezeigt werden — und daher ldsst sich dasselbe
in eine nach den Functionen C;™(x) fortschreitende Reihe von
folgender Gestalt entwickeln

J Cih (var, — \/xz_l\/ 21 cos ) sin2 42 —1gp dy —
0

=1—h

= N £E)C@,

0

k3

wo die Functionen f,(¥,) ganze Functionen von x, von nicht
hoherem als dem Grade 72— sind.
Beriicksichtigt man, dass fiir x;, = =4=1 diese Gleichung
sich in die folgende
% =1—h

A2 "
e et e = DFACSILAR
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verwandelt, so ersieht man, dass

— n—x I?’H)“ (V + )‘_1)]2 —_ N
fua(ED = FED e gy =gy o H(ED=0 e<n—h)

und demnach

Li - o
jo C,;':{"(m’._\/ﬂ’z—l\/x‘f—l cos 1) sin?*+2 1w g —
— " +\
- 11—).(’1'1) Cl - (1')+(1’ _1> G(% 11)
ist, wo G (x, x)) eine ganze Function von x, von nicht hoherem

als dem Grade m—A—2 ist.
Aus dieser Gleichung folgt sofort

(h = n) f Co (xx,—\/ ¥ —1\/¥2—1 cos ) sin2+21—lp drp —
0
2@ 4+v—1n1° C
2[@2n+2v—1)

h=n—1) LC:WL”_I(\,VH \/1 ——1\/1, —1 cos ).

v

" rll(,L) C i (,Ll)

sin?¥421=38 g = (ax, +B) Cl"+"_1(x).

Setzt man in dieser Formel x = 41, so entsteht die
Beziehung
[2nt =1L (n+v—2)|?

P o — L AN vtn—1,
= o enae—gy O )

welche zeigt, dass f = O und demnach
{ crtt (x,—\/ #2—1 \/x2—1 cos @) sin?*+21=3w dop —
JU

_ @t ln+yv—2)]?

w4 —1 v4n—1
SM@ntzy ) 0 @G

ist. Auf Grund dieser zwei Relationen lasst sich aber sofort
die allgemeine Beziehung

[ Co (v, — \/xz—l \/x%—l cos ) sin?" 21 g do =
Jo
2y — D) P (n—

) V4R EDN
o 2 (n+x+2v—1) O (>Cu (%) 8)

beweisen.
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Nach 1) ist ndmlich
f Cim (x,— N/ #*—1\/x2—1 cos ) sin 2+21—1 pdo =
ni)\ ; (M’H#l)j; (wr,—\/ 22 —1\/2t—1 cos 7).
GOy (ex,—N\/ 22 —1\/%2—1 cos p) sin?+2—1 g g
_(1z+)\+2v—2)£‘ e 7—"(”1 \/12*1\/1 1 cos

sin? 2=t g do %

oder, falls die Relation 8) flir alle 7#—\ nicht erreichenden
ganzzahligen, nicht negativen Werthe des unteren Index (bei
beliebigen oberen) von C,(x) besteht,

[ Cr (e, —\/ %%~ x2 - 1\/2*—1 cos ) sin?"+2 1w do =
Jo

1 n+4+v—1)(n—r—1)
:n——)\{ ( PP W S ] CiRa @) Gl ) —
n4+A+2y—2 Y
- T /:i;\—) (1’) Cui;\~2 (1'1)] .

Un—A—2)[2 MO+ =D, ’
H(n4+r+2v—3) (n4-v— DN/ 2P —1\/2*—1

I Cobr_s (e, —N\/ 72 —1 \/‘cf—l cos 1) sin 221 5 do E

Nun ist aber

1 VL —
cosp = —C, % (cos 1)

und daher nach 4)

l Crh_i (rx,—\/#*—1\/%*—1 cos ) cos g sin2+22—1 g dp =
= (x*—1) (xf—l)f Crots (o, —\/¥"—1 1\/1"—1 cos ).
0

sin* 2l g g,
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so dass also die letzte Gleichung auf Grund von 8) {ibergeht in

f G5 (M'x \/1 Ml\/‘f —1 cos ) sin 221 ¢ dop =
0

’ _H(n—x—z)[zwn‘(x+v_1)]2g<n+v_1>(n_x—1)
(n—N)IL(n+h+2v—3) n4+A+2v—2

n+h+2v—2
2
d(n+v—1)+v)?
(m+A+2y—2)(m+r+2v—1)

. 3 y N
22 C,:t;\_l (:lf) C,;i‘,\_1 (:lfl) —

u—) 2(1) Cn—f»—Z (1‘ )

@)@ =1 CE @) Cr ()

Da der auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende
Ausdruck, wie man mit Hilfe der Gleichungen 1) und 3) leicht
zeigt, fir jede Wurzel & der Gleichung

Citw =0
verschwindet, so ist er durch das Product C,*3(x)CiEh(x,)
theilbar, und demnach besteht, da derselbe in Bezug auf x
und x, vom Grade #—A)\ ist, die Beziehung

{ Crbn(ax, —\/ PP —1\/**—1 cos o) sin? 2=l do —
0
PR
= aCy () O (x,),

in welcher, wie die Substitution x —1 zeigt, die Constante a
den in der Formel 8) angegebenen Werth hat. Da nun diese
Formel fiir n—X = 0,1 gilt, so besteht sie allgemein.

Man hat deninach die Relation

C;;(xxl—\/xz—l\/x%—l cos ©) =
h=1
ne2y—2) L [y A (n—N) [T (v4+r—1)]?
=ip—n] & TV T H@mrzvai—0
29—1

(o 1)2 (*i— 1)2 Cibs () Cith(x,) G, 2 (cos ),

welche das Additionstheorem der Functionen C,(¥) ausspricht.
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Ich will bei dieser Gelegenheit noch bemerken, dass die
von Herrn R. Fujisawa in seiner Mittheilung »Note on a new
formula in spherical harmonics«! abgeleitete Formel

1 (cos ¥)—Cl_o(cos x) = 2 cos nx,
welche unmittelbar zur Relation

sin(n+1x

Cl(cos x) = .
n ) sin x

fiihrt, als specieller Fall in der von mir aufgestellten Relation

-4V

M ya-1 M
Clt+1 (l')‘—c,,’i‘j (,1?) - Cu (1,)
enthalten ist, aus welcher, falls x> 1 ist, die der Fujisawa'-

schen analoge Gleichung

4 (coshyp x)—C,_o (coshyp x) = 2 coshyp nx
folgt.

1 Schriften der mathematischen Gesellschaft in Tokio, 4. Band, 1. Heft,
S. 7—8.
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Uber ein Theorem des Herrn Baker

Leopold Gegenbauer,
c. M. k. Akad.

Vereinigt man in der Entwicklung der mten Potenz des
Polynoms a,+a,+ .-+a, wo m eine ganze positive Zahl
vorstellt, alle Glieder, in denen die Exponenten von s Grossen
a,(»=1,2, .,v)den Werth O haben, fir s=0,1,2, .,r—I1,
so erhalt dieselbe folgende Gestalt

s=r—1
WAl 1
(a,+a,~+. .+a)"= 3 : ( L f,-_s(a,.,,a.,_:,...,a.,,r_s)>
s=0 Ry tay e R

wo die Summation bezliglich %,,%,, .,%_s liber alle Combi-
nationen (r—s)ter Classe ohne Versetzung und ohne Wieder-
holung der Elemente 1,2, ., auszudehnen ist und die
symmetrische Function f._s(x,, %,, .,%-—s) der »—s Grdssen
r, h=1,2, ..,r—s) durch die Gleichung

Jr—s (1'“ Yoy o xr——s) =

g = m—r+s+1

_ V m!

ya )\l!)\z .. )\,»_5_1’. (114—)“‘)\2— . '—>\1'_s_1) ! ’

T he e ey hpg 1 = 1

A T i 7 I e

definirt ist, welche zeigt, dass fiir s<<v—m

Jr—s(¥), ¥ o, ¥s) =0
wird.
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Auf Grund dieser Darstellung leitet man leicht die Relation

Sfilay, agy oo a) =

:‘ Z (_1)5< Z (@, + A+ .+a-‘,._s)’”\

Aty g /

ab, welche fiir den speciellen Fall # > schon von Herrn
R. W. Christie in seiner im 20. Bande der Proceedings of the
London Mathematical Society (S. 119—121) enthaltenen Mit-
theilung »A theorem in combinations« aufgestellt und auf
specielle Fille angewendet wurde und von welcher Herr H. F.
Baker! fiir »=m im 21. Bande derselben Zeitschrift zeigte,
dass sie ein specieller FFall des folgenden allgemeinen Theo-
rems ist:

Sind a,, a,, ..., a, irgendwelche Grossen und ist fr_(x,, %,
..., %_s) eine symmetrische Function von %, #,, .., %5, sc
folgt aus der Beziehung

Fla,ay,. .,a,) =

= Y( Ve a, .,a.,_r_s)) +£,(0),

S Rp_g

in welcher die Summation bezliglich %, %,,. .,%,_; {iber alle
Combinationen (r—s)ter Classe ohne Versetzung und ohne
Wiederholung der Elemente 1,2,. ., auszudehnen ist, die
Relation

Jfrla,ay, L an) =

s=7r—1
= i (_1)5( X F(a,,a.,..., a,(l__s)) + (—1)"F(0).
s=0 /

Ry Raye v oy Ry g

Nimmt man in diesen zwei Gleichungen fir a, a,,. .,a,
die Primtheiler p,, p,, ..., p, einer durch kein Quadrat (ausser 1)

1 »0On Euler's ®-function«. A. a. O. S. 30—32. Den Inhalt der ange-
zogenen Arbeiten kenne ich nur durch die beziiglichen Referate im Jahrbuche
iber die Fortschritte der Mathematik. Das Baker’sche Theorem wurde von
mir etwas allgemeiner gefasst als a. a. O. geschient.



=0

e ‘)
Ein Theorem von Baker. 995

theilbaren ganzen Zahl z und fir jedes fi_s(p,, p,, + -, Pr—s)
dieselbe beliebige Function f(p,p,. .p,—s) des Productes
der Argumente, so erhdlt man die beiden in der Zahlentheorie
langst fur ein allgemeines 7 aufgestellten correspondirenden
RBeziehungen
"\
Fu)= ) f(d)

e

d
so=YF(")p@,
d

in denen die Summation Uber alle Theiler 4 von n zu er-
strecken ist.

Das eben angefiihrte Theorem stellt daher, wie ibrigens
auch Herr Baker schon durch den Titel seiner Arbeit andeutet,
ein Analogon eines arithmetischen Satzes im Gebiete der sym-
metrischen ! Functionen dar. In der That liegt, da jede ganze
Zahl als ein Product von Primzahlpotenzen, also allgemeiner
als eine Function derselben dargestellt werden kann — dass
dieselbe symmetrisch ist, hat, wie sich zeigen wird, fir dic
beabsichtigte Untersuchung keine Bedeutung — von vorne-
herein die Vermuthung nahe, dass ein grosser Theil derjenigen
Theoreme der Zahlentheorie, welche in letzter Linie auf der
cben erwidhnten Darstellung fussen, Analoga im Gebiete der
Functionen von mehreren Verdnderlichen haben werden. Zu
diesen Sitzen gehdren u. A. alle jene, welche sich auf solche
nach den Theilern einer ganzen Zahl 2 fortschreitende Summen
beziehen, in denen weder die Grésse der einzelnen Elemente,
noch deren Form in Bezug auf einen bestimmten Modul einc
Rolle spielt, und zwar werden jedem von diesen Theoremen
zwei allgemeinere im Gebiete der Functionen von mehreren Ver-
anderlichen entsprechen, da die genannten Theiler einerseits,

Dass die Symmetrie der vorkommenden Functionen keine nothwendige
Bedingung zum Bestehen der erwidhnten Theoreme ist, ergibt sich schon daraus,
dass das im Anfange angefiihrte Theorem bestehen bleibt, wenn in demselben
a, durch ¢, a, und folglich x, durch ¢, x, (x==1,2,. ., #) ersetzt wird, obwohl
dic auftretenden Functionen in Bezug aufl die a, («x =1, 2,...,r) nicht mehr
simmtlich symmetrisch sind.

Sitzb. d. mathem.-naturw. CL; CII. Bd., Abth. IL. a. 63
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falls # durch kein Quadrat (ausser 1) theilbar ist, als aus einer
fiir jeden einzelnen besonderen Anzahl derselben Elemente
zusammengesetzt, anderseits als aus einer fiir alle gleichen
Anzahl von Elementen, die fiir jeden einzelnen besondere sind
(verschiedene Potenzen der Primfactoren einschliesslich der
nullten), gebildet angesehen werden kdnnen.

In der vorliegenden Mittheilung mag nun eine Reihe von
derartigen Beziehungen der beiden Kategorien ermittelt werden,
da dieselben nicht nur an sich interessant sind, sondern durch
sie auch die entsprechenden Sétze der Zahlentheorie an Durch-
sichtigkeit gewinnen.

§ 1. Mit %, %a,, < Yag moge irgend eine der Combina-
tionen fter Classe ohne Wiederholung der Zahlen 1,2, .., r
bezeichnet werden, in welcher die Elemente der Grosse nach
aufeinanderfolgen, und es werde die iber alle derartigen Com-
binationen der beziiglichen Classe ausgedehnte Summe

s (@a)s Quyye s Qu,_ )-

Y‘ 2
4 ff,r,)y..,, P
S

() .
f"-r-—s+1,x,,_s+2,- @y _1s Fapgyns s Buy) =

= Y SO (@ sy )

—_— N

Pp—s 1 *p—s42:0

()
’ f;r—s-l—l DX B * ((LKV —st1 Fre_gpor )y

in welcher %, %,,. ., %, eine Permutation der Zahlen 1,2, .,7r
(©)

ist und wo unter den Functionen £, .. . (Gu) @uyy- - - Gy,
() : ; .
S sitr oot (@i > @ur_ ooy -+, Guy) Dei gleichen oberen

und verschiedenen unteren Indices auch gleiche vorkommen
konnen, mit £ (a;, a,, .,a,)bezeichnet und zur Abkirzung

S=7

A .
Zf,?ﬂ{j’ (a,ay,. ., a,)=F®9a,a,. . a)

s=0.

geselzl.
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Vereinigt man nun in der Summe
s=r
a/ QA
NN ro
e L 1 %
5=0 Yup Ry, Ry g

s (a‘l,? a*w MR} ax,l,_s) .

ey Ry

Feo (ax,-fs+1 @uy iy o a,,,.)) —

Lo ( Z f;.[,‘:)xz,. ce g (a"‘l ’ a"‘:’ s a7‘1'—.s‘) .

$=0 Yy, .

<n

o kr—s
t=s
()
Z ( Z f (ay'r—s-}»l’ ax1’*5+2’ L a'/.1,__‘.) .
=0 (SO PSP PRPRY
(a)
f1—f+1v P42 A (a"'er-l’ a"‘r—/-l»2’ ) a"/.r)

alle Glieder, in denen ¢#=/{; und %,_s41, %r—t,+2,. -, % das
bestimmte Werthsystem 7(°>,+1, 20, ., ., w0 ist, so erhilt
man fir das Aggregat derselben den Ausdruck

a a .. .
I A0 40 0@ % e sag)
)—1,,+I r—fy+2 r r—fy+1 r—1,+2 7
s=r—1,
Al \
\ €
L—J ( A>—J f 1—I ( 5 “)‘2’ v a)"'—io" 5)
s=0 Xy oy "’>‘1'—1..—s
@ .
sl Mty s 20 (a"'~fo»—s 400 Pr—tyes 2t 0 0 a’“’u)> ’
, o 0 (0
wo A, Ay, ..o, Ay, eine Permutation der von 2, o %0 )r0+2’ R A
verschiedenen Elemente der Reihe 1,2, ., ist, oder also
()
fo o (0)< o o o o)
J—-f"+1' r—lto+2 1—! +1 1y +2 [
L F@®) (a)‘;,a)',, oy, f),
2 r—ly

wenn mit A}, N, . ., A._;, die natiirliche Anordnung der Zahlen
h 0 =1,2, ., 7r—t,) bezeichnet wird. Da sich auf demselben
Wege bei der Ordnung nach den Functionen

®) ,
<-f Ry f e 1 P f 200 - 0 %y ka"¢‘—!+l’ a"‘v‘—!+2’ ) a“r)
der Ausdruck
P

o L0 @0 6 s 58
r-—lo-{—l’ r—ty+2 7 r— fp+1 r—to— r

.F<°)=)(a),,a)\,, S dy )
1 2 r—1ty

63*
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ergibt, so erhalt man schliesslich die Gleichung

§=r
-~
Zl ( IS_I j-"(::)":vv ¥y —s (ax' ’ a%:, o ax,_s) ’

s=0 Vg, e, %y

s+1’ ¥p—s4207 " a"r)) —
/

Fe9) (a,x

S=r

X (3)
— )
— Z, Z —fz,,xz,..‘,x,,is (a"-l’ Qagye oy oy, —s)'

$=0 Vvt g2y

FOO(ay, @ g s axr)\‘ =

S=r

N/ \
=) ( A S C Y )
S=0 Myt vy Ry
) (a11,_>s+1, By _syor + o a,_r) } , )
/

durch welche folgender Satz ausgesprochen wird:

Ist %, %a,, - ., %ag eine der Combinationen fter Classe ohne
Wiederholung der Elemente 1,2,. ., #, in welcher die Ele-
mente in der natlirlichen Ordnung aufeinanderfolgen und sind

® @)
f“’ Fae ¥, (a’x' » Buyye s a’"‘).)’ ﬁn Ray ey K, (a’v.n Qyyye oy ax)\)a
©]
f"n“‘:- N ((LA,, ax.,, ey d.‘)\)
willktirliche Functionen von den angefiihrten A der Grdssen

a,, a,,. .,dr, von denen einige oder auch alle zu demselben
oberen Index gehorigen gleich sein konnen, so ist die Summe

S=r
\' 0
$=0 gy, %y, oy %y
t=s
3 .
) \
t=0 (O SII P Ny ST, IRV
(P) .
f;—s-l—lv Ry st 20 B f (a/x,.‘_s Y a"1‘—$+2’ ey d'/.,.»,_{) .
© W
X a, a, .., a, .
f — 1 ¥y 20 ( =t 1 420 ’ ’-r> )

in welcher die auf die Zahlen », beziiglichen Summationen
tiber alle genannten Combinationen der beziiglichen Classe



auszudehnen sind und %, %, %, eine Permutation der Zahlen 1,2,.. | 7 ist, eine symmetrische Function
von p, o, T.
Man erkennt sofort, dass man auf demselben Wege auch allgemein zeigen kann, dass

s=r
‘,—‘ ‘1 f(P:) (a a a )
2 L, Xy Ky oo oy Ry, oy Tyt 0ty PRy g /0
Sy =0 \zp, %y, .. SRpes,
Sa=5
v N "
) Pa
/_i P f;r—s,-i—l » Ry 2 Rr—s, (4’7'—sl+1 ’ a""1‘—5,+2 ’ ) a"‘r—s:>

Sa=0 T s 1 X 420 Rp—,

S3= S,
\“ \'W
( ; (p3)
\ - / f:‘r—s.,-a-lr Ky 2o Fyes, <a"”r—s‘_.+1’ a"r—s.,-{-?’ o a""r—sﬁ> !

S:‘=0 7'1'—82+1 ,7.1.‘_52_'_2,. ‘e x’,_s:‘

St—1=95:-2

SN

s:_1=0 "1‘—51_2—{-1"‘1‘—-5:_24—21' .,x,,__s_._l

f(PT_’)<“*«vs:__2+1’ Buy_s pp20e a.,_r_s:-}l)f(p:) (a"r—s:_1+1’ Gry_s g2 o a,’,))). >)

eine symmetrische Function von p,, p,, p3,- -, p: ist.
Die in den vorstehenden Zeilen abgeleitete allgemeine Formel soll nun auf einige besonders interessante

specielle Fille angewendet werden.

13 B¢ UOA WaI0dY], Ulg



958 L Gegenbauer,

o) Die Function u.(a.,, @.,,- - -, a"x) sei gleich +1 oder —1,
je nachdem die Anzahl A der Argumente gerade oder ungerade
ist. Aus dieser Definition folgen sofort die Beziehungen:

S=7 S=1
Al Al r
2: ( }—u PG Gy 5 By ) = Z S (\1'_ S)
S=0 “up, %y .k §=0
. % 1 (r=0)
— 10 (r=0)
S=1
\ |
4}_1 ( Z v (ax" gy ey a"‘ﬁ'—s) I"“(a"l'—s~i-1 ’ a"‘r—s+2’ e aﬂﬂr)) -
s=0 \ry oty e % o Vi

und daher folgt aus 1) der specielle Satz:

ISt %y, %ay, -, %ag irgend eine der Combinationen fter Classe
ohne Wiederholung der Elemente 1, 2,..., 7, in welcher die
Zahlen in der natiirlichen Ordnung aufeinanderfolgen und sind
fxmw-«q (@5 Quy, - "‘l"x> willktirliche Functionen von den an-
geflihrten A unter den Gréssen @, a,,. ., a,, welche zum Theile
oder simmtlich gleich sein kdnnen, setzt man ferner

S=7
NI \ o,
.v‘/_I _/—| _fn‘,-tg,...,z,,,,s (a‘l.ly a‘.(_-;)' i) ax,._s)) _— (dp a’zy""a'l‘)
5=0 ‘%5, 000y 2y
§=7r
\! W \ _
;:_, L (‘l)s-ﬂn*ﬁ:-' g (a“]’ a’"‘-:’ RS a",f_s) | —
$=0 Ny sty ooy %y /
= F(a,,a,,...,a)
wo die auf die Zahlen %, bezliglichen Summationen {iiber alle
Combinationen (r—s)ter Classe der genannten Art auszudehnen

sind, so bestehen die Relationen

=1
| Al \ .
_f1,2,...,1'<a'17a’za---)al’):Z < ‘>_' (—l)b
S=0 Mgty ey Rye o
S=r
\ hl ) - Y
: l?(a’*;! Byyve a"t'—s)’ - Z >_ F(a"l’ Qyye o a""r»—.\‘) 1‘
/ s=0 ‘Y%, %y, .. IS P
S=7
- S , \
&'S__l ( >_. (—Z)bﬁ"’“"“”‘r-s (a"‘l’ Qayye oy a"r—ﬁ) ) =
$=0 My, ey g ’
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S=r
O a — 3
= ( Y )t a, )
5=0 Ry Ry e e /

yRy—s
Der erste Theil der vorletzten Relation ist die von den
nicht unumginglich nothwendigen Voraussetzungen befreite
Baker’sche Formel.
B) Es sei

Y X
O (dy,, Ay, -y ax)) %,
alsdann wird

S=1
\

‘\,_‘J ( X O (s Qyy+ -, a.,,‘r_s)) =x+1)"

s=0 V7 ke, %y

S=

N

L.J w (ay_l 5 Cl-/,:) ey au,‘._s) P‘(a-l'l’48+l s ﬂnl__s+27 ceey a,xr) =
S=0 VR ko e, R

= (x—1)"
und daher folgt aus I) das specielle Theorem:

ISt %y, %,y . -, %aq irgend eine der Combinationen fter Classe
ohne Wiederholung der Elemente 1, 2. 7, in welcher die
Zahlen in der natiirlichen Ordnung aufeinanderfolgen, und sind
ﬂ.,x:,.u-,x, (@uyy Tgy - - a’*x) willkiirliche Functionen von den an-
gefiihrten X unter den Grossen a,, a,,..., a,, welche zum Theile
oder simmtlich gleich sein kdnnen, setzt man ferner
AT

- L_‘ f*n‘/»-:.- oty (a’i,; a‘k;: L] a'/-,-__s)> — F(ap a’21 L) al')

S=0 Vup, g, %y g
s=r

N/ al
N

$=0 \y, wyye 0,2y

(_I)Sth*g,---,'f-,- (ax,: Dy - o> ax,—_s)> =

= F(a,,a,,. -,a,)

5 | o
>_‘ ( - 7"5]%*:»---#,‘_5 (a’*.’ Quyye ax,»*s)) -
§= \”1’ Ay ety g

= F(a,a,. .,a)

wo die auf die Zahlen «, bezliglichen Summationen {iber alle
Combinationen (r—s)ter Classe der genannten Art auszudehnen
sind, so bestehen die Relationen
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s=1
Al Al \\
L/\ :; (et 1)5 fo @y o)) =
=0 ‘Yz, % e /
s=v
= /\_‘( >_‘ W F(a,,a,,. ., a,,,*s)‘i =
s=0 \v.l,x._.,. C %y /
s=r
N .
= z( Ll F!(a"l‘ Ay =5 a"rfs))
§=0 Vg, o,y
s =1
Wl Ol
_\_,( 2‘1 (‘/.—])sf;“x.:,...,-/.,._s (ax,) Ay e ')dz,,_5>> —
=0 M %y g
s=r
_ \
— sz( Z F(a,,a,,. ., airﬂs)) =
s=0 Ry By oo oy Yoo /
s=r
Sl Y s |
= A:—i(—__l)\ A Ill(a"-x’a":z" b a“r—s)).
s=0 Ayt e Ry g

§ 2. Die willkiirliche Function f(ah, a¥, ., ar) der
1+ Grossen ay, ay,..., ay moge kurz mit f(v,v,,. .,v,) be-
zeichnet werden; es seien ferner die ganzen Zahlen

n==po+s (0=e=<<a—1;2=1,2,...,7; o ganzzahlig, positiv)
und es werde

Yy =05 My =pay- - .,7.,»:[)',

(@
Z f;r))\._.,.. Sy 0‘17 )‘2,' URE) )\r)-

) (v —X 0, vp—A

Oy oy YNy,
01N Pr—Ralyu oy py—Dd et 27 [Rg] Ny )

— o)
= F" (v -,

. ®) 3 ©)
gesetzt, wo fx,,xz,...,x,,()‘u)‘z" v h)y )_“)\2“”’)\1_()\1,)\2,. ., &) und

f,(l)) 2y AR,y ), welche Functionen sofort bentitzt werden
sollen, willkiirliche Functionen der Grdssen @y, ay,. ., alr vor-
stellen, von denen selbstverstdndlich mehrere oder alle zu den-
selben oberen und verschiedenen unteren Indexsystemen ge-

horige gleich sein kdnnen.



Vereinigl man nun in der Summe

-f;.j)x.:,. Oy kg M) Fo (% Yy =Ry YR 2) =

MN=pnhe=py 0 M =pr; M=01— M, Mg = pa—Dg,- - -, 1y = pyr—hr
B

— g ()
= 2. O R G ).
Mphaye ey ks Py taye o, iy = 0
(e .
: fv,p—(>-.+.-.) oy vy 4 o) —ogtnmya A Q) o =g+ ) o v — (1) a) 1)

alle Glieder, in denen ., t,. ., das bestimmte Werthsystem p®, p®, . ., pn® ist, so erhdlt man fur das
Aggregat derselben den Ausdruck
N= Pt—l*(lo)r hy=py— !Léo): con b= Py _“_S’O)

() Al )
fugo)v U-()O)y» -,u.<0) (P‘<10)’ P“g))’ MR P‘SO)) Y -f) Ay ()\1) )‘25 ‘ =y )\I) "
L ) v L

1 Aoy
My haye vy by =0

(s) \ 0 0 v o K0 _
‘fa,-—().,+p§0))a, = a2 @) oy = Oty =+ 0, vy — Oy + pM oy v — M ) 2) =
4 7
] .
= S0 GO B BOVEED 0y, 005 v
= 1

und daher hat man die Relation

’1—f'n)\'-—9_~::j WM =7,
\' © (5:9) ; _
/. flhlz,u.,)-r A, )‘z" c ) P (Vl_)&”'r Yo—hg%y. ., Vp—hp o) =
Mo hgre oy Ay =0

)‘|=Pn)‘2=92j"'v)‘1‘:.°!'
( 7,3
= bl E A N T B D o e O A L I S ST R
T haye eyl =0
welche zeigt, dass die auf der linken Seite derselben stehende Summe eine symmetrische Function von

und t ist.

193 e g uoA WaloaY [, uly
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Do
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Vereinigt man ferner in 1) alle Glieder, in denen A ..
Ay Uy o o, A+ by das bestimmte Werthsystem p, —BQ, p, —£\,
p—BY ist, so ergibt sich fiir deren Aggregat der Ausdruck

I

0 0 0
‘Z(O)a . ,e(°>a+s.. 8O 5y ([3(1 )a+81) B(g )U’+€2, RN BE Do+¢,).
By 2

= pl_g§0>, M= p.:~fjg)), ey = pr;ﬁf_o)

ST

Xy daye ey hr= 0

A O gy ).
8O p —BO_ RO
775(1())_)\" pz—ﬂ:(ZO)_)“:" . Pl"ﬁsf))‘)‘i’(pl Bl ) 1> Pa B?, )\2; e Py Pr ) ,-) =

(a) (0) (0) (0 .
= e st i o, L O B G B0 e
FEO (o —B, pp—BO, . . pr —BY)

und daher hat man die Relation

M=o M =Py by =0,

A 7,,) Y. ()‘11 99 -,)\y).

M haye ey by =0

.F,fp’q) vy —N o, v—h0,. L v, —ha) =
M= iy hg =Pgy e+ - ,)x,»:pl,
— }“
iy Ny, ),»—1)
(a)

S ey b o ey by (oh, +5,, oA, gy, ., a)\.,.-|-s,,).
FEO (i —Xh, pp—Ay,. ., pr—Ay). 1D

Ist speciell oo = 1, so hat man das Theorem:
Sind fl(")h @ dy e a), f (°) @ ag, ay),
ﬂ kY ,,(“u . akn) (7\K =1,2,. v‘, w=1,2,. .,#) will-
kiirliche Functionen der Grossen a}r, ay,. . a}*, unter denen
auch mehrere oder alle zu demselben oberen und verschiedenen
unteren Indexsystemen gehorige gleich sein kénnen, bezeichnet
man ferner die Function f, , ., (a}, a,..., al) kurz mit

By (A Ay, -, hy) und setzt endlich

M=yl = Vg o, A =y

lr:

re Qe ).

11)2P
My haye v ey =0

© — — — @0
—fu—h,\‘g S 4 (vl )\1’ Vs )‘27 R \)1.—_)\,,) — Fl , (V[) sz---‘h'):
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WO v, Y,,. .,V beliebige ganze positive Zahlen sind, so ist die
Summe

=y, =y, e =y

2. B O e s ).
2 . FI(Pis) (\;l—')\“ \)2_)\2, . ‘),-—)\,_)

eine symmetrische Function der Indices p, g, t.

Nimmt man speciell fiir a,, a,,. a, die Primtheiler
Pu» Pay -+« Pr der ganzen Zahl n — pupk. .p¥, sind ferner
die Functionen f)({') D (370 VD W % f)@ e (ST YU Wk
f?.,? e (s Dy )\) w111kulhche Functionen des Ploductus
a’la’ .ar und haben endlich alle Functionen mit demselben
oberen Index bei beliebigem unteren Indexsystem denselben
Werth 7®(x), beziehungsweise f(x), beziehungsweise £(v),
so entsteht aus II) und III) die zahlentheoretische Relation

PALS (Z 79 @ 79 A:g&a)) =

\TZ

= Z £ (Z AtV Aa”A,a)‘) =

Ac /

Sl &)
A,

/

in welcher die Summation nach A%, beziehungsweise A’% {iber
alle Theiler der an das beziigliche Summenzeichen angehdngten
Zahl auszudehnen ist, welche ate Potenzen sind, wihrend dic
auf d beziigliche sich iiber alle Theiler von A, erstreckt. Diese
bemerkenswerthe Gleichung hat Herr Egorof! in einer im
16. Bande der Schriften der mathematischen Gesellschaft in
Moskau enthaltenen zahlentheoretischen Abhandlung aus dem
von den Herren Cesaro und Bugajef schon frither abge-
leiteten speciellen Fall derselben

1 Matematiczki Swornik, 16. Bd., S. 236 —255. (In russischer Sprache.)
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E f(F) (d) (Z f(d) (d’)f(:) (%)) —

-

n
- i

d

= Tf@(d)(\ roanso (s ))

Z
n

A @ [ 4

—\ £ (d)(l FO @y £ (_Z )>
y

wo die Summationen sich auf alle Theiler der an das betreffende

Summenzeichen angehédngten Zahl beziehen, ermittelt.

Die aufgestellten allgemeinen Formeln sollen nun auf einige
interessante specielle Fille angewendet werden.

o) Die Function p(v,v,...,v) der Grossen a}, ay,...,ar
habe den Werth O, wenn auch nur einer der ganzzahhgen, nicht
negativen Exponenten v,,v,,. ., v grosser als 1 ist, und sie sei
gleich (—1)®CGu---¥) in allen andelen Fillen, wo @ (v, %,-..,"%)
gleich der Anzahl derjenigen unter den Zahlen v, v,. .., v, ist,
welche grosser als Null sind. Aus dieser Definition folgen sofort
Jdie Beziehungen

LY Y, 0,00 0,y V) =

r—)
=P ve Y Y Vopps W)
B Yaye e V) = (V) (). (v
und demnach ist die 7-fache Summe

M=0p, A=y ooy by = pre

P (Yys Vg o -y V) = V Py hgye LA
. el

wo T, gleich O oder 1 ist, je nachdem p, gleich Null oder grosser
als Null ist; dieselbe hat also den Werth 0, wenn auch nur eine
der Zahlen v, v,,. .,v. o.—1 Uberschreitet, wahrend sie in allen
anderen Fallen gleich [ ist. Nimmt man speciell 2 = 1, so er-
sieht man, dass die Summe
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Ry =y == e, M=y
\1
2 (TR O NTAY VO W)
Kyy hagenvy hp=0

stets gleich Null ist, ausser wenn sdmmtliche Zahlen
(x=1,2,. .,#) den Werth O haben, in welchem Falle sie
gleich 1 wird. Die angegebene Definition der Function p.,
(v, Yg,- -, ¥r) Zeigt auch, dass

P (Vs Voo o9 ¥r) = P () B (V) + - (00)
ist.
Berticksichtigt man ferner, dass
)U_a
’1
PRI

he=0

7\: U.)

den Werth +1, —1 oder O besitzt, je nachdem v, die Form p_ o
p,0+1 oder p,o+¢c (s=>1) hat, so erkennt man leicht, dass die
durch die Summe

\1
/. u(v,—Ah o, v,—A,0, V——A0L)
Bs e ey By =0
definirte Function X.(v,,v,,. .,v,) gleich Null ist, wenn auch

nur eine der Zahlen v, (# = 1, 2,. ., #) nach dem Modul a einer
von O oder 1 verschiedenen Zahl congruent ist, und den
Werth (—1)* in allen anderen Fillen hat, wenn t die Anzabhl
der Zahlen v, von der zuletzt genannten Form ist. Hieraus
folgt sofort, dass
) (¥, Vgye o s ) = ha (W) M (V) o Na(vy)
ist.

Setzt man nun in 1I) und III) speciell

_f;fm,w__“ "y My hgye M) = 15w, Ay,. -, %) (fiir jedes Werth-
. system A, Ay LA,

f(d O\l’ A AR )‘"> — !J‘()‘1:)\za- -;)‘r); 1;

so wird

Fa(P‘ " ("‘!1 Yore o V?’) = A (Vh Yare-ts Vr); Poa (‘r‘l, Yoyeens Vf)
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und man erhélt daher das Theorem:

Sind f)‘”kp. 2y (@, ayy- ., @) willkiirliche Functionen der
Grossen aly, aj,. ., alr, welche selbstverstdndlich auch zum
Theile oder in ihrer Gesammtheit gleich sein kdnnen, bezeichnet
man dieselben ferner zur Abklirzung mit fk,,kz,---,lr N0 VIR W)
und setzt

Rl e . .
Z 5 i hgye s h) = F (5, 64ye. ., 55)

N
Z‘ f). P 0‘1’ )\27 =y )\r) .

(o —A o, 6, —No,. ., 5,—h0) = Fu(5,,6,,. ., 05),
so bestehen die Relationen

b=l =Py e =pr

Z f,,) o o hgses N

Mo Raye ey iy =0
K (0 —h 0, vy—hy0, . L V—Na) =

o hp=pr

= Fo(r—No, vy—h,a, . o ., v—No) =

Ty Py e ey D=0

- H BE) Fpupy 5 p)(h = ap+s),
1

M=pyha=py .o, Mr=pr

|
>_, Srnre ,)\,()‘1:)*2’- s k).

My hyee ey hp =0
P (VA2 v —A 0, L v—Aa) =
=Py ha=pye e, r=pr
O
= Z O, Mgy k) F (v, 0,V — N0 ..y vy— hyt) =
Py Rase ey by =0

Ay =pp =Py e, by =pr
— S-‘ Fl (pl—)‘p Pg'—)‘zv L) Pr"")‘r);
e
Ay dayeeo, p=0
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und speciell fiir o« = 1

-y‘/r(vla Vz; . . ‘),») -
M=y R =y e M=y
\
= \/ L, A
A

)\’)F(V l’ 2 )\21 ey V!“‘)\r) =

[ERAT T
Ky Aayev oy hp=0

A=, ko=, JPE=EN
VU
= ' Fo(vi—h, 95—k, N,
a—
Mpe g ooy Ag-= 0

eine Gleichung, deren erster Theil das Analogon der Baker-
schen Formel im Gebiete der Relationen zweiter Kategorie
bildet.

B) Auf Grund der bisherigen Erdorterungen hat man die
Gleichungen

M=V ="y vy M =Yg

\ "\
Z B A A RO A YAy -y Y—h) =
My haree o, Ay =0
7 hg=Vgy
\
=[] 2 oo,
1 2=0
M= M= Va, ey A=y ¥ hg=vs
\
Y M. H e,
My hapee ey Ry =0 As=0
=V ,)\_.—v_ =y
> P‘()‘[ y)‘i)

1 hg=vg

P (V=AY — Ry, e, V—A) = F' /\ P (hs) o (Va—As),
1

e
Z [THCNYR S R

ro=
s My, M =0
” Az=ps

Ml =Ry A a>—ﬂ D B0,

As=0
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K=y, ke =Vaye o0, =y
—\
} by Dy e o M)
Ygs =0 :
T h3=Vz
RNV NS W | 2 e O00) Dot (95—
1 %=0
=P =y by = Py
z P (9 —h 0y vy —ho0,. ., v,—h2) =
s has ey hp=0
r 7~3:Pc
—I:[ Sﬁ e (Vs—R50)
— 2 Palve—hsa
1 25=0
Nun ist aber
da= 1o \ 0 (v.>2)
N oplpe—i) = 1 (.=2,0),
)
Ae=0 [ —2 (V; pu— 1)
)\g’? Yo
>‘ 1) e (V=) = p(ps(ps — 1) o5, + 1)
A
re=0
ro= Vo 1 (\/5 — psy’)
Voo =
'A::o 0 (v; = psoits,, 5,=>0)
| 0 (e >1)
b3 =pg
N N V,— A o) — ho=ga
000 (N = {
-~ (=17 Y pl) @@=,
P ' ).cL:’o
‘g =35
Bl
2 M) 0 =2)
\1 Ay=0
54_' [J«m 0\3) )\a (Vs_)\:> - hg = pgtttzg
ho =0 2
Y ne) ez

kg =(pg—1) a-fegt1
und daher

o= v (0 (>0
Z i (M) M (V2—D0) =
- 1 (v, =0)
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hs = pg
B (Vs—A50) == P (e,),

Ae =0

und demnach hat man die Beziehungen

Ky == Va, ")"'=/r
\ Bl < ARG —h, Y—hy ) =
e =0
\ 0
— 9
((—2)

je nachdem unter den Zahlen v, (x = 1,2,. .,7) solche vor-
kommen, welche grosser als 2 sind oder nicht, wenn = die An-
zahl derjenigen unter den genannten Zahlen ist, welche den
Werth 1 haben,

M=y, b= J:_,‘ co =v, ( 1
> Mahty Ay - ooy M) =
ey ooy k=0 (

je nachdem sammtliche Zahlen v, (x = 1,2, ., #) Vielfache
von o sind oder nicht,

\ B Rave oy ) M (VN 0, Yy — Dy, vy —Ay2) =

/
Lo
=0
= (v, Vare s Vi)
Ly =V k= Ve e, A=,
\' ; ; s
B, Ry S R e (v, vy, V—hy) =
A
=0

{J‘(Pp Pz,' ] r‘7)
0
je nachdem sdmmtliche Zahlen v, (x = 1, 2,..., ) durch 2 theil-

bar sind oder nicht,
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.: CIIL Bd., Abth Il. a. 64
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M=, M=V ., M=y
A ~
Z By Ry o oos M) ha (=g, Yo—hgy 1, V) =
e eey hp=0

e

1 . =0;0=1,2,...,7)

=yl =py- o e =pr

P (V) —h % Vo= o o v— ) = 1.

Ty Ty ey k=0
Setzt man nun in II) und III) speciell der Reihe nach

]F)f,rj>).3,-~-v7‘f Oy Rgyoves b)) = gy hgyee ey N); 15
LL()\

LI ¢S VY W i
g o )\,), [J'a()\“ )\2, oy )\1-); 1,
.f;\(""’))\z'“ Y ()\“ )\2’ ciy )\1.) = ()\1’ )\2’ s )\,-); )\a ()\l’ )\2, . )\1’) y

N D WG W PRI WO WD W PR o WO VORI W

Pr(hgy Koo o oy X)),
so wird

0 (irgend ein v, > 2);

(—2) (v<<3; %« =1,2, . 7;c Anzahl
derjenigen v,, welche gleich 1 sind);

gl E=0;,»=12,...,7)
( w=r U A
(. 0 (Z ex>0)

=1 /

II‘(P; a) (yl, \/2’ I -,,_) — z

g B Pos- 5 Pr) (E=0;2=1,2,...,7)

(O (§SZ>O)
2=1
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und daher hat man das Theorem:

Sind f, 5. .., (@, al,. .,akr) beliebige Functionen der
willkiirlichen Grossen al, al:,. .., alr, welche selbstverstind-
lich auch zum Theile oder in ihrer Gesammtheit gleich sein
konnen, bezeichnet man dieselben ferner zur Abkiirzung mit

Ly (M, A, -5 ) und setzt

N =9y, da =0y, by =31

Z f)q, Ry ooy by (XI’ )\2:‘"‘7 )") — F(Gpczx AR 51‘):

Ay hayer oy Ay =0

.
) Frne o O gy o)1),

(6 —h 2 Oy—140, ..., O—h0) = F, (34, 3p, .+ 1),

N
& -[?]; 2= PTG
v f),, ¥ 0‘1: )\za ce )\r>-
Ty hye - 0y Ap=0

pa(6,—8, 0Ny, ., 6—h0) = Fy5(5,,0,,. -,3)
- a S Gy
,\,=[;'})\g: T"],...,lr=[7]
\'\
) 5,

gy hae e - Ay =0

2 O Ay o M),

hgy eeey

Qs (0, —N 2, 6y—Ny0, .., G—h0) == F, 5(6,, 0,,..., 3)),
s0 hat man die Beziehungen

=V, M= Vay ooy b=y

Z e Ay oer Ny (—2) 0 s )
s Doy 2 hp=0
f>1 I W (kg S h) =
PN UV W
= > 0 g o M F O e ),

Ty hay e v ey My =0

wo t(A, Ay, ..., h,) die Anzahl derjenigen Zahlen A, (x = 1,2,...,7)
vorstellt, welche gleich 1 sind, und e(};, ,,. ., },) den Werth O
oder 1 hat, je nachdem unter den genannten Zahlen L, welche
vorkommen, die 2 tiberschreiten oder nicht,

64
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fﬁ)\h Bhs, ., Sk (B)‘ly B)‘gw LS @"r) —

M=, Aa=Vg + .., hp =y
\"\
A

DaOhy Agyeves MY (v, =y, %,
Mps Dayee oy A =0

— Ay, Vi—hy) =

Mo Rayere, Ap =0

fa,—l,ﬁ, Ya—ha, e oo, Yp—AyB (Vl—)\l B’ vZ_)\ZB’ o "‘1‘_)\1'[3) P‘O\l: )‘2) LS )‘1':) —

Yaye ey Ay =Yg

— Z 8Os Agyes M) F 3 (0, —A,, v~y o 9y —Ny) =

Yay vee, k=
B aY bl N
— y P"‘(Al’ )\27 T )\7) F(Vl —)\li ‘)2—)\2) ARR] vl'—)‘i').‘
L
Xy Rsye o Ap=0
M=ppha=py e e =pr

Al -
Z j)‘” Naseoy e O\l) )\29 R )‘1) .

(A, v =R, v— )
T =py, M=py - hr=pr

‘ 2Oy gy ) Fl: « (V=N 0, V=0, v, — ) =

=P, ha=pa, o b =pr
Wl
=[] Male) »
e
1 My hayee, hp=0

Fp,—\,

124 2'_)‘27 - )

2. fx.,z.:,...,;\r (s Ay, A)

A =py, ha=pu,e.., Ay =pr

>.W Fou(v,—\ 0, v,—),0.
pa—;

e VeI
My Py v ey A =0
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f TV ) e

rJ.a()\l, )\2, )\,)]’1 a.() l’ V. —)\2, »*)\,-) =

Ay ()\1, )\2, ceey )\,‘) F]),-‘ (‘/l—)\l, ‘12—)\2, ceey ‘11‘—)\,-).

1) Die Function a(ay, ay, ..., alr) der willkiirlichen Gréssen
ay, ay,. .., ay habe den Werth O, wenn entweder alle Ex-
ponenten v,(x =1, 2, 7) gleich O sind, oder auch nur
einer derselben grosser als 2 ist, oder endlich wenn mehr
als zwei von ihnen die Einheit berschreiten, sie sei
gleich (—1)®Cwvs-f(a,), wenn v, = 2 und alle anderen Ex-
ponenten kleiner als 2 sind, und besitze endlich in allen

s=7
anderen Fillen den Werth (— 1)®0n% -¥)+1 Zf(axs , wenn die
a=1
Zahlen vy, Vu,..., v, gleich 1, die {ibrigen aber gleich Null sind.
Nach dieser Definition ist

s =i P N ah . 4
“ a(hy hgye o hy) =
x._.....,).,-:o
N ! t—1\  [r—1 o
F_f(a/,»,l——( T (e
p=23
T— T—n)

I T

p=1

wenn nur die Zahlen v, %, -, %, grosser als Null sind und

unter diesen vy, V..., %z, die Einheit Giberschreiten, und daher
= [}

‘hat man die Relation

B = e b = f@) =1%n=0 r=2)
l 800y Aypeoy M) = e,
Ty e by =0 0 ( }1 v,él)
]
%=1
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Setzt man nun in 1I) und III)
g =1

'f)‘(s))z, v b ()\1’ )\2" ) )\7'> — U()\l! 21+ )\1‘)a
f;\ ) ()\l’)\27"")*"):1,

N VR W
so wird
flay) (O =1, )\gzo,pzz)

FEP 0o h) = =
0

%=1

und daher hat man den Satz:

Sind f, , s, (@b, ak, ..., ak) beliebige Functionen der
willkiirlichen Grossen ak, agﬂ, ., ar, welche auch zum Theile
oder insgesammt gleich sein kdnnen, bezeichnet man dieselben
ferner zur Abkirzung mit f)\“)‘?’m’lr Ay A, -+, N) und setzt

M=Vl =Vae. o, Ap=vyp

A
/. j;" e Aphyse A = Fv,v,, %)
Ay dayeo oy Ap=
M=y ke =Vaeen, by =vr
S\
> Fo O gy, 1)
Ky g ooy Ry =0

N R T e N . = JTUT AP TN
so besteht die Beziehung
Sor=tymm e g —1, Yy, o, v) fla)+
A fova—t, vy v Oy Vo —1, Vg, o 1y 90).
cS@)+ F vy 1V Yy - Y, Ve 1)

A=V e =Vayer oy hr =y

Fla) = > a0y gy s h).

s Dgye -y A= 0
v M=V R =y, by =y

V;——)\r) = Z F ()\l, 29 ‘/\’,‘).

W VS Vo

F(—X,, v—\

2)° %)

3) Man hat ferner

)‘l= Yy );2=v3, ey )‘7’= Vr

j -~ -
Z )\()\l, . ‘,)\,,)Zw(}u,lzv“-,)\r/ —

My A =0

ety

7 hg=Vg

:H S—‘ A(A)200a)  (N(m) = (1))

/a=0
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=0, ? =\)_‘ hyp=wvy
A 0\17 )\2; PN )\r) P A e i
Rayese, Ap=0

T hyg=vsy

A\ _ .
=[] 2 ryzaca—
1 Ae=0

2TV e = e, by ==y

Z Ay hgy e ey hy) 20 0D, e Py Yoty 9y =) —
,

7 hg=Vgz

:H Z (ks ) 20946 (31
1 2

g =0

Z—l - 0‘1, )‘27' o5 )\r) 20 (h—hyvs—laye o9 =) —

7 g =vg

A
=[] 2 vogzees
1 25=0

Z (.Lz<)\l, )\2, . 5 )\,-) .

Y (Vl — )\1, ‘J2 —)\2, .y ‘J,.—)\,‘) 26) (N—hps ta—Day v v oy ¥p—hy) —

P
- Fl Z I'Lz <x°) A (Vs—)\a) D (hs+vg)
i I he=0
Nun ist aber
ro = v
Z A5 200e) = (—1)%
he=0

hg=v

° 0 (vs>0)
S\ A ()\q) 20 (ra=20)+6 (hs) = (

b

Sy [1 (.=0)

Ao = vg
Z A(hg) 2005=20) — 1

Ae=0

re=vo

D 002009 = )

Ao=0
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Ay =vg
DT B0 N () 20050 = ()
ha=0

und demnach hat man die Beziehungen

M= ha=Vaye. 0, hgp ="
5 gyl e+ 2 ) e
Z Oy Mg v o ) 290l ) = K (v, vy, - -y v7)
My hgy ooy hp=0
=Y ke = Vs o, Ay =V
>\
O (Vy—hy, Va—Dg, -y —hy) —
- )\()\l, )\2,. .y )\,-)20)(\" pY e —hy) — ]
Mylayer o =0

=y, k=

A ()\1 > )\2, ciey >\r) T R L A s e

x?l' \
1 \ v, =0l
=T
— <

( *=r
o | N> o}

ot

M= ke =Vay ey M =y -
v ) ()\“ )\27 C )\1) Q0 (V=g Yy =y« v —hy) —

ya

Ty hape -y =0
= (Vs Ygre or V)
Ty = ha = Yaye e ) A=Yy

\W

/

e
Myhare o0,k =0

D (0 —hgy YDy + ) y—Xy) —
N R YAy ey YN ) 28O ) — (v, vy, ),

IO VD W R

auf Grund deren man aus II) und IIl) das folgende specielle
Theorem ableitet:

Sindf, , ;. (@b, a}, alr) beliebige Functionen der will-
kiirlichen Gré‘)ssen @y, ak,. ., a, von denen mehrere oder
auch alle zu verschiedenen Indexsystemen gehérige gleich sein
konnen, bezeichnet man dieselben ferner zur Abkiirzung mit
. (A Agy- -, ) und setzt

()‘17)\ co ) = F(vy,

2y ‘/1‘)
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’/va,,).::v;.,... IN

Z: NG

Hashay e e os by =0

'fvhlmr'/n:.- oy, =Ry V=l v—h) == F(¥, %, -, %)

26 0y, hy.)

Sy
M dare sy =0

.f:,l,;\“,,_:_;w, vyt (vl—)\l, Yo —Npye o, Vp—hy) = F! (Vy, Y, - )

T =y, ey =Y,
‘W
ya

.=0

s =,

Mgy gy v vs hy) 2800y

._f;l,,_,)‘h.,_: e eyt () —h, Vo— g, Ve—hy) = Fy (v, Vg, -, %))

2 | ()\l’ )\2, ey }\r> .

oyt (Vi—hp Ve, ve—1y) = F,(vy, Vg

oY)

TH OV W

S oyt 9 = Y=g Vi h) = Fy(, v, o, %),

50 hat man die Relationen

3= Vare e, by =V,
_ .
(v, v = 3\ F_Ah)ﬂ“ o, My gy oy hy)

FiO .

.y ;\,)
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F(Vp Y9y ) V1') —

Ny =y, k= Ve, oy by ==Y,

>
= Ve — gy v—hy) = Z 96 (Y- 52

Ay hare « ey g =0

TN vy, vy—Ah;)

Dy =gy e =gy ey D =9,
I (Vyy Vgre V) = g 2 (g, a0
Mo ooy =0

M=V, he=Vg. ., b= Uy

A\ -
Ay Va—Rhg, o o, Vi —h) = ) A Ay, oo b))

/
Ry dayen o,y =0

200wRe b By — N vy =Dy, oy Yp—h)

CF

7\1 =Y, 7..=‘J2,. .y 7.,,: Yy

: — \' JORNRIRE
Fy(v, g, V) = 2, 20 Oy haye 5 p)
Mhaee e ey 2y =0

)., =Y, 7\-: EER TR 7.1. ="

-~ .
. 1{‘2 (vl—)‘l’ Vs _)\2, V;"—)\r) — Z !"’O‘[) )\2, k)
=0

Ty 5y

F o =N v —hgy e v—))
M=V, ha=Va. 0, b=,
: \
Iy, 9, %) == R Pa (Mg A
T dgpe sty =0
M=y la=va. 0 b=
\ ;
(v —h,va—hy, L v—h) = o M, Ngyeos )
Mdayer =0

200wl s29) Fy (v, —\

b Ya—hgy e - oy Vi Ry).
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