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Einige Constructionen beztliglich der
Schraubungsflachen

von
J. Sobotka in Prag.
(Mit 2 Tafeln.)

(Vorgelegt in der Sitzung am 12, October 1893.)

1. Zur Krimmung der Schraubungsflichen.

1. Mit der Ermittlung der Kriimmungsverhaltnisse und der
Indicatrix fur irgend einen Punkt einer Schraubungsflache habe
ich mich eingehend in einer in den Sitzungsberichten der k.
Akademie der Wissenschaften zu Wien, Bd. CI, Abth. II. a. 1892,
veroffentlichten Arbeit beschéftigt. Im Folgenden moge auf
dieselbe durch die blosse Bandnummer »Cl« hingewiesen werden.

Hier werden andere das angeflihrte Problem betreffende
Constructionen entwickelt.

Zur Feststellung einer Schraubung im Raume gehort die
Angabe ihrer Axe Z und ihres Parameters p der Grosse und
dem Sinne nach. Durch irgend eine Curve A ist in der
Schraubung eine Schraubungsfliche A bestimmt, auf welcher
ihrer Erzeugung geméass zwei besondere Systeme von Curven
enthalten sind; erstens ein System von Schraubenlinien, die als
Bahncurven einzelner Punkte von A aufzufassen sind und
zweitens ein System congruenter Curven, welche die einzelnen
Lagen der Curve A wéhrend der Schraubung vorstellen. Durch
jeden Punkt # von A geht eine Curve U des ersten und eine
Curve 4, des zweiten Systems.

Es moge zunidchst die Durchmesserinvolution der Indicatrix
fiir den beliebig angenommenen Punkt z der Schraubungsflache
ermittelt werden. Dies geschieht durch Construction von zwei
Paaren conjugirter Durchmesser derselben.
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Die Bertihrungsebenen von A ldngs der Helix U umhiillen
ein developpables Helikoid. Die Tangente S in 2 an die Helix U
bildet mit der durch # gehenden Erzeugenden F des develop-
pablen Helikoids ein Paar conjugirter Durchmesser der Indicatrix.
Die Gerade F ist Charakteristik der Tangentialebene T, in #
an A und wird als Gerade grosster Neigung in Bezug auf eine
Normalebene M der Schraubung erhalten; die Tangentialebene
T, selbst ist durch S und durch die Tangente T in # an die
Curve A, gegeben.

Zum Zwecke der weiteren Construction kann die Curve
A, durch irgend einen sie in # osculirenden Kegelschnitt B
ersetzt werden. Irgend zwei Lagen des Kegelschnittes B in der
Schraubung bestimmen zwei congruente ebene Felder; die Ver-
bindungsgeraden ihrer entsprechenden Punkte erfiillen eine
Regelfliche vierten Grades. Dies bleibt aufrecht auch dann, wenn
die Lagen consecutiv werden, und wir also den Kegelschnitt B
mit dem ihm unendlich benachbarten B’ in Betracht ziehen. Fiir
die erwahnte Regelfliche vierten Grades werden jetzt die
erzeugenden Geraden zu Tangenten an die Bahncurven in
sammtlichen Punkten von B. Diese Regelflidche, die wir mit R
bezeichnen wollen, bertihrt die Schraubungsflache, welche durch
B erzeugt wird, langs des Kegelschnittes B. Deshalb ist der
zu 7 conjugirte Durchmesser TV der Indicatrix von R in z
gleichzeitig auch der zu 7 conjugirte Durchmesser fiir die
Indicatrix in # der durch B, hiemit auch der durch A erzeugten
Schraubungsflache.

Es liegt also die Aufgabe vor, den Durchmesser V fiir die
Indicatrix von R in % zu construiren.

Denken wir uns weiter die Fliche zweiten Grades [,
welche die Flache R langs ihrer Erzeugenden .S beriihrt und
den Kegelschnitt B enthdlt, so osculirt dieselbe die Flidche R
im Punkte z ! und man kann demnach zum Zwecke der Er-
mittlung von 1/ die Flache R durch die Fldche zweiten Grades Il
ersetzen, so dass es im Folgenden nur darauf ankommt, die
Polare V von T in Bezug auf Il zu construiren.

J. Solin: Construction der Osculationshyperboloide, in den Sitzungs-
berichten der konigl. bohm. Gesellschalt der Wissenschaften in Prag 1883.
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Da bestimmen wir zuerst die Berlihrungspunkte fiir den
Tangentialebenenbiischel durch S.

Analog dem Vorigen schliessen wir, dass die Tangenten
an die Bahncurven sammtlicher Punkte von 7 ein hyperbolisches
Paraboloid P erfiillen, welches die Fldche R, somit auch die
Flache zweiten Grades Il lings S beriihrt. Mit Hilfe von P lisst
sich in jedem Punkte der Geraden S die den Flichen II, R
gemeinsame Tangentenebene ermitteln.

Sind nun T,, T, zwei derartige von T, verschiedene
Ebenen mit den Beriihrungspunkten z respective 7 und be-
zeichnen wir die Pole dieser Ebenen mit Bezug auf B mit m/’
respective 7/, dann schneiden sich die Geraden (mm’), (n12') im
Punkte v und (vu) ist bereits die gesuchte Gerade V!

Durch die Strahlenpaare SF, TV ist die Durchmesser-
involution fiir die Indicatrix im Punkte 7 der Schraubungsfliche
A bestimmt.

Betreffs der Darstellung dieser Construction wéihlen wir
— Fig. 1* — die vom Punkte # um den Parameter p etwa im
negativen Sinne entfernte Normalebene M der Schraubung als
Spurebene. Von den Beriithrungsebenen durch S kénnen wir
insbesondere die projicirende T,, und die asymptotische T, her-
vorheben. Die Conturparabel der Hauptprojection von P hat
T, zur Schelteltangente und Z, zum Brennpunkte. Trdgt man
also w4, = Z u; auf (Zu,) auf und fillt von i, die Senkrechte
auf 7,, so schneldet dieselbe die Tangente S; der Conturparabel
in 1hlem Bertihrungspunkte s72,, welcher die Projection des
Beriihrungspunktes #2 flir die projicirende Tangentialebene T,
ist. Der Pol von T, in Bezug auf B, ist m;. Die asymptotische
Ebene T, von P fiir die Gerade S ist normal zur projicirenden
Ebene von 7 Fillt man also vom Spurpunkte s der Geraden S
die Senkrechte auf 7, so schneidet dieselbe die Spur O der
Ebene O, in welcher der Kegelschnitt B liegt, in einem Punkte,
dessen Verbindungsgerade J mit # den Schnitt von T, mit O

Man sehe in den Sitzungsberichten der konigl. bohm. Gesellschaft
der Wissenschaften in Prag die Abhandlung vom 24, Mérz 1893.

Es wird auch hier die orthogonale Projection in eine Normalebene der
Schraubung als Hauptprojection bezeichnet und fiir ein Gebilde X durch ¥}, ihr
Bild durch X, symbolisch ausgedriickt.
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vorstellt. Fiihrt man also durch den Pol #; von J; in Bezug auf
B, die Parallele S”i zu S, so schneidet diese die Verbindungs-
gerade (mm,) im Punkte v, von V.

2. In dem eben Erlauterten haben wir ein Mittel gewonnen,
den zu 7 conjugirten Strahl ¥V zu construiren, wenn die Oscula-
tionsebene O und der Osculationskegelschnitt B der Curve A4,
gegeben waren. Trachten wir die entwickelten Constructionen
in umgekehrter Reihenfolge durchzufiihren, so gelangen wir
zur Construction irgend eines osculirenden Kegelschnittes B,
wenn die Osculationsebene O und der conjugirte Strahl V' ge-
geben sind, oder zur Construction der Osculationsebene O,
wenn B und V gegeben sind. In beiden Fallen kann man unbe-
schadet der Allgemeinheit den Kegelschnitt B so ermitteln oder
wahlen, dass B ein Kreis wird. Es heisse der Mittelpunkt
dieses Kreises o;. Dieser Annahme geméss wird (nz;0;) | S, und
(mo) 1 Jy.

Ist im ersten Falle O gegeben, so kennen wir auch J|.
Nehmen wir nun einen Punkt o] beliebig auf der Geraden V| an,
verbinden denselben mit 7z, durch eine Gerade und ziehen
durch ihn eine Parallele zu \S;, errichten wir ferner aus dem
Schnittpunkte der ersten von den beiden soeben gezogenen
Geraden mit 7 die Senkrechte zu S}, aus dem Schnittpunkte
der Parallelen zu S, mit 7, die Senkrechte zu J;, so erhalten
wir im Schnitte of beider Senkrechten einen Punkt, der eine
Hyperbel H| beschreibt, wenn sich of auf der Geraden V| be-
wegt. Der Mittelpunkt o, muss auch auf dieser Hyperbel,
welche T} in %, berlihrt, liegen; da er nebstdem auf der Senk-
rechten G, in 2, zu 71} liegen muss, so erhélt man ihn als den
zweiten Schnittpunkt der Hyperbel H; mit der Geraden G;.

Hiemit gestaltet sich die Construction von o; dusserst ein-
fach. Zieht man namlich durch m,; die Parallele zu 7}, bis sie
Vi in o] trifft und trdgt auf 7; die Strecke vlm, von w; aus ein-
mal in gleichem Sinne nach nz, das zweite Mal in entgegen-
gesetztem Sinne nach 7} auf, so ist die Senkrechte L, durch
zu S, eine Asymptote, die Senkrechte F; durch # zu J, die
zweite Asymptote von H,. Wird nun G; von L; in g, von I in
h; getroffen, so eriibrigt nur noch, den Punkt o; so zu ermitteln,
dass o, = u—lg_f[ wird.

’
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Ist im zweiten von uns angeflihrten Falle der Mittel-
punkt o; des Kreises B, gegeben, so fallen wir von ihm auf S
die Senkrechte, welche 7} in m2] schneidet; (12;m2]) trifft dann 17
im Punkte v,. Die Parallele durch v, zu S, schneidet wiederum 7,
in u]; die Gerade J; ist alsdann senkrecht zu (1z70)). Hiedurch
ist die Gerade J in der Ebene T, bestimmt; die Ebene (7J) ist
die gesuchte Osculationsebene 0. Man kann auch auf die vorige
Art die Punkte 2/, 2/ und die Asymptote L, ermitteln und
auf G, den Punkt %; so annehmen, dass ole_,: gy wird; als-
dann ist J; senkrecht zu (%n]). Doch kiirzer zum Ziele ge-
langt man dadurch nicht.

Da man nach Art. 1 in irgend einem Punkte der Schrau-
bungsfliche zu jeder Tangente derselben den conjugirten
Durchmesserstrahl der Indicatrix leicht finden kann, so ist man
nach dem gerade entwickelten Vorgang im Stande, die Kriim-
mung einer Curve auf der Schraubungsfldche in irgend einem
Punkte # zu bestimmen, fiir welchen man die Osculationsebene
der Curve kennt, insbesondere also die Kriimmung einer ebenen
Schnittcurve in jedem beliebigen Punkte derselben. Umgekehrt
kann man danach die Osculationsebene einer Curve auf der
Schraubungsflache in einem Punkte ermitteln, wenn der Kriim-
mungsmittelpunkt fiir die Projection derCurve im entsprechenden
Punkte bekannt ist.

Bemerlkt sei, dass die Auseinandersetzungen dieses Artikels
fast waortlich flr alle windschiefen Fldchen anwendbar bleiben
und uns fiir dieselben eine Construction von praktischem
Nutzen gewéhren.

Die sowohl in Art. [, als auch Art. 2 gegebenen Entwicke-
lungen bleiben im Wesen auch fiir alle besonderen Fille an-
wendbar; nur erhilt die Durchfiihrung eine geringe Modification
hauptsachlich dadurch, dass man, wo es nothig erscheint, noch
eine zweite Projection in eine zur Axe Z parallele Ebene darstellt.

II. Zur Construction umschriebener Developpablen der
Schraubungsflachen.

3. Es handelt sich hier um eine durch die Abhandlung:
» Kinematisch-geometrische Constructionen der Parallelpro-
jection der Schraubenflichen. von Burmester in Schlo-
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milch’s Zeitschrift flir Math. und Phys., 18. Jahrgang, 1873,
angeregte Bemerkung. Mit der Bestimmung der Bertihrungs-
curve C einer gegebenen Schraubungsfliche mit der ihr um-
schriebenen Developpablen D von gegebenem Richtungskegel K
oder umgekehrt, habe ich mich a. a. O. beschiftigt.! Es ist dort
gezeigt worden, dass in der gegebenen Schraubung die
Charakteristiken der Tangentialebenen in den Punkten der
Bertihrungscurve C sdmmtlich eine zur Schraubungsaxe Z
parallele Cylinderfliche C beriihren. Setzen iwir voraus, dass
der Mittelpunkt des Richtungskegels K auf Z liegt und be-
zeichnen fiir diese Lage mit L die Spur in derjenigen Normal-
ebene der Schraubung, von welcher der Mittelpunkt um den
Parameter p in positivem Sinne der Axe Z entfernt ist. Drehen
wir alsdann die Spur L um Zim Sinne der Schraubung um 90°
so erhalten wir in ihrer neuen Lage Lt einen Normalschnitt
der Cylinderfliche C. Da fiir jeden Punkt der Schraubungs-
flaiche die Normale der durch ihn gehenden Normalcurve und
die Charakteristik seiner Tangentialebene in einer zu Z paral-
lelen Ebene liegen, so folgt daraus:

Die Normalen in sdmmtlichen Punkten der Be-
rithrungscurve C zu den durch dieselben gehenden
Normalcurven der Schraubungsflache bilden eine
Conoidfliche G, welche in der Richtung der Axe Z
durch die Cylinderflache C projicirt wird.

Aus diesem Satze ergibt sich in einfacher Weise die Con-
struction der Kriimmungsmittelpunkte fiir die Spur D
der Developpablen D in einer Normalebene M der
Schraubung, sowiedie Construction einzelner Punkte
der Riuckkehrkante der Developpablen D.

Es sei — Fig. 2 — ¢ ein Punkt der Beriihrungscurve C; die
diesem Punkte zugehorige Erzeugende des Conoids G, welche
die Cylinderfliche im Punkte ¢ beriihrt, heisse E. Ferner sei P
die durch e gehende Erzeugende von D, fiir die P, senkrecht
steht zu (Z;¢[), und T die Tangente in ¢ an C, welche als der
zu P conjugirte Durchmesserstrahl der Indicatrix nach Art. !
construirt werden kann. Schliesslich sei noch ¢ der Kriir-
mungsmittelpunkt von C, in ¢[.

1 Monatshefte fiir Math. u. Phys., [V Jahrg., S. 59.
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Zunichst sehen wir, dass die Spur der Ebene (PE) in M
identisch mit der Normalen N® von D im Spurpunkte #p der
Geraden P ist. Der Kriimmungsmittelpunkt e der Spur D
in mpist der Schnitt der Normalen N® mit ihrer consecutiven N¥
Ist nun E’ die auf E unmittelbar folgende Erzeugende von G
und P’ die auf P folgende Nachbarerzeugende von D, so
ist N¥ ebenso die Spur der Ebene (P/E’). Die Schnittgerade R
der Ebenen (PE), (P'E’) enthdlt nun den Kriimmungsmittel-
punkt Ye von D in mp als den Schnittpunkt der Spur-
geraden N, N¥; sie enthilt auch einen Punkt ¢ der Riickkehr-
kante der Developpablen D als den Schnittpunkt der Ge-
raden P, P! Es wird sich desshalb nur darum handeln, die
Gerade R zu ermitteln. Von dieser Geraden kann man den
Punkt 7, in welchem sie die Gerade E schneidet, als den Be-
rihrungspunkt der Ebene (PE) mit dem Conoid G ohneweiters
finden. Wir kennen fiir das Conoid die Tangentialebene (TE)
in ¢, die zu Z parallele Tangentialebene in ¢ und die asympto-
tische Ebene durch E, sind somit im Stande, aus dem projectiven
Zusammenhange des Tangentialebenenbilischels um E mit der
Reihe der Beriihrungspunkte auf E den Berlihrungspunkt
von (PE) zu construiren. Danach trifft die Parallele, die man
zu T, durch den Schnittpunkt von P, mit (¢/¢]) zieht, die Ge-
rade E, in der Projection #, des fraglichen Punktes 7.

Betreffs der Bestimmung des Kriimmungsmittelpunktes *e
kann man die Developpable D durch einen lings P osculirenden
Kegel, dessen Mittelpunkt in g sein wird, ersetzen; daraus
ergibt sich, dass R;_| (Z¢), wodurch die Richtung von R be-
stimmt wird. Da wir jetzt von R bereits den Punkt » und die
Richtung kennen, so ist diese Gerade selbst und durch sie auch
die in Frage gestellten Punkte “¢ und ¢ gefunden.

Fahren wir die entwickelte Construction in umgekehrter
Reihenfolge durch, so gelangen wir zur Losung folgender Auf-
gabe.

In einer gegebenen Schraubung ist diejenige
Schraubungsfliche zu bestimmen, welche eine ge-
cebene developpable Fldache D beriihrt.

Wir ermitteln zuerst den Richtungskegel der Develop-
pablen und leiten aus ihm dann die Cylinderfliche C ab. Jeder
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Erzeugenden P von D entspricht auf C, ein Punkt ¢], wobei
(Z;e])_i_P, ist. Hiedurch ist auch schon d1e betreffende Gerade E
des Conoids G bestimmt, welche P in einem Punkte ¢ der Be-
rihrungscurve zwischen D und der Schraubungsflache trifft.
Weil wir die Flache D kennen, so sind wir im Stande, die
Gerade R und den auf ihr liegenden Punkt Ye zu construiren.
Alsdann sind uns fir das Conoid die Tangentialebenen in den
Punkten ¢/, » und die asymptotische Ebene durch E bekannt
und wir sind in der Lage, die Tangentialebene desselben in ¢
zu finden, deren Schnitt mit der langs P bertihrenden Tan-
gentialebene von D uns die Tangente 7 in e¢ an die Bertihrungs-
curve C liefert, wobei die Verbindungsgerade von ; mit dem-
jenigen Punkte der Geraden Pj, welcher auf der in ¢| zu E, er-
richteten Senkrechten liegt, die Richtung von 7, angibt. E ist
die Normale in ¢ der durch diesen Punkt gehenden Normal-
curve N, der Schraubungsflache. Die Charakteristik der Tan-
gentialebene in ¢ zur Schraubungsfliche bildet mit der
Tangente O der durch ¢ gehenden coaxialen Helix H der Fliache
ein Paar, die Geraden 7, P bilden ein zweites Paar der Durch-
messerinvolution fur die Indicatrix und es ldsst sich desshalb
der zur Tangente von N, in ¢ conjugirte Durchmesserstrahl
derselben leicht ermittein. Die Senkrechte durch Z; zu [
schneidet dann E, im Mittelpunkte o] des zu ¢ gehorigen
Kriimmungskreises von Ne;.

Um nun die Spur &N der Schraubungsflidche in irgend einer
Normalebene M der Schraubung, die wir als Hauptprojections-
ebene betrachten kénnen, zu construiren, suchen wir die Spur
712¢) VON O in M und tragen der Grosse und dem Sinne nach die
Linge e¢mq von ¢ auf H, bis zum Punkte *m auf, welcher
bereits ein Punkt der \Ion*nalspul N ist. Dreht man in dem-
selben Sinne E, und *oj um Z; um den Winkel (¢, Z;*m) nach E,
respective ‘o, so ist E* die Normale und o der Kriimmungs-
mittelpunkt von N flir den Punkt 2.

III. Zur Construction umschriebener Developpablen der
Schraubungsregelflachen.

4. In diesem Abschnitte will ich mich mit der Lésung
folgender Aufgabe befassen
Sitzb. d. mathem.-naturw. CL; CIL Bd,, Abth. I a. 80
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In irgend einem Punkte ¢ der Bertthrungscurve C
einer Schraubungsregelfliche A mit einer ihr um-
schriebenen Developpablen D ist die Osculations-
ebene O und das Krimmungscentrum e dieser Be-
rithrungscurve zu construiren.

Es sei — Fig. 3 — O die Riickkehrhelix fiir die asympto-
tische Flache der gegebenen Schraubungsregelfliche, C, die
Projection der Cylinderflache, von welcher im vorangehenden
Abschnitte die Rede war, und L die Lage, in welche diese Pro-
jection gelangt, wenn sie um Z; in der Schraubung entgegen-
gesetztem Sinne eine Vierteldrehung vollzieht. Nehmen wir
weiter auf Z den Punkt v an, welcher in positiver Richtung von
unserer Hauptprojectionsebene um den Parameter p entfernt
ist und betrachten denselben als gemeinschaftlichen Mittel-
punkt der Richtungskegel S, K der Schraubungsregelfldche,
beziehungsweise der umschriebenen Developpablen, so ist O,
die Spur des ersteren, L die Spur des letzteren Kegels in der
Projectionsebene und es ist dann, wie bekannt, die Bertihrungs-
curve C die Durchdringungscurve der Schraubungsregelflache
mit einer windschiefen Flache Q, deren Geraden C beriihren,
O schneiden und zu den Erzeugenden des zu K in Bezug auf S
polarreciproken Kegels L parallel sind. Irgend ein Punkt ¢ der
Berlihrungscurve C ist also der Schnittpunkt einer Erzeugen-
den H der Fliche A mit der entsprechenden Erzeugenden R
der Fldche Q.

Ermittelt man das ldngs A die Schraubungsregelfliche os-
culirende Hyperboloid I und das lings R die Flache Q oscu-
lirende Hyperboloid R, dann ist die fragliche Osculations-
ebene O die Osculationsebene in e fiir die Durchdringungscurve
der Flachen H und R. Ist nun 7 die Tangente in ¢ an C, so
ist O die langs T beriihrende Tangentialebene des zur Punkt-
reihe auf T doppelt conjugirten Kegels V in Bezug auf die
Schmiegungshyperboloide H, R.

Die Construction von H ist bekannt, wesshalb wir bloss
auf die Construction von R néher eingehen wollen.

1 Monatshefte a. a. O.
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Die Gerade R treffe O im Punkte o und beriihre C im
Punkte ¢/. Weil O eine asymptotische Curve der Fliache Q ist,
so ist die Tangente 7, in 0 an O eine Erzeugende von R. Als
zweite Erzeugende von R werden wir diejenige R’ bestimmen,
welche zu R parallel ist. Zu dem Behufe legen wir durch » die
Ebene, welche zur Tangentialebene T, in 0 an Q, und weiter
die Ebene, welche zur projicirenden Tangentialebene T, in &
an Q parallel ist, suchen ihre Polargeraden J,J’ in Bezug auf
den Kegel L, legen durch o die Parallele J, zu J und durch e
die Parallele J, zu J'. Beide Parallelen schneiden sich in einem
Punkte %; die Gerade R/ ist alsdann die zu R in Bezug auf den
Punkt z symmetrische Gerade.! Dass man bei der Durchfiihrung
der soeben beschriebenen Construction nicht die Kegelflache L
selbst construiren wird, sondern die Constructionen, die mit
Hilfe derselben durchgefiihrt werden sollen, durch die Reci-
procitit auf den Kegel K {ibertragt, also zuerst die Polarebenen
von J und J' in Bezug auf S aufsucht und aus ihnen erst dann
die Geraden J, J/ ableitet, ist natiirlich. Das Resultat dieser
Uberlegung ist, wie leicht zu erkennen, folgendes: Ist ¢ der
Kriimmungsmittelpunkt von C; in ¢, so ist J, senkrecht
zu (¢op) und Jo; fallt mit (¢ ¢{) zusammen. Die Contur K} von R
ist als Kegelschnitt, der T, , R} bertihrt und C; in ¢ osculirt,
somit bestimmt. Dadurch ist auch R bereits gefunden, denn
jede Erzeugende X von R, welche R schneidet, hat ihre Pro-
jection in einer Tangente von Kj und liegt in der Tangential-
ebene der Flache Q im Punkte (XR) und kann demnach ohne-
weiters erhalten werden. Die Tangenten des Kegelschnittes K]
bekommt man aus den entsprechenden Tangenten des Kriim-
mungskreises K| von C, in ¢ vermittelst centrischer Collineation
die zwischen Kj, Ky besteht, in einfacher Weise. Fiir diese
centrisch collineare Lage ist, wie bekannt, R, die Collineations-
axe. Der Tangente Rj entspricht die zu ihr parallele, von R, ver-
schiedene Tangente R';| des Kreises K|, der Tangente T"I ent-
spricht die noch durch o; an K| gehende Tangente T,j;. Dem
Punkte j;=(R; T, ) entspricht der Punkt j;* =R} T;I), so dass
die Gerade (j;j) durch das Collineationscentrum 7; geht, wodurch

1 Man sehe Amerkung 1 auf S. 206.

80%
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dieses als Schnitt von (j;j1) mit K, gefunden wird, und man
jetzt leicht zu jedem Elemente das ihm entsprechende con-
struiren kann.

Suchen wir zunidchst den Bertihrungspunkt ¢ der Tan-
gente T"l mit dem Kegelschnitt KJ; derselbe entspricht dem
Beriihrungspunkt 4 von T mit &;. Nun ist (FreN) i@ epli (o, 1),
wesshalb wir haben

T o= i o =Tl o,
wenn I der Schnittpunkt von Ry, und k) der Schnittpunkt
von R{ mit der Geraden J"i ist. Aus dieser Relation folgt, dass
auch

T AL WL o
Jit H oy =" iy

dass also (i) parallel zu TOI ist.

Man ermittelt also das Collineationscentrum #, dadurch,
dass man durch den von e verschiedenen Schnittpunkt der
Polare von o, in Bezug auf K| die Parallele zu 7, zieht,
welche R bereits in 7, trifft. Aus dieser einfachen Erwdgung
ergibt sich, dass K] im Allgemeinen eine Hyperbel ist, welche C,
in ¢; osculirt und T"I zur Asymptote hat.

Demnach ist R mit den Bestimmungsstiicken von Q auch
selbst direct gegeben.

Die Parallele durch ¢ zu R, trifft den Kreis K| noch im
Punkte f;* Trégt man e{?f{:i@? auf R auf, dann ist die
durch of zu (r, f;") gezogene Parallele F| die zweite Asymptote
von K.

Nach der gepflogenen Vorbereitung kann die Durch-
fihrung der eingangs dieses Abschnittes gestellten Aufgabe
rasch bewerkstelligt werden. — Fig. 4. —

Wir wollen die Spur M* der fraglichen Osculationsebene
in der durch den Centralpunkt ¢ von H gelegten Normalebene,
die wir zugleich als Projectionsebene betrachten, construiren.
Zuerst ermitteln wir die Tangente 7 im Punkte ¢ an die Be-
rithrungscurve C als die Schnittgerade der Tangentialebene der
Schraubungsfliche mit der Tangentialebene der Fliche Q im
Punkte e. Die Senkrechte A7 durch ¢, auf R, ist die Spur der
ersten der beiden Berlihrungsebenen; die Spur der zweiten ist
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die Gerade M¥, welche durch o, und durch den Schnittpunkt
von (e;Z;) mit der durch ¢ zu (0,Z,) gelegten Parallele geht.
M=und M¥ schneiden sich im Spurpunkte £ von T.

Es handelt sich noch darum, vier weitere Punkte fiir die
Spur V des Kegels V zu ermitteln, um dann an sie in ¢ die
Tangente M®, welche ja die verlangte Spur selbst ist, con-
struiren zu kodnnen.

Die Senkrechte von ¢ auf (Z¢) ist die Projection der
durch e gehenden Erzeugenden der umschriebenen Develop-
pablen D, also die Projection der Polaren von T in Bezug auf IL
Der Schnittpunkt s, dieser Senkrechten mit M* ist darum ein
zweiter Punkt von V' Ferner construiren wir die Polare von T
in Bezug auf R als die harmonisch conjugirte zu 7 in Bezug
auf die durch e gehenden Erzeugenden von R; ihr Spurpunkt
heisse u.! Jetzt ertibrigt noch, zwei Punkte des Kegelschnittes
aufzusuchen. Zu dem Behufe wahlen wir auf 7T zwei
Punkte 2, 12 und bestimmen ihre doppeltconjugirten Geraden in
Bezug auf beide Schmiegungsflichen H, R. In unserem [alle
wurde der Punkt #2 von T in der projicirenden Ebene von T, an-
genommen. Diese Ebene geht also durch #2 und beriihrt das
Hyperboloid R im unendlich fernen Punkte 7 von 7,; demnach
gehort der Punkt ¢ der Polarebene von m in Bezug auf R an,
welche nebstdem durch (ex) gehen muss und somit hinreichend
bestimmt ist. Die Parallele durch ¢ zu 7, fallt mit H zusammen;
desshalb ist die besagte Polarebene identisch mit der Ebene (#H);
ihre Spur ist die Gerade (u,¢,). Beziiglich des Hyperboloides Il
sehen wir aus dem Umstande, dass m in einer Hauptebene
dieses Hyperboloids, nédmlich in der projicirenden Ebene
von 7, liegt, dass seine Polarebene senkrecht zu dieser pro-
jicirenden Ebene sein wird und da dieselbe nebstdem durch (ew)
gehen muss, so ist die aus w; auf T,,] gefillte Senkrechte bereits
die Spur der Polarebene. Der Schnittpunkt x beider so ermit-
telten Spuren ist die Spur der dem Punkte # entsprechenden
doppeltconjugirten Geraden; es ist also x ein weiterer Punkt
von 17

Die von K| verschiedene Tangente an K| durch ¢ schneidet (il*fl‘) in

einem Punkte, auf dessen Verbindungsgeraden mit 7| durch 7| und (¢;#) eine
Strecke herausgeschnitten wird, welche durch Ry halbirt wird.
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Als den zweiten Punkt # nehmen wir den unendlich fernen
Punkt von T an. Seine Polarebene in Bezug auf R geht durch
den Mittelpunkt ¢ dieses Hyperboloids, welcher im Schnitte
von T(,I mit F} seine Projection hat und in der durch R gehenden
asymptotischen Ebene von R enthalten ist. Die Parallele G
durch o) zu (¢[Z)) ist die Spur dieser asymptotischen Ebene; sie
wird von (g,¢) im Spurpunkte g der Geraden (ge) getroffen, so
dass (ng) die Spur der Polarebene von # in Bezug auf R ist.

Die Gerade (wo) ist die Spur der Polarebene von # in Be-
zug auf H. Der Schnittpunkt ¥ der Spuren (zg) und (wo) ist der
flinfte Punkt von V

Bezeichnen wir den Nachbarpunkt von ¢ auf ¥ durch #, so
kénnen wir schliesslich M® als die Seite (¢/) des Pascal’schen
Sechsecks nxywit erhalten, wobei wir die Reihenfolge der
Eckpunkte so gewidhlt haben, dass so wenig als mdglich Hilfs-
geraden von Neuem gezogen werden miissen; es ist hier (oc)
bereits die betreffende Pascalgerade.

Bei unserer Darstellung haben wir noch den Punkt 7’ im
Schnitte von T mit der die Asymptote F| projicirenden Ebene
angenommen und den ihm zugehoérigen Punkt 3/ von 1 aufge-
sucht. Da diese projicirende Ebene eine durch 7' gehende
Tangentialebene des Hyperboloides R ist, so ist durch deren
Bertihrungspunkt f und durch die Gerade (en) die Polarebene
von 7' in Bezug auf R bestimmt. Der Punkt f ist nun als der
unendlich ferne Punkt auf der Erzeugenden F von R, welche R
in o trifft, auch schon gegeben. Zieht man also durch ¢ die
Parallele F, zu F, so ist (#F,) die besagte Polarebene. Um nun
ihre Spur darzustellen, suchen wir den Spurpunkt von F,. Der-
selbe liegt auf der Spur der Ebene (RF), und da diese Ebene
die Flache Q in o/ beriihrt, so hat man bloss durch o} die
Parallele zu (Z,0) zu ziehen, bis sie (Z¢) in of trifft; (o]'0)) ist
alsdann die Spur von (RF). Die Gerade F, wird von dieser Spur
im Punkte f* getroffen und (zf*) ist die Spur der Polarebene
von 7' in Bezug auf R.

Wir suchen noch die Polarebene von %’ in Bezug auf H.
Zu dem Behufe legen wir durch #/ die zur Axe (co) senkrechte
Ebene G, welche sie im Punkte g’ treffen moge. Tragen wir auf
die Axe (co) die Lange oc’ = co auf, so ist der zu g’ in Bezug
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auf die Punkte ¢, ¢/ harmonisch conjugirte Punkt g” der Pol
von G, und da G durch #/ geht, so muss die Polarebene des
Punktes #' durch g” gehen, und (wg”) ist die Spur der Polar-
ebene von 7’ in Bezug auf H. Die Spuren (1 f%), (wg"”) schneiden
sich im Spurpunkte 3/ der zu #/ doppeltconjugirten Geraden (ey’)
und 4/ ist ein weiterer Punkt von V.

Es ist aus der ganzen Darstellung einleuchtend, wie man
vorzugehen héatte, wenn man die Punkte s, » oder auch die
zu Z normale Spurebene der Genauigkeit der graphischen
Durchfithrung halber anders als in der angegebenen Weise
wihlen miisste.

Wie auf Grund der Osculationsebene O = (eM®) die Con-
struction des Krimmungskreises der Beriihrungscurve C im
Punkte e oder ihrer Projection in irgend eine Normalebene in
der Projection von e vorgenommen wird, ist im I. Abschnitte
erledigt worden.!

5. Wenn die umschriebene Developpable D eine Cylinder-
flache ist, dann ist C; ein Punkt und die Schmiegungsflache R
wird zu einem hyperbolischen Paraboloid; an unserer Darstellung
dndert sich wesentlich nichts. Wenn in diesem Falle ¢ speciell
ein Punkt von C auf der Strictionshelix der Schraubungsregel-
flache ist, so vereinfacht sich noch unsere Losung bedeutend.
Wir wahlen hier — Fig. 5 — die Spur- und zugleich Projections-
ebene in der Entfernung p von e im negativen Sinne (unterhalb)
Da hier die dem Punkte e entsprechende Gerade R parallel zur
Projectionsebene ist, so sind die Spuren der Tangentialebenen
von Q in Punkten auf R gleichfalls zu R parallel. Wir ermitteln
die Schnittpunkte dieser Spuren mit der Geraden 7,. Es
wird T"r von der Spur der Tangentialebene des Punktes ¢
in *m’ = o}, von der Spur der Tangentialebene des Punktes o im
Punkte “m, fiir den o,“m = Z,0, ist, wobei der Sinn von o,“m
leicht bestimmt wird, von der asymptotischen Ebene in ©m ge-
troffen, wobei die Spur der asymptotischen Ebene die um 90°
um Z; in entgegengesetztem Sinne der Schraubung gedrehte
Polare von ¢f in Bezug auf O, ist. Die Spur AM* fir die Tan-
gentialebene in e construirt man danach, dass die Reihe der

Man sehe auch »Cl«.
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Punkte auf R, projectiv ist mit der Reihe entsprechender Spur-
punkte auf I},l; man bringt die Gerade (*®°me,) mit (¢[®m) zum
Schnitte; durch den so erhaltenen Schnittpunkt geht dann Af*
parallel zu R.

Die Tangente 7 an C in e ist die Schnittgerade der
Ebene (RM*) mit der projicirenden Ebene der durch e gehenden
Erzeugenden der Schraubungsregelfliche. Man sieht, dass hier
die Tangente T eine Erzeugende des Schmiegungsparaboloids R
ist, woraus man entnimmt, dass (el/*) zugleich auch die Oscu-
lationsebene von C im Punkte ¢ ist.

Die Construction des Kriimmungshalbmessers 4 von C in
einem derartigen Punkte lasst sich in bekannter Weise durch-
fuhren. Fir die geschlossene Schraubungsfliche bekommen
wir aus dieser Construction auch einen sehr einfachen Aus-
druck flir p; seine Ableitung wiirde aber nichts Neues bieten.

Ist # der Radius von Oy, / die Entfernung des Punktes C,
von Z;, p wie frither der Parameter der Schraubung, und be-
trachten wir den Sinn von Z C, als positiv, dann ist

o P24 p*(2141)?
e Y (5

in welchem Ausdrucke entweder nur die oberen oder nur die

unteren Zeichen zu nehmen sind. Aus dieser Formel bekommt

man auch einen Ausdruck flir die Kriimmungsradien der

Curve C; in ihren Scheiteln, fiir welche sich die absoluten
”

2(1=7)

6. Nicht ohne Interesse ist die Ubertragung der Con-
structionen dieses Abschnittes auf die normalen Schraubungs-
regelflachen. Das Osculationshyperboloid H wird jetzt zu
einem hyperbolischen Paraboloid, dessen Scheitel der Central-
punkt ¢ und dessen Axe die Senkrechte 4 von ¢ auf Z ist. —
Fig. 6. — Die Flache Q kann man zu unseren Zwecken
durch eine normale Schraubungsregelflache B ersetzen, deren
Strictionshelix in den Kriimmungskreis K| von C; sich projicirt,
so dass (¢ e]) die Projection einer Erzeugenden (e¢) und ¢ die
Projection der Axe von B ist. Die Fldche R ist also ein hyper-

Werthe

ergeben.
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bolisches Paraboloid, dessen Scheitel in e und dessen Axe A’
die Senkrechte von ¢ auf die Axe der Fliache B ist.

Bezeichnen wir mit 4 den Schnittpunkt (44’), so ist (d,c,)
wie bekannt die Normale in ¢ an C;. Hiedurch ist auch die
Tangente T in e an die Berithrungscurve C bestimmt.

Es ist leicht zu sehen, dass der doppeltconjugirte Kegel V
von 7 in Bezug auf die beiden Paraboloide 1, R von den Nor-
malebenen der Schraubung in Kreisen geschnitten wird. Wir
brauchen ndmlich nur zu zeigen, dass die in einer solchen
Normalebene gelegenen Spurgeraden der Polarebenen P,,, P/,
irgend eines Punktes 7z von 7 in Bezug auf die beiden Para-
boloide zu einander senkrecht sind.

Legen wir durch s die zur Tangentialebene von 1l im
Scheitel ¢ parallele Ebene Z, so liegt ihr Pol z beziiglich I auf 4
symmetrisch zum Schnittpunkte (AZ) in Bezug auf den
Scheitel ¢ und ist ein Punkt der Ebene P?,,. Ebenso wenn wir
durch m die zur Tangentialebene von R im Scheitel ¢ parallele
Ebene 7' legen, ist deren Pol 2/ in Bezug auf R der zum
Punkte (A'7") beziiglich ¢/ symmetrisch gelegene Punkt von 4’;
derselbe ist ein Punkt der Ebene P},. Es sind also (ze), (ze) die
in der durch e gehenden Normalebene der Schraubung ge-
legenen Spuren von P, respective P},. Dass (ze) ! (Ze) ist,
ergibt sich unmittelbar aus der Ahnlichkeit der Dreiecke (zce),
Zee).

Wir wollen den Spurkreis ¥V des Kegels V ermitteln,
welcher in der Normalebene der Schraubung sich befindet, die
von e in negativem Sinne die Entfernung p besitzt. Ist als-
dann v die Spur von 7, fir welche ?v, = e]—d[, dann liegt der
Spurpunkt p der Polare von T in Bezug auf H in der durch v
zu (ce) gezogenen Parallelen und es ist (e;p)) | (Z,€l), ep; = Ze.
Aus demselben Grunde liegt der Spurpunkt g der Polare von 7
in Bezug auf R in der durch v zu (e¢/) gezogenen Parallelen
und es ist (¢,g) | (el'c), ¢,q, = e/,

Setzen wir ce=1, ed =1V, cZ =r, ce' =1, so ist
vj—f_p[ =24, T‘b = 2/4-17/, wobei in der Wahl der Zeichen
kein Zweifel obliegen kann.

Aus der Lage des Durchmessersp_q ergibt sich die Lage
des zu v gehorigen Durchmessers von [7 also auch die
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Spur M® der Osculationsebene O als die Tangente von V im
Punkte v dusserst einfach.

Diese Entwickelung liefert folgende Construction der Os-
culationsebene 0. Man zieht durch den Halbirungspunkt
von c,_ZI die Parallele zu A4, durch den Halbirungspunkt
von ele! die Parallele zu A;. Bezeichnen wir den Schnittpunkt
dieser Parallelen mit g;, alsdann ist die Spur M der gesuchten
Osculationsebene parallel zu (d,g)).

Ist nun die Osculationsebene O gefunden, so kann man
den Krimmungsmittelpunkt o; von C; in ¢ nach einer in CI,
S. 911, Fig. 1, entwickelten Construction aufsuchen. Im Schnitt-
punkte von (Zeg) mit (dje) errichtet man die Senkrechte
zu (dye;), welche die Gerade (e¢[) in 7; schneiden moge; die
Senkrechte in 7 auf (d,g) trifft die Normale (d,¢) von C; im
verlangten Punkte o;. Da bezliglich der Lésung unserer Auf-
gabe die gegebene normale Schraubungsfldche und die Schrau-
bungsfliche B ihre Rollen auch austauschen koénnen, so kann
man auch im Schnittpunkte von (d;e,) mit (c;e/') die Senkrechte
zu (dye) errichten, welche die Gerade (c;¢)) im Punkte j treffen
moge. Die Senkrechte von j; auf (d,g;) trifft (d,¢) abermals im
fraglichen Punkte o;.

Vereingen wir die zwei letzten von einander unabhingigen
Constructionen, so bekommen wir den Kriimmungsmittel-
punkt o;, ohne erst auf vorhergegangene Erbrterungen Riick-
sicht nehmen zu miissen, einfach dadurch, dass wir (d;eg) mit
der Geraden (77;) zum Schnitte bringen. Diese Construction
von o; bestimmt auch die Osculationsebene O, indem (7, j;) senk-
recht zu (d,g)), also senkrecht zur Spur M* von O sein muss.

Dass (4,7;) senkrecht zu (d,g;) ist, folgt auch leicht aus
planimetrischen Griinden; wir finden ndmlich, wenn wir d—leI =d
d* d*

setzen, dass j e — woraus die Rich-
I~ )

2l NT BTy
tigkeit unserer Behauptung sich sogleich ergibt.

Wenn in besonderem Falle der Punkt ¢ auf die Strictions-
helix der gegebenen Schraubungsfldche zu liegen kommt, oder

wenn ¢ auf K liegt, dann ergibt sich fiir den Kriimmungshalb-
2

. /
messer von CI aus den letzten Gleichungen der Werth Ty
2147
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ZIZ

beziehungsweise , wobeibezliglich des Zeichens wieder

2+
die Wabhl leicht zu treffen ist. Auch die Gerade (7;7;), also die
Osculationsebene O selbst ergibt sich aus den genannten
Gleichungen flr diese Speciallagen von e ohneweiters; ibrigens
bleibt die zuerst gegebene Construction von (d,g) auch hier
anwendbar.

Unsere Betrachtungen liefern nebenbei die Losung folgen-
der Aufgabe. Ein rechter Winkel bewegt sich in seiner Ebene
derart, dass seine Schenkel bestandig zwei feste Curven
berithren; es ist der Krimmungsmittelpunkt der durch den
Scheitel des Winkels beschriebenen Bahn in irgend einem
Punkte e derselben zu ermitteln.

Die der Natur der Aufgabe entsprechende Lésung ldsst sich
unmittelbar vornehmen, indem der Wendekreis der umgekehrten
Bewegung bekannt ist, da er durch die Punkte 4,, Z, ¢/ geht. Die
elegante Durchfithrung der Losung unserer Aufgabe auf dieser
Grundlage gibt in einfachster Anordnung Burmester in seinem
Lehrbuche der Kinematik an betreffender Stelle.

IV. Zur Construction von Conturen und Conturevoluten der
Schraubungsflachen.

7. Es moge zunichst eine Bemerkung iiber die Contur-
bestimmung einer Flache tberhaupt vorausgeschickt werden.

Es sei E eine Ebene, in die wir die gegebene Fliache R von
irgend einem im Endlichen gelegenen oder unendlich fernen
Centrum ¢ projiciren. Der Berlihrungskegel der Flache, welcher
in ¢ seinen Mittelpunkt hat, schneidet die Ebene E in der Con-
turcurve C’ der Projection dieser Fldche. Eine beliebige, durch ¢
gehende Tangentialebene der Flache schneidet demnach die
Projectionsebene in einer Tangente der Conturcurve; der Be-
rihrungspunkt ¢’ dieser Tangente ist die Projection des Be-
1"Lih1‘u11gsptlnl<tes e der Fliche mit der erw&hnten Tangential-
ebene.

Zu dieser allgemein gebrauchten Construction von C’
wollen wir noch hinzufligen, wie man den Kriimmungskreis K
dieser Contur fiir den beliebig auf C’ gelegenen Punkt ¢’ er-
mitteln wiirde.
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Wir denken uns namlich eine die gegebene Fldche in ¢
osculirende Flache zweiten Grades I' und projiciren dieselbe
ebenfalls von ¢ aus in die Ebene Ii; dann osculirt der Contur-
kegelschnitt F/ der Projection von F die Curve €' im
Punkte ¢’

Der Kriimmungskreis von F’ in ¢’ ist also der gesuchte
Kreis K; sein Mittelpunkt £ ist derjenige Punkt der Contur-
evolute, in welchem dieselbe von der Normalen in ¢ zu C’ be-
rithrt wird. Der Kegelschnitt F/ ist die Projection desjenigen
Kegelschnittes F von F, welcher in der Polarebene Q des
Punktes ¢ in Bezug auf I enthalten ist. Somit geht Q durch die
Polare von (ge) in Bezug auf die Fldche F, oder mit anderen
Worten, durch den zu (ge) conjugirten Durchmesser L der
Indicatrix in e fur die gegebene Fldche R. Irgend ein Kegel-
schnitt & auf F hat mit ¥ zwei Punkte gemeinschaftlich; seine
Projection G’ beriihrt desshalb F/ in zwei Punkten. Fallen nun
die Schnittpunkte von ¥ und G zusammen, beispielsweise im
Punkte ¢, dann schmiegt sich G’ dem Kegelschnitte F/ hier im
Punkte ¢ vierpunktig an, so dass der Kriimmungskreis von G’
mit dem fraglichen Kreise K identisch ist.

Hieraus resultirt beildufig folgende Construction von #
respective K.

Man sucht zu dem projicirenden Strahle (g¢) den conjugirten
Strahl L der Indicatrix des Punktes ¢, legt durch L eine beliebige
Ebene (insbesondere die Normalebene) und ermittelt in be-
kannter Weise den Kriimmungskreis G der Schnittcurve von R
mit dieser Ebene; der Kriimmungsmittelpunkt der Projection G’
dieses Kreises in ¢ ist der gesuchte Punkt &.

Far die Contur der Orthogonalprojection einer Fldche
fihrt uns diese Construction leicht zu einer von Mannheim
(Cours de géom. descr.,, 2. Aufl,, S. 301) herriihrenden Formel,
nach welcher der Krimmungsradius von C’/ fiir irgend einen
Punkt ¢’ berechnet wird.

Kennt man umgekehrt zu dem aus irgend einem Punkte
auf (ge) der Fliche R umschriebenen Kegel einen ldngs (ge)
sich anschmiegenden Kegel zweiten Grades, so kann man
daraus leicht die Kriimmung in e der Schnittcurve von R mit
einer durch L gelegten Ebene ermitteln.

?
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8. Die Ubertragung der jetzt besprochenen Constructionen
auf Schraubungsflichen unterliegt keinen Schwierigkeiten, da
man zum Kriimmungsmittelpunkte einer Curve auf der Schrau-
bungsflache in jedem Punkte, fiir den man die Osculationsebene
der Curve kennt, auf kurzem Wege gelangen kann.

Fir die Construction der Contur und Conturevolute der
Projection einer Schraubungsflache fiir den Fall, dass wir aus
irgend einem im Endlichen gelegenen oder unendlich fernen
Punkte ¢ in eine Normalebene M der Schraubung projiciren,
folgern wir aus dem II. Abschnitte ein sehr einfaches Ver-
fahren.

Wir projiciren die Schraubungsfliche mit der Beriihrungs-
curve C des projicirenden Berlihrungskegels ausserdem auch
orthogonal in die Ebene M. Ist nun ¢ ein Punkt auf C, und E
die Normale in ¢ der diesem Punkte entsprechenden Normal-
curve der Schraubungsfliche, so féllt man der in Fig. 2 darge-
stellten Construction zufolge von Z; auf (g,¢) die Senkrechte,
welche E; im Punkte ¢f trifft. Alsdann ist man im Stande, den
Punkt » auf E nach der Erlduterung des Art.  zu construiren;
die Centralprojection dieses Punktesist der der Centralprojection
von ¢ entsprechende Kriimmungsmittelpunkt der Conturcurve.

Dieses Verfahren ldsst sich auch bei der Conturbestimmung
der Projection einer Schraubungsfliche verwenden, wenn die
Projectionsebene E wie immer gegen die Schraubungsaxe ge-
neigt ist. Dasselbe fiihrt, was die Darstellung anbelangt, all-
gemein rascher zum Ziele, als das vordem erlduterte. Es moge
die Durchfiihrung hier skizzirt werden.

Ist das Projectionscentrum ¢ im Endlichen, so legt man
durch dasselbe eine Normalebene der Schraubung M,, die man
als zweite Projectionsebene betrachtet, in welche orthogonal
projicirt wird. Die Projection auf diese Ebene stellt man in der
Umklappung in die Projectionsebene E dar. Es sei abermals ¢
der Beriihrungspunkt einer durch g gehenden Berlihrungsebene
der Schraubungsflache; seine Orthogonalprojection e, auf M,
und aus dieser seine Centralprojection ¢ auf E wird in be-
kannter Weise dargestellt. Nun ermitteln wir die dem Punkte e
gehorige Normalebene der Schraubung M, und zu der in ihr
gelegenen Spur des aus g der Schraubungsflache umschriebenen
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Wir denken uns ndmlich eine die gegebene Fldche in ¢
osculirende Flache zweiten Grades I' und projiciren dieselbe
ebenfalls von g aus in die Ebene E; dann osculirt der Contur-
kegelschnitt F' der Projection von F die Curve C’ im
Punkte ¢’

Der Kriimmungskreis von F/ in e’ ist also der gesuchte
Kreis K; sein Mittelpunkt % ist derjenige Punkt der Contur-
evolute, in welchem dieselbe von der Normalen in ¢ zu C’ be-
rithrt wird. Der Kegelschnitt F7 ist die Projection desjenigen
Kegelschnittes F von F, welcher in der Polarebene Q des
Punktes ¢ in Bezug auf I enthalten ist. Somit geht Q durch die
Polare von (ge) in Bezug auf die Fliche IF, oder mit anderen
Worten, durch den zu (ge) conjugirten Durchmesser L der
Indicatrix in e fir die gegebene Flache R. Irgend ein Kegel-
schnitt G auf I hat mit F zwei Punkte gemeinschaftlich; seine
Projection G’ berlihrt desshalb F/ in zwei Punkten. Fallen nun
die Schnittpunkte von / und G zusammen, beispielsweise im
Punkte e, dann schmiegt sich G’ dem Kegelschnitte F/ hier im
Punkte ¢ vierpunktig an, so dass der Kriimmungskreis von G’
mit dem fraglichen Kreise K identisch ist.

Hieraus resultirt beildufig folgende Construction von %,
respective K.

Man sucht zu dem projicirenden Strahle (ge) den conjugirten
Strahl L der Indicatrix des Punktes ¢, legt durch L eine beliebige
Ebene (insbesondere die Normalebene) und ermittelt in be-
kannter Weise den Kriimmungskreis G der Schnittcurve von R
mit dieser Ebene; der Kriimmungsmittelpunkt der Projection G’
dieses Kreises in ¢ ist der gesuchte Punkt &.

Fir die Contur der Orthogonalprojection einer Flache
fihrt uns diese Construction leicht zu einer von Mannheim
(Cours de géom. descr,, 2. Aufl,, S. 301) herrithrenden Formel,
nach welcher der Kriimmungsradius von C’ fiir irgend einen
Punkt ¢ berechnet wird.

Kennt man umgekehrt zu dem aus irgend einem Punkte
auf (ge) der Fliche R umschriebenen Kegel einen lings (ge)
sich anschmiegenden Kegel zweiten Grades, so kann man
daraus leicht die Krimmung in e der Schnittcurve von R mit
einer durch L gelegten Ebene ermitteln.
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8. Die Ubertragung der jetzt besprochenen Constructionen
auf Schraubungsflichen unterliegt keinen Schwierigkeiten, da
man zum Kriimmungsmittelpunkte einer Curve auf der Schrau-
bungsflache in jedem Punkte, fiir den man die Osculationsebene
der Curve kennt, auf kurzem Wege gelangen kann.

Fir die Construction der Contur und Conturevolute der
Projection einer Schraubungsfliche fiir den Fall, dass wir aus
irgend einem im Endlichen gelegenen oder unendlich fernen
Punkte ¢ in eine Normalebene M der Schraubung projiciren,
folgern wir aus dem II. Abschnitte ein sehr einfaches Ver-
fahren.

Wir projiciren die Schraubungsfliche mit der Bertihrungs-
curve C des projicirenden Beriihrungskegels ausserdem auch
orthogonal in die Ebene M. Ist nun ¢ ein Punkt auf C, und £
die Normale in e der diesem Punkte entsprechenden Normal-
curve der Schraubungsfliche, so féllt man der in Fig. 2 darge-
stellten Construction zufolge von Z; auf (g,¢) die Senkrechte,
welche E; im Punkte ¢f trifft. Alsdann ist man im Stande, den
Punkt » auf E nach der Erlduterung des Art. 3 zu construiren;
die Centralprojection dieses Punktesist der der Centralprojection
von e entsprechende Kriimmungsmittelpunkt der Conturcurve.

Dieses Verfahren ldsst sich auch bei der Conturbestimmung
der Projection einer Schraubungsfliche verwenden, wenn die
Projectionsebene E wie immer gegen die Schraubungsaxe ge-
neigt ist. Dasselbe flihrt, was die Darstellung anbelangt, all-
gemein rascher zum Ziele, als das vordem erlduterte. Es moge
die Durchfiihrung hier skizzirt werden.

Ist das Projectionscentrum ¢ im Endlichen, so legt man
durch dasselbe eine Normalebene der Schraubung M,, die man
als zweite Projectionsebene betrachtet, in welche orthogonal
projicirt wird. Die Projection auf diese Ebene stellt man in der
Umklappung in die Projectionsebene If dar. Es sei abermals ¢
der Bertihrungspunkt einer durch ¢ gehenden Beriihrungsebene
der Schraubungsflache; seine Orthogonalprojection e, auf M,
und aus dieser seine Centralprojection & auf E wird in be-
kannter Weise dargestellt. Nun ermitteln wir die dem Punkte ¢
gehorige Normalebene der Schraubung M, und zu der in ihr
gelegenen Spur des aus g der Schraubungsflache umschriebenen
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Kegels den Kriimmungskreis & in ¢, dessen Radius in der um-
gelegten Projection auf M, nach Fritherem auf kurzem Wege
erhalten wird. Die Centralprojection & von & osculirt C’ im
Punkte ¢. Der Mittelpunkt des Kriimmungskreises K von &'
in ¢ ist der zu ¢’ gehorige Punkt % der gesuchten Conturevolute.
Der Radius von K kann aus dem Radius von ® nach der be-
kannten Formel von Geisenheimer! bequem construirt
werden, wenn man die durch die bisherige Darstellung bereits
gegebene centrische Collineation zwischen & und der Um-
legung von ® in die Projectionsebene E berlicksichtigt.

Fiir eine Parallelprojection wird unsere Darstellung nur
noch einfacher. Sind aber die projicirenden Strahlen parallel
zur Normalstellung der Schraubung, dann versagt das eben
erlauterte Verfahren den Dienst.

Ist T die Tangente und O die Osculationsebene im Punkte e
einer Curve auf einer Schraubungsflache, so kénnten wir nach
dem Gesagten auch die Krimmung dieser Curve im Punkte e
aufsuchen. Wir ermitteln ndmlich den zu T conjugirten Durch-
messer L der Indicatrix und denken uns der Schraubungsflache
die Cylinderflache von der Richtung L umschrieben, zu welcher
wir nach Fritherem diejenige Cylinderfliche zweiten Grades
construiren, welche sich ihr ldngs L anschmiegt und von den
Normalebenen der Schraubung in Kreisen geschnitten wird.
Der Schnittkegelschnitt dieser Cylinderfliche zweiten Grades
mit O osculirt die erwdhnte Curve in e. Diese Construction
gestaltet sich am einfachsten, wenn in einer Normalebene der
Schraubung die Spur von O senkrecht ist zur Spur der Tan-
gentialebene in e, auf welchen Fall der allgemeine mit Hilfe des
Satzes von Meusnier zuriickgefiihrt werden kann. Indessen
ist die Darstellung dieser an sich einfachen Construction um-
standlicher, als diejenige der frither und in »Cl« abgeleiteten,
diesen Gegenstand betreffenden Constructionen.

9. Projiciren wir die Schraubungsflache parallel zur Normal-
stellung der Schraubung, dann ldsst sich das Problem der
Conturbestimmung stets auch auf den Fall der Orthogonal-

1 Zeitschrift fiir Math.  Phys., 1880, Bd. 25, S. 214, oder Chr. Wiener,
Lehrb. der darst. Geom., Bd. 1, S. 218.



Schraubungstlichen. 1223

projection in eine zur Schraubungsaxe Z parallele Ebene
zurtickfithren.

Aus diesem Grunde, dann wegen der haufigsten Verwen-
dung und der {iberaus einfachen Darstellung wollen wir
uns jetzt insbesondere mit der Construction der Contur
und Conturevolute der Orthogonalprojection einer
Schraubungsfliche A in eine zur Axe Z parallele
Ebene N ndher befassen.! — Fig. 7 —

Diese Contur Cy ist die Projection der Beriihrungscurve C
der Schraubungsfliche mit der sie beriihrenden zu N normalen
Cylinderflache. Wir wollen den Mittelpunkt %y des Kriimmungs-
kreises von (j in irgend einem Punkte ¢, construiren.

Wir sehen, dass die Projecticn der Flachennormale in
einem Punkte von C auch die Normale von Cjy in der Projection
dieses Punktes ist. Bezeichnen wir also die Normale der
Schraubungsflache im Punkte e mit N und die Normale des
consecutiven Punktes auf C mit N’, so konnen wir &y als
Schnittpunkt von Ny mit Njj auffassen. Denken wir uns durch
die beiden Normalen N, N/ eine Regelfliche zweiten Grades, so
wird dieselbe von der projicirenden Ebene Y der Normale N im
Punkte & bertihrt, dessen Projection der verlangte Kriimmungs-
mittelpunkt %y ist. Es kommt somit nur auf die Ermittelung
einer derartigen Regelfliche zweiten Grades an. Als solche
wihlen wir ein besonderes hyperbolisches Paraboloid P Wir
suchen zu dem Zwecke die Tangente T der Curve C in ¢, dann
die Spur M der Ebene (TN) in einer Normalebene der Schrau-
bung M. Die durch M zur Axe Z parallel gelegte Ebene Z,
nehmen wir als Richtebene des Paraboloides P an, wodurch
dasselbe unzweideutig bestimmt ist. Die in der durch e gehen-
den Normalebene der Schraubung gelegene, die Axe Z schnei-
dende und zu N parallele Gerade J gehért gleichfalls dem
Paraboloid an.?

Jetzt kann man auch schon ohneweiters den Beriithrungs-
punkt z der Ebene Y mit P aufsuchen. Man hat bloss durch Z;

1 Wir bezeichnen diese Projection als die zweite, die Hauptprojection als
die erste behaltend und stellen beide Orthogonalprojectionen im iiblichen Zu-
sammenhange dar.

2 CI, S. 911, Fig. 1.
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die Parallele J zu .V, zu ziehen und auf dieselbe die Senkrechte
von ¢, zu fillen. Die Parallele zu M| durch den Schnittpunkt 7
dieser Senkrechten mit J; schneidet N} im Punkte %, aus dem
man dann k& als die zweite Projection von % ableitet.

Wie man vorzugehen hitte, wenn bei Anwendung des
Paraboloides P sich die Constructionen nicht mit néthiger
Genauigkeit darstellen lassen, ist aus der soeben citirten Ab-
handlung ersichtlich. Ist insbesondere die Tangentialebene der
Schraubungsflache in ¢ normal zur Schnittgeraden X unserer
Projectionsebene mit der Hauptprojectionsebene, so kann man
folgendermassen zum Ziele kommen. Man construirt die
Axen A4, B der Indicatrix in ¢, nimmt auf Z denjenigen Punkt
an, welcher von der dem Punkte ¢ gehorigen Normalebene der
Schraubung in positivem Sinne um den Parameter p entfernt
ist, zieht durch ihn die Parallelen A/, B/ zu A4 respective B und
lisst die Ebene (A’B') um Z eine Vierteldrehung im Sinne der
Schraubung vollziehen. Alsdann wird N von A’ im Haupt-
krimmungsmittelpunkte a des Schnittes (BN) und von B’ im
Hauptkrimmungsmittelpunkte & des Schnittes (AN) getroffen.
Eine Regelflache durch die benachbarten Normalen N, N/ wird
von den Ebenen (AN), (BN), (TN), (ZN), beziehungsweise
in a, b, # und dem unendlich fernen Punkte beriihrt, wodurch
die Ermittelung von % als des Berlihrungspunktes der pro-
jicirenden Ebene Y auf mannigfache Weise vorgenommen
werden kann.'

10. In Fig. 7 ist die Construction des vorigen Artikels fiir
eine allgemeine Schraubungsregelfliche dargestellt worden.
Aus der Construction lasst sich leicht eine Formel zur Berech-
nung des Krimmungshalbmessers g von Gy gewinnen. An die-
selbe anschliessend moge eine Gleichung der Conturevolute
entwickelt werden.

Im Folgenden setzen wir den Parameter p der gegebenen
Schraubungsregelfliche A, den Drehungsradius s fiir die
Strictionshelix S, den Drehungsradius # flir die Riickkehr-
helix O der asymptotischen Schraubenfliche von A als bekannt
voraus.

AMan vergl. CI; S. 913.
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Die Lage irgend einer geraden Erzeugenden P der Schrau-
bungsregelflache ldsst sich fixiren, wenn man noch den Punkt ¢
angibt, in welchem sie die Strictionshelix schneiden soll.
Betrachten wir die durch Z zur Axe X, in der sich unsere
beiden Projectionsebenen schneiden, senkrechte Ebene 7 als
diejenige, von der aus die Drehung um Z gemessen wird, so
konnen wir den Winkel o, welchen die Ebene (Zc¢) mit Z ein-
schliesst, als verdnderlichen, die Erzeugende P bestimmenden
Parameter in unsere Entwickelung einfiihren. Dabei ist zu be-
merken, dass einem in Z als Anfangspunkt angenommenen
Punkt o von S die Amplitude 68 zukommt und entsprechend
der Entstehung von S man auch alle ausserhalb des Inter-
valls 6— 2= liegenden Amplituden zu berlicksichtigen hat

Die Ebene M des vorigen Artikels wihlen wir jetzt von e
in der Entfernung p im negativen Sinne gemessen und be-
zeichnen sie mit M’. Dieselbe schneide N im Punkte m, T im
Punkte #2' und P im Punkte " Den Schnittpunkt von A}
mit (m2{m)’) bezeichnen wir mit ;. Es ergeben sich nach ein-
ander die folgenden Ausdriicke:

2

7 . , —
eym =1, jeT=1CoSy, em; —

r.coso’

24 .2 el

— +7*cos

Jimy = prrcos g
7 COS ©

(Z;¢;) und N, schneiden sich bekanntlich im Punkte o; auf
dem Kreise O,; die Tangente dieses Kreises in o; schneide Z,
in z; trigt man o, f; = 70, auf diese Tangente auf, so erhilt
man in der Verbindungsgeraden (f;¢)) die Tangente 7;. Fillen
wir noch von f; auf N, die Senkrechte, deren Fusspunkt g
heissen moge, so findet man weiter

72 7 sin® ¢ oz r(1+sin?g) s
o = —— 1 f .
fel cos @ ’ lol sin ¢
und
2aind
— *sin® o
myj; = b

r(l+sin?@)4=s
Sitzb. d. mathem.-naturw, Cl.; CIL Bd., Abth. II. a. 81
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Aus den Dreiecken (ijek)), (mjm,) folgt

_ p*+rtcoste

ek = — g7 (1+sin?¢)2=s],
€ 72 sin® o [r(1+ ?) ]

so dass schliesslich flir den gesuchten Radius sich ergibt

{1+ sin®*w)==s -
,(,—_2 . 3‘) (p*+7* cos? @),
prisinde

Fir die Scheitelpunkte der Conturcurve ist sine¢ = I,
pZ

cos ¢ = O, somit der Krimmungsradius p, = -1/—2.(21f1' s).

Die Gleichungen der Contur und Conturevolute entwickeln
wir in rechtwinkeligen Coordinaten, und zwar wahlen wir fiir
das Coordinatensystem die Projection @, des zuvor hervor-
gehobenen Punktes o als Ursprung, Z,, der Lage und dem
Sinne nach als Y-Axe; was die X-Axe der Coordinaten anbe-
langt, so nehmen wir bei rechtsseitiger Schraubung den einen,
bei linksseitiger den anderen Sinn derselben als positiv an,
etwa wie in der Figur angedeutet worden ist. Dieser Anord-
nung zufolge ist, wie leicht aus dem Zusammenhange der Con-
structionslinien zu entnehmen, die Conturcurve ausgedriickt
durch die beiden Gleichungen

’

rts
J’:P('P*,—, COt‘P)

7 cos? s
": — - —_
sin o \

und mit Berilicksichtigung des Ausdruckes fiir  ergeben sich
aus diesen Gleichungen die beiden Gleichungen flir die Contur-
evolute

!

1 { . o o
x = T einty "pzr(l +sin®o)+ 73 cos?o(1+2sin® o) s(p2+12) ),

cos @ 5 2 3nc? ‘2 2, 2 2, |
) = pe+4 — r+7r°cos? o (1l 4 sin*o)=s(p*41*) cos*op .
Y= prsin® o (p s P ) PS

Fiir s = 6 folgen aus unseren Gleichungen die Gleichungen
fir die Conturcurven und Conturevoluten axialer (geschlossener)
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Schraubungsregelfldchen in dhnlicher Form wie sie Herr Tesar
geliefert hat.!

11. Fir die Schraubungsregelflachen ergeben sich nebst-
dem noch andere Lésungen des in Art. 9 behandelten Problems,
die wir noch besprechen wollen.

Es sei wie vordem ¢, die Projection des Beriihrungspunktes
der durch die Erzeugende P gelegten projicirenden Ebene mit
der Schraubungsregelfliche und wir wollen wieder den Mittel-
punkt %, des zu ¢; gehdrigen Krimmungskreises von C;; con-
struiren.

Wir denken uns das die Schraubungsflache langs P oscu-
lirende Hyperboloid I. Der Conturkegelschnitt F seiner Pro-
jection osculirt C; in ¢, hat also fiir diesen Punkt mit C; den-
selpen Krimmungsmittelpunkt. £, ist die Projection eines
Kegelschnittes F von I, auf dessen Darstellung es bei unserer
Aufgabe lediglich ankommt. Da wir von diesem Kegelschnitt
einen Punkt ¢ kennen, so reicht es zu seiner Bestimmung hin,
wenn wir etwa noch seine Durchmesserinvolution ausdriicken.
— Fig. 8.

Die Senkrechte vom Centralpunkte ¢ der Erzeugenden P
auf die Schraubungsaxe Z triftt die Riickkehrhelix O im Mittel-
punkte o des Hyperboloids H, somit auch des Kegelschnittes
F. Die durch o zur Tangente 7 der Curve C im Punkte ¢ ge-
zogene Parallele G bildet mit (o¢) ein Paar conjugirter Durch-
messer von F, deren Projectionen Gij P, und (o,e¢,) ein Paar
conjugirter Durchmesser in Bezug auf F}; sind. Bezeichnen wir
die Contur der ersten Projection von H mit H,. Dieselbe ist die
Projection des Kegelschnittes H auf . Die Ebenen von H und
F schneiden sich in einem Durchmesser 17/ des Hyperboloids,
dessen Polare in Bezug auf dasselbe unendlich fern durch die
Normalstellung zu X gegeben ist. Deshalb schneidet die durch
o senkrecht zu X gelegte Ebene die Ebene von F in dem zu V/
conjugirten Durchmesser 17 dieses Kegelschnittes. Zu dem
Durchmesser 17/ fithrt uns folgende Uberlegung. Da der Kreis
S, den Kegelschnitt H; im Scheitel ¢, osculirt, so kann man

1 J. Tesar, »Conturevolute axialer Schraubenllichen«, diese Sitzungs-
berichte, Bd. 94, Abth. II, S. 181.
81#



1230 J'Sobotka,

beide als sich doppelt beriihrende Kegelschnitte auffassen; P, ist
die Beriihrungssehne. Die Polaren irgend eines Punktes in Bezug
auf solche Kegelschnitte schneiden sich auf der Beriihrungs-
sehne. Aus diesem Grunde ist der Schnittpunkt 7, der durch Z
zu X, gezogenen Parallelen N| mit P, auch schon ein Punkt
von V4. Die Ebene von H geht durch die Tangente 7 in ¢ an die
Strictionshelix S; somit ist 7; die Projection des Punktes / auf
T., der dem Durchmesser I’/ angehort. Die Gerade 7, ist dadurch
ermittelt worden, dass wir ihren Punkt ° in der Normalebene
der Schraubung, welche von ¢ die Entfernung —p hat, construirt
haben. Es bildet demnach die von o, auf X|, geféllte Senk-
rechte V;; mit der Geraden V[ =(o,7,) ein zweites Paar con-
jugirter Durchmesser von Fj,.

Zieht man durch ¢ die Parallele zu (o,Z)), bis sie Nj in
Jy trifft, so ist (o,7;) parallel zur ersten Spur der Ebene von F'!
Irgend eine Normalebene der Schraubung M’ werde von der
asymptotischen Ebene (oP) in der Geraden M’ getroffen. Als-
dann ist die durch den Schnittpunkt von M] mit (¢,0;) zu (0,7)
gezogene Parallele L] die Projection der Spurgeraden, in welcher
die Ebene des Kegelschnittes F von M/ geschnitten wird.

Denken wir uns ferner durch o die zu P parallele Erzeu-
gende P’ der asymptotischen Schraubungsflache, so schneidet
die durch P’ zu Z parallel gelegte Ebene die Gerade L' im
Mittelpunkte ! des Spurkegelschnittes U in M’ fiir den asymp-
totischen Kegel des Hyperboloids I, wie leicht einzusehen ist.
Ubrigens lasst die Darstellung von ! verschiedene Variationen
zu. Die Verbindungsgerade @ der Punkte 7 und o ist ein
Durchmesser von F; die zu ihm in Bezug auf den asymptotischen
Kegel von H, also in Bezug auf H selbst conjugirte Durchmesser-
ebene ist parallel zu M’ und trifft die Ebene von F in dem zu
(lo) conjugirten Durchmesser. Hiemit reprasentirt Q) und (o, ¢;)
ein drittes Paar conjugirter Durchmesser von F;.

Die Ermittlung des Durchmessers Q vereinfacht sich noch
erheblich, wenn wir statt einer beliebigen Normalebene der
Schraubung M’ diejenige M, wihlen, welche durch den Punkt e
selbst geht. Wenden wir ndmlich jetzt die soeben durchgefiihrte

Monatshefte a. a. O.
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Construction an, so ergibt sich, wenn wir auf (¢,0,) die Lange
0,q| = Z,0, auftragen, dass (¢le,) die Gerade P} in der Projection
g; des Schnittpunktes g von Q mit M, trifft.

Da das Durchmesserpaar Gy, (05 ¢,) unmittelbar gegeben ist,
so reicht es hin, bloss eines der Paare V, V}, Q) (o, ¢) noch zu
construiren, wodurch dann die Durchmesserinvolution von Fy
bestimmt ist.

Den Kriimmungsmittelpunkt k,; konnen wir auf N, etwa
in der Weise ermitteln, dass wir den Parameter 4 der Involution,
in welcher P, von der Durchmesserinvolution getroffen wird,
aufsuchen. Dieser Parameter gibt die Lédnge des zu (o ¢,) con-
jugirten Durchmessers von F" an. Ist weiter ¢ die Entfernung
des Punktes o, von P, so ergibt sich %; aus der bekannten

2
Gleichung g = (T , wenn wir wieder fir b;?” kurzweg p setzen.

Fir den Fall einer axialen Schraubungsflache ist U eine
Ellipse, hiemit F}, eine Hyperbel. Die Construction von %, kann
jetzt wie folgt vorgenommen werden. — Fig. 9. —

Wir legen die Normalebene der Schraubung M’ in der
Entfernung 2 p von ¢ etwa im negativen Sinne gemessen. Ist 1/
der Spurpunkt von Pin dieser Ebene, so ist der auf O, liegende
Punkt p; von P, welcher in der Mitte von ETMZ liegt, ein Brenn-
punkt von [7; machen wir ZZ; == c]‘pl, so ist /; der Mittelpunkt
und 7,¢, die Linge der Hauptaxe von V, Legen wir desshalb
durch ¢; den Kreis, welcher in /; seinen Mittelpunkt hat, so wird
derselbe von der durch p, zu X| gezogenen Parallelen in zwei
reellen Punkten g, g/ geschnitten, welche als Projectionen zweier
Punkte in der Ebene M’ aufzufassen sind. Die Geraden (g0,
(ghoy) sind die Asymptoten von Fj. Schneidet also etwa (g;0p)
die Gerade Py in I, so reprisentirt ¢, die Lange d, so dass
k,, nach obiger Formel jetzt ohne weiters erhalten wird.

Einfacher gelangt man auch hier zum Ziele, wie man im
niichsten Artikel sehen wird, wenn man die Durchmesser-
involution von Fj darstellt.

Triagt man ¢j = ec auf die Erzeugende P auf und fallt von
7 die Senkrechte auf Z, so ist der Fusspunkt dieser Senkrechten
der frither mit 7 bezeichnete Punkt, so dass (/0) auch jetzt der
Durchmesser 1”7 von F ist. Dies leuchtet sogleich ein, wenn
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man den Bertihrungspunkt von Z;; mit F; nach dem Satze von
Brianchon sucht.

Wollte man den zu (¢, 0;) conjugirten Durchmesser Q,, von
F|, darstellen, so kénnte man hier ebenso einfach wie den Punkt
g, auch den Punkt / von Q in der zuletzt angenommenen Ebene
M, dessen Projection /; soeben benutzt worden ist, construiren.

Durch nachstehende Modification wird die Construction
dieses Artikels noch vereinfacht.

Wir legen ndmlich durch o die Parallele G zu 7 und
bestimmen auf ihr die Involution conjugirter Punkte beziiglich
der Fldche II. Der Parameter dieser Involution wird abermals
durch d reprasentirt. Der Mittelpunkt o und der unendlich ferne
Punkt goo von G bilden ein Paar dieser Involution. Die Polar-
ebene eines beliebigen Punktes # auf G schneidet G in dem
conjugirten Punkte 2/ von # und durch ##/ ist ein zweites Paar
besagter Involution bestimmt. Die zu & conjugirte Durchmesser-
ebene von II geht durch (0oe¢) und ist senkrecht zu unserer
zweiten Projectionsebene. Die Polarebene von # muss zu dieser
Ebene parallel sein; sie wird deshalb bestimmt sein, wenn wir
noch einen ihrer Punkte aufsuchen. Wihlen wir nun den Punkt
2 im Schnitte der Tangentialebene der Schraubungsfldche, also
auch der Fliche H in einem beliebig auf P angenommenen
Punkte, so geht durch diesen auch schon die Polarebene des
Punktes # und ist dem Gesagten zufolge bereits vollkommen
bestimmt.

In unserem Falle haben wir # im Schnitte der Centralebene
durch P mit G angenommen, so dass die Polarebene von
durch den Centralpunkt ¢ geht. Es schneidet somit die durch ¢,
zu (e, 0,) gezogene Parallele den Durchmesser G, im Punkte #;,.

Die Involution o, g0y, #,#y,. .auf G, kann man behufs
Construction von d schon im Vorhinein in der Richtung von
(o, ¢y) verschieben, bis sie auf die Gerade P beziehungsweise
nach e, pooy Ui zu liegen kommt.

Haben wir nun d construirt, so wird p wieder aus obiger
Relation erhalten. Statt dessen kdnnen wir auch in folgender
Art verfahren.

Wir projiciren die Involution ¢ peoy, vy¢),-  von o, aus
durch eine Strahleninvolution, die wir als Durchmesserinvolution



Schraubungsflichen: 1233

des durch ¢, gehenden Kegelschnittes F)f auffassen wollen.
Dabei kénnen wir Fjf im Sinne von Chr. Wiener als die durch
die Richtung von P, gegebene Imaginarprojection von F}; be-
trachten. Die Kegelschnitte F|;, Fi{ haben in ¢; der Grosse nach
gleiche, dem Sinne nach entgegengesetzte Kriimmungsradien.
Unsere Aufgabe ist also geldst, wenn wir den Krimmungs-
mittelpunkt % von Fj in e; aufsuchen, zu welchem Zwecke
wir etwa nach der im folgenden Artikel erlduterten Construction
vorgehen.

Dass man auch hier aus dem Zusammenhange der Con-
structionslinien den analytischen Ausdruck fir p und die
Gleichung der Conturevolute in frither gegebener Form leicht
von Neuem finden wiirde, ist selbstverstiandlich.

Die Ableitung der Conturevolute einer beliebigen Parallel-
projection oder Centralprojection fiir irgend eine Schraubungs-
regeltlache kdnnte auf Grund dhnlicher Betrachtungen bewerk-
stelligt werden.

12. Im vorigen Artikel haben wir die Bestimmung von p
abhangig gemacht von der Ermittelung des Parameters d einer
Involution, die zwar rasch durchgefiihrt werden kann, jedoch
auf einer quadratischen Construction beruht. Linear und zu-
dem auf kiirzerem Wege kann p auf Grund der Betrachtungen
von Herrn C. Pelz in seiner Abhandlung: »Die Kriimmungs-
halbmesser-Constructionen der Kegelschnitte als Corollarien
eines Steiner'schen Satzes« in den Sitzungsber. der konigl.
bohm. Gesellschaft der Wissensch. in Prag, Jhrg. 1879, S. 205,
gefunden werden.

Den erwdhnten Satz leitet H. Pelz in folgender Form ab:
»Wird in der Ebene eines Kegelschnittes C um einen beliebigen
Punkt # desselben ein Strahl gedreht, so ist die Enveloppe des
ihm in jeder Lage beziiglich C conjugirten Normalstrahles eine
Parabel, welche die Kegelschnittaxen, die Tangente und Normale
von ¢ und zwar die letztere im Kriimmungsmittelpunkte des
Punktes ¢ beriihrt.«

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe: Von einem Kegelschnitte,
dessen Mittelpunkt wir mit o bezeichnen wollen, ist ein Punkt £
mit seiner Tangente 7 und nebstdem ein Paar conjugirter
Durchmesser, welches T in den Punkten a, b treffen moge,
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gegeben; es ist der dem Punkte ¢ entsprechende Kriimmungs-
mittelpunkt £, eventuell Kriimmungsradius p des Kegelschnittes
zu construiren. — Fig. 9a. —

Wir fallen etwa von a auf (bo) die Senkrechte N,. Nun ist
die Steiner'sche Parabel  bestimmt; denn die Geraden I, N
und die Normale N des Kegelschnittes in # sind drei Tangenten
derselben und die Senkrechte zu (f0) gibt die Richtung der Axe
an. Den Beriihrungspunkt £, von N mit P ermitteln wir nach
dem Satze von Brianchon. Bezeichnen wir N mit 1, 2, 7 mit 3,
N, mit 4, und die unendlich ferne Gerade mit 3, 6, so ergibt
sich aus dem Sechsseit 123456 der Punkt #, in folgender Weise.
Wir errichten in ¢ die Senkrechte zu (f0) und in @ die Senkrechte
zu T und ziehen durch den Schnittpunkt f beider Senkrechten
die Parallele zu N, welche N in £, trifft.

Bezeichnen wir noch den Punkt (NN,) durch a, und den
Schnittpunkt der Normale N mit der von a auf (fo) gefillten
Senkrechten durch &/, so folgt aus den congruenten Dreiecken
t.f, d'a.a, dass tt, = da,.

Daraus haben wir folgende einfache Losung der gestellten
Aufgabe. Wir errichten von a auf (ob) und auf (o) die Senkrechten,
welche aus der Normale NN emne Strecke herausschneiden, die
gleich dem gesuchten Radius p ist.

Ist die Lange d des zu (fo) conjugirten Durchmessers ge-
geben, dann trdgt man ta — —«1tb—d auf die Tangente 7 auf
und erhélt die Construction auf S. 228 der citirten Abhandlung;

alsdann folgt aus der Ahnlichkeit der Dreiecke obt, aa,a’ sogleich
2
auch die im vorigen Artikel verwendete Formel p = ‘i—

Zu der eben erwiahnten Abhandlung erlaube ich mir hier
folgende, unwesentliche Bemerkung zu machen. Die in derselben
enthaltenen Kriimmungsmittelpunkt-Constructionen werden
nach dem Steiner’schen Satze mit Hilfe des Satzes von
Brianchon construirt. In der vortheilhaften Wahl des Sechseits
liegt die Einfachheit der Construction. Um die Wiederholung
dieser Wahl zu vermeiden und das Constructionsresultat directer
zu erhalten, kann man sich des folgenden Hilfssatzes bedienen.

»Wenn man in der Richtung der Axe einer Parabel projicirt,
so projiciren sich die Abschnitte, welche auf simmtlichen Tan-
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genten dieser Parabel durch zwei feste Tangenten derselben
gebildet werden, auf irgend eine dritte Tangente der Parabel in
gleiche Strecken.«

Dieser Satz ergibt sich leicht aus dem Satze von Bri-
anchon; iibrigens kann er auch in folgender Art abgeleitet
werden.

Nehmen wir vorerst als feste Tangenten die Scheiteltan-
gente 4 und eine beliebige Tangente B an, bezeichnen mit g
den Brennpunkt, mit v den Scheitel der Parabel, mit # den auf
A liegenden Fusspunkt des von g auf B gefallten Lothes. und
es sei D eine beliebige Parabeltangente, welche 4 in #, B in p
treffen moge. Weiter sei 4 auch diejenige Tangente, auf welche
projicirt wird. Ist p+ der Fusspunkt der Senkrechten von p auf 4,
so ist np* die Projection von 7p. Die Punkte g, p, 12, 1 liegen auf
einem Kreise; die Punkte v und p+ sind die Projectionen der
Endpunkte des Durchmessers (gp) dieses Kreises. Projiciren
wir noch den Mittelpunkt desselben auf A4, so sehen wir sogleich,
dass npT = vm ist. Damit ist der Satz fir unsere specielle
Annahme bewiesen, und die Richtigkeit des Satzes in der allge-
meinen Fassung leuchtet daraus gleich ein.

In der obigen Aufgabe widhlen wir 7 und N als die zwei
festen, .V auch schon als die dritte Tangente unseres Hilfssatzes
und projiciren die auf den Tangenten N, und N durch die
beiden festen Tangenten gebildeten Abschnitte E #, nach
a’_a,, respective tt—,,, wir finden sogleich, dass t, = d'a, ist.

Beziiglich der Anwendung der soeben entwickelten Con-
struction zur Ermittelung des Punktes %, im vorigen Artikel
braucht nun nichts mehr bemerkt zu werden.

13. Fiir axiale Schraubungsregelflachen hat Herr J. Tesar
eine Construction der Contur und Conturevolute der Ortho-
gonalprojection in eine zur Schraubungsaxe parallele Ebene N
auf kinematischem Wege geliefert. Es geschah dies in zwei
Abhandlungen dieser Sitzungsberichte. (Kinematische Bestim-
mung der Contur einer windsch. Schraubenflache«, Bd. LXXXV,
II. Abth., und »Die Conturevolute axialer Schraubenflichen«,
Bd. XCIV, II. Abth.)

Er betrachtet die Projectionen der die Schraubungsfliche.
erzeugenden Geraden als einzelne LLagen einer in der Projections-
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ebene N sich bewegenden Geraden und bestimmt die Kriim-
mungsmittelpunkte der von sammtlichen Lagen dieser Geraden
umhiillten Enveloppe. Indem er hiebei die Punktreihe auf der
sich bewegenden Geraden als unverdnderlich voraussetzt, wird
er zu einer Bewegung gefiihrt, die sich aus einer Oscilation
und einer Translation zusammensetzen lasst.

Ich will zum Schlusse meiner Untersuchungen noch zeigen,
wie man dieses Problem mit den Mitteln der Geometrie der
Bewegung allein, ohne dass man Geschwindigkeiten und Be-
schleunigungen in Betracht zieht, einfach und fiir Schraubungs-
regelflichen {iberhaupt 16sen kann.

Eine Schraubungsregelfliche A’ wird durch Schraubung
einer Geraden P/ um eine Axe Z’ erzeugt;! bei dieser Bewegung
beschreibt jeder Punkt der Geraden eine Helix; die Punktreihe
auf P’ bleibt aber in allen Lagen unveridnderlich.

Da nun durch Parallelprojection in eine Ebene eine Punlt-
reihe in eine dhnliche Punktreihe projicirt wird, so kénnen wir
mit Bezug darauf unsere Aufgabe folgendermassen formuliren.
»Ein #hnlich veranderliches System bewegt sich in der Ebene
N so, dass jeder Punkt des Systems eine Sinusoide beschreibt;
es sind einzelne Punkte und die ihnen zugehorigen Kriitmmungs-
mittelpunkte der von der Systemgeraden P wiahrend der Be-
wegung umhiillten Enveloppe C zu construiren.«

Wir wollen den Punkt e von C auf der Geraden P sowie
den ihm entsprechenden Krlimmungsmittelpunkt % ermitteln.
— Fig. 10. —

Die Bahntangenten aller Punkte von P umhiillen eine
Parabel 3, welche von der Geraden P im Punkte ¢ der Contur
beriihrt wird. Die Tangenten dieser Parabel sind Projectionen
von Erzeugenden eines hyperbolischen Paraboloids, dessen
Axe senkrecht zur Schraubungsaxe Z’ist. Daraus folgt, dass
die Axe der Parabel ¢ senkrech ist zur Projection Z der
Schraubungsaxe. Demnach reicht es zur Bestimmung von §

1 Der Ubersichtlichkeit wegen wird in diesem Artikel bei den Symbolen
der Projectionen in die Ebene N der Zifferindex unterdriickt; den Symbolen der
projicirten Raumgebilde wird dafir ein Strich beigesetzt. Auch wird es nicht
beirren, dass die Symbole der Projectionen auch zur Bezeichnung ihrer Ab-
bildungen in Fig. 10 beibehalten worden sind.
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hin, wenn wir ausser P noch zwei Tangenten dieser Parabel
kennen.

Wir werden also noch die Tangenten T%, T} in zwei
Punkten ¢/, respective &’ von P/ an die zugehérigen Schrauben-
linien von A’ durch ihre Projectionen T, T; auszudriicken haben.
Dann ermitteln wir den BerGihrungspunkt ¢ der Tangente P
mit der Parabel vortheilhaft nach dem Hilfssatze des 12. Artikels.

Wir wihlen hier 7; und P als die festen Tangenten und
P als die dritte in dem Satze erwdhnte Tangente der Parabel .
Auf diesen angenommenen Tangenten bestimme 7. den Ab-
schnitt 07), welcher nach c¢pt auf P projicirt wird; die zu P
unendlich benachbarte Tangente der Parabel bestimmt auf den-
selben zwei Tangenten einen Abschnitt, der nach cTiprojicirt
wird. Es ist also de = ptc, wodurch ¢ in einfacher Weise con-
struirt wird.

Wir haben bei unserer Darstellung zwei beliebige Tan-
genten T, T; der Parabel ermittelt; wir kénnen jedoch statt einer
von ihnen vortheilhaft die Scheiteltangente 7, construiren. Zu
dem Behufe denken wir uns die zur Projectionsebene N parallele
Meridianebene der Schraubungsfliche und bringen die Gerade
P’ mit ihr im Punkte @’ zum Schnitte, Die Scheiteltangente T,
geht durch a und ist parallel zu Z; sie ist die Projection der
Tangente T, der dem Punkte a’in der Schraubung gehdrigen
Helix. Fiir eine axiale Schraubungsregelfliche fillt 7. mit der
Axe Z! also T, mit Z zusammen.

Projiciren wir somit etwa den Schnittpunkt ¢ von I, mit
T, senkrecht zu Z auf die Gerade P nach ¢+, so hat man aber-
mals ae = q+_c zu machen, um den Punkt ¢ zu erhalten.!

Bevor wir zur Construction von £ selbst schreiten, schicken
wir folgende Erwédgung voraus.

Ist zunédchst P irgend eine Gerade in unserem dhnlich ver-
anderlichen Systeme, ¢ der Punkt auf ihr, in welchem sie von
ihrer Hiillbahncurve beriihrt wird und o der Schnittpunkt der
Normalen N in e zu der Geraden P mit der Bahnnormale irgend
eines Punktes x auf P, so konnen wir o als momentanen

1 Man vergleiche damit die Entwickelung dieser Construction durch
Herrn C. Pelz in dicsen Sitzungsberichten, Bd. 87, Il. Abth.
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Drehungspol fiir eine Bewegung eines unverdnderlichen ebenen
Systems in der Ebene N betrachten, welche, was die Gerade P
und den auf ihr liegenden Punkt # anbelangt, unsere Bewegung
im dhnlich verdnderlichen System vollstindig ersetzt.

Kennt man den dem PPunkte x entsprechenden Kriimmungs-
mittelpunkt xt+ der Bahncurve von x, sowie den dem Punkte ¢
entsprechenden Kriimmungsmittelpunkt % der Hillbahncurve
von P, so ldsst sich auch leicht der Wendekreis der ersetzenden
Bewegung ermitteln. Fuir die Umkehrung dieser Bewegung geht
namlich der Wendekreis W durch o, £ und durch einen Punkt
%, auf (xo), welcher aus der quadratischen Verwandtschaft
zwischen den Punkten des bewegten, unverdanderlichen Systems
und den Kriimmungsmittelpunkten ihrer Bahnen leicht er-
mittelt wird.

Je ndher nun der Punkt x auf P zu dem Punkte e riickt,
desto naher riickt der Punkt x, dem Punkte %, bis er an der
Grenze mit ihm zusammenfillt.

Daraus entnehmen wir folgende Construction des fraglichen
Krimmungsmittelpunktes 2 unserer Enveloppe C.

1. Wir construiren den Schnittpunkt o der Normale N von
C im Punkte e mit der Bahnnormale des zu e consecutiven
Punktes von P

2. Wir construiren den Krimmungsmittelpunkt et der
sinusoidischen Bahn, welche der mit ¢ incidente Punkt » von P
beschreibt.

3. Wir ermitteln schliesslich den Punkt auf N, welcher dem
Wendekreise fiir die umgekehrte der hervorgehobenen er-
setzenden Bewegung gehort und bereits der gesuchte Kriim-
mungsmittelpunkt % ist.

Die Bahnnormalen fiir alle Punkte auf P umbhiillen eine
Parabel P, denn sie verbinden die Punktreihe auf P mit einer
zu ihr projectiven Punktreihe auf der unendlich fernen Geraden
der Ebene. Die letztere Punktreihe wird aus irgend einem Punkte
der Ebene im Endlichen durch einen Strahlenbiischel projicirt,
welcher congruent mit demjenigen Strahlenbilischel ist, durch
welchen die unendlich ferne, durch die Tangenten von 3 erzeugte
Punktreihe aus demselben Punkte projicirt wird; beide Strahlen-
biischel differiren nur der Lage nach um eine Vierteldrehung.
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Daraus ergibt sich, dass die Parabeln 3, §3; denselben Brenn-
punkt fim Endlichen besitzen, und dass ihre Axen mit einander
einen Winkel von 90° einschliessen. In Folge dessen ist die in
a zu Z errichtete Senkrechte N, die Axe von .. Der Punkt e
liegt auf der Directrix von 34, weshalb die in f zu (ef) errichtete
Senkrechte die Normale N in ihrem Bertihrungspunkte mit der
Parabel B, trifft. Dieser Berlthrungspunkt ist der momentane
Drehungspol o.

Daraus folgt sogleich, dass man den Punkt o erhilt, wenn
man die durch 7, und N, auf der Normale N herausgeschnittene
Strecke auf dieselbe von ¢ nach ¢o Ubertrégt.

Der Punkt et ist der Kriimmungsmittelpunkt des Kegel-
schnittes, in welchen der Kriimmungskreis im Punkte e der
diesem Punkte in der Schraubung zugehdrigen Helix auf
die Ebene N projicirt wird. Oder, denkt man sich die Schnitt-
ellipse der Osculationsebene in e fiir die erwdhnte Helix mit
dem durch e gehenden Rotationscylinder von der Axe Z/ in die
Ebene N projicirt, so ist et auch der Mittelpunkt des Kriim-
mungskreises dieser Projection in e. Fiir diese Projection ist der
Fusspunkt g der Senkrechten von e auf Z der Mittelpunkt. Zieht
man in der Entfernung des Parameters p von ¢ die Senkrechte
zu Z, so schneidet dieselbe P im Punkte v und ev ist die Lange
d des zu (ge) conjugirten Durchmessers der besagten Projection.

Bezeichnen wir die Entfernung des Punktes g von P wieder
_ 2
durch # so istalsdann ee* = - Nach dieser Relation wurde in

der Figur et dargestellt.

Ist schliesslich e der zu o in Bezug auf et symmetrische
Punkt, so ist nach einer bekannten Regel! der in Frage stehende
Punkt % als dem Wendekreise T’ gehdrend der durch das
Punktepaar oe® von e harmonisch getrennte Punkt und wird als
solcher einfach erhalten.

Aus der eben abgeleiteten Construction [asst sich der frither
gewonnene Ausdruck fiir o gleichfalls sehr einfach entwickeln,
Wir erhalten die Werthe

1 Man sehe etwa Dr. Arthur Schoenflies Geometrie der Bewegung
1886, S. 26.
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— (pr+1?% cos?p)3? %2+ 12 cos? ©)¥2. sin
g P 1 H° P

€0 = . , eet = ,
77 SIn © —p(r cos* =S
r £ 4 ¢
— (p+1* cosch)3/2 (r-£s)
eto = _
v sin @ (r cos?p—=s
p ¢ ¢
. 2 1 1
aus welchen etwa nach der Formel — = — 4+ ————— der
p €o eet 4~ oet

Ausdruck sich ergibt

(p ‘7% cos’p)¥

pr sin? 0 [7(1 + sin?¢)==s],

aus dem die Gleichungen der Conturevolute selbst wie frither
hergeleitet werden.

Wir haben die Construction der Conturcurven und Contur-
evoluten der Schraubungsregelflachen fiir die Orthogonalpro-
jection in eine zur Schraubungsaxe parallele Ebene durchgefiihrt.
Es ist klar, dass unsere Entwickelungen Schritt fiir Schritt fort-
bestehen bleiben fiir irgend eine Parallelprojection in eine gegen
die Schraubungsaxe wie immer geneigte Ebene; die Bahnen ein-
zelner Punkte des in der Projectionsebene beweglichen dhnlich
veranderlichen Systems sind zwar keine Sinusoiden mehr, aber
die Kriimmungskreise ihrer Punkte kann man wie vorher con-
struiren. Die Scheiteltangente der Parabel P hat allgemein nicht
mehr die ausgezeichnete Lage wie zuvor, aber dies setizt
unserer Construction keine Schwierigkeiten in den Weg,.
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