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Uber Dirichlet’s Beweis des Satzes, dass jede

unbegrenzte ganzzahlige arithmetische Pro-

gression, deren Differenz zu ihren Gliedern

theilerfremd ist, unendlich viele Primzahlen
enthélt

F. Mertens,
w. M. k. Akad.

Legendre hat zuerst den Satz ausgesprochen und zu
beweisen versucht,! dass in jeder ganzzahligen unbegrenzten
arithmetischen Progression, deren Differenz zu ihren Gliedern
theilerfremd ist, unendlich viele Primzahlen vorkommen. Sein
Beweis ist jedoch unbefriedigend.

Den ersten strengen Beweis des Legendre'schen Satzes
gab Dirichlet? So geistreich aber auch dieser beriihmte
Beweis sein modge, so ist dennoch eine Vereinfachung und
Vervollstandigung desselben wiinschenswerth. Denn einerseits
stiitzt sich derselbe auf den quadratischen Reciprocitétssatz
und die Bestimmung der Classenanzahl der eigentlich primi-
tiven bindren quadratischen Formen einer gegebenen Determi-
nante, mit welchen zwei Fragen der zu beweisende Satz in
keinem Zusammenhange steht. Anderseits gewdhrt derselbe
nur die etwas vage Einsicht, dass die Progression unendlich
viele Primzahlen enthilt, ohne dass man eine obere Grenze fiir
die Anzahl der Glieder erfihrt, unter welchen die {iber ein

1 Legendre, Essai sur la théorie des nombres
2 Dirichlet, Abhandlungen der Berliner Akademie aus dem Jahre 1837.
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gegebenes Glied der Progression hinaus liegende néchste Prim-
zahl vorkommen muss.

In dem Folgenden soll eine Umarbeitung des Dirichlet'-
schen Beweises versucht werden, welche die genannten zwei
Forderungen erfiillt. Theile derselben sind in friiher erschienenen
Schriften enthalten.!

L.
Es sei # eine liber 1 liegende ganze Zahl, p irgend eine
nicht Ubersteigende Primzahl, p* die hochste Potenz von p,

welche 7 nicht tiberschreitet, und P das {iber alle Primzahlen p
zu erstreckende Product?

P =1p=.

E (—;Z—) = g

N =

Setzt man

7!
PR R
nl gl L 0!

wo E(x) nach Legendre die grosste in ¥ enthaltene ganze
Zahl und 2¥ die hochste 7 nicht libersteigende Potenz von 2
bezeichnen, so ist IV ein Vielfaches von P.

Setzt man ndmlich zur Abkiirzung

n n 7
B gy ) + Blgie) + B () =

so wird, tber alle Primzahlen p erstreckt,

n! = p% (1)
nluy!. oyt = Mps dps., . dp>
— Hpsl+sg+...+s~,

und es genligt darzuthun, dass

. Sp—S—S— ... —S =T
1st.

1 Mertens, Ein Beitrag zur analytischen Zahlentheorie. Crelle’s Journal,
Bd. 78. — Uber Dirichlet'sche Reihen. Diese Sitzungsberichte, Bd. CIV. —
Uber das Nichtverschwinden Dirichlet'scher Reihen mit reellen Gliedern. Diese
Sitzungsberichte, Bd. CIV.

2 Tchebischef, Petersburger Akademie, 1850.

18%



256 F. Mertens,
Es sei A irgend eine der Zahlen 1,2,. .z und 2* die

"o N . :
hochste Potenz von 2, weiche p_z) nicht tbersteigt. Ist >0,

so wird
n 1 n 17
o) i)+ +2(at)=
17 7 7
- E(Zp") + E<22p"> + +E (2“]7)-)
_ A n 7 )
=E(gy gyt o)
es ist aber
7 1 1 _on ( ” >
gp) 22p + + Zp.px F \‘)p.p)
_n
=
Iz
und daher

n 1 7 . n

Demzufolge wird

” : n _ - n _ 7
E<2p>~>+E<zzp>~>+ *‘E<W>+1<E<F>'

Diese Ungleichung gilt auch noch fir p = 0, da in diesem
Falle ihre linke Seite den Werth 1 hat.,
Setzt man A =1, 2,.. .7 und addirt, so ergibt sich

S48+ +SsHFTE s,
w. z. b, w.
Aus der Theilbarkeit von &V durch P folgt

P =N
Tst 2. gerade, 50 wird
1! —on. 1.3.5 .(n—1)
1!l 2.4.6. .n
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7
da aber
1 3 5 n—I1 3 4_6 n
2 4 6 n 3 5 7 n41’
also
1 3 5 n—1\2<_1_ 3 n—1 2 4 7
<—2_ 4 6 n o 4 7 3 5 1w+ ]
1
n+1
ist, so folgt
1.3.5. .(n—1) 1
2 4 6 11 \/7Z + ]‘ (2)
“V 211

Ist dagegen # ungerade, so wird

7! 1.3...(n—2
W:7¢.2”—1 24—2%——12—
und nach (2)
1.3. .(n—2) 1
2.4. .(n—1) w
also
n!

< on—1 77
1,1, \/

In beiden Fillen ist demnach

\2 i
< 7’l! ) <‘_),27l‘7_Z <221l<1 -+ i>7
1yl n,! 4 4

< 5"
und man hat

1! zZ

PR
1, ,!
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Hieraus folgt

1!

! n,! ny_q!
N= 1921 ll P J1 1
ulu! n,ln, n,! n,!
i 1 n
Lot ety
<0
n ad
<5 Y=

und daher auch

3)

Dies vorausgeschickt, sei, das Product iiber alle Prim-

zahlen p erstreckt,

pr =L
Da
So gﬁ + 1—12 -+ —%;
p p p
1 " ”
> — -+ ey -+ A
p p p
ist, so folgt aus (1)
n! < Lt
I
> R
P

und man hat nach (3)

Syl > Lt = n!
Nun ist

n" 1\ 1\? 1\? 1\
—‘:(1+—><1+—><1+;> <1+ >
n! 1 ) 3 7n—1

"
2§<1 + —> <e
m

und demzufolge
n"
— < eu—l < e
7!

= 211.—1
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Uber ‘einen Dirichlet'schen Beweis:

oder
n!>nte—n
”n [/

<2(2
— \2

4

Umsomehr ist also

Lu > e

1\ d1\*

< 2(A> Dol < (—) < m'e*
2 V2

und daher

17
— < L << ne.
e

Hienach genligt die Summe

log logp log
;\(n):logL:E( p+ g2 +. .+ }7>
p p p

der Ungleichung
logn—1<A@m) <logn+1. 4

2.

Es sei & eine gegebene positive, iber 2 liegende Zahl.
Nach Kronecker?! gibt es zwei Reihen von ganzen positiven
Zahlen

8o 8o S
My, 1y, . . 100,

welche die Eigenschaft besitzen, dass die nicht negativen
kleinsten Reste des Ausdruckes

ghgh. gl

in Bezug auf den Modul 2 genau alle @(%) positiven, unter #
liegenden und zu % theilerfremden Zahlen ergeben, wenn i,
von O bis m,—I1, 4, von O bis m,—1 u.s. w, %, von O bis
ni,—1 laufen.
Ist
n=gpgye . 8F (mod. &)

Kronecker, Monatsberichte der Berliner Akademie, 1870.
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so mogen 4, %4,. .%4, die Indices von # in Bezug auf den

Modul 2 genannt werden. Man erhalt die Indices des Productes

zweier Zahlen #, 7/, wenn man beziehungsweise die Indices

von 7 und 7/ addirt und die Resultate mittelst der Moduln

my, 1,,. .11, auf ihre nicht negativen kleinsten Reste reducirt.
Sind

(O]

w .0

1 2 14

beziehungsweise Wurzeln der Gleichungen

. b — My
oh=1ofr=1. /=1,

so gibt es w1 m, .. .m, — ¢ (k) Wurzelcombinationen o, u,,. .o,
wenn jeder Werth von o, mit jedem Werthe von ,, jedem
Werthe von oy u. s. f. zusammengestellt wird. Unter diesen
Wurzelcombinationen werde eine bestimmte, sonst beliebige
Reihenfolge festgesetzt, wobei aber die Combination der Werthe

0, =10,=1 0, =1

die erste Stelle einnehmen moge. Sind dann i, 4,,. .7, die
Indices einer zu % theilerfremden Zahl 7 in Bezug auf den
Modul %, so werde das aus den Wurzeln der &ten Combination
gebildete Product oiiok,. .ol mit f;_i(n) bezeichnet. Fir
Zahlen n# dagegen, welche nicht zu % theilerfremd sind, werde
fiir jedes 7

Su_1(m) =0
festgesetzt.
Man hat
Ju() fu(n') = fo(nnr') )
und, wenn %z > 0 ist,
@)+ fila+ D)+ fr(a+2)+ = frpla+k—1)=0.

Dieser Gleichung zufolge ist fir irgend eine nicht negative
Zahl u

| fu (r2) -+ fr, (112 4+ 1)+ +fu(m4p) = — o). (6)

Lo | —
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Aus der Abel’schen Umformung
Sum)an+fo(m+1)an 1+ . frlm+p)ane, =
Ju(m) (@m—ami1) +(fu(m) + fir.(m 1)) (@mip1— G y2)
+ (S (m)+ f1,(m 4 1)+ fi, (m+2)) (@i 2o— T y3)
+  H(fu(m)+ fu(m 1)+ S (4 p—1)) (@tp—1— iy
FH(Sfro(m)+fu(m+1)+. .+ fr(m+ 1) Gy

folgt dann, wenn a,,, dyip1,- - @yqp positiv und

iy = Mgyl = Ao = = Ay
sind,

| fa(m) a1, (m 4 1) a1+ + S (11 ) Ay | (7)

1
é ? (P (k) (am—am-H -+ am+l ‘—am+2 -+ . -+ am+p.)

=—coc).a,.

L
5
Wird zur Abklirzung
o) =1 +71
gesetzt, so hat die Summe
fom)+fim)+f,m)+ . .+ fr(n) )

den Werth ¢ (%) oder Null, je nachdem = =1 (mod. k) ist oder
nicht.

Aufgabe. Es sei
LA@LE@). - fir(@) = Gm),

wo die Summe {iber alle moglichen Zerlegungen der Zahl m
in 7 positive Factoren a, §,. .e zu erstrecken ist und zwei
Zerlegungen nur dann als identisch gelten, wenn sie in den
ersten, zweiten, ..rten Factoren Ubereinstimmen; es soll die
Summe

D)= GM+G2)+GB)+ +G@)

abgeschiatzt werden.
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® (1) ist die Summe aller Producte
S1(@ @) - S,

in welchen af3...s =< n ist.
Unter diesen Producten gibt es zunédchst solche, in welchen
die r—1 ersten Stellenzeiger der Reihe o, §,.. .9, ¢ die Zahl

‘/:E(\717)

nicht ibersteigen. Ihre Summe sei £,. Fasst man alle Glieder
von X,, welche die »—1 ersten Factoren f(a), /5(8),. . fi—1(3)
gemein haben, in je eine Theilsumme zusammen, so ist eine
solche

= FOR® Fm®(FO+£O+  +A(Eg ),

.0
also ihr absoluter Betrag nach (G)
= o
= 2 @ .

Die Anzahl dieser Theilsummen ist v—! da jede der
Zahlen o, B,. .8 die Werthe 1, 2,. .v annehmen kann, und

man hat daher
r—1

v

1 1
2" << yr—1 <7 ’
|E = > o)y = > @ (k) n

Alle iibrigen Glieder von ® (1) zerfallen in »—1 getrennte
Inbegriffe £, %,,. .%,_;, wenn X; diejenigen Glieder umfasst,
in welchen der erste liber v liegende Stellenzeiger der Reihe
a, B,...0 der dte ist.

Alle Glieder von %;, welche sich nur in ihrem zten Factor
unterscheiden, also die iibrigen »—1 Factoren gemein haben,
sind von der Form

Si() fo(@) f5(B) - - . fe(e),

wo a,b,...e die Zahlen I,2,. .z nach Ausschluss von ¢
bezeichnen und
lab. e=mn I>v
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ist. In diesen Gliedern hat / demnach die Werthe

n

v+1,v+2,...E
ab. .e

und ihre Summe ist
= fa(@) fo () .. [e((Sfi0+D)+]i(v+2)+. ),

1
der absolute Betrag der letzteren also nach (6)55 o (k).

Solcher Summen enthilt ¥; so viele, als es Producte fy(a) f3(8)...
... fo(e) gibt. Die Anzahl dieser Producte iibersteigt, da

r—1

”n 5

ab...e= <u’
v+1

ist, nicht die Anzah! % aller Systeme von »—1 positiven Zahlen
a,b,...e welche der Bedingung

ab. e=n

geniligen, und es ist daher

, 1
B = —-e®).

Bezeichnet aber 2 (m) die Anzahl aller Zerlegungen der
r—1
Zahl m in » —1 Factoren und #, die Zahl E<n_"_), so ist
A=AW)+AC)+. . +U(n)

A1) + A(2) + + QI(MO))
1

Sn( .
=0\ 2 7,

und anderseits

J r—1
DL IO o A (L o)
1 2 11, )

Da

1 1 1
l+—+—+. 4+ —=1+]logu,
2 3 g
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ist, so ergibt sich
1 r—I1 r—1
U= ny(1+logny)y—t==n" <1 S log 1z>
und man hat demnach
1 = r—1 71
]Z,-]g»?cp(k)n v (1 + VT_ logn>
Hienach wird

|(I)(74)|:|21+2,2+, +5Z,| 9)
= (3 +[E [+ +]Z]

E y — r—1
= ?’(F(k) nr (l + r—l logn>

4

Diese Ungleichung ist in der stillschweigenden Voraus-
setzung abgeleitet worden, dass » > 1, 2 >1 ist. Sie bleibt aber
auch noch in den Féllen » =1 (# = 4), # = 1 bestehen. Ist
namlich » = 1, so folgt sie unmittelbar aus (6). Ist aber #z =1,
so ist

() =G() =1

Da

Gp+)+Gp+2)+ +G(g =P@—P(p)
ist, so folgt
IGp+D)+G(p+2)+ +G(Q|=|P(@|+|P ()] (10)

r—1 _ r—1
=ro(k)g? <l+ 71,1 10gq>

Insbesondere ist
7-=1

|G (m)| < ro(R)m (1 +

r—1
1

r—1
— log m> an

Aus den vorstehenden Umgleichungen ergibt sich die
Convergenz der Reihen

_ 1 S
G=G)+ > G2+ 5 G3)+

1 1
H= - G(2) log2 + o G(3) log 3+



Uber einen Dirichlet'schen Beweis. 265

Setzt man ndmlich

1 1.
R“ = TT -+ % G(’IH)
1 1
A . - 2 2
R} = | G +1)log (1 +1)+ w3 G (n+2) log (n+2) +

1
- log .
+ G (m) log m

so wird nach der Abel’schen Umformung

1 1
R/z——G(n_*-l)(M_'_l_m)—l_
1 L)
+(G(n+1)+G(”+2))<4+2 n+3/)
1 LY
+...+(G(7’l+1')+G(%+2)+“'+G(m—1))(m—l —%)

+ (G +1)+Gm+2)+ +G(14¢))M—4

Ri=G+n)(180FD _ Js0AD)

7+ 1 n—+2

log (142 log (n+3
+(G(M+1)+G(M.+2))< gn(+2 ) gn<+3 )>+
+(Gr+1)+Gn+2)+. +G@m)) logm
und daher nach (10)
—_ r—1
(1+ r—1 log(n+1)>
1_‘R ‘< v .
rok) "= L
(1 A1)
—1
(1+ log (n+2)>
+ v +
1+ —
(n+2) '
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- r—1 _ r—1
<1+ 1/1/1 log (m—l)) <1+ 1/1/1 log m)

+ 1 + 1
14— L
(m—1) "’ m’
S \r—1
! <1+~V ! log (n +1)
— |R!=< l 1 .
o) | R | = oL og(n+1)+
(n+1) 7
_ r—1
(1 + r p : log (m—l))
4 T log (m—1)+
(m—1)
_ r—1
<1+ 71/1 log m)
+ T log m.
m'

Es geniligt also eine Summe von der Form

h It
S, — (log (1 + 1)]) 4 (log (n+ 2)1) N

14— 14—
n+1) 7 n+2) '
log (e —1))* log m)*
.4 Uog ( )1)_|_(g1)
1+ = -
(m—1) 7 m’
abzuschitzen.
Man hat zu diesem Ende
1 v v
T< T — 1

I+ - =
m+1) 7w (n+1)’

und daher, wenn A =1 ist,
(log (m—+N))* < r(log (n+N))*  r(log (n+r+1))"
1 1 - 1
+ - -
n+1) 7 n’ (n+1)"

+ r(log(n+A+1))"—r(log (n+N)"
1 )

(1¢+1)7
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wird aber beachtet, dass

(log (1 +14X1))t—(log (n+1))' < h(log (n+h+1)—log (n+))).
.(log (n+1+x))i—1

;
L (log (n-+1-+N)—"

741

<

ist, so folgt

(log (n+4-1))" r(logn+1))t  r(log (n+X+1))"
T < T — ; +

1+ a -
(n+1) ' n' (n+1)’

B (1 ) 1))t

+z1(og(7z+ 1 )L

(n + 1)7

Diese Ungleichung ergibt nach und nach

(log (n+ 1)1) h < r(log (1i + 1) r(log(n +12))" N

14+ — — =
(m+1) " n’ (n+1)"
] . 1 2 h-1
L (log (n+ )])
14 —
(n+1)
(log (n+2)y—1 - r(log m+2))"="  r(log (n+3))*!
I T B
(n+1) ' n’ (n+1)’
(h—1)r(log (1n+3))"—2
+ 1
14—
1)

und man hat demnach

(log (1 +1))* <1/(Iog (n+ )Y+ hr? (log (n+2))Y 4. Il H1
1 1
14— -

(n+1) n'

rlog (n+2) +hr?(log (n+3))'—'+... 4+l ri+!
— : :

(n+ 1)?
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Wird hierin # =mn,n+4+1,. .m—1 gesetzt und addirt, so
folgt

S, < r(log (1n+ 1)Yr+nhr2(log (n+2))r—1+4 ... +hlyht!
It

(12)

7'

__r(log (m+ )Yt +hrt(log (m+2)) 1+  +hlri+! N
1

a
m

(log m)"
1

?
m
< r(log m+ 1) +hr2(log (+2))"—14 . +Rhlpht+l
: .

"
n

Die Grossen R,, R! sind demnach von nicht hoherer
Ordnung als

log n)™!  (logm)" .
( 1) , 1) , (13)

7 7
1 17

4,

Aufgabe. Es sei, die Summe tiber alle Theiler & von
erstreckt;
LGQ) = F(m)
und
1 1 1
(-)(11):F(1)+7F(2)+§F(3)—{— + ;F(n);

4

es soll der'asymptotische Ausdruck von @ (1) fiir grosse Werthe
von n gefunden werden.
7
E <—> =1y
h

Es sei
ENn)=p

I3 1 1
1+ —+—4. — =
+9+3+ +m & ()

<
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A= G0+ 5 G+ -+~ G bn)
1 1
B= P G(w+1)$(qn) + ) G(n+2) b (tpq2)+
+ .+ L G (1) (n,).
n
Es wird dann
00 = G§()+ - GAYm)+. + - Gon)b(m)
= A+B.

Setzt man zur Abkirzung

{ 1 1
P —log (m +1)+log m = . —log<1 + %> = b,
bi+by+ . Aby = y(m),
so wird
$ (1) = log (14 np) 4+ (1)

= log 1]1 + y (n)+logtl +n;) —log ;—l — (y () — (m1)).
2 4

Da aber

log (14 ny) —log —1;— >0
2

=log <1 + %)—log %zlog (1 + %)

/)
h
<— )
n
ferner
1 1 1
by = — + .
2 m? 3m3 4 mt
>0
1 1
<

2(m—1)  2m’

Sitzb. d. mathem.-naturw. ClL.; CVL Bd., Abth. 1L a. 19
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also
S (1) — 4 (12) > O
1

2ny,

h

n

ist, so wird, vom Vorzeichen abgesehen,

7
$ (1) —log n—y (n)+log h < % :

1 : .
Multiplicirt man mit n G (k) und summirt von 2 =1 bis
1

h = p, so folgt

\
A— (logn+yn) <G(1) + % GC2)+ .+ ILL G(p.))
+ % G(2)log 2+ % G(3)log3+ .+ l% G(p) logn

1 1 1
< IGM[+ -G+ + -G
Nun ist nach (11), wenn m = p,

r—I1 -
y — — 1 r—1
|G (m)| = ro(k)yn>" (1 —+ 771/7 log 1;)

also

1 - =1
GOI+E®) + . +|G ()= u- T2 (1+’ L togan)

5= 27 /
7’

. . 1
ferner bis auf eine Grosse von der Ordnung "
1) = G,
wo € die Euler'sche Constante bezeichnet, und nach (13) bis

2 1r—1 7
auf Grossen von den Ordnungen (log ﬂl) (log Zz)

7 7
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1 1
G(1) + re G2)+. .+ m Gp=G
1 1 1
0 G(2)log 2 + 5 G(3) log (3)+ .+ m G(w) logp = H.
Bezeichnet daher A eine Grosse von der Ordnung (log ”)1

so wird g

7
A = G(logn+E)—H+A.

B geht durch di¢ Abel’sche Umformung in

_ NRICEHEE ‘P(”;t+2)>
B= G(P‘-H)( p+1 p+2 +

+(G+ 1) +G(p+2) <¢l(:l_‘l‘_+22) — d"gi’*‘:‘;)\)

+ +(G(P«+1)+G(p.+2)+ +G('IZ)) U(”n)

tiber; da aber

¢ (10)  $ppir) O ()
T N pAh+1 (+2)*

1+logn
((ENE
ist, so ergibt sich nach (10)

1 \r—1
log (b+1))

/<A1 + =

w(/e) |B| < (1+ logn) o1 +
@+ 7
—1 r—1 \r—11
(1+ log (u+2)) <1 + logn)
-+ —+ + : ‘
1 ra >
(b+2) 7 "

und B ist demnach nach (12) eine Grosse von der Ordnung
(log n)™
1

2r

m
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Man hat hienach den gewlinschten asymptotischen Aus-

druck
O(n) = Glog n+GC)—H+4A/,

,_
log " i,

wo A’ von der Ordnung

27

Die Reihen G, H lassen sich in einfacher Weise durch die
Reihen

Li=fill) + 5 i)+ fi(®)+

M; = éf,.(z) log 2 + —;—ﬁ(S) log 34 .

ausdriicken.
Es sei f/ () je nach Bedarf die Zahl f;(m) oder f;(m) log m
und entsprechend f;°(m) = 1 oder = log m. Man setze

E(\’/17 =v
R =f()+ %f/(Z) + %f;’(3)+.. + %f/(v)

SA@f®). - fie) = G'(m),

wo die Summe {iber alle Zerlegungen der Zahl m in » Factoren
a,B3,. .ezu erstrecken ist.
Die Summe

H(1¢):G’(1)+%G’(2)+ +%G’(%)

besteht aus allen Producten

fil) @B e
o B e

in welchen off. .e =< # ist.

Unter diesen Producten bilden alle diejenigen, in welchen
keiner der Stellenzeiger a, B,. .= die Zahl v Ubersteigt, die
Entwicklung des Productes

RO R, ). . .R().
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In den ibrigen Gliedern von H (%) muss wenigstens einer
der Stellenzeiger a, B,. .e die Zahl v libersteigen, und es sei
¥, die Summe derjenigen Glieder, in welchen der erste iiber v
liegende Stellenzeiger in der Zahlenreihe o, §,. .e der ste ist,
so dass X, X,,.. .2, zusammen genau die in Rede stehenden
Glieder erschopfen.

Bezeichnen a,b,. . .¢ die Zahlen 1, 2,. .7 nach Ausschluss
von 7, so haben alle Glieder von X; die Gestalt

AO) fila) fi®)  f@
l a b e ’

I>v
lab. .e<mn

ist. Fasst man unter denselben alle diejenigen zusammen,
welche die Factoren
fil@) fi®) fi(©)

a ' b e

gemein haben und in welchen / die Werthe v+1, v+2,.

!

E (ab e> annimmt, so ist ihre Summe

:fJ(a)ﬁ’(b)---ﬂ’(6)<ﬂ’(v+l)+f,-'(v+2)+ )

ab...e v+1 v+2

und daher der absolute Betrag der letzteren nach (7)

— Ju (d)gb('b)- S icp(k) SPe+1)

.€ 2 v+1

y

wenn angenommen wird, dass die Grossen

log(v+1) log(v+2)
v41 v4-2

3

eine abnehmende Reihe bilden, also v = 2, # = 2" ist. Solcher
Summen gibt es so viele, als es Systeme von »—1 positiven
Zahlen a, b,. . .e gibt, welche der Bedingung

7
ab. e :
v+1
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geniigen und von welchen in dem Falle 7 >1 die ersten i—1
nicht iber v liegen. Daher ist, die Summation {iiber diese
Zahlensysteme erstreckt,

(76)

|E|< 2(

0 0 0

ya1)s B@RE. L)
ab. .e

2%"

Es ist aber, wenn A die Anzahl der logarithmischen

Factoren in dem Producte f*(2) f2(a). .. fi’(e) bezeichnet,

fio (v=+1) s fao (Cl)fj;(b) e fe(] (e) = (log %)).2 ——

..e
1 1 1\r-!
< (logn)* 1+7+—3—+. + —

< (log n)*(1 +log ny—%.
Da demnach

15 < v (k) (log m)* (1+log 1)~}

2n

ist und mit wachsendem 7 unbegrenzt abnimmt, so wird der
Gleichung

Hn) = R,(MR,¥)...R(»+E+%,+ .+Z,

zufolge

G'(H)+ — G'(9)+ G’(3)+..Ain inf. = R,(o0) Ry(c0)... R, (o0).

Insbesondere ist
G=LL, .L.
Setzt man ferner
SA@ L) - - fr(E) loge = Gi(m),

wo die Summe {ber alle Zerlegungen der Zahl m in » Factoren
o, B,...c zu erstrecken und =t der 7te dieser Factoren ist, so wird



Uber einen Dirichlet’'schen Beweis. 275

1 1
Gi()+ o G+ G,3)+...= ML,L,. .L,

1 1
Gy(1) + o Gy(2)+ 3 G+ .= MLL;. .L,

G (1) + % G.(2)+ % G3)+...=MLL,...L,_.
Da
G (m)+ Gy(m)+  + G (m)=Lf,(2) /,(B). - fr(e)log(@f. .¢)
= G(m)log m

ist, so folgt durch Addition
H=MLL,. .L.+MLL,. L+. .+MLL, L.
Es ist daher auch

O@m) = L,L,. .L.(logn+G@)
—Mm,L,L,. L, —M,L,L,. .L,— .—M,LL,. .L,,.
+ A

Der asymptotische Ausdruck fiir @ () lehrt, dass L, nicht
.Null sein kann, wenn in der &+ lten Wurzelcombination
w;, 0,,. ., wenigstens eine imagindre Wurzel vorkommt. Ist
namlich in diesem Falle die aus den conjugirten Werthen von
®,, 0,,... 0, bestehende Combination die 2’'+ 1te, so ist %' von &
verschieden und Lj zu L; conjugirt. Wire daher L;, = 0, so

B, - (log m)”
wire auch Ly = O und O(n) wéare von der Ordnung "

27
n

Man kann aber zeigen, dass Q(n) =1 ist.
Man hat namlich

Fy=G(1) =1
und fiir irgend zwei theilerfremde Zahlen #, #' nach (5)
F)F@') = F(un').
Ist ferner g* eine Primzahlpotenz, so ist der Ausdruck

F@)=G6)+G@+G@H+ +G(g)
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der Coéfficient von #* in der Entwicklung des Bruches

1
(=) (1—2/1@)(1—2£(9)- - . (1—=%/(D)

nach steigenden Potenzen von x. Dieser Bruch hat den Werth

T Wenn g in £ aufgeht. Geht dagegen die Primzahl g nicht
in 2 auf und gehort sie zum Exponenten £ nach dem Modul &,
so hat die Summe

L+ fil@"+f(@"+ -+ frl)™
= folg™) + (@) + 1o (@) + . -+ Sr(@™)

den Werth ¢ (&) oder Null, je nachdem ¢™ =1 (mod. &) ist oder
nicht, je nachdem also m ein Vielfaches von £ ist oder nicht. Es
ist daher

log (1—»)(1—2f,(9). .(1—2/:(9) =

‘ng)< + 5 x2’+éx3’+ >
(k) log (1—
und somit
! -2

=(—2
A0 h@) (—h@) "
F(g" kann demnach in keinem Falle negativ sein.

Da hienach F(m) fiir keinen Werth von m negativ sein
kann, so ist

Om) = F(1)=1.
5.

Aufgabe. Die 7+ Ite Wurzelcombination o,, 0,, o,
enthalte nur reelle Wurzeln, welche nicht alle =1 sind, und es
sei, die Summation iiber alle Theiler 3 von uz erstreckt,

2 f;() = F(m);
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es soll der asymptotische Ausdruck der Summe

0 @n) = & + & +4- F(n)

Vo Ve T

fiir grosse Werthe von # gefunden werden.

Setzt man
7
E (7) = 1
E \/17 =

L SO @) L S
V1 V2 Ve

g — S+ Dby | SiQ+2) b o)

\/p, +1 \/u +2 M
ﬁ Jim) P ()
N
so erscheint ©(») in der Gestalt
oy — LY | Fi@) L fil)ben),
\/1 \/2 \/%

— A+B.

Es sei zur Abklirzung

2 \/m—9 \/m—l—

\/114 1)l

Da nach dem binomischen Satze

1

\/m -1 = \/m (1 — —>7:

m
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also
(=)
1=
2 2 1
b, = 2 ( — +
2! m\/m
L= 2)p-1
2 2 2 1
+ =+
3! m2\/m
ist, so ergibt sich
b, =0

und anderseits

b

by =
N/ m . m\/147

_blll. =

3! m\/m

IV
(@]

oder

H/\

N
©no

m\/m / T T
\/ m— \/m + 5
/

Man hat also
m m 4+ !
\V 5

Summirt man von m = n,+1 bis 1z = n, so folgt

0< b, < i —

lo' —

— — 2
0<2 \/% —2 \/%h—t{)(w) + () < ————

1

\/%h‘*‘ ?

. n —
und nach Subtraction von 2 \/7 —2 \/n,,

/ I
\/Ll~ 1zh> \/14—2\/7—

)+ ) < ——2

\/Mh -+

%(1*%)(2_%> 1 < 1>+

(14)

1\3&._‘!
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da aber

7

0 7—“”
2<\/7—\/nh> =2

\/%h -+ \/ - \/Mh

und, wenn % = p. angenommen wird,

!

2 k 27
\/14 + \/nh =2 \/;¢—_7¢—1'< 2 =
n —_— —+
2

ist, so wird ohne Riicksicht auf das Vorzeichen

$ () —2 +2\/1¢——<}»(1¢) <2 2]1

14

. ( . .
Multiplicirt man mit ]:/(2 und summirt man %z =1 bis
1

h = p, so ergibt sich

A2 /i (A + 4 SO+ -+ Fi)

+ (21— () (J\FL/(? {’/(9_) v 4 SW ) <2 \/
<2 \/2
Nach (7) ist aber
£t | fle2) |1 e®) _ o)
p+1 p+2 = 2 v+l 2\/”
oder
fil) _ fi®) Ji(w) ¢ (k)

und

7 9 0);

KV

ferner folgt aus (14), wenn man von m = [ bis m = # summirt,

<2\ n—dm) <2\/2 (15)

A L@ L, AW 9\t
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Daher wird
[A—2 VL <¢®+C+e®) V2.
& (127,) ) . .
Da mit wachsendem /% abnimmt, so wird nach (7)

\/n
¢ (12 41)
Vil

(Bl = 9@

und demzufolge nach (15)

2\

1 ”,
|B|<7<p<k>T;T<cp<k>.

Es wird also
|A+B—2L,\/n | <20®) + (1+0®)\/2
und man hat den gewlinschten asymptotischen Ausdruck

Om) =2L;\/n+A,

|A] < 2¢®)+C+e®E) V2.

Aus diesem Ausdrucke erhellt, dass L; nicht Null sein
kann.
Da néamlich, wenn g eine Primzahl bezeichnet,

F(@) = fi() +fi(@ + filg®) + .. .+ fi(§H)
=14+ fi(Q) + filg?+. -+Sfi()

1 _(_ 1))\+1
9

<

kann, je nachdem f;(q) = 1, —1 oder = 0 ist, so ist immer

F(@)=0

ist und nur einen der drei Werthe A+41, , 1 haben

und insbesondere bei geradem
Fl@) = 1.
Da ferner, wenn #, #' theilerfremd sind, nach (5)

Fun'y = F(n) F(u')
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und

F(1)y=1
ist, so ist allgemein

Fim)=0
und fiir jede Quadratzahl

Fm?) = 1.

Hieraus folgt aber

F(1 F(22 F(32 F(n2
O () = §)+ (2)+ (3)+ +—(:)
1+t s loy
= 5 3 H gy
11
>?ogn.

6.

Zerlegt man in jedem Gliede

1
Jw@# des Ausdruckes

M) = fh(2)910g 2 Sn®logd | Sfulw)logn
2 3 n
den Logarithmus log 2 in die Summe der Logarithmen der Prim-
factoren von m, so zerfallt My (») in lauter Glieder, welche den
Logarithmus je einer der # nicht libersteigenden Primzahlen als
Factor enthalten, und es mdge aus der Zusammenfassung aller
solcher Glieder, welche den Logarithmus einer bestimmten
Primzahl p enthalten, das Resultat ¢ (#) log p hervorgehen. Da
die fraglichen Glieder nur aus der Zerlegung der Glieder

fulp)logp  ful) | fu(p) logl

1
) Ju(p) logp =

V4 1 4 1
1 _ fup)logp  fu(2)
3, Sr@r)log2p =7 2

4 fulp) | Sn(2) log?2
p 2

filp)iogp  fulm)
p "y
+ Ju(p)  Sfu(ny) log "
p 7y

1
T p Jrmp)logmp =
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von M, (n) hervorgehen koénnen, wo 72, = E(%) ist, so ergibt

sich

Su(p)logp " Su(p)
pon =LEUOEL 1 (2] 4 g I

wo

Ly(z) = J@ + f,,éZ) + ..+ _ﬁé:(é‘)z)

Hieraus folgt

o) = f”;‘”) I(éf) f;}(jz:?) L,,(;—Z>+

Man hat demnach

j 2
M) = S, () P logp gy (1) Julp®) logp |
p r’

p Pt

wo das erste Summenzeichen alle Primzahlen p umfasst, welche
n nicht {ibersteigen, das zweite alle Primzahlen, deren Quadrat
die Zahl # nicht tbersteigt u. s. f.

Setzt man..nun

Au(m) =% (ﬁ';p ) f’z(jj AR ﬁl;f )> log p,

o0 = 5 (11 (2).

wo die Summe iber alle # nicht libersteigenden Primzahlen p
zu erstrecken ist und p~ die hdchste Potenz von p bezeichnet,
welche 7 nicht liberschreitet, so wird, die Summation tiber alle
# nicht ibersteigenden Primzahlen p erstreckt,

LyAy(n)—My(n) = EA(p) +A(p)+  +A(p7) logp;
hieraus folgt

Ly Ay () — My ()| << S(IAD)| + 1A (p%) i+ .. +|A(p)])logp.
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da aber nach (7)

7 1 1
Li—L( ) < e
m/ 2 1+E<1—i\)
111
m
‘r(k) —
also
9@
[A(m) | < 0

und nach (3)
Yrlogp = log P <<mnlogd

ist, so ergibt sich

| Ly Ay (1) — My () | < E. (‘f(l) log p

<< (k) loghd.

l\J‘ —_

Dividirt man mit der fiir jedes /z von Null verschiedenen
Grosse | Ly |, so folgt

M, (71 ' 1 ok)loghd
Ay(n — W Ps e
h( ) h i 2 | Ly |
und man hat
My (n) |+ L w(k)logd
2 ]
|[An(n)| <

| Ly |
Da nach (7)

Ju(3) Ju(4)
3 log 3 + n

ﬁ‘flil)_; log 7 _§ (Pig]?z 1.% 3

log 4 + 3

also
w(k)log3
6

| My ()| = g‘+

ist, so ergibt sich fiir jedes

| Ay (1) | << Ay, an
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i10g2+cp(k)<10g3 +log5)
A4, =2 6 2

| Lo |

7.

Es sei nun die arithmetische Reihe kx--] gegeben, wo I
zu % theilerfremd ist, und man bestimme ! aus der Congruenz

I'=1(mod#k).

Da
y 2 "
A :Z(M_Ff_oﬂ_,_ -+f°(}_7))10
® p p? 7 gp
+E(—logp+log2p+ o8 )
p p P

ist, wo das erste Summenzeichen sich auf alle # nicht {iber-
steigenden Primzahlen bezieht, das zweite hingegen nur auf
diejenigen unter denselben, welche in 2 aufgehen, und p~ die
hochste, # nicht liberschreitende Potenz von p bezeichnet, so
wird nach (8)

L@V M@+ £,V D0 + [, Ay () + .+ £ A (1)
:2<loﬂ+loi2p+. +10i1)
p p p
log

q2

+@@2%¥+@@2 +.
wo das erste Summenzeichen sich auf die 7 nicht libersteigen-
den und in k aufgehenden Primzahlen p, das zweite auf die #
nicht iibersteigenden Primzahlen ¢ von der Form kx4, das
dritte auf die Primzahlen ¢ bezieht, deren Quadrate in der Reihe
kx+1 vorkommen und # nicht tbersteigen u. s. f. Hieraus folgt

¢ (B)X l()%]—log n=A@m)—logn+ ()N (n)+...+fr(I')Ar(1)

¥ <logp
r

.lo log ¢
—(R) X qgf—cp(k)z—%’

1 lo
osp | log)

+ =
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und nach (4), (17)

lcp(k))llo%]—log | <S1+4,+4,+. A,

43 <1ogp + Iogzp 4 + logn )
p p
+o (B 10;’24 +o®)E loqggq +
Setzt man daher
1+A +4,+ .+A,.+Epl%g7—p log g
4= 0 +E =1

wo X, sich auf alle in 2 aufgehenden Primzahlen, £, dagegen
auf alle moglichen Primzahlen bezieht, so ist

1 1
0g q ogn 4

|clogg
A ET0)
oder
logg 1
h . " e® log n+9 (1)
d(n) < A4,

wo die Summe sich auf alle 7 nicht libersteigenden in der
arithmetischen Reihe kx+/ vorkommenden Primzahlen g er-
streckt.

Ist N eine beliebige ganze positive Zahl und wird

14+ E(E4#0) =K
gesetzt, so kommt in der Zahlenreihe
N+1, N+2, N+3,. .KN—1, KN

sicher eine Primzahl von der Form 2x+/ vor.
b

Bezieht sich ndamlich das Summenzeichen S—‘ auf alle in
A

a-
der Zahlenreihe @, a+1,. .b vorkommenden Primzahlen g von

der Form 2x+1, so wird
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CVL Bd., Abth. I a. 20
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KN KN hy
N logq: O logg N log g
o9 9 L
N+1 2 2
1 1
— . I (N
=20 log KN+ $(KN) 0 logN—9(N)
1
= — log K+¥(KEN)—3(N);
g C8EHYED
da aber
1
—— log 2
) log K=>24
A+¥WNK)=0
A—3¥(N)=>0
ist, so folgt
XN
Sw 089 _
]

N1
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