Uber einen algebraischen Satz

von
F. Mertens,
w. M. k. Akad.
Es sei
Jf@) =ar—c g4 2— .. ., =0

eine gegebene algebraische Gleichung mit von Null ver-
schiedener Discriminante D und den Wurzeln

51; &2)- ~€n
und
G=I[1,g8h...%

eine gegebene Gruppe von Permutationen der Stellenzeiger
1,2,. .mvon geringerer als der Ordnung #!. Vertheilt man in
bekannter Weise alle moglichen #! Permutationen der Elemente
1, 2,...n mit Hilfe von passend gewdhlten Permutationen
9o 41,- -qp—1 in die p Inbegriffe

qu, qu,- : qu—l;

wo g, =1, so gibt es?! ganze Functionen der Wurzeln §,§,,...&,,
welche bei allen — an den Stellenzeigern von §,, &,. & zU
vollziehenden — Permutationen von G gleiche, bei den Per-
mutationen g, g;,.- .g,—1 hingegen unter einander numerisch
verschiedene Werthe annehmen.

In den folgenden Zeilen soll ein Beweis fur die Existenz
solcher Functionen mitgetheilt werden.

1Serret, Cours d'algébre supérieure. — Kronecker's Festschrift, §. 12.
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1.
Es seien
Xy, Hgye o Xy

Unbestimmte,

g,, 0 .Gy

1) Y20

ihre elementaren symmetrischen Functionen und

P, BO, $O,. . Po-D

alle Potenzproducte xfxg. .x%, in welchen die Exponenten
den Bedingungen

o =n—I1
p=n—2
T=n—3
e=20

geniigen und deren Anzahl
vy = !

ist. Man bezeichne den Werth, welchen eine Function o der
Unbestimmten x,, %,,...%, durch die an den Stellenzeigern der
letzteren zu vollziehende Permutation s annimmt, allgemein
mit w; und setze
(P(i) — S,Bl(l')_g_ng(j)_g_S‘B](j)q_ .. +§B’§i)
b= 20O 42,004+ 4u, 10070,

Ugy Ty, Thy_y
Unbestimmte bezeichnen. Sind dann

Goy p5- Dot

die Werthe, welche ¢ bei den Permutationen ¢y, qy,... ge—1
annimmt, und setzt man

F(t) = (t—bo) t—¥1) - - - (F—p1)s
so hat F(¢) ganze ganzzahlige Functionen von a4, 2,,... %, %,... %,
zu Coéfficienten, welche in x|, #,,. . .x, symmetrisch und daher
als ganze ganzzahlige Functionen von #, #,,...16_1, 6, Gy,...Gy
darstellbar sind.
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Ist nun A(sy, 6,,...5,) die Discriminante von F(¢), so handelt
es sich um den Nachweis, dass der Ausdruck A(cy, ¢,,. .cy)
nicht identisch in den Unbestimmten g, #,,...2,_{ verschwindet.

Ist dieser Nachweis gefiihrt, so kann man in A(c,, ¢,,...c;)
fiir die Unbestimmten u,, #,,. .u,_1 passend gewdihlte ganze
Zahlen

gy Gy, Ayt
von der Art setzen, dass das Resultat nicht Null ist. Gehen
dann
F@), o, (P(I), . .(P("—])
nach Ersetzung von

Xiy Xaye o o Xpy Hgy Uy, Uy
durch
&1, Eg,- -&na ao, ap ce 8yt

Fy (), 9oy P05 - 8D

liber, so ist der Ausdruck

in

o = ayp,+a,pV+a,0@+ ... +a,_efY

eine ganze ganzzahlige [Function der Wurzeln §,, §,,...§, von
der gewlinschten Art. Denn @ wird durch keine Permutation
von G gedndert und nimmt bei den Permutationen ¢, g,,...g,—
p Werthe an, welche mit den p Wurzeln der Gleichung

F,(t) =0

von nicht verschwindender Discriminante zusammenfallen und
daher unter einander numerisch verschieden sind.

Sind also U, U’,. die verschiedenen Potenzproducte der
Unbestimmten g, %, . welche in der Entwicklung von
A(sy, 6,,. . .6,) vorkommen, und setzt man

A(sy, 0y, ...0,) = SU+S'U'+.

so sind
S, S/ ...

bekannte ganze ganzzahlige Functionen von g, g,,...5,, ven
welchen zu zeigen ist, dass sie nicht alle fiir

6, =¢Cj, Gy =Cp,...0 = Cy

verschwinden kodnnen.
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2.
Man hat
A(Gv Ggy+ - Glt) — H(‘l’a—%)

wo o alle Werthe O,1,...p—1 und 8 fiir jeden besonderen
Werth von o alle Zahlen O, 1,...p—1 ausser o zu durchlaufen
haben. Bezeichnen daher

o, o), + o
die Werthe, welche @) bei den Permutationen ¢, ¢;,. .g,—1
annimmt, so ist

Go = 200 + 1,08+ . L 410,195

(-
bg = 2y 42,98 4 . Ao,y pf "
und demgemaiss

A(sy, 655 On) =
= I {0y (@2 — @) 422, (9 —98) 4 . .« 11,1 (95— 0§ ™).

Ich habe an anderer Stelle?! folgenden Satz bewiesen:
Sind ®, ¥ ganze Functionen der Veranderlichen x, y,... mit
unbestimmten Coéfficienten, 4, B, C beziehungsweise Coéffi-
cienten der Functionen ®, ¥, W, so gibt es immer Exponenten
m von der Art, dass jedes Product A" B sich als Vielfachsumme
von lauter Producten P,,_;C darstellen ldsst, wo allgemein P,
ein Product von XA gleichen oder verschiedenen Coéfficienten
von ® bezeichnet. Sind daher
Ay Ay, A
By, By,...By
die Coéfficienten von ® und ¥ und
Al AL A
B}, B],. .Bi
Unbestimmte, so ldsst sich auch ein Exponent # von der Art
angeben, dass der Ausdruck

(A Ay +AA+ .. .+ A A" (ByBy+B,B]+. .+B,B))

1 Sitzungsberichte, 1892.
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als Vielfachsumme von lauter Producten Py,,_.CQ darstellbar ist,
wo @ ein Potenzproduct der Unbestimmten Ay, A},... Bj, B!,...
bezeichnet.

Dieser Satz lasst sich leicht auf ein Product von mehr als
zwei Factoren ausdehnen. Sind

P,V,...0

irgend eine Anzahl von ganzen Functionen der Variablen x, 5,...
mit unbestimmten Coéfficienten und sind

A,, A,
B, B,,.
E,E,.
die Coéfficienten von @, W', . .0,
Aj, AL
B;, By,.
E;, E/,.
Unbestimmte, so gibt es Exponenten a, &,. .e von der Art, dass
der Ausdruck
(A AL+ A A+ ..)(ByBy+B,B{+..)0.. (E Ej+E,E/+...)°

als Vielfachsumme von lauter Producten LA darstellbar ist,
wo L ein Potenzproduct der Unbestimmten

A, A,,...By, B,,..., E,, E,... Al A" .. El E!,.

und A einen Coéfficienten des nach z, y,.  entwickelten Pro-
ductes ®¥ . .0 bezeichnen.
Sind daher, den einzelnen Zahlenpaaren off entsprechend,

AQ, AR, . ALY (1)

p(p—1) Reihen von je v Unbestimmten, so gibt es nach dem
angefiihrten Satze Exponenten

Wy, My, Wog, Mggy. Mg g1, Mo p—2
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von der Art, dass das iiber alle oben beschriebenen Werthe-
paare of erstreckte Product

W =TI (AE (e — ") + A (9 —o") + .
-__I_Af:s—l)(cpzl—l)_cpgl—l)»mas (2)

als Vielfachsumme von Producten LA darstellbar ist, wo L
ein Potenzproduct von lauter Differenzen @g)—ng> und Un-
bestimmten (1), also eine ganze ganzzahlige Function von
Xy, Ty, %y und der Unbestimmten (1) und A einen Coéfficienten
der Potenzproducte U, U’,.  in A(s,5,,. .6,) bezeichnen. Das
Product W erscheint demnach in der Gestalt

W=ST+ST'+. (3)

wo T, T’,... ganze ganzzahlige Functionen von x,, %,,. .x,
und der Unbestimmten (1) bezeichnen.

3.
Sind
J”l)y2!‘ 'y”

Unbestimmte, so treten in der Entwicklung des Productes
V=_(3—%)(0—%) - - (Vn—1—%) “)
(Ve—23) - (Vn1—2,)
(Yn—1—%u—1)

nach den Unbestimmten #x,, ¥,,. .x, nur die Potenzproducte %,
PO, B, .. auf und man kann daher

V= RO-+PHOW 4. . LoD Qo=

setzen, wo Q, QWU), ganze ganzzahlige Functionen von
Vi, V-« ¥u bezeichnen. Geht QO fiir

Y1 =%y Vo =3 Vu—1 =
in X® {iber und sind
7_<ab...e> SZ(a‘b’...c’)
\12. .u/)’ 12. .
irgend zwei Permutationen der Stellenzeiger 1, 2,. .1,

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CVI. Bd., Abth. II. a, 29
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P = (%,—)(g—2,). . . (¥yy—%,)

(g—2y) - + - (0—2,)

Fp—2u—1)

das Differenzenproduct der Unbestimmten x,, #,,. .x,, so hat
die Summe

D BOXD = B OB OO+ .+ 06
i

den Werth 4= P oder O, je nachdem die Permutationen 7 und s
identisch oder verschieden sind. Denn die Identitat (4) geht
zundchst durch Ausfiihrung der Permutation » an den Stellen-
Zeigern von ¥, ¥,,. . . &, in
25'135-'.) QN = (3—%a) (¥o—%a) - - (Fu-1—20)
(J’zix[‘) v (}'11—1—35[3)

(Pn—1—2%)
Uber und man erhélt hierauf, wenn
Y1 = %o Yy = ¥eye Va—1 = Xy
gesetzt wird, wodurch Q% in X {ibergeht,
22]31(;[)}{3@ = (¥or—%a) (Be—20) . . (Xe—2y)

(vo—x5). . (Ve—25)

(,l’ev—:t’b) .

Dieses Product ist nur dann von Null verschieden, wenn a
von ¥, ¢/,...¢/ verschieden ist also mit o/ zusammenfillt, wenn b
von ¢,. .¢ verschieden ist also mit ¥’ zusammenfillt u. s. f,
wenn also # und s identisch sind. Sind aber #, s identisch, so
wird
ERO 0N = (w5—xy) (¥e—20) - - - (Ye—0)
(Fe—a5). . (Fe—xp)

(Fe——13)

Il
H
o



e}
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4.

Ersetzt man in dem Ausdrucke W die Unbestimmten
0 1 v—1
Agﬁ), Agﬁ),. Ags )
fiir jedes B durch
X0 X . Xo-D
) e’ T qa’ qo
so wird

Xéo) (q;(ao)— (Péo)) + X(1 ((P(l) — (P(l)) +.

R Y90 v
g Sxgag e v Sz
i i
N ol
- 2= DX 5’ 2%
=+ P

und demzufolge
W= +P*

Aus (4) ergibt sich dann eine [dentitdt von der Form
=+ P = SH+S'H'+

wo H, H',... ganze ganzzahlige Functionen von #x,,%,,. .%,
bezeichnen. Man darf A gerade annehmen, da man im Gegen-
falle nur beide Seiten der Identitit mit P zu multipliciren
braucht. Ist daher R die Discriminante der Function

(v—x) (x—2%,). . (x—2x,),
so hat man eine Identitdt von der Form
R+ = KS+K'S’+

wo K, K',... ganze ganzzahlige Functionen von x,%,,. .%,
bezeichnen.

Permutirt man in derselben die Unbestimmten xy, x,,. .1,
auf alle moglichen Weisen und addirt die Resultate, so ergibt
sich nach Division mit !

Ry = S—VA+S’ EK’
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wo 2K, LK/, die Summe der Werthe bezeichnen, welche
aus K, K’,.  durch alle Permutationen von %, #,,.  hervor-
gehen. Da diese Summen in %, %,,. symmetrisch sind,

. 1 1 .
so sind WEK’ 721{’,. bekannte ganze rationalzahlige
Functionen G, G',... von 5;,5,,. .5, und man hat
R = GS+G'S'+

Gehen nun G, S, G, S’,. nach Ersetzung von s, 6,,...5,
durch ¢, ¢,,...c, in Gy, Sy, G, S,. . . liber, so hat man

D¥ = G,S,+ GS;+

und es erhellt, dass S;, SJ,.  nicht alle verschwinden konnen
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