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Uber den Feuerbach’schen Kreis

Prof. Dr. B. Sporer in Ehingen.

(Mit 4 Textfiguren.)

Seit der Auffindung des Neunpunktekreises des Dreiecks
durch Brianchon und Poncelet! und der wichtigsten Eigen-
schaft desselben durch Feuerbach,? wonach er den In- und
die Ankreise des Dreiecks beriihrt, ist der Neunpunktekreis
oder der Feuerbach’sche Kreis Gegenstand zahlreicher Unter-
suchungen geworden.? Namentlich war es die von Feuerbach
aufgefundene Eigenschaft, die den Scharfsinn zahlreicher Geo-
meter herausforderte. Trotz der mannigfaltigen Beweise des
Satzes von Feuerbach ist aber doch keiner bekanntgeworden,
der befriedigte, auch der von Schriter gegebene nicht.

Die Beweise selbst stiitzen sich vielfach auf algebraische
Beziehungen am Dreieck und sind beinahe durchwegs mehr
oder weniger verwickelt, erkiinstelt und erzwungen, so dass
keiner Gemeingut der mathematischen Welt geworden ist. Es
moge deshalb uns gestattet sein, in Folgendem zu zeigen, dass
dieser Satz eine einfache Folgerung aus einer Eigenschaft der
gleichseitigen Hyperbel ist. Zugleich werden sich dabei eine

Vergl. deren inhaltsreiche Abhandlung iiber die gleichseitige Hyperbel
in Gergonne's Annalen, Bd. 11, 1821.
2 Feuerbach, Eigenschaften einiger merkwirdiger Punkte des gerad-
linigen Dreiecks. Niirnberg 1822.
Uber die Literatur vergl. Lange, Geschichte des Feuerbach’schen
Kreises. Progr. der Friedrichs-Werder’'schen Oberrealschule, Berlin, Ostern 1894.
4 Journal flir Mathematik, Bd. 68, S. 208—234 und Math. Annalen,
Bd. VIL
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Reihe weiterer merkwiirdiger Beziehungen zwischen dem
Feuerbach’schen Kreise und dem Dreieck ergeben.

L

Ist irgend einem Dreieck ABC eine gleichseitige Hyperbel
H? umschrieben, so geht dieselbe durch den Hohenschnitt H

Fig. 1.

des Dreiecks und ihr Mittelpunkt O liegt auf dem Feuerbach’
schen Kreise des Dreiecks (Fig. 1). Alle einem Dreieck ABC
umschriebenen gleichseitigen Hyperbeln bilden also ein Biischel
durch vier Punkte 4, B, C, H und durch einen weiteren Punkt D
ist eine einzige solche Hyperbel bestimmt. Eine unmittelbare
Folge hievon ist aber die: die vier Feuerbach’schen Kreise der
vier Dreiecke

ABC ABD ACD BCD
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schneiden sich in einem Punkte O, dem Mittelpunkt der gleich-
seitigen Hyperbel, welche dem Viereck ABCD umschrieben ist.

Treffen sich ferner die Gegenseiten des vollstindigen Vier-
ecks ABCD in den Punkten U, V, W, so ist das Dreieck UVTV
ein Polardreieck der Hyperbel H2, und da jeder einem solchen
Polardreieck umschriebene Kreis durch den Mittelpunkt dieser
Hyperbel geht, so geht also auch der durch die Punkte UV
gelegte Kreis durch den Punkt O.1

Fiallen wir weiter etwa von dem Punkte D auf die Seiten
des Dreiecks ABC die Lothe DX, DY, DZ und legen durch
die Fusspunkte X, Y, Z dieser Lothe einen weiteren Kreis, so
geht auch dieser durch den Punkt O. Ist ndmlich R die Mitte
von AD, so sind tiber den Seiten des Dreiecks RY Z als Sehnen
Kreise beschrieben, ndmlich der Kreis durch die Punkte XYZ
und die Feuerbach’schen Kreise der Dreiecke ADB und ADC.
Die Peripheriewinkel iiber den Sehnen ZR und YR in den
Feuerbach’schen Kreisen sind aber gleich ZBD = ZXD und

“gleich YCD — Y XD, d. h. zusammen so gross als der Winkel
ZXY, woraus unmittelbar folgt, dass die Kreise durch einen
Punkt gehen, der in diesem Falle nur der Mittelpunkt O von H?
sein kann. Da nicht nur der Punkt D, sondern auch jeder der

*ubrigen Punkte A, B, C einen solchen Kreis durch O liefert,
erhalten wir also im Ganzen neun Kreise durch O.

Das erhaltene Resultat ermoglicht es uns aber, den
folgenden Satz auszusprechen:

»Ist irgend einer gleichseitigen Hyperbel H? ein
beliebiges Dreieck ABC einbeschrieben und fédllen
wir von einem beliebigen Punkte D der Hyperbel auf
die Seiten des Dreiecks ABC die Lothe DX, DY und DZ,
soliegen die Fusspunkte dieser Lothe mit dem Mittel-
punkte O der Hyperbel auf einem Kreise. Lassen wir
also den Punkt D die ganze Hyperbel durchlaufen, so
erhalten wir ein System von unendlich vielen Kreisen,
die alle durch einen Punkt, den Mittelpunkte O der

1 Soweit gaben diese Eigenschaften bereits Brianchon und Poncelet
in der angezogenen Arbeit. Ausser diesen fiinf Kreisen fiihren dieselben noch
drei weitere an, die uns aber hier nicht beriihren.
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Hyperbel, gehen, also einen festen Punkt auf dem
Feuerbach’schen Kreise des Dreiecks ABC gemein
haben. Der letztere Kreis gehOrt zudem ebenfalls
diesem System von Kreisen an, und zwar entspricht

Fig. 2.

erdem Hohenschnitt H des Dreiecks ABC als Punkt D
der Hyperbel HZ%.«
iI.

Fallen wir von einem Punkt D auf die Seiten des Drei-
ecks ABC die Lothe DX, DY und DZ und legen durch die
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Fusspunkte X, Y, Z dieser Lothe einen Kreis 72 mit dem Mittel-
punkte I (Fig. 2), so schneidet dieser die Seiten noch in den
Punkten X, Y, und Z;, und die Lothe in diesen Punkten auf
den Seiten treffen sich allemal in einem Punkte D, und zwar
ist I die Mitte von DD,. Legen wir durch die Punkte D und D,
die beiden dem Dreieck ABC umschriebenen gleichseitigen
Hyperbeln H?2 und H2, so miissen die Mittelpunkte O und O,
derselben sowohl auf dem Kreis 12 (nach I), als auch auf dem
Feuerbach’schen Kreis von ABC liegen, d. h. diese beiden
Kreise schneiden sich stets in zwei Punkten, den Mittel-
punkten O und O,

Lassen wir aber jetzt X mit X, Y mit Y, und Z mit Z,
zusammenfallen, d. h. wihlen wir als Punkt D etwa den Mittel-
punkt des Inkreises, so fallt D mit D, H? mit H2 und O mit O,
zusammen und wir haben:

»Der Inkreis bertthrt den Feuerbach'schen Kreis
im Mittelpunkte derjenigen gleichseitigen Hyperbel,
die dem Dreieck ABCumschrieben ist und ausserdem
noch durch den Mittelpunkt des Inkreises geht.« Ana-
loges gilt fiir die Ankreise.

Ausserdem erhalten wir noch unmittelbar aus den Resul-
taten in I:

»Legen wir durch die Endpunkte der Winkelhalbi-
renden (d. h. deren Schnitten mit den Gegenseiten)
einen Kreis, so geht dieser durch den Berithrungs-
punkt O des Inkreises und des Feuerbach'schen
Kreises. Desgleichen gehen durch diesen Punkt O
die Feuerbach'schen Kreise der Dreiecke, die aus
zwei Ecken des Dreiecks ABC und dem Mittelpunkte 1
desInkreises gebildet werden. Fallen wir ebenso etwa
von der Ecke 4 auf die Seiten des Dreiecks BCI Lothe
und legen durch die Fusspunkte dieser Lothe einen
Kreis, so geht auch dieser durch O.«

Uberhaupt gehdrt zu jedem Punkte D der gleichseitigen
Hyperbel durch ABCI, wie wir sahen, ein solcher Kreis durch O.
Wir werden aber dieses System von Kreisen noch auf eine
andere Art erhalten.
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ML

Lassen wir den Punkt D die gleichseitige Hyperbel H?2
durchlaufen, so konnen wir nach dem Orte des zugehorigen
Punktes D, fragen (Fig. 2). Die Punkte D und D, sind aber
auch die Brennpunkte eines Kegelschnittes, der dem Dreieck
ABC einbeschrieben ist. Daraus folgt aber, dass z. B. die
Geraden AD und AD, mit den Seiten AB und AC wechsel-
weise gleiche Winkel bilden, oder dass die Punkte D und D,
aus den Ecken A4, B und C durch projectivische Biischel pro-
jicirt werden. So sind z. B. die Bischel, die die Punkte D,
aus den Ecken B und C projiciren, projectivisch. Zudem ent-
spricht aber dem Punkte 4 als Punkt D ein Punkt auf BC, d. h.
BC entspricht sich in den beiden Biischeln selbst, die Biischel
sind nicht nur projectivisch, sondern auch perspectivisch.

Der Ort des Punktes D, ist also eine Gerade L. Lassen
wir aber D in den Hohenschnitt H des Dreiecks ABC fallen,
so entspricht diesem der Mittelpunkt M des Umkreises des
Dreiecks ABC, d. h. wie alle Hyperbeln H? den Hohenschnitt
gemein haben, so haben alle Geraden L den Punkt M gemein,
oder wir haben:

»Ziehen wir durch den Mittelpunkt M des Um-
kreises des Dreiecks ABC eine beliebige Gerade L,
wihlen auf dieser Geraden einen beliebigen Punkt D,
fallen von diesem auf die Seiten des Dreiecks ABC
die Lothe und legen durch deren Fusspunkte X, Y, Z,
einen Kreis, so gehen die unendlich vielen Kreise,
welche zu den Punkten D, der Geraden L gehdren, alle
durch einen Punkt O, auf dem Feuerbach’schen Kreis
des Dreiecks ABC«.

Und insbesondere z. B. fiir den Inkreis:

»Verbinden wir den Mittelpunkt M des Umkreises
mit dem Mittelpunkte / des Inkreises eines Dreiecks
ABC, fdallen von einem beliebigen Punkte dieser Ver-
bindungslinie Lothe auf die Seiten des Dreiecks ABC
und legen durch die Fusspunkte dieser Lothe einen
Kreis, so geht dieser durch den Bertthrungspunkt O
des Inkreises mit dem Feuerbach’schen Kreise des
Dreiecks ABC.«



Uber den Feuerbach’schen Kreis. 745

v

Die Asymptoten aller gleichseitigen Hyperbeln, die dem
Dreieck ABC umschrieben sind, umbhiillen eine Curve der
dritten Classe und des vierten Grades. Um dieselben zu
erhalten, kdonnen wir von den Punkten des Umbkreises aus-
gehen und von diesen Lothe auf die Seiten des Dreiecks fallen.
Die Fusspunkte dieser Lothe liegen dann auf Geraden G, und
zwar bilden allemal die Geraden G, die den Endpunkten eines
Durchmessers entsprechen, ein Paar von zusammengehorigen
Asymptoten. Unter den unendlich vielen Kreisen, die den
Punkten D, einer der Geraden L zugeordnet sind, gibt es
aber immer drei, die zu Geraden werden. Zwei derselben
entsprechen den Schnitten R und K, von L mit dem Umkreis
(Fig. 3), diese als Punkte D, angesehen, und zwar sind diese
Asymptoten der Hyperbel H2 Die dritte Gerade entspricht
dem unendlich fernen Punkte von L als Punkt D;. Um diese
Gerade zu erhalten, kdnnen wir auch von dem vierten Schnitt £
der Hyperbel mit dem Umkreis ausgehen, indem dieser der
dem letzten Punkte D, conjugirte Punkt D ist. Um diesen
Punkt E zu erhalten, kdnnen wir auf verschiedene Weise ver-
fahren:

1. Wie wir sahen, bilden die Geraden AD und AD, mit
den Seiten AC und AB wechselweise gleiche Winkel. Die
Gerade AD, ist aber der Geraden L jetzt parallel, woraus sich
die Gerade AD ergibt.

2. Hat irgend ein Kreis mit dem Mittelpunkte M mit einer
gleichseitigen Hyperbel mit dem Mittelpunkte O vier Punkte
gemein, so ist die Mitte N von OM der Schwerpunkt der vier
gemeinsamen Punkte. Um den Punkt E zu erhalten, haben wir
also nur den Schwerpunkt S des Dreiecks ABC mit der Mitte N
von OM zu verbinden und auf dieser Verbindungslinie E so
zu bestimmen, dass 3.SN = NE ist.

3. Verbinden wir die Punkte M und O mit den Mitten der
Seiten des Vierecks ABCE, so sind diese Verbindungslinien

1 Jacob Steiner, Uber eine besondere Curve dritter Classe (und vierten
Grades). Ges. Werke, Bd. 2, S. 639—647 oder Journal fiir Math., Bd. 583,
S. 231—237.
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paarweise gleich und parallel, indem die Verbindungslinien
der Mitten der Gegenseiten des Vierecks in dem Punkte N
gehalftet werden. Féllen wir also in einem Kreisviereck von
den Mitten der sechs Seiten auf die zugehédrigen Gegenseiten
Lothe, so gehen diese durch den Mittelpunkt O der gleich-
seitigen Hyperbel durch die Ecken des Vierecks. Sind also

Ay, By, C, die Mitten der Seiten des Dreiecks ABC, so haben
wir, um E zu erhalten, nur von den Punkten A, B und C
entsprechend auf die Strahlen OA4, OB, und OC, Lothe zu
fallen, dieselben werden sich dann immer in dem gesuchten
Punkte E treffen.

4. Der Héhenschnitt 7 ist Ahnlichkeitspunkt des Feuer-
bach’schen Kreises und des Umkreises. Verldngern wir also
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HO {ber O hinaus um sich selbst, so liegt der Endpunkt auf
dem Umkreis, und da O auch Mittelpunkt der Hyperbel ist und
diese durch H geht, auch auf der Hyperbel, ist also der vierte
Schnitt- E. Die Fusspunkte der Lothe von E auf die Seiten des
Dreiecks ABC liegen dann immer auf der dritten Geraden G
durch O.

Aber auch die Asymptoten lassen sich noch auf eine
zweite Art construiren. Bedenken wir, dass die Abschnitte
einer Secante einer Hyperbel zwischen der Hyperbel und ihren
Asymptoten gleich lang sind, so folgt sofort, dass wir die
Asymptoten einer Hyperbel H? erhalten, wenn wir um die
Seitenmitten 4,, B, und C, mit 4,0, B,O und C,0 entsprechend
Kreise beschreiben. Diese treffen dann die zugehdrigen Seiten
in denselben Punkten wie die Asymptoten von H?2.

Da die Mittelpunkte dieser Kreise mit ihrem gemeinsamen
Schnitte ferner auf einem Kreise liegen, so schneiden sich
diese drei Kreise noch in Punkten @, & und ¢ einer Geraden,
namlich der Leitlinie der Parabel, die O zum Brennpunkte hat
und dem Dreieck 4,B,C, einbeschrieben ist. Diese Leitlinie
geht aber zudem durch den Hohenschnitt des Dreiecks 4, B, C,,
d. h. den Mittelpunkt A/; sie ist mit der Geraden L identisch.
Waihlen wir ndmlich aus den drei Seiten des Dreiecks ABC
und den Asymptoten der Hyperbel H? je vier Gerade heraus,
so erhalten wir fiinf Gruppen von vier Geraden, und zu jeder
Gruppe gehort eine Parabel, welche diese Geraden beriihrt,
und die Brennpunkte dieser Parabeln liegen auf einem Kreise.
Diese Brennpunkte sind aber die Punkte «, b, ¢, R und R,, und
da drei derselben auf einer Geraden liegen, so ist dies mit
allen der Fall.

Die Geraden Aa, Bb und Cc stehen zudem auf der
Geraden L senkrecht, doch wollen wir uns damit begnligen,
dies erwidhnt zu haben.

vV

Die Gerade L schneidet H? in zwei Punkten. Diese Punkte
sind zugleich Punkte D und D, oder sie bilden ein Paar von
zusammengehdrigen Punkten D und D,. In diesem Falle ver-
einigte sich aber die Hyperbel /A2 mit der Hyperbel H2, die
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Mittelpunkte O und O, derselben fallen also zusammen, und
der Kreis 12 beriihrt in O den Feuerbach’schen Kreis (Fig. 4).
Dies gestattet uns wieder eine Reihe von Folgerungen zu
ziehen:

1. »Die Gerade, welche den Mittelpunkt M des
Umkreises mit dem Mittelpunkte 7 des Inkreises ver-
bindet, berithrt die besondere Hyperbel H?2 durch

Fig. 4.

den Inkreismittelpunkt. Um die Asymptoten dieser
Hyperbel zu erhalten, brauchen wir nur die Schnitte
des Inkreises mit der Verbindungslinie M/ mit dem
Bertihrungspunkte O des Inkreises und des Feuer-
bach’schen Kreises zu verbinden. Diese Verbindungs-
linien sind dann allemal diese Asymptoten.« Und da
weiter der Ort der Berithrungspunkte aller Tangenten von
einem festen Punkte P an die Kegelschnitte eines Biischels
eine bestimmte Curve des dritten Grades ist und alle obigen
gleichseitigen Hyperbeln H? ein Biischel bilden, so folgt fiir
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den Punkt M als Pumkt P: »In jedem Dreieck liegen
folgende zwolf Punkte auf eimer Curve des dritten
Grades €% ndamlich: Die drei Ecken, der H6henschnitt,
die drei Hohenfusspunkte, die vier Mittelpunkte des
[nkreises und der Ankreise und der Mittelpunkt des
Umkreises und die Geraden von letzterem Punkte
nach den Ecken und dem Hohenschnitte sind zugleich
Tangenten an diese Curvec.

2. »Geht eine Axe eines Kegelschnittes, der dem
Dreieck ABC einbeschrieben ist, durch den Mittel-
punkt des Umkreises, so bertihrt der iber dieser Axe
als Durchmesser beschriebene Kreis den Feuerbach'-
schen Kreis. Um den Kegelschnitt selbst zu con-
struiren, wenn die Axe der Lage naclh gegeben ist,
konnen wir z. B. wie folgt verfahren: Zundchst con-
struiren wir irgend zwei Fusspunktekreise oder die
zur Geraden L gehodrigen Geraden G den Berithrungs-
punkt O; dieser mit dem Mittelpunkte des Feuerbach’-
schen Kreises verbunden, liefert auf L den Mittel-
punkt I des Kreises IZ und damit den letzteren Kreis
selbst, wodurch die Axe selbst bestimmt ist.«

3. Insbesondere folgt:

Lassen wir die Gerade L auf MA fallen, so degenerirt der
einbeschriebene Kegelschnitt in diese Gerade; schneidet diese
B,C, (vergl. IV) in A4,, so ist der Kreis /2 der Kreis um 4, mit
dem Halbmesser A4,.

Dieser Kreis muss aber nach Obigem den Feuerbach’-
schen Kreis beriihren, und da er durch den Hoéhenfusspunkt
A, geht, so liegen 4, und 4, mit dem Mittelpunkte F des
Feuerbach’schen Kreises in einer Geraden, oder die Geraden
4,4,. B,B, und C,C, schneiden sich in letzterem Mittel-
punkte.

VL

Gehen beide Axen des Kegelschnittes durch den Mittel-
punkt M, d. h. beschreiben wir dem Dreieck ABC einen Kegel-
schnitt C? ein, der den Mittelpunkt M des Umkreises zum
Mittelpunkte hat, so folgt aus V unmittelbar:

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl.; CVI. Bd., Abth. IL a. 51
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»Der Kegelschnitt C2, der dem Dreieck ABC ein-
beschrieben ist und mit dem Umkreis des Dreiecks
den Mittelpunkt gemein hat, ist so beschaffen, dass
die beiden Kreise tiber den Axen desselben als
Durchmessern den Feuerbach'schen Kreis beriihren,
die Summe oder Differenz der Halbaxen des Kegel-
schnittes ist also gleich dem Durchmesser des Feuer-
bach’schen Kreises oder aber gleich dem Halbmesser
des Umkreises. Diese Halbaxen sind namlich gleich
den Abschnitten des Durchmessers des Feuerbach'-
schen Kreises, der durch M geht und in die er durch
den Punkt M zerlegt wird. Der Kegelschnitt C? ist
zudem immer eine Ellipse.«! Und hieraus wieder:

»Beschreibt man um den Mittelpunkt einer Ellipse
mit der Summe oder dem Unterschiede der Halbaxen
einen Kreis, so gibt es immer unendlich viele Drei-
ecke ABC, die alle dem Kreis ein- und der Ellipse
umbeschrieben sind. Die Mittelpunkte der Feuerbach’-
schen Kreise der Dreiecke ABC und also auch die
Schwerpunkte dieser Dreiecke und ebenso die Héhen-
schnitte derselben liegen auf Kreisen, die zur Ellipse
concentrisch sind. Die Feuerbach'schen Kreise be-
rithren zudem die beiden liber den Axen der Ellipse
als Durchmesser beschriebenen Kreise,«?

In jedem Dreieck ist ferner

L. . .
14 cos o cos f cosy = Py (sin? a+sin? f+sin? ).
Bezeichnen wir aber die Seiten des Dreiecks mit a, b, c,
die Lothe vor® M auf diese Seiten mit %, 3, z und den Halb-
messer des UmKreises mit #, so ist:

B

x .
cosm—=—, sinea=
p

[\

7

Vergl. auch Steiner, Ges. Werke, Bd. 2, S. 670, 2.

Zu dem gleichen Resultat kommt Steiner, Ges. Werke, Bd. 2, S. 671.
Jedoch sollte es dort am Schlusse von IIl. 2¢ heissen: Die den Dreiecken
Ay B, C, umschriebenen Kreise sind gleich, anstatt: Dic den Dreiecken ABC etc.
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oder
e 24
1+ 7‘? 8 Yy (az—l-b Cg),
also:

3: n (a?—i—b2+c2 812).

Ist weiter H der Hohenschnitt des Dreiecks, so ist auch
HM? = 92— (a?+b2+c?).

Sind aber A und B die Axen der Ellipse C? so folgt fiir
deren Product unmittelbar aus dem Secantensatz:

1
AB = — 1—HM‘2+ L 2 = — (r*—HM?)
4 4 4
= _ ! a2+ b2+ c2—8717)
4
und da r = A+ B ist, also

1z ywe 1 AR

7 A+B 9

oder
@/z:—i—AB(A+B).
Hiebei haben wir sammtliche Winkel des Dreiecks als

<2 90° angesehen. Ist einer der Winkel stumpf, so tritt an
Stelle von A+ B der Werth A—B, und wir finden also:

1yYe = —- AB(Ai bB)

oder:

»Das Product der Entfernungen des Kreismittel-
punktes M von den Seiten der Dreiecke ABC ist con-
stant,! und ebenso ist die Quadratsumme der Seiten
dieser Dreiecke constant, namlich gleich dem acht-
fachen Quadrat des Halbmessers des Umkreises ver-
mehrt oder vermindert um das Product der Axen der

Steiner, Ges. Werke, Bd. 2, S. 271.
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Ellipse, je nachdem alle Winkel des Dreiecks spitz
oder aber einer stumpf ist; d. h. es ist:

at4-b24-c2 = 812 -+~ 4 A4AB.

Der untere Abschnitt der Hohe eines Dreiecks zur Seite g
ist weiter gleich &.cot B.cos 1 = c.cot ¢y.cos B. Bezeichnen
wir aber die Abstinde des Mittelpunktes M von den Seiten
des Dreiecks der Seitenmitten 4,B,C, des Dreiecks ABC mit
¥, ¥y, %y, SO sind diese halb so gross als die unteren Hohen-
abschnitte, und wir haben also:

%, ¥,2, = abe.cos a.cos f3.cos 7.cot &.cot B.cot 7,

abc.cos? o..cos? f.cos?y
sin a.sin B.siny

’

d. h.
- P2y ) el
Yi V15 — 3 (4 B)?
oder
AzB?
XYz
1V1%1 4(A=B)

und ebenso:

¥z  2(A=x£B)?
Y1015 AB ’
oder:

»Ebenso ist auch das Product der Lothe von 1/
auf die Seiten der Dreiecke A4,B,C, constant, ndmlich
_ A®B?
 4(A=%B)
ducte dieser Lothe die Gleichungen:

sz 2(AxB)* |
LI AB

und ausserdem gelten fiir die beiden Pro-

1
Yz X Y2 = N A*B?®  und

1 Steiner, S. 671. Aus diesen Relationen lassen sich wieder andere

-

Xz 1
von Steiner gegebene ableiten. Aus = —2- AB erhalten wir zunéchst:

ax.by.cz 1 AABM.AAMC.AMBC 1
—————=— AB oder = — AB.
abecr 2 32A4BC 2
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Die angegebene Relation xyz.x, 9,2, :%AB hatten wir

auch direct ableiten konnen. Ist H der Hohenschnitt, so halbirt
der Mittelpunkt des Feuerbach'schen Kreises MH, d. h. M
und H haben in Bezug auf diesen Kreis gleiche Potenz, oder
e ist, da die Abschnitte der einen Hohe gleich 2x und 2%, sind,

1
wry =y =2 = AB,
also

V2. P2 = é A3B3.

Projiciren wir das Dreieck ABC, die Ellipse C2? und den Umkreis auf
eine andere Ebene, so bleibt die letztere Gleichung bestehen, d. h. sie gilt
auch fiir die Projection. Gehen wir von dieser wieder aus, so erhalten wir fiir
eine beliebige, dem Dreieck ABC einbeschriebene Ellipse die Relation:

ayz 1
'1_, = ? AB
oder mit Steiner:

Isteine Ellipse einem Dreieck ABC einbeschrieben und sind
deren Halbaxen A und B, die Entfernungen des Ellipsenmittel-
punktes von den Seiten des Dreiecks xyz und » der Halbmesser
des Umkreises des Dreiecks, so ist stets das Product dieser Ent-

1 . A
fernungen constant, ndmlich = —#»,4AB. (Steiner gibt bei seiner
2
1
Bezeichnung fy.r = —ab.a;b;; da jedoch fiir diesen Fall y=a=1"0, so
2
.. 1
folgt daraus in Ubereinstimmung mit uns afy = — r.a;b,.)
2

Uberhaupt lassen sich alle weiteren von Steiner, S. 670—677, ange-
zebenen Formeln durch Projection aus einfachern ableiten.
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