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In einem im Vorjahre erschienenen Buche! habe ich den Ver-
such gemacht, mit Beniitzung der von B. Mayor und R. v. Mises
flir die Zwecke der graphischen Raumkraftstatik entwickelten
Methoden der Zbbildung von Raumvektoren auf eine Ebene eine
graphische Kinematik und Kinestostatik des starren rdumlichen
Systems aufzubauen. Schon in der Kinematik des ebenen Systems
erweist sich die graphische Methode der rein rechnerischen wesent-
lich liberlegen — weshalb sie sich hier auch vollig eingebiirgert hat —
in erhdhtem Mafle ist dies der Fall bei den kinematischen Unter-
suchungen des rdumlichen Systems. Als Beleg hiefiir kann auf die in
der genannten Schrift und in einer demnachst erscheinenden neuen
Arbeit? des Verfassers gezeigten Anwendungen verwiesen werden.

In der vorliegenden Arbeit wird der Bewegungszustand der
in der einschldgigen Fachliteratur noch nicht behandelten rdumlich
schwingenden Kurbelschieife auf zeichnerischem Wege untersucht,
wobei auch die Verwendung der kinematischen Diagramme fiir die
Beschreibung der rdumlichen Punktbewegung gezeigt werden soll.

I. Diagramme der raumlichen Bewegung eines Massenpunktes.

a) Von R. Mehmke?® stammt eine einfache Konstruktion flir
die Beschleunigung eines Massenpunktes, die auch dann gilt, wenn
die Bahn des Punktes eine Raumkurve ist. Man bedient sich dabei
des polaren und lokalen Hodographen, also jener Geschwindigkeits-
diagramme, die sich ergeben, wenn einmal die aufeinanderfolgenden
Geschwindigkeitsvektoren v von einem festen Punkte aus aufge-
tragen werden, das anderemal diese Geschwindigkeitsvektoren in
den. jeweiligen Lagen des Massenpunktes angesetzt werden. Beide-
male erflillen die so erhaltenen Endpunkte der Vektoren b stetige
Kurven.

1 K. Federhofer, Graphische Kinematik und Kinetostatik des rdumlichen
Systems. J. Springer, Wien, 1928.

2 Graphische Kinematik der Taumelscheibe. Zeitschr. f. angew. Math.
Mechanik, 1929.

3 Jahresber. d. Deutsch. Math. Vereinigung 1903, 12. Bd., p. 561.
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Mit Hilfe dieser beiden Kurven wird die Beschleunigung 0
flir irgendeine Lage M des Massenpunktes gefunden, indem man
(Fig. 1) im zugehorigen Punkte G des lokalen Hodographen die
Tangente ¢ zieht und diese mit der durch M gelegten Parallelen
zur Tangente ¢ im entsprechenden Punkte V' des polaren Hodo-
graphen zum Schnitt bringt. Ist Q dieser Schnittpunkt, so ist

6= QM

Fig. 1.

Die Richtigkeit der Konstruktion ist leicht einzusehen. Denn
bedeutet y den Ortsvektor des Massenpunktes M bezliglich des
Aufpunktes O, so ist zufolge der Konstruktion

3= 0G =qy+i,
woraus
=i+
somit
f=0=j3—i. 1)

Nun stimmen aber die Richtungen von b =i und von 3} mit
den Richtungen der Tangenten t, beziehungsweise ¢ {iberein, so
dafl durch das Dreieck QMG die in Gleichung (1) ausgedriickte
Vektorbeziehung erfillt ist.

Aus der Ableitung ist ersichtlich, dafi die Konstruktion auch
fir den Raum gilt, wobei sie in zwei Rissen durchzuflihren ist,
und dafl hiebei der Kriimmungsmittelpunkt der Bahnkurve nicht
bendtigt wird.

b) Wird der Geschwindigkeitsvektor durch seinen Grundrif
und sein Bild auf die Grundrifiebene abgebildet, so entfillt bei der
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beschriebenen Konstruktion des Beschleunigungsvektors die Zeich-
nung der beiden Hodographen im Aufrisse, dafiir tritt aber ein
neues Diagramm in der Grundriiebene hinzu.

Die Bilder aller Geschwindigkeiten des bewegten Massen-
punktes hiillen eine ebene Kurve ein, wir wollen sie den Bildhodo-
graphen B nennen (Fig. 2).

Aus dem im Grundrisse gezeichneten polaren Hodographen
und dem zugehorigen Bildhodographen kann dann das Bild der
Beschleunigung leicht entnommen werden; man zieht im Endpunkte
des Geschwindigkeitsvektors ¢/ die Tangente t an den polaren
Hodographen und legt an den Bildhodographen die zu v” parallele

0

Tangente; ist o ihr Berlihrungspunkt, so geht das Bild der Be-
schleunigung b durch o und ist parallel zu ’; denn es ist

bdt = (v+dv)—y,

woraus folgt, daB sich die Bilder der Geschwindigkeiten des Massen-
punktes in zwei unendlich benachbarten Lagen und jenes der
Beschleunigung in einem Punkte — im Beriihrungspunkte o —
schneiden miissen.

Die Bildlinge &' der Beschleunigung b wird sodann aus dem
lokalen Hodographen in der Strecke Q' M’ gewonnen.

Dem Punkte ¢ kommt eine besondere Bedeutung zu: er ist
der charakteristische Bildpunkt der Schmiegungsebene der rdum-
lichen Bahn des Punktes M. Denn der Bildpunkt einer Ebene wird
im Schnitte der Bilder zweier in der Ebene liegenden Vektoren
erhalten. In der Schmiegungsebene liegen die Vektoren b und b,
somit ist der Schnitt ihrer Bilder der charakteristische Bildpunkt der
Schmiegungsebene. Der Bildhodograph stellt mithin den geometrischen
Ort der Bildpunkte aller aufeinanderfolgenden Schmiegungsebenen
der Raumkurve vor.,

Ist die Bahnkurve eine ebene Kurve, dann schrumpft der Bild-
hodograph in einen Punkt zusammen. Fiir die Bewegung des Punktes
auf einer geraden wird der Bildhodograph eine gerade Linie.

Da die Binormale der Bahnkurve auf der Geschwindigkeit und
Beschleunigung senkrecht steht, so st ihr Bild die Antipolare des
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Punktes o. Das Bild der Hauptnormalen der Bahnkurve ist die Ver-
bindungslinie des Punktes o mit dem Antipole des Bildes der Ge-
schwindigkeit v, denn die Hauptnormale liegt in der Schmiegungs-
ebene und steht senkrecht auf . Wird die Beschleunigung 0 nach
den Richtungen der Tangente und der Normalen zerlegt, so da$

b="0,+ b,

so ist

b, = —, (2)

worin p den Krimmungshalbmesser der Bahnkurve bedeutet, und
man hat aus (2) die Méglichkeit der Konstruktion des Krimmungs-
mittelpunktes. Umgekehrt kann bei bekannter Kriimmung der Bahn-
kurve aus Gleichung (2) b, und damit auch die Gesamtbeschleuni-
gung Kkonstruiert werden, ohne den lokalen Hodographen aufzu-
zeichnen.

II. Geschwindigkeitszustand der riumlich schwingenden
Kurbelschieife.

Dieser Mechanismus besteht aus einer Kurbel OA, die sich
um den festen Punkt O in einer zur Bildebene (Grundrifiebene)
parallelen Ebene dreht, widhrend die in A gelenkig angeschlossene
Stange AB in einer um den Punkt O, drehbaren Hiilse gleiten kann,
wobei der Mittelpunkt O, der Hiilse auierhalb der Fithrungsebene
von A liegt. Es ist fiir einen gleichférmigen Umlauf der Kurbel O4
mit der Winkelgeschwindigkeit w =1 der Verlauf der Geschwindig-
keiten v, des beliebigen Stangenpunktes C darzustellen. Die Geschwin-
digkeit des Punktes A ist dann durch die Lidnge OA dargestellt,
dieses Mafi wird auch als Abbildungskonstante gewdhlt. Jener
Punkt B der Stange, der sich augenblicklich mit dem festen Dreh-
punkt O, der Hilse deckt, hat eine Geschwindigkeit vp, deren
Richtung mit AB zusammenfilit.

Konstruiert man die Bilder von p4 und bgp (v4 geht durch O'_|
O'4!, vy ist durch den Punkt 7// A'B' zu legen, wobei Tf// A"B"),
so liefert der Schnittpunkt der beiden Bilder den Antipol ¢, der
momentanen Drehachse des Stabes AB, denn diese steht senkrecht
auf den Geschwindigkeiten aller Punkte des Systems AB; die Anti-
polare von e, gibt das Bild @ der momentanen Drehachse.

Ermittelt man ferner den auf w gelegenen Antipol eyp des Bildes
der Geraden AB, so wird in der Verbindungslinie e,eqp das Bild
der relativen Geschwindigkeit vpy des Punktes B gegen A erhalten.

-
Im Geschwindigkeitsdreieck oab wurde oa — vy gemacht, ab//vga,
ob // vg; hiemit ist in ob die Bildldnge ¢/p der gesuchten Geschwin-
digkeit des Punktes B gefunden, und es ergibt sich jene des
Punktes C aus der Ahnlichkeit der Punktreihen ACB und acb;

N
oc =1,
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Die Bilder der Geschwindigkeiten aller Systempunkte schneiden
sich, da sie senkrecht stehen auf der augenblicklichen Drehachse,
im Punkte e,; dadurch ist auch das Bild v, festgelegt.

In Tafel I wurden fiir zwolf Stellungen der Kurbel 04 die
entsprechenden Lagen des Punktes C eingetragen, womit sich die
Punktbahn o dieses Punktes zeichnen lie. Die nach dem eben
beschriebenen Verfahren ermittelten Geschwindigkeiten b, ermdg-
lichen die Zeichnung des lokalen und polaren Hodographen @/ und
o, fur letzteren, dessen Pol in O, liegt, wurde fiir die Zwecke einer
Kontrolle auch der Aufrifi v” eingetragen.

SchlieBllich enthdlt die Tafel I auch den Bildhodographen 3.
Hiemit ist alles vorbereitet, um die Beschleunigung b, des Punktes (
fiir jede Lage des Getriebes zu entnehmen.

Denn die Tangente ¢/ im Punkte ¢, an den polaren Hodo-
graphen 7' gibt die Richtung b;; zieht man hiezu durch ' die
Parallele bis zum Schnitte  mit der Tangente { an die Kurve {,

so ist die Bildlinge b, = Q ('

Die Parallele zu ' durch den Punkt 8 des Bildhodographen
gibt das Bild b, der Beschleunigung des Punktes C und es muf
die hieraus folgende Richtung & iibereinstimmen mit der Tangente
an 4" im Punkte cf.

III. Beschleunigungszustand.

Die im Vorstehenden erlduterte Konstruktion der Beschleuni-
gung setzt die Zeichnung der Hodographen voraus und erweist
sich dann als sehr zweckméifBig, wenn nach den Beschleunigungen
fiir den ganzen Umlauf des Getriebes gefragt wird. Es soll nun
gezeigt werden, wie flir irgend eine Lage des Getriebes die Be-
schleunigungen einzelner Punkte unmittelbar, ohne vorherige Zeich-
nung der Hodographen, konstruiert werden konnen.

Es sei vorausgeschickt, dafi fiir die Geschwindigkeit v, des
Kurbelendpunktes A die Gleichung gilt:

bA — D1+ ns:

wo b die Geschwindigkeit des augenblicklich mit 4 sich deckenden
Punktes der Hiilse und b, die Geschwindigkeit von A relativ zur
Hilse bedeutet. Hiebei hat v, die Richtung der Stange, s steht
auf A B und auf der momentanen Drehachse 1 senkrecht. Im
Dreieck A’a (a) (Tafel II) ist der durch obige Gleichung gegebene
Zusammenhang der drei Geschwindigkeiten dargestellt. Da v;_ | 4 B
und |, so ist das Bild vs//ewcan wihrend v,//4 B und man
hat in
vs=A' (a)

v, =(a)a

die Bildldngen der System- und Relativgeschwindigkeit ermittelt.
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Mit o =1 ist die Beschleunigung des Punktes 4
I)A s Z(—))

Diese setzt sich geometrisch zusammen aus der Beschleunigung b;
des mit A sich deckenden Punktes der Hiilse, aus der relativen
Beschleunigung b, der Gleitbewegung in der Hiillse und aus der
Coriolisbeschleunigung b, so dafl

S _
by—= A0 = 06,+0,+0..
Die Systembeschleunigung bs besteht aus der Normalbeschleuni-

D]
3 .
gung b, ; — ——-— (denn die momentane Drehachse steht senkrecht
> S S, 1

auf AB) und aus einem von der Winkelbeschleunigung ab-
hidngigen, vorldufig unbekannten Teile bs o.
Da die Coriolisbeschleunigung gemaéf

b. = 21w Xy,

konstruierbar ist, so fassen wir die der Konstruktion sofort zu-
génglichen Vektoren in obiger Gleichung in einem Vektor v zu-
sammen, so dafl

T= []A— bs. 1— b: = Bs, 2+b1‘
wird.

9
92

. o Us .
Um hierin b;; gemid —=——- zu erhalten, hat man auf die

1
Gerade (a) O, in der Ebene A (a) O, die Normale zu fillen bis zum

——
Schnitte N mit A B; dann ist N4 = b; 1.

Die Projektion von N (a) ist daher parallel zu €a) 0, €wy, WObel
¢ayo, auf dem Bilde ® liegt im Schnitte mit der durch O ge-
zogenen Normalen zu Oj(a). Der Absolutbetrag von b, ist wegen
w1 v, gleich 2wuv,; er wird zufolge

Us

0= ) =tg[(a) O,A]

erhalten, indem auf AB von B aus die Strecke O, m = 2v, auf-
getragen und in a2 die Senkrechte zu AB bis zum Schnitte n
mit (a) O, gezogen wird. Dann ist

——

i =D0..

Die Projektion b, von b. erhdlt man daher, indem O}/ —=2v!

—
gemacht und s/ #'// A’ (a) gezogen wird; es ist o/ m/ = b..
In einem seitlich gezeichneten Beschleunigungsplan sind die
drei Teile b4, — bs, 3, — 0. zu einem Vektor r zusammengefaft,
dessen Bild » mit Benutzung der Hilfslinie % gefunden wird.
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Die Zerlegung von t in die Teile b, und b, ist nun leicht zu
bewirken, denn die Richtung von b, ist bekannt, das Bild b, fillt
zusammen mit jenem von v, und A3, wihrend bg . jedenfalls
senkrecht stehen mufl auf der Stange A B, weshalb das Bild davon
durch e¢ap zu legen ist. Somit ist in der Geraden se4p das Bild
des Vektors bs,» gewonnen, wo s den Schnittpunkt von » mit b,
bedeutet. Die zugehdrigen Bildldngen sind im Beschleunigungsplane
durch Zerlegung von # nach den angegebenen Richtungen zu finden.
Die Beschleunigung jenes Punktes B der Stange, der augenblicklich
mit dem Mittelpunkt O, der Hilse zusammenfillt, ist nun

BB = b1'+ bz;

denn seine Systembeschleunigung verschwindet.

Damit ist bp im Beschleunigungsplane gefunden, das Bild bp
geht durch e,, da b, und b, senkrecht stehen auf der momentanen
Drehachse m.

Macht man

A/U.I: bA,
BI I: bB;

so ergibt sich die Bildldnge der Beschleunigung des Punktes C mit
—
b. = C'¢', wobei der Punkt 4/ auf der Geraden o' f’ bestimmt ist durch

U., ,[l ,.(/ ~ A/ Cl Bl

Die Bilder aller Beschleunigungen der Punkte der Geraden A B
sind einer Ebene parallel, somit schneiden sie sich im Punkte s,,
dem Schnittpunkte der Bilder b4 und bp; daher ist das Bild &,
durch s; zu legen.

IV. Analytische Beschreibung der Bewegung der Kurbelschleife.

Um die Uberlegenheit der hier gezeigten graphischen Methode
gegenuber der gebrduchlichen rein rechnerischen zu erkennen, genligt
es, letztere in ihrer Anwendung auf das gestellte Problem kurz
anzudeuten.

Da der Mechanismus der Kurbelschleife zwangldufig ist, wenn
— wie dies hier geschehen ist — auf die Drehung der Stange A B
um die eigene Achse keine Riicksicht genommen wird, so ist die
jeweilige Stellung des Getriebes durch eine Koordinate festgelegt;
wir wihlen hieftir den Drehwinkel 9 der Kurbel (Fig. 3).

Sind %,0,%, die Koordinaten des festen Kurbelendes O be-
zliglich des in den Mittelpunkt O, der Hiilse gelegten orthogonalen

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. KI., Abt. Il a, 138, Bd., 1. 2. Heft. 3
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Achsenkreuzes X Y Z und bedeutet » die Lidnge des Kurbelarmes 04,

so ergeben sich die Koordinaten des durch AC=c¢ festgelegten
Punktes C zu:

c
= (¥,+rcosg) <1 _W)

) — ¥ sin <1—i>
¥y = ¢ W

z2—z <1 C)
— 0 —'_,
w

worin zur Abkiirzung gesetzt wurde

W=\/RB+r*+25+2x,7coso

Fig. 3.

Die Ableitung dieser Koordinaten nach der Zeit liefert die
Komponenten der Geschwindigkeit v, nach den drei Achsrichtungen,

d . .
wobei die Winkelgeschwindigkeit i gleich » 1« zu setzen ist:

eine nochmalige Ableitung fiihrt zur Kenntnis der drei Komponenten
der Beschleunigung b..

Auf die Anschreibung der sich ergebenden langen Formeln, die
bei der zahlenmifligen Auswertung flir einen ganzen Umlauf eine
recht miihsame Rechnung erfordern, kann hier verzicatet werden.
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