Uber Kurven mit isotropen Normalen
Von
Else Schrenzel
(Mit 2 Textfiguren)
(Vorgelegt in der Sitzung am 13. Juni 1929)

Unter isotropen Kurven (Minimalkurven) versteht man
bekanntlich Kurven, bei denen der Tangentenvektor in jedem
Punkte der Kurve ein isotroper Vektor ist, d. h. nach einem Punkte
des absoluten Gebildes weist. Es diirfte von Interesse sein, Kurven
zu untersuchen, bei denen eine ihrer Normalen ein isotroper Vektor
ist. Es ist bekannt, daB im R, nur isotrope Gerade méglich sind,
bei denen Tangente und Normale zusammenfallen, im R, dagegen
auBer den isotropen Geraden noch eine zweite Gattung derartiger
Kurven existiert, ndmlich alle Kurven, die in isotropen Ebenen
liegen, d. h. in Ebenen, die den absoluten Kegelschnitt berlihren;
sie haben isotrope Haupt- und Binormale. Das Ziel der vorliegen-
den Arbeit ist eine Klassifikation der Kurven des R, nach diesen
Gesichtspunkten.

Der uneigentliche Punkt der durch einen Vektor gegebenen
Richtung soll im Folgenden immer als die uneigentliche Spur
dieses Vektors bezeichnet und durch den entsprechenden lateinischen
Buchstaben mit dem oberen Stellenzeiger # gekennzeichnet werden,
also z. B. die uneigentlichen Spuren von ¢/, ¢/, v/ mit 2%, x¥,

Zwei Vektoren stehen normal aufeinander, wenn ihre
uneigentlichen Spuren beziiglich des absoluten Gebildes
des betreffenden Raumes konjugiert sind. Ein Vektor ist
isotrop, wenn seine uneigentliche Spur auf dem absoluten
Gebilde liegt.

Das absolute Gebilde A2 des R, ldft sich durch folgende
Gleichungen in homogenen rechtwinkligen Punktkoordinaten dar-
stellen:

A2 4 a4 a4 A= )
x, =0,
ist also eine nichtsinguldre Fldche zweiter Ordnung im uneigent-
lichen R,.

Es sei eine Kurve in der reguldr analytischen Vektorparameter-

darstellung

r=1r(® 2
gegeben. Die erste Ableitung des Vektors p nach dem Parameter £

ergibt den Tangentenvektor in dem betreffenden Kurvenpunkt.
Die Schmiegebene ist die Grenzlage einer Ebene durch drei
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benachbarte Punkte und wird daher durch ¢’ und " aufgespannt,
wobei als Voraussetzung lineare Unabhingigkeit der Vektoren gilt.
(Der Fall der geraden Linie wird also ausgeschlossen.)

Als Schmiegraum definieren wir die Grenzlage eines R,
durch vier benachbarte Punkte. Unter der Voraussetzung der linearen
Unabhingigkeit von p/, 1", ¢/ wird er durch diese drei Vektoren
aufgespannt. Wenn zwischen ihnen lineare Abhingigkeit fiir alle
Werte von ¢ des betrachteten Bereiches besteht, so degeneriert der
Schmiegraum zur Schmiegebene, dann liegt also die ganze Kurve
in ihrer Schmiegebene.

Als erste Normale kann ein Vektor aufgefafit werden, der
in der Schmiegebene liegt und auf der Tangente normal steht. Er
148t sich daher in der Gestalt op'+8 1" darstellen und muB folgen-
der Beziehung geniigen:

Y (0 + i) =0. 3)

Die zweite Normale liegt im Schmiegraum und mufi normal
zur Schmiegebene stehen, daher auch normal auf den beiden
Vektoren, die die Schmiegebene aufspannen; also laft sie sich in
der Gestalt Ay 4 pp” +vy” darstellen und muf folgende Be-

dingungen erfiillen:
gI 0\ ]:‘,-I-[L E”'l“‘/ gI/I) — O .
?;” (.)\ E"H"‘E”"‘V g///) —0. ( )

Die dritte Normale ist ein Vektor i), der normal auf dem
Schmiegraum steht, daher mufi er den folgenden Gleichungen
genligen:

Y py=0
' y=0 ®)
"y =0.

Wir unterscheiden im R, folgende Fille:
1. Die Kurve sei eine isotrope Kurve des R,.
Es gilt also
¥*=0, (6)
durch Differentiation folgt
vy’ =0 Q)

Die uneigentliche Spur % von y' liegt also auf dem absoluten
Gebilde, auBlerdem sind y’ und 3" bezliglich des absoluten Gebildes
zueinander konjugiert, d. h. #% liegt auf der Tangentialebene, die
sich in #* an die absolute A} des R, legen lagt.

Nach (3) sind o und § beliebig, die erste Normale liegt
daher beliebig in der Schmiegebene. Soll sie isotrop sein, so
mufl auflerdem

(@ +Br")* =0, (8
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daher B = O sein, falls t"?3=0 ist, d. h. sie fillt mit der Tangente
susammen. Ist dagegen

r'2=0, ©)
so ist jeder Vektor der Schmiegebene isotrop, die Schmiegebene

daher ametrisch?, d. h. ihre uneigentliche Spur ist eine Gerade
der absoluten A2
Nach einem Satz von J. Lense? ziehen die Gleichungen (6)
und (9) nach sich, dafi sdmtliche Ableitungen von der dritten an
isotrop und Linearkombinationen der beiden ersten sind, d. h. aber
geometrisch: Die betreffende isotrope Kurve liegt in einer
ametrischen Ebene.
Wenn man die Gleichungen (6) und (7) berlicksichtigt, so folgt
aus (4)
Y EIEII/ — O
P‘E”e + ‘/};”2;”’ —0.
Gilt (9), so ist auch

¥y’ =0 (10)
" =0, (11)

als bleiben w und v unbestimmt. Die zweite Normale ist un-
bestimmt. Die ganze Kurve liegt in einem ametrischen R,.
Ist dagegen

230, (12)

so ist auch
gl gIII :': O’ (1 3)

daher . =0 und v=0, das bedeutet aber, dafi die zweite Nor-
male mit der Tangente zusammenfallt.

Die Gleichungen (5) sind drei lineare homogene Gleichungen
vom Rang 3 flr die vier unbekannten Komponenten des Vektors Y
der dritten Normalen wegen der vorausgesetzten linearen Unabhéngig-
keit von ¢/, 2", ¢ und haben wegen (12) und (13) eine von ¢’ ver-
schiedene Losung. Die dritte Normale ist somit von der
Tangente verschieden und nicht isotrop. Denn nehmen

! Vgl. J. Lense, Uber ametrische Mannigfaltigkeiten und quadratische
Differentialformen mit verschwindender Diskriminante, Deutsche Math. Ver., 35 (1926),
p- 280 bis 294.

2 J. Lense, Uber die Tangentialriume ametrischer Mannigfaltigkeiten, Math.

n
Zeitschr., 29 (1928), p. 87 bis 95. Fiir p =< wird némlich der Schnitt R,
(p. 93 bis 94) ein R;;_l, der Punkt y11;+1 somit eine Linearkombination der Punkte
12 HA HA

2
1, ¥, .., vp und liegt daher auf der Ap—g, d. h. die (k+1)te und héheren Ab-
!eitungen des Vektors hdngen von den ersten % Ableitungen linear ab und sind
infolgedessen ebenfalls isotrop.
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wir den Fall an, daff die dritte Normale isotrop wire, so miifite
die Gleichung
y> =0 (14)

bestehen. Nach der ersten Gleichung (5) mufl die uneigentliche Spur
"% von yj auf der Tangentialebene von x¥ liegen. Auflerdem liegt y*
zufolge (14) auf dem absoluten Gebilde, daher auf einer Erzeugen-
den durch #¥ a% ist sowohl zu #¥ als auch zu y" konjugiert, daher
liegt #* auf der Geraden y"x%; daraus folgt aber Gleichung (9),
was einen Widerspriich mit der Voraussetzung bedeutet. Die Kurve
ldge ja sonst in einer (ametrischen) Ebene.

Die Kurve, die aus den uneigentlichen Punkten der
Tangenten der isotropen Kurve bésteht, hat die uneigent-
liche Spur des Schmiegraumes der urspriinglichen Kurve
zur Schmiegebene und die uneigentliche Spur der Schmieg-
ebene zur Tangente.

2. Die Kurve sei eine nichtisotrope Kurve des R,. Wir
fiihren den Bogen als Parameter ein, setzen infolgedessen

2 —=1. (15)

Durch Differentiation folgt wieder Gleichung (7). Als erste Normale
kann man gemiB (3) den Vektor y auffassen. a% liegt nach (7)
auf der Polarebene von #7. A

Im Folgenden machen wir die Annahme einer isotropen
ersten Normalen, setzen also die Giiltigkeit der Gleichungen (9),
(10), (11) voraus. Die Schmiegebene ist daher isotrop. Aus
(15), (7), (9), (10), (11) folgt flir die zweite Normale A =0, p, v
beliebig, sie liegt daher beliebig in der Ebene, die durch p”
und ¢ aufgespannt wird, d. h. in der zur Schmiegebene nor-
malen Ebene. Die Gleichungen (7), (9), (10) und (11) sagen aus:
¥y liegt auf der A3, #” auf der Tangentialebene von ¥ an die A3,
#§ auf der konjugierten Tangente von xf xl.

Die uneigentliche Spur der dritten Normalen ist der Pol der
uneigentlichen Ebene des Schmiegraumes, diese ist aber Tangential-
ebene an die absolute Fldche, daher ist der Pol der Beriihrungs-
punkt: Dabei sind y/, 1", t" linear unabhingig vorausgesetzt. Erste
und dritte Normale fallen zusammen. Héngt ¢ vony’ und p”
linear ab, so liegt die Kurve in ihrer isotropen Schmiegebene.

Die uneigentliche Spur der zweiten Normalen liegt nach dem
fritheren beliebig auf T (siehe Fig. 1).

Wenn wir die Tangentialebene der 43 lings C¥ gleiten lassen,
so entsteht eine Torse, deren Erzeugende die Geraden G sind. Die
Gratlinie dieser Torse ist die Kurve Cf. Die urspriingliche
Kurve C hat somit Begleitkurven B, deren Tangenten die
ersten (dritten) Normalen von C sind. Die ersten (dritten)
Normalen von C sind aber isotrop, daher auch die Begleit-
kurven B.
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Daraus folgt eine punktweise Konstruktion von B:

Man wihlt einen Punkt P beliebig, weist ihm einen Punkt Q
auf C zu, legt durch P eine Parallele zur ersten Normale in Q.
Diese ist die Tangente f von B in dem Punkte P. P, sei ein
Nachbarpunkt von P auf B. Durch P, legen wir die Parallele zur
ersten Normale im Nachbarpunkt Q, von Q auf C. In dieser Weise
kann man fortfahren. C und B sind also punktweise aufeinander
abbildbar. Die Schmiegebenen von B haben die Tangenten von CY
zur uneigentlichen Spur, T ist aber gerade die Konjugierte Richtung
von G, d. h. die Schmiegebenen der Begleitkurve B stehen
normal auf den Schmiegebenen der Kiirve C. Aus der Tat-
sache, dafl die uneigentlichen Spuren der Schmiegebenen beider
Kurven Tangenten an das absolute Gebilde sind, kann man folgern,

daB die Schmiegebenen isotrop sind.

o1 g

Fig. 1.

E = Uneigentliche Spur des Schmiegraumes

G = Uneigentliche Spur der Schmiegebene

T = Konjugierte Tangente zu G
C!! = Kurve, die aus den uneigentlichen Spuren der ersten (dritten) Normalen besteht.

Ct = Kurve, die aus den uneigentlichen Spuren der Tangenten besteht.

Allgemeine Konstruktion der Kurve C: Man nimmt eine iso-
trope Kurve B, konstruiert die Normalebenen ihrer Schmiegebenen;
diese bilden eine Torse, deren Gratlinie die allgemeinste Kurve C
darstellt. Die uneigentliche Spur des Normalraumes der Begleitkurve
ist Tangentialebene an das absolute Gebilde. Die uneigentliche Spur G
der Schmiegebene an die Kurve C liegt in der uneigentlichen Spur E
des Normalraumes der Begleitkurve B; d. h. aber, die Schmieg-
ebene von C ist parallel zum Normalraum der Begleit-
kurve. Die Polarebenen der Punkte der Gratlinie Cf be-
zliglich der absoluten Fldche sind die Schmiegebenen der
Flachenkurve C! wie durch eine einfache Rechnung folgt.

Daraus ergibt sich, daf3 die Normalrdume der urspriing-
lichen Kurve C parallel sind zu den Schmiegrdumen der
Begleitkurve B. Umgekehrt sind die Schmiegriaume von C
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parallel zu den Normalrdumen von B, denn die uneigentliche
Ebene des Normalraumes der Begleitkurve ist die Tangentialebene
an die 42 und die uneigentliche Ebene des Schmiegraumes der
Kurve C ist ebenfalls die Tangentialebene an die absolute Fliche,

da sie x% enthilt,

Die Kurven C7 und C* sind punktweise aufeinander abbildbar.
Die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte bilden eine Regel-
fliche, die der Schnitt einer V, mit dem uneigentlichen Raume ist. Die
urspriingliche Kurve C und die Begleitkurve B liegen auf der V.

3. Im Folgenden machen wir die Annahme einer isotropen
zweiten Normalen und nichtisotropen Tangente.

Die zweite Normale ist isotrop, daher liegt ihre uneigentliche
Spur N¥ auf dem absoluten Gebilde. Die uneigentliche Spur 7* der
Tangente liegt daher auf der Tangentialebene von N¥. Die erste
Normale ist nicht isotrop (sonst hitte man Fall 2), ihre un-
eigentliche Spur N* muff zu 7" und N" konjugiert sein. Sie liegt
daher auf der zu 7" N¥% konjugierten Tangente. Die uneigentliche
Spur N¥ der dritten Normalen ist zu allen ilibrigen konjugiert, sie
mufl daher mit N¥ zusammenfallen (siehe Fig. 2).

a4
U=NU
/1/7 u Aé Aé’
£
Fig. 2.
E = Uneigentliche Spur des Schmiegraumes

Tn = Uneigentliche Spur der Tangente

NY = Uneigentliche Spur der ersten Normalen

% = Uneigentliche Spur der zweiten Normalen

Ng = Uneigentliche Spur der dritten Normalen.

Der Schmiegraum der Kurve ist isotrop, denn seine
uneigentliche Spur E berilihrt das absolute Gebilde. E ist fest. Denn
wirde sich E dndern, so miifite die uneigentliche Spur der Schmieg-
ebene durch N% hindurchgehen; da sie aber durch 7* und N% hin-
durchgeht, ist diese Annahme unmoglich, daher mufl E fest bleiben.
Die Kurve liegt also in einem festen isotropen R,. Ana-
lytisch 148t sich diese Kurve folgendermafien charakterisieren:

Aus (15), (7), (4), (12), (15) und
Ay +py+v")? =0 (16)
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folgt h=—vy' "
vy "
W= i//&o
daher nach (16)
( Wi EIII)‘Z

III" —_ (L &III) -+ 2”2’
als Differentialgleichung der Kurve im isotropen R,.

Man sieht: Falls von den vier aufeinander senkrecht stehen-
den Vektoren: Tangente, erste, zweite und dritte Normale, einer
isotrop ist, fallt mit ihm ein zweiter dieser vier Vektoren zusammen.
Der Satz gilt auch im R, und lautet dann so:

Ist von #—1 auf einander senkrecht stehenden linear
unabhidngigen Vektoren des R, einer isotrop, so fidllt mit
ihm jeder zu diesen #—1 Vektoren normale Vektor zu-
sammen.,

Beweis: Die n—1 Vektoren seien g,,%,....,L—1, ihre un-
eigentlichen Spuren ¥, 2%, 2. ... 1. x, sei isotrop, d. h. x auf
der A2_, des R, gelegen 1’,‘ ist zu bezughch der A%_, kon-
jugiert, liegt also auf dem Tangent1a1 -R,_» des Punktes z. All-
gemein ist 2 C=k=mn) zu ¥, x,.. ... %, konjugiert liegt
infolgedessen auf dem zum Verbmdungs Rk_ dieser Punkte kon-
jugierten R,_,. Ist y ein zu den gegebenen Vektoren senkrechter
Vektor und 3" seine uneigentliche Spur, so ist »* der Pol des Ver-
bindungs-R,_, der Punkte 2§, 2% .. ., a7 und féllt daher mit 27 zu-
sammen.

Zusammenfassung.

Im R, unterscheidet man folgende Gattungen von
Kurven mit isotroper Tangente oder Normale:

1. Isotrope Gerade:

Y2=0, ¢" proportional .

2. Kurven in ametrischen Ebenen:
Y2=0, ">=0, ¢’ nicht proportional .

3. Isotrope Kurven, die keine Geraden sind. Sie haben
isotrope Tangente, die erste Normale ist unbestimmt (jede
Richtung der Schmiegebene kann als erste Normale gelten),
die zweite Normale fdllt mit der Tangente zusammen, die
dritte Normale ist von der Tangente verschieden und nicht
isotrop:

Y2=0, 20, ¢/, ", linear unabhingig.
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4. Kurven im isotropen Ry:

Die zweite Normale ist isotrop, die Tangente und
erste Normale sind nicht isotrop, die dritte Normale fdllt
mit der zweiten Normale zusammen und ist isotrop:

2 — 12 SIS (S SN2 Q‘” 2”/)2 Jooann : . -
=1, 230, 2=y + "E , U,y linear unab

hidngig.

5. Kurven mit isotroper erster Normalen:

Die Tangente ist nicht isotrop, die erste Normale ist
isotrop, die zweite Normale liegt beliebig in der zur
Schmiegebene normalen Ebene. Die dritte Normale fallt
mit der ersten Normalen zusammen und ist isotrop. Diese
Kurve hat die auf p, 442 aufgezédhlten Eigenschaften:

Y2=1,"2=0, ¢/,i", " linear unabhingig.

6. Kurven in isotropen Ebenen:

Wie bei 5, nur liegt die Kurve in einer festen, iso-
tropen Ebene, d. h. & in Fig. 1 ist fest.

V2=1,1"2=0, ¢/, ¢/, /" linear abhédngig, aber nicht )’
und "

Als Anhang sei noch folgendes erwidhnt:

Fir die von J. Lense! betrachteten p-fach isotropen
Kurven des R,,.

r=z() (17)

¥?2=0,1"2=0, 1@ =0, aber y@+v234=0

mit

ergeben sich durch eine ldngere, aber im wesentlichen einfache
Rechnung folgende Sitze:

Definiert man die 4-te Normale als einen im Schmieg-Ry,,
gelegenen, senkrecht auf dem Schmieg-R; stehenden Vektor ny, so
gilt: n, liegt unbestimmt im Schmieg-R;y; und ist isotrop
fir 1==k=p—1, n, liegt unbestimmt im Schmieg-R,;; und
istim allgemeinen nicht isotrop, m; liegtim Schmieg-Ry,_zyy
und ist isotrop fir p=<k=2p. Die {ibrigen Normalen sind im
allgemeinen bestimmt und nicht isotrop und liegen in den
ihrer Definition entsprechenden Schmiegrdumen.

1 Vgl. die auf p. 441 in Fullnote 2 angegebene Abhandlung, p. 93.
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