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I

In seiner kiirzlich verdffentlichten Arbeit: »Uber die Koin-
zidenzaufgabe der darstellenden Geometrie des vier-
dimensionalen Raumes«! hat Th. Schmid eine Abbildung der
Punkte des R, auf die Punktepaare einer Ebene angegeben. Die
erwihnte Abbildung soll nun hier zur Losung einiger Aufgaben der
projektiven Geometrie der Ebene herangezogen werden.

Dem Vorgange Schmids entsprechend, denken wir uns die
Punkte des R, aus zwei beliebigen windschiefen Geraden o, und o,
desselben projiziert und beziehen jedes der beiden so erhaltenen
Ebenenbiischel zweiter Stufe kollinear auf eine Ebene w. Ordnet man
dann jedem Punkt P des R, jene beiden Punkte P’ und P” von =
als Bilder zu, die respektive den Ebenen o, = [0, P]und 2, = [0, P)|
in den erwahnten Kollineationen entsprechen, so gelangt man zu
einer Abblildung der Punkte des R, auf die Punl tepaare der Ebene =.
Diese Abbildung ist mit Ausnahme der Punkte der Uberebene €,
die die Geraden o, und o, verbindet, umkehrbar eindeutig und wird
im folgenden als lineare Abbildung des R, bezeichnet.

Die Geraden o, und o, nennen wir dle Projektionsachsen,
Q die doppelprojizierende Uberebene und die Ebene © die Bildebene
der Abbildung. Die Biischel zweiter Stufe mit den Trégern o, und o,
bezeichnen wir als die projizierenden Bilischel und die zwischen
ihnen und der Ebene m bestehenden Kollinearen Beziehungen als
die abbildenden Kollineationen. Die Geraden o' und o” von w, die
der Uberebene  Kkollinear entsprechen, je nachdem man diese dem
Biischel o, oder o, zuzdhlt, nennen wir die Kerngeraden der Ab-
bildung.

1 Sitzungsber. d. Akad. d. Wiss. in Wien, 137, Bd. (1928), p. 621.

Sitzungsberichte d. mathem.-naturw. Kl., Abl. 1Ta, 138. Bd., 7. Heft. 31
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Schnittpunkt von 2/ und 3’ als Punkt A’ von &/ der Punkt 4” von
# und als Punkt ¢/ von 9 der Punkt €’ von 3" entsprechen.
Weiters soll dem Schnittpunkt von #” und 3" als Punkt B” von
der Punkt B’ von # und als Punkt D” von 3" der Punkt D’ von 4/
entsprechen. Ordnet man dann je zwei Geraden g’ und g7 der Zeichen-
ebene einander zu, die beziehungsweise aus 2’ und 2 ein Paar
entsprechender Punkte X', X’ und ebenso aus 3’ und 3" ein Paar

Fig. 1.

entsprechender Punkte ¥/, Y” ausschneiden, so erhilt man eine
quadratische Geradenverwandtschaft, fiir welche #/, 27 und 4/, 3
zwei Paare von Hauptgeraden darstellen. Das dritte Paar von Haupt-
geraden 2/, 2”7 ergibt sich dann bekanntlich als 2’ = [B/, D'] und
2" = [4”, C"]. Entsprechende Geraden g’ und g” der quadratischen
Verwandtschaft schneiden auch auf #/ und z” projektive Punktreihen
Z', 7" aus, wobei den Punkten ¥ = B’ und F' ==D' von #, be-
ziehungsweise die Punkte E” = C” und F’ = A" von 2" entsprechen.
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Drei Paare projektiver Punktreihen einer Ebene solcher Art,
wie sie auf den drei Paaren von Hauptgeraden einer quadratischen
Geradenverwandtschaft durch entsprechende Geraden der Verwandt-
schaft ausgeschnitten werden, nennen wir assoziiert. Die zwischen
drei solchen Paaren projekiiver Punktreihen bestehende Beziehung
ist symmetrisch und durch zwei von ihnen ist das dritte asso-
ziierte Paar in eindeutiger Weise bestimmt. Schneidet ein Paar
von Geraden einer Ebene zwei Paare projektiver Punkt-
reihenin entsprechenden Punkten, so schneidet es auch auf
dem drittten assoziierten Paar entsprechende Punkte aus.

Wir legen nun unseren Betrachtungen eine lineare Abbildung
des R, auf die Zeichenebene zugrunde, wobei wir als Projektions-
achsen zwei beliebige windschiefe Geraden o, und o, des R, und als
Kerngeraden ein Paar entsprechender Geraden o' und o” der in Fig. 1
betrachteten quadratischen Verwandtschaft wihlen. Die auf den Ge-
raden #/, 1"/, beziehungsweise 3’ 3" gegebenen Paare projektiver Punkt-
reihen stellen dann zwei weilere Geraden x und ¥ des R, dar.

Zu vier beliebigen Geraden des R, gibt es nun eine mit ihnen
in symmetrischer Beziehung stehende fiinfte assoziierte.! Sie ergibt
sich als die gemeinsame Schnittlinie jener vier Uberebenen, die je
eine der gegebenen Geraden mit der Transversalen der drei weiteren
verbinden. Jede der oo® Ebenen des R,, die vier gegebene Geraden
schneiden, wird auch von der fiinften assoziierten geschnitten.

Wir wollen nun die zu den vier oben erwédhnten Geraden o,
0y %, 3 gehorende fiinfte assoziierte  konstruieren. Die Transver-
salen 7 der drei Geraden #, ¥, o, ist erstprojizierend und ihr erstes
Bild ist der Punkt 4’ = (. Sie schneidet » und ¥, beziehungsweise
in den Punkten A und C, und hat demnach die Gerade 2" als
zweites Bild. Die Gerade # wird mit o, durch eine zweitprojizierende
Uberebene Q, verbunden, deren zweites Bild Q”, =z ist. Voll-
kommen analog dazu wird die Transversale der drei Geraden x, y,
0, mit der Geraden o, durch eine erstprojizierende Uberebene Q,
verbunden, deren erstes Bild &/, = ist. Die beiden Uberebenen Q,
und &, schneiden sich in einer doppelprojizierenden Ebene o, deren
Bilder @ und o”, beziehungsweise mit den Geraden 2 und 2’
zusammenfallen.

Die Transversale y der drei Geraden x, o,, 0, ist doppelproji-
zierend und ihre Bilder 7/, " fallen beziehungsweise zusammen mit
den Bildern U, U"” des uneigentlichen Punktes U der Geraden x.
Die Punkte U/, U"” sind nun die Scheitel der Ordnungsbiischel
jener Uberebene Q,, die die Geraden y und # verbindet. Ent-
sprechende Strahlen der beiden Ordnungsbiischel von @, erhédlt man,
wenn man den Verbindungsgeraden von U’ mit C' und DV, be-
ziehungsweise die Verbindungsgeraden von U"” mit C” und D"
zuordnet. Da weiters die Kerngeraden o/ und o’ entsprechende

1 Segre, Sull’ incidenza di rette e piani nello spazio a-quattro dimensioni.
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo. II.. 1888, p. 45—52.
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Strahlen der Ordnungsbiischel darstellen, so ist damit die zwischen
den beiden Biischeln bestehende Projektivitdt bestimmt und dadurch
die Uberebene L, festgelegt.

Die gesuchte Gerade z ergibt sich nun als die Schnittlinie von
@, mit der Ebene o = [Q,, @,]. Die Bilder von 2z sind also be-
ziechungsweise die Geraden ¢/ = o’ und 2” = ", wobei den Punkten
E' und F’ als den ersten Bildern der Punkte £ und F von z, wie
unmittelbar klar ist, beziehungsweise die Punkte E” und F’ als
zweite Bilder entsprechen. Bedenkt man noch, dafi die Schnitt-
punkte W’ und W von #' und #", beziehungcweise mit o/ und o”
die Bilder des Schnittpunktes W der Geraden z mit der Uberebene
Q darstellen, so erkennt man, dal z durch jenes Paar projektiver
Punktreihen dargestellt wird, das zu den beiden Paaren, die die
Geraden x und y darstellen, assoziiert ist.

Man iiberzeugt sich nun sehr leicht, dafl auch die Uber-
ebene @,, die die Gerade x mit der Transversalen von y, o, o,
verbindet, durch die Gerade 2z hindurchgeht.

Macht man also zwei von finf assoziierten Geraden
eines R, zu Projektionsachsen einer linearen Abbildung
des R, auf eine Ebene, so stellen sich die drei weiteren
Geraden als drei assoziierte Paare projektiver Punktreihen
dar. Die oo? Ebenen des R, die jene finf Geraden schneiden,
bilden sich als die oo? Paare entsprechender Geraden der
zugehorigen quadratischen Verwandtschaft ab.

Gemifi dem Dualitdtsgesetz des R, gibt es auch zu vier be-
liebigen Ebenen des R, eine mit ihnen in symmetrischer Beziehung
stehende flinfte assoziierte. Man erhélt sie als die gemeinsame
Verbindungsebene jener vier Punkte, in denen je eine der vier ge-
gebenen Ebenen die Transversalebene der drei iibrigen schneidet.
Jede der oo? Geraden des R,. die vier gegebene Ebenen schneidet,
wird auch von der fiinften assoziierten geschnitten, so dafl es zu
flinf assoziierten Ebenen des K, ein System von oo? Treff-
geraden gibt.

Wir wollen nun unter Zugrundelegung einer lineaten Abbildung
des R, zu vier gegebenen doppelprojizierenden Ebenen a, §, %, 8
die flinfte assoziierte & konstruieren. So wie o, B, 7, 8 schneidet
auch die Ebene ¢ die beiden Projektionsachsen o, und o, der Ab-
bildung und ist daher ebenfalls doppelprojizierend.

Sind (Fig. 2) o' o/, g/ 8", v/ 4", & & die Bilder der vier gege-
benen Ebenen o, B, v. 8 und o’ o” die Kerngeraden der Abbildung,
so ist, wie leicht einzusehen, die Transversalebene & von P, 7, 3
durch jene Kollineation dargestellt, welche den Geraden f, ¢/, ¥, o,
beziehungsweise die Geraden p”, v”, 8/, o” zuordnet. Die Bilder 4’
A" des Schnittpunktes 4 der Ebenen @ und ¢ entsprechen sich
einerseits in der erwéihnten Kollineation und liegen anderseits be-
ziehungsweise auf den Bildern o' und o” von o; sie konnen also
in linearer Weise konstruiert werden. "Vollkommen analog werden
auch die Bilder B’ B”, C'C", D' D" der zu A analogen Punkte B,
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C, D erhalten. Die Punkte 4, B/, C', D' einerseits und A", B", (",
D' anderseits liegen dann beziehungsweise auf zwei Geraden ¢’ und
s/ den Bildern der Ebene e.

Sieht man in Fig. 2 von jeder Deutung Im R, ab, so wurde
also zu den fiinf gegebenen Geradenpaaren o o, B/ ", o' 4", ¥ ¥,
o o' in linearer Weise ein sechstes ¢’ &’ konstruiert. Die sechs so

Fig.

erhaltenen Geradenpaare stehen, wie aus unserer Darstellung leicht
gefolgert werden kann, zueinander in symmetrischer Beziehung und
werden linear abhédngig! genannt.

Wihlt man also zwei Geraden, die fiinf assoziierte
Ebenen eines R, schneiden, als Achsen .einer linearen

Sturm, Verwandlschaften. 1., p. 357.
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Abbildung des R, auf eine Ebene, so ergeben die Bilder
der finf Ebenen mit den Fluchtlinien der Abbildung sechs
linear abhdngige Geradenpaare.

Die oo? Geraden des R, nun, die die gegebenen Ebenen , B,
t, 0 schneiden, stellen sich in unserer linearen Abbildung als Paare
projektiver Punktreihen dar, die von den Geraden o' o, 3/ 3" + 4",
3’3" und den Fluchtlinien o’ o” in Paaren entsprechender Punkte
geschnitten werden. Umgekehrt stellt ein Paar projektiver Punktreihen
mit der erwidhnten Eigenschaft eine Gerade des R, dar, die die
Ebenen o, B, 1, 8 schneidet. Jede solche Gerade schneidet aber auch
die funfte assoziierte Ebene ¢ und das die Gerade darstellende Paar
projektiver Punktreihen wird also auch von den Geraden &2 in
entsprechenden Punkten geschnitten.

Sind also in der Ebene fiunf Geradenpaare o' a”, ¥ 0",
" dd’ e e’ gegeben, so gibt es co? Paare von Geraden ' 2/
von der Eigenschaft, dal die Schnittpunkte von &/, ¥, ¢, &,
¢ mit ¥ und a”, b, ", d", ¢" mit 2" projektive Punktreihen
ergeben. Stelit dann /' // das von den finf gegebenen Paaren
linear abhidngige sechste Geradenpaar dar, so entsprechen
sich auf jedem der co? Geradenpaare »' ¥ auch die Schnitt-
punkte von f mit #/ und f” mit #” in der erwédhnten Pro-
jektivitat.

Es stimmt dies vollkommen {berein mit den Ergebnissen, die
fiir den dualen Fall R. Sturm auf ganz anderem Wege abgeleitet hat.?

III.

Funf beliebige Geraden eines K,, die nicht assoziiert sind,
werden von oo! Ebenen geschnitten.? Jene co! Ebenen werden nun
wieder von oco! Geraden geschnitten, unter denen die fiinf gegebenen
keinerlei Sonderstellung einnehmen. Das Geradensystem und das
Ebenensystem stehen einander dual gegentiiber und jedes der beiden
Systeme ist durch funf nicht assoziierte Elemente des anderen
Systems bestimmt. Konstruiert man zu vier beliebigen Elementen
eines Systems das fiinfte assoziierte, so gehdrt es ebenfalls dem
System an.

Durch jeden Punkt einer Systemgeraden gehen zwei System-
ebenen hindurch und dual dazu enthilt jede Uberebene, die man
durch eine Systemebene legt, zwei Systemgeraden. Anderseits geht
durch jeden Schnittpunkt zweier Systemebenen eine Systemgerade
hindurch, wdhrend dual dazu jede Uberebene, die zwei System-
geraden verbindet, eine Systemebene enthilt.

Wir denken uns nun fiinf beliebige nicht assoziierte Geraden
a, b, ¢, d, e eines R, gegeben und machen zwei von ihnen d = o,

1 Verwandtschaften, I., p. 365.
2 Segre, in der eingangs zitierten Abhandlung.
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und € == 0, zu Achsen einer linearen Abbildung des R, auf eine
Ebene. Die drei Geraden a, b, ¢ stellen sich dann als drei Paare
projektiver Punktreihen a'a’, v'b", ! ¢ dar, die nicht assoziiert sind
und von den Fluchtlinien o/, o” der Abbildung in Paaren ent-
Sprechender Punkte geschnitten werden.

Die oco! Ebenen, die die fiinf gegebenen Geraden schneiden,
sind doppelprojizierend und jede von ihnen stellt sich als ein
Geradenpaar dar, das aus den Paaren projektiver Punktreihen a a”,
b v " entsprechende Punkte ausschneidet. Umgekehrt stellt
jedes der ool Geradenpaare #' #” mit der erwdhnten Eigenschaft eine
Ebene & des betrachteten Systems dar.

Alle Geraden #/ umhiillen nun, wie man leicht zeigen kann,
cine Kurve dritter Klasse (', welche die Geraden &/, ¥, ¢/ und die
Fluchtlinie o/ beriihrt. Vollkommen analog umhiillen die Geraden 2/
eine Kurve C” mit den entsprechenden Eigenschaften. Ordnet man
die Geraden &/ und #” einander zu. so werden dadurch die Kurven C’
und C” ein-eindeutig tangentenweise aufeinander bezogen.

Wir fragen nun nach dem System der oo! Geraden, welche
die co! Ebenen des betrachteten Systems schneiden. Ist & eine be-
liebige Systemebene, so enthilt, wie wir gesehen haben, die Uber-
ebene, welche die Ebene § mit der Geraden d = o, verbindet, aufier
d noch eine zweite Systemgerade g. Ist umgekehrt ¢ eine beliebige
Systemgerade, so enthdlt die Uberebene, die ¢ mit 4 verbindet,
eine Systemebene & Da sich nun die ersten Bilder #' von £ und g’
von g decken, so ist jede Tangente »' von C' gleichzeitig Bild einer
Systemebene § und einer Systemgeraden g Die zweiten Bilder "
von £ und g” von ¢ sind zwei voneinander verschiedene Tangenten
von ", Ordnet man die Geraden g’ und g"” einander zu, so sind
die Kurven 7 und (" wieder ein-eindeutig tangentenweise aufein-
ander bezogen.

Wir denken uns nun in der Zeichenebene sechs Geraden-
paare a’a”, B'b", I, d'd', ¢ €', f f gegeben, die nicht linear
abhidngig sind, und fragen nach jenen Paaren von Geraden #' »”| die
von den sechs gegebenen Paaren in projektiven Punktreihen ge-
schnitten werden. Macht man die Geraden f/ = o’ und f” = 0" zu
Fluchtlinien einer linearen Abbildung des R, auf die Zeichenebene,
so stellen die fiinf weiteren gegebenen Geradenpaare, beziehungs-
weise fiinf Ebenen o, B, 7, 8, ¢ des R, dar, die nicht assozijert
sind. Die Geradenpaare «’ 2" sind dann die Bilder jener oco! Geraden,
die die fiinf Ebenen @, B, 7, 0, 3 schneiden. Aus dem oben Gesagten
folgt nun unmittelbar, daf die verlangten Geraden &' und 2",
beziehungsweise zwei Kurven dritter Klasse C' und C”
umhiillen, die durch Zuordnung der Geraden & und »” ein-
eindeutig tangentenweise aufeinander bezogen sind und
beziehungsweise die Geraden &', ¥, ¢, d, ¢, f/ und a”, b", ",
a”, ¢, " berrithren. Konstruiert man weiters zu fiinf der gege-
benen Geradenpaare das sechste linear abhidngige Paar ¥ &, so sind
auch die Geraden %' und ", beziehungsweise Tangenten von ' und C”.
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Ist ferner # eine beliebige Tangente von (', A7 der
Schnittpunkt von # und 2’ und X” der ihm in der Projek-
tivitdt zwischen 2/ und 2”7 entsprechende Punkt, so liegen
simtliche Punkte X” auf einer Tangente # von C”. Ordnet
man die Geraden # und #’ einander zu, so sind die Kurven ' und
(" wieder eineindeutig tangentenweise aufeinander bezogen. In dieser
Zuordnung, die von der obigen verschieden ist, entsprechen den
Tangenten a, ¥/, ¢/, d, ¢, f/, ¥ von C, beziehungsweise die Tan-
genten a”, ¥, ¢, d', ¢, 1R von C".

Diese Ergebnisse stehen wieder in vollem Einklang mit den
von Sturm abgeleiteten Beziehungen.

IV.

Zu sechs beliebigen Ebenen des K,, von denen keine flinf
einander assoziiert sind, gibt es, wie Segre! gezeigt hat, flinf
Treffgeraden, die einander assoziiert sind (Problem der sechs
Ebenen). Dual dazu gibt es zu sechs Geraden des R,, von denen
keine fiinf einander assoziiert sind, flinf assoziierte Treffebenen.

Wir beschiftigen uns zunédchst mit der zweiten Aufgabe und
bezeichnen mit a, b, ¢, d, e, f sechs beliebige Geraden des K,, die
der obigen Bedingung entsprechen. Machen wir dann etwa die
Geraden ¢ — 0, und f= 0, zu Projektionsachsen einer linearen Ab-
bildung des R, auf eine Ebene, so bilden sich die Geraden a, b,
¢, d, beziehungsweise als projektive Punktreihen auf den Geraden-
paaren a' a”, ¥’ b, ' ", d'd" ab, die von den Kerngeraden o o”
der Abbildung in entsprechenden Punkten geschnitten werden.

Die Ebenen nun, die die sechs gegebenen Geraden schneiden,
sind doppelprojizierend und bilden sich als jene Geradenpaare ab, die
aus den vier Paaren projektiver Punktreihen o' a”, v'2" ¢ ¢, d' d"
entsprechende Punkte ausschneiden. Die erwédhnten Geradenpaare
schneiden dann auch jene Paare projektiver Punktreihen in ent-
sprechenden Punkten, die zu zwei der gegebenen Paare assoziiert
sind. Insbesondere bezeichnen wir das zu den beiden Paaren projek-
tiver Punktreihen o’ a” und &' " dritte assoziierte Paar mit %' &".

Ist nun &/ 4" ein beliebiges Geradenpaar, das die drei gege-
benen Paare projektiver Punktreihen a’ a”, ¥ 0", ¢’ ¢ und daher
auch das Paar ¥ %’ in entsprechenden Punkten schneidet, so um-
hiillen die Geraden 2/ und 2", beziehungsweise zwei Kurven dritter
Klasse €' und C”. Die Kurve C' beriihrt dabei die Geraden &/, ¥/, ¥
und die Kerngerade o' und Analoges gilt fur C". Ist weiters 3/ 3
ein beliebiges Geradenpaar, das die drei Paare projektiver Punkt-
reithen o’ @, ' V', &' 4" und daher auch das Paar ¥ %’ in ent-
sprechenden Punkten schneidet, so umhiillen die Geraden 3/ und 5,
beziehungsweise zwei Kurven dritter Klasse D’ und D, wobei D'
die Geraden a’, ¥, & ¥, o/ und D" die Geraden a”, ", d", ¥', o
bertihrt.

1 Segre, wie vorher.
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Die Kurven €' und D' haben also vier gemeinsame Tangenten
4. U, B, o und ihre weiteren fiinf gemeinsamen Tangenten liefern
mit den entsprechenden gemeinsamen Tangenten von C” und D"
jene fiinf Geradenpaare, welche die vier gegebenen Paare projek-
tiver Punktreihen in entsprechenden Punktepaaren schneiden. Die
erwidhnten Geradenpaare sind die Bilder jener fiinf Ebenen, die die
sechs gegebenen Geraden «, b, ¢, d, e, f schneiden.

Wir denken uns nun sieben beliebige Geradenpaare einer
Ebene a' a’, V'V", ", d'd", ¢, f !, g g" gegeben, von denen
keine sechs linear abhidngig sind, und fragen nach jenen Paaren von
Geraden #/ 27, die von den sieben gegebenen Paaren in projektiven
Punktreihen geschnitten werden. Wir stellen also jene Aufgabe, die
dem eigentlichen Problem der Projektivitdt dual entspricht.

Machen wir die Geraden g’ = o' und g’ = o’ zu Kerngeraden
einer im Ubrigen ganz beliebigen linearen Abbildung des R, auf die
Zeichenebene, so stellen die sechs weiteren gegebenen Geraden-
paare sechs Ebenen o, 8, 1, 9, ¢, § des R, dar, die die Projektions-
achsen o, und o, der Abbildung schneiden. Die gesuchten Geraden-
paare &' 2" sind dann die Bilder jener Geraden des R,, welche die
sechs erwihnten Ebenen schneiden. Da nun aber sechs beliebige
Ebenen des R, von finf assoziierten Geraden geschnitten werden,
so haben die betrachteten sechs Ebenen aufiler den Projektions-
achsen o, und o, noch drei weitere Treffgeraden x, 3, 2, die mit o,
und o, assoziiert sind.

Die Bildpaare &' ", 3 4/ 2/ 2" der Geraden 7, 5, = ergeben die
drei Losungen der oben gestellten Aufgabe. Die drei Paare pro-
jektiver Punktreihen, die auf den Geradenpaaren &' &, 1/ 3/
2" von den sieben gegebenen Paaren ausgeschnitten
werden, sind (nach Nr. 2) assoziiert und die sieben gege-
benen Geradenpaare sind Paare entsprechender Geraden
der zugehOrigen quadratischen Verwandtschaft.

Es stimmt dies wieder mit den bekannten von Sturm abge-
leiteten Beziehungen {iberein. So wie dort ergeben sich auch auf
Grund unserer Betrachtungen die drei Ldsungen der Aufgabe durch
die drei restlichen gemeinsamen Tangenten zweier Kurven dritter
Klasse mit sechs gemeinsamen Tangenten.

Unsere Betrachtungen ermdoglichen es nun aber auch, die drei
Ldsungen der Aufgabe unmittelbar als gemeinsame Elemente
zweier Kégelschnitte (mit einem gemeinsamen Element) zu erhalten.

Wir heben zundchst finf der sechs obenerwidhnten Ebenen,
etwa o, B, 7, 8, ¢, heraus und betrachten .das System ihrer co! Treff-
geraden. Jenes System enthélt die drei gesuchten Geraden x, ¥,
und die Projektionsachsen o, und o, und wird seinerseits von
oot Ebenen geschnitten. Die Uberebene @, welche die beiden System-
geraden o, und o, verbindet, enthdlt nach Nr. 3 eine einzige System-
ebene o, die in linearer Weise konstruiert werden kann. Alle Geraden
nun, die die flinf Ebenen o, {8, 7, 9, € schneiden, werden auch von
der Ebene % geschnitten.
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Stellen wir dieselben Betrachtungen fiir die fiinf Ebenen 4, §,
1 9, & an, so gelangen wir zu einer Ebene ¢ in @, so dafi alle
Geraden, die o, B, 7, 8, § schneiden, auch die Ebene ¢ schneiden.

Alle Geraden nun, die die sechs Ebenen o, 8, 7, 3, ¢, £ schneiden,
schneiden auch die Ebenen © und ¢ von £ und daher, sofern sie
nicht in & enthalten sind, deren Schnittgerade «. Die drei restlichen
Treffgeraden ¥, ¥, z jener sechs Ebenen ergeben sich demnach als
jene Geraden, die vier der gegebenen Ebenen, etwa 2, §, ¥, 8 und
die Gerade » schneiden.

Zur Konstruktion jener Geraden! projiziert man die Punktreihe
auf u aus den Ebenen a. B, v und schneidet die drei so erhaltenen
projektiven Uberebenenbiischel mit der Ebene 3. Man erhilt so drei
projektive Strahlbiischel in 8, deren Scheitel A, B, C, beziehungs-
weise die Schnittpunkte von & mit den Ebenen «, B, v sind. Die drei
Punkte X, Y, Z von 3, in denen sich entsprechende Strahlen der
drei projektiven Biischel schneiden, ergeben sich, wie unmittelbar
klar ist, als gemeinsame Punkte zweier Kegelschnitte, die sich in
einem der Punkte .4, B, C schneiden.

Legt man nun aus jedem der drei Punkte X, Y, Z jene Gerade,
die die Ebenen o, B, v schneidet, so erhdlt man die drei oben
erwidhnten Geraden x, ¥, z Die Bildpaare &' &/, /3, 2" der
Geraden x, ¥, ~ stellen dann die drei Losungen unserer Aufgabe dar,
die somit auf die KKonstruktion der gemeinsamen Elemente zweier
Kegelschnitte zurtickgefiihrt ist.

Liegen zwei photographische Aufnahmen eines rdumlichen
Objektes vor, so bezeichnet man als deren Kernpunkte in der
Photogrammetrie bekanntlich das Paar jener beiden Punkte, die mit
entsprechenden Bildern der beiden Aufnahmen verbunden, projektive
Strahlblischel ergeben. Sind die Bilder von sieben Punkten bekannt,
so ergeben sich dem Problem der Projektivitdt entsprechend fiir das
Paar der Kernpunkte drei Losungen. Ein achtes Bildpaar kann dann
zur Auswahl der richtigen Ldsung herangezogen werden.

Auf Grund unserer Betrachtungen kann nun aus acht Bild-
paaren das Paar der Kernpunkte unmittelbar in linearer Weise
konstruiert werden.

Wir betrachten wieder die duale Aufgabe und denken uns acht
Geradenpaare o' o, V' V"', J ', d d', &, f 1, gg" Wh' einer
Ebene gegeben, jedoch so, daff es ein Paar von Geraden ' x” gibt,
die von den acht gegebenen Paaren in projektiven Punktreihen
geschnitten werden. Diese Voraussetzung ist ja im dualen Falle bei
zwei photographischen Aufnahmen eines Objektes stets erfiillt.

Machen wir dann etwa die Geraden %' und " zu Kerngeraden
und zwei beliebige windschiefe Geraden o, und o, des R, zu Achsen
einer linearen Abbildung des K, auf die Zeichenebene, so stellen
die Geradenpaare o/ @, b' ¥,/ ", d' d", & &', f ", g' g, beziehungs-
weise sieben doppelprojizierende Ebenen o, B, 7, 3, ¢, § 4 des R,

1 Segre, wie vorher.
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dar. Weiters stellen die projektiven Punktreihen, die auf den Geraden »/
und #” von den acht gegebenen Geradenpaaren ausgeschnitten werden,
eine Gerade x des R, dar, die die sieben betrachteten Ebenen schneidet.
Die von uns beziiglich der acht gegebenen Geradenpaare gemachte
Voraussetzung bedeutet also, dafi die sieben erwidhnten Ebenen aufler
den beiden Projektionsachsen o, und o, der Abbildung noch eine
dritte Treffgerade x haben. Gelingt es nun, die Gerade x des R, zu
ermitteln, so ist damit auch das Geradenpaar 2/ x” als Bildpaar von x
gefunden.

Betrachten wir etwa die flinf Ebenen a, §, 1, 8, 5, so werden
diese von einem System von oo! Geraden geschnitten, dem die
Gerade x und die Projektionsachsen o, und o, der Abbildung ange-
horen. Die Uberebene Q@ = [0, 0,] enthdlt nun, wie wir gesehen
haben, eine Ebene o, die in linearer Weise konstruiert werden kann
und von den Geraden des betrachteten Systems geschnitten wird.
Stellen wir bezlglich der fiinf Ebenen o, B, v, 8, £ die analogen
Betrachtungen an, so gelangen wir zu einer Ebene y und schlief-
lich durch Betrachtung der flinf Ebenen o, 8, v, 8, v zu einer Ebene %
von Q.

Die gesuchte Gerade x schneidet nun jede der drei Ebenen g,
¥,  von Q und geht daher, da sie nicht in @ enthalten ist, durch
deren Schnittpunkt X hindurch. Sie ergibt sich demnach etwa als
Schnittlinie jener drei Uberebenen, die den Punkt X mit je einer
der Ebenen o, B, 7 verbinden.

Das Geradenpaar ' 2”7 kann also, wie man sieht, als Bildpaar
der Geraden x in linearer Weise konstruiert werden. Dual dazu
ergibt sich eine lineare Konstruktion der Kernpunkte fiir zwei photo-
graphische Aufnahmen eines rdumlichen Objektes aus den Bildern
von acht Punkten und ohne Kenntnis der inneren Orientierung.
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