
Carl in i. Bolle proprieti delle fanzioni algebriche c jugate. )»,')7

Kiepert'sche Karle von Süd- Amerika aus dem geographischen

Institute in Weimar 1 84*1, Mafsstab 1 : 15,000.000. Exemplare von

beiden sind nun ebenfalls zur beliebigen Benützung an die Herren

von Mar tius und Sturz gesandt worden. Nach einer freundlichen

Mittheilung des Ersteren dürfen wir noch eine weitere Arbeit, mit

Zugrundelegung der neuen Karte von einem talentvollen Jüngern

Forscher, Herrn Dr. Pfäff in Erlangen, erwarten. Dieser hatte

bereits auf Exemplare, die uns von Herrn v. Martins zukamen,

einige Theile, namentlich das östliche Brasilien geologisch colorirt.

Auf einem t\cr Exemplare hatte auch Herr Prof. Cotta die Ergeh-

nisse der d'Orbigny'schen Reise eingetragen.

Sülle proprietä delle fanzioni algebriche conjugale.

Memoria presentata all' I. R. Aecademia ilcllc Scienzo <1i Vicnna

dal Memhro effettivo Francesco Carlini.

(Con una tavola. )

1. Le applieazioni che i matematici fecero dell'analisi alla trigo-

nometria (che in origine era stata trattata soltanto con metodi geo-

metrici) furono cagione che nell
1

analisi stessa s* introducesse la

considerazione delle fnnzioni che chiameremo „conjngate", cioe di

«[Helle le cni principali proprietä vengono alternativamente rappre-

senlate l'una per l'altra, come appunto succede nelle formule

appartenenti ai seni e coseni.

Apertosi cosi un nuovo campo alle indagini analitiche, si estese

il prineipio delle funzioni conjugate ad altre espressioni piü elevate,

e in modo assai rimarchevole se ne valse il celehre Abel nelle

sue ricerche sulle trascendenti ellittiche.

Mi parveperciö pregio dell'opera il fare un passo indietro per

indagare se le funzioni circolari siano realmente le piu semplici da

quelle alle quali puö applicarsi il prineipio suddetto, ed ho facil-

mente riconosciuto che fra le espressioni algebriche molte se ne

trovano di tal natura; aleune delle quali condneono a formule prege-

voli per la loro semplicitä ed appropriate alla soluzione di diversi

prohlemi per la quäle si erano fin qui adoperate senza hisogno le

funzioni trascendenti.
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358 Carlini.

2. Allorche una persona, che venga nuovamente iniziata nelle

matematiche, impara a risolvere le equazioni di terzo grado per mezzo

della trisezione delfangolo e delle tavole trigonometriche, puö

facilmente prendere equivoco ed immaginarsi che le radici di quelle

equazioni , anche fuori del caso irreduttibile, siano quantitä trascen-

denti ; mentre si deve riflettere che le funzioni circolari si prestano

a quella soluzione solo in virtü della relazione

3 . 1
sm 3 x smx A sin Sx =

4 4

indipendentemente dalla incommensurabilitä fra il seno e l'arco.

Spero perciö che le indagini che ho intraprese sulle proprieta

di due funzioni eonjugatepuramente algebriche, ancorche non presen-

tino un vero progresso della scienza, possano servire a rettificare le

idee dei principianti ed a procurare neu
1

insegnamento una piü rego-

lare e continuata concatenazione.

3. Fra le varie funzioni algebriche conjungate che si potrebbero11
prendere in considerazione mi parve che le due x , x A- —XX
siano delle piü semplici, e siano nello stesso tempo rimarchevoli pei-

le facili relazioni che presentano e per Tanalogia che serbano colle

funzioni circolari. Esprimeremo queste due funzioni con due siniboli

che terremo invariati in tutto il presente scritto e faremo

1 1

x — - = f(x), xAr -= <p O).

4. Le prime relazioni, che queste due formule ci somministrano,

2
sono f(x) + y (jv) = Ix, tp (x) —f(x) =—.

Facciamo in appresso il prodotto delle due funzioni, ed avremo

f(x) X ? (x) = *»—1 = f(x*).

Formiamo i quadrati delle due funzioni, e troveremo

p O) = 9 (pc*)—2 , ?
i (x) = 9 f>*) Ar 2,

e quindi

r o) + r o*o = 2? (^ 2
) . p (*>-* O) =- 4 -

Eleviamole per ultimo al cubo, e sarä

3 (x) = f(#*)—3 f(x) , r O) = ? o*
3
) + 3 ? 0">>
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Sülle proprieta ilelle funzioni algebriche conjugate. 3o0

onde combinaudo Ic due equazioni

?»(*")-/* (*)=? 0r^)-3^3)+ 3 (y £*>+/(*)) = i + 6^.

5. Se si dividono reciprocamente l'una per l'altra le due funzioni

e si aggiungono i due quozienti, si ottiene

rO) . fO) r
8 oo + /•»(»

e sostituendo i valori giä trovati del numeratore e del denominatore

f(J)
i
AfO __ o?O8

)

/•(.r)
"*"

<p(»
=

f(*»y
Si avrä del pari

6. Formiamo i prodotti di /"(V) per <p (y) e di f (y~) per p (#),

cd avremo

fix) ? (y) = xy~^-\-^--—

/" (y) ? 0*0 = ^ + v— •

X y xy
La somma di queste due equazioni da

fX*) ? dö +ftt)f O) = **v - ^ =*>f(xy)

f 0*0 ? (2/) - rO) .* 0*0 = 2^- 2 -
r = 2 f{L} = __ 2 />(*).

Le funzioni della somma e della differenza di due variabli non

presentano espressioni tanto semplici quanto quelle ehe si hanno dai

seni e dai coseni : esse sono della forma

ff\\ ff \ I
*(*)+» ff \ nf N ?(*)—»

* +

#

*—

y

/-
i ^ />/ » i

ftä+y ^ ^ / >w f(x)-y
•i + y *—y

7. Sia x un radicale, eguale a V%, sostituendo questo valore nell
1

equazione fz (x) = <p (.r 2)— 2, sarä f(Y%) = V?(*)—2, come pure

f (V*) — v^>(*)~+2. Se poi « fosse una radice immaginaria eguale

a bV^Ä, si trova subito

f(bV~l) = bV^l— j-4= = V~[(6 + y) = f3Ty(7>),
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3ß0 Carlini.

8. Sia ora x composta di quantitä reali e d'immaginarie, ossia

della forma a 4- bV^A, sarä — = , e quindi
1 x a2+63 l

Facciasi y«2 + 63 = c e sarä

e nel caso particolare di 6 = Y\—az

f(tv) =26 •=! , y (#) = 2«.

9. Facciamo nel caso generale b negativo ed indichiamo con x
il valore che prende x, sarä

e combinando queste equazioni colle precedenti

f(x) + /" O') =2;/(c) ?W + P («0 = * 7 ? 00

f(*)—f 0*O - 2 i /=T y (c) - j /=! (y (*) + ? (#'))

?(*) - ? (O = 2 7 ^=l f 00 = 7^ (/" (*) + f 0O-)

10. Ora introdurremo due nuovi simboli, f[x\,<o [x] i quali rap-

presentino rispettivamente i valori di x nelle equazioni f (x) = z,

f (x) = z, sarä

f [*] == 2
' ? M = 2

'

d'onde risulta f* [>] + y
2
[*] =«(/'[*] + ? [*]).

Se poi z fosse quantitä immaginaria = b Y~^i, si troverebbe

f \b 1/=I] = Y~=\ <? [b] , <p [by—[] = Y~ifib],

11. Rappresentiamo ancora la variabile col seno d'un angolo,

e sia x = sin z, avremo facilmente

i cos2 % cos z

f (sin z) = sin z — -—- =
:
— = — ,v sin % sin z fang. %

. 1 sin ss
2 + i

<p (sinz) = sin z -\- -— =• —
;

.
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Sülle proprietit delle funzioni algebriche conjugate. 301

Facciamo successivamente, x = cos z , x = tang z, ed otter-

remo

f (cos %) = — tang z sin z , f {sin z) f cos z = — sin 2z ,

f (tang z) == — f (cot z) =— cot 2z.

12. Nella funzione i nversa /' [z] facciasi z = 2 tang y, sarä

1 siny+ l

/•[«] = to^ y ± Vl+tang*y = tang y ±— = -^j--

Nella funzione inversa y [2;] facciasi « = 2 sm 2/, sarä

(p [z] = siti y ± ^^T cos ?/ = e^ s/- x
.

13. Pertrovare altre proprietä delle funzioni conjugate conside-

riamo le funzioni di funzioni, ossia le espressioni f(fx), 'j> (<p x),

f (<p x), f (f&)\ avremo in primo luogo

1

.
etf

. l l ^_3+
2̂ ? (*«)-3

f(fx) =*-- r
= _--_-

x x

e collo stesso processo

'^'""Töö"' ^)=_
K^r'

?(At)== ~7^T'
ove si vede che, nelle funzioni che contempliamo, alternando i due

simboli f e f si ottengono valori differenti fra loro.

Formando la serie f(x),f(fx), f (ffoe) ecc. ed indicando

con F (11) il termine w-esimo, si avrebbe per detenninarne il valore

da risolvere l

1

equazione a differenze finite A F (n) = — e

cambiando soltanto il segno si avrebbe 1' equazione relativa alla

funzione <p.

14. II differenziale primo di ciascuna delle due funzioni /'(.r),

? 0*0 v 'ene facilmente rappresentato per mezzo della funzione con-

jugata ; i differenziali secondi poi risultano eguali e di segno con-

trario; in fatti si ha

df(x) . . 1 1 , .— - = 1-4- — == — 9 (x) ,

dx ~
x z x r v J

dvx 1 1 „ _, N- i - -* = - / w
^ =

ir (? 0*0~/W) = - ^ »
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362 Carlini.

Per le funzioni inverse si ha

dfl%] PW dy[»] ?
2 W

15. I differenziali di f(jvf& ?(#) danno subito i massimi e

d/Ta) 1

minimi di (fueste due funzioni. Fatto = — <p (x) — si ha
rf.r x

y (x) = , oppure x = oo ; ma y (a?) non e mai zero , dunque

f(x') non ha ne massimo ne minimo. Fatto = — /'(a/)=
rf.r x

dovrä essere /(.r) =0, od a? = oo. Ora /"(a?) = quando

x = -f- 1 e quando a?=— 1 , dunque <p (V) avrä un minimo

positivo quando x=-\-i ed un minimo negativo quando x=— 1,

il primo = -|- 2 ed il secondo =— 2.

16. II Du Sejo ur e dopo di lui il Cagnoli insegnarono il modo

con cui si possono risolvere le equazioni algebriche di secondo grado

mediante Tuso delle tayole dei seni. In verita la formule dirette che

danno le radici di queste equazioni sono tanto semplici che sembre-

rebbe cosa supertlua il ricorrere alle tavole delle funzioni circolari.

II Cagnoli suddetto fa pero osservare che „se i coefßcienti delle

„equazioni sono grandi, oppure frazionarj, il calcolo diretto divien

„longo e laborioso, mentre la trigonometria porge i mezzi di renderlo

„facile e breve". Ma un obbiezione piü forte contro il metodo trigo-

nometrico e quella che abbiamo accennata da principio, di far dipen-

dere la determinazione di quantitä algebriche dalle funzioni circo-

lari; le quali sono inoltre di un uso incomodo nella pratica per dover

calcolare gli archi sul sistema sessagesimale non ancora bandito dalle

moderne tavole e per dover porre attenzione al quadrante nel quäle

gli archi stessi devono essere presi. Ora questa scelta richiede

diverse regole, nell'esposizion delle quali il citato autore impiega piü

di tre pagine della sua opera in quarto.

17. Tutte queste difficoltä non sussisterebbero se si usassero

invece le funzioni f(x), y (x~), ma bisognerebbe che di esse fossero

giä calcolate le tavole. Ora per mostrare con alcuni esempj l'uso che

se ne potrebbe fare ho aggiunto a questa memoria un frammento di

esse esteso da x = 1,060 ad x = 1,300 per ogni parte millesima

deir argomento, e con sei cifre decimali come nelle tavole logarit-

miche diUrsinus ediBremiker.

18. Tornando alle equazioni di secondo grado, sia data l'equazione

generale p z—ap = b; facciasi p = xYb, e sarä bx z—aYbx = b,
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ax j n i
1 a o.

ossia ^r a = 1, o nnalmente x = — . Si trovera dunque
I/o x yb

l

a
x cercando il numero che nella tavola corrisponde a f'(x) = —

,

V

ossia la funzione inversa che ahhiamo rappresentata con f I —^ I
,

e moltiplicando questo numero per Vb si avrä il valore diy;; l'altra

radice poi sarä = a—p.

Siaper un esempio a =— , 6=4, sarkf(x) =— = 0,428571,

a cui corrisponde nella tavola x = 1,236987. Di qui si deduce

la radice cercata p = x Vb — 2,473974.

Se il coefiiciente a fosse positivo, invece della funzione f si

farebbe uso della funzione <p.

19. Si osservera senza dubbio che questo processo non dispensa

al calcolo d'una radice quadrata, e che percio non presenta un

deciso vantaggio sulla soluzione diretta. Ma noi l'abbiamo qui

esposto al solo intento di mostrare che quando fossero costrutte le

necessarie tavole, sarebbe preferibile al processo trigonoinetrico del

Cagnoli. Questa dichiarazione vale anche per la soluzione delle equa-

zione di terzo grado che passiamo ad esporre.

20. Sia data a risolvere Tequazione cubica mancante del secondo

termine p 3 -\-ap =6; facciasip = ^rA/ — , sarä <7
3

()
i+ a\j

aq=b,
(3.3

t 3 V3/ \ 3

)
b '

Paragonando quest' equazione coli' altra, trovata al Nro. 4,

p {x)-\- Z f{x) ==f(x^), si vede subito che devesi cercare nella

tavola della funzione /' (x) quel valore di x che corrisponde ad

f (x) = (-)- b. Questo valore sarä realmente quello di x 3
, onde

estraendo la radice terza si avrä quello di x e successivamente

q =/0*0 e P = q\l-
21. Sia data, per un casoparticolare, Pequazione^ 3 -\--p =—,

q
4 19

fatto p = -, verrä trasformata in q
3 -\- 3q = 0,421053. Cercando

nella tavola di f (x) il valore di x che corrisponde a questo numero,

si trova la cifra 1,232446 che rappresenta x 3
. Estraendo la radice

terza si ha x = 1,072151, a cui corrisponde nella tavola f(x) =

q == 0,139445, d'onde si deduce finalmente p = - -= 0,069725.
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Se si fossero cercate Ie funzioni /"nella parte della tavola che

corrisponde agli argomenti negativi, si sarebbe trovato, per

f (#) = 0,421053, x* = — 0,811394, x = — 0,932705, ma
per f{x) sarebbe risultato lo stesso valore 0,139445. L'equazione

ha inoltre altre dae radiei immaginarie.

Qui noteremo che nel caso particolare dell'equazione cubica la

quäle da Tanomalia vera nel moto parabolico delle comete in funzione

del tempo, si risparmia la sostituzione di ^y - a p, essendo essa giä

della forma p 3
-f- 3^ = b.

22. Qnando neirequazione da risolversi il coefficiente a e nega-

tivo, si fara uso della formula y
3 (a?)—3y (a?) = <p (,t* 3) trovata nel

Nro. 4, e si opererä come nel caso precedente. E perö da avvertirsi

che la funzione y (a?), come si e detto al Nro. 15, non potendo mai

esser minore di + 2, essa non puo piu servire alla soluzione dell
1

(3\-
-J

3 6<2. E poi facile riconoscere che allora

1'equazione proposta cade appunto nel caso irreduttibile.

23. Ilmetodo trigonometrico, oltre alvalere ancheperquesto caso,

sembra avere sul nostro il Arantaggio di richiedere la trisezione d'un

numero in luogo dell'estrazione d'una radice terza; ma da questo

lato sarebbero paroggiate le partite quando in vece d'una tavola delle

funzioni fe (p si costruissero quelle dei loro logaritmi, come si e

fatto pei seni e coseni. Del resto (se non fosse una vista d'economia

di mezzi che consiglia di servirsi di tavole giä costrutte e che

servono al tempo stesso ad altri usi) potendosi, come si e veduto,

un equazione generale di terzo grado mancante del secondo ter-

mine ridurre ad un'altra che abbia per coefficiente del terzo

termine un numero determinato, per esempio +3, le suddette equa-

zioni si protrebbero risolver tutte, senza un giro d'operazioni, con due

tavole, inverse per rispetto ai valori delle radiei della data equazione,

le quali dassero immediatamente quelli delle due funzioni q
s—3q e

qt + Zq.

24. Dalla considerazione delle funzioni f(x), f (je) si passa facil-

mente a quella dei seni e coseni iperbolici trattati per la prima volta

e ridotti in tavole dal celebre Lambert, nell
1

opera Beiträge zum

Gebrauche der Mathematik. Basta supporre che nelle prime in

vece della quantitä x si sia preso per argomento il logaritmo

iperbolico di x che indicheremo con y. Si ha allora x = ey, e
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\ gy f>—y 1 e* -4- c~y

quidin - f'(x) = , - f (x) = . II Talente calcolatore
L IL £ iL

Gud ermann di Cle ves in una Dissertazione inserita nel „Giornale

di Crelle" ha piü estesamente trattato di queste, ch'egli chiama

Potential- Functionen , e ne ha date delle amjtie tavole. Final-

mente di queste medesime funzioni ha rccentemente trattato il Prof.

Mossotti in im artieolo inserito nel fascicolo di ottobre deiranno

1851 del giornale che si pubblica a Roma dal Sigr
. Tor toi ini.

I seni e eoseni iperbolici ossia Ie Funzioiii poteuziali si cam-

biano, come e noto, in seni e eoseni circolari quando lo variabile y e

della forma hy~{. Si rileva da ciö che, [»er progredire gradatamente

nell'istruzione analitica, si sarebbe dovuto cominciare dalla conside-

razione delle funzioni che abbiamo disegnate sotto i simboli /' e f,

indi passare ai seni e eoseni iperbolici e da questi ai seni e eoseni

circolari; ma la stretta relazione che questi ultimi hanno colla geo-

metria e stata cagione che si venisse alla loro trattazione senza

seguire una via progressiva.

25. Esamineremo ora la natura delle curve che hanno per equa-
1 1

zione z = x , z = x -\— ele relazioni che fra esse sustistono.
.r x

Sia AB Tasse delle ascisse comune ad entrambe, DE quello

delle ordinate, Cn — CN la linea che si prende per unitä; la curva

che rappresenta la prima delle succenate equazioni avrä i due rami

/'///", FNF e taglierä Tasse delle ascisse nei punti n ed N. L'asse

delle ordinate sara un assintoto dei due rami, e I'altro assintoto sarä

una retta TtfCII inclinata al primo di 45». Infatti Tordinata P\\ della

retta, eorrispondente alTascissa CP = x e evidentemente eguale

ad x, dunque la distanza 3711 sara eguale a , e diverra nulla
X

quando x= c*o. E siecome Tequazione proposta e di secondo grado,

la curva da essa rapjtresentata sara necessariamente un
1

Iperbola,

il cui asse sara inclinato a quello delle ascisse di 22° 30'.

26. Le coordinate dei vertici v, Fdell'iperbola siavranno facendo

1

z = x tang 22° 30', ossia x — x (Y%-\), dalla quäle equa-

1 1— 1/2
zione si deduce Tascissa x = -jp, e Tordinata z=—j-^- Ledistanze

y 2 y2

poi dei vertici suddetti dalTorigine delle coordinate, ossia i semmiassi

maggiori Cv = CV, saranno = Vx~+y'~ = Y2(^2—iy
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Sia Tascissa CII (presa sull'assintoto TtfCTI) = t e l'ordinata

UM parallela all'altro assintoto = u, si avrä, per ciö che si e detto,

1
u = , ed essendo t = xYi, verrä l'equazione tu=—Vi-

X 1

27. Gli stessi processi applicati ai rami yy
1 <£><&* dell' altra

iperbola rappresentata dall' equazione y>(x)=z, ci fanno conoscere

che gli assintoti sono i medesimi della curva giä considerata, cioe

Passe delle ordinate ed una retta ad esso inclinata di 45°.

Le ordinate dei vertici si hanno ponendo x-\-~ = xtangQl°30'
1

x
= x (V2+i), onde risulta x = — • Si vede adunque che i vertici

delle due iperbole hanno le medesime ascisse. L'ordinata z sarä

=—r=~ 5 e quindi la reciproca distanza dei vertici = 2y' 2 • Final-

mente il semiasse maggiore risultera = Vz(^2 + 1)-

L'equazione riferita agli assintoti sara per la secondo cnrva,

tu = -f- V% onde si vede che nelle dne curve Tasse delle ascisse

preso sull
1

assintoto essendo il medesimo, le ordinate riescono eguali

ma di segno contrario.
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Frammento della Tavola.

X
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X
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Carlini Sülle proprieta delle (unzioni algebriche coniufate

Ans i Ick Hof li Staxbdnuktra.

Sibnmgsb. .1. k. Akad.d.W math luttnrw CI.fllIBd.2Heft.tt54.
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