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1. Einleitung

In den Arbeiten [4] (1938) und [5] (1940) hat H. L. Krall iber Momenten-
determinanten alle moglichen Fille fiir Orthogonalpolynome, die Losun-
gen von Eigenwertproblemen mit linearen homogenen Differential-
gleichungen vierter Ordnung sind, angegeben. Dabei entstanden
Differentialgleichungen vierter Ordnung fiir die klassischen Orthogonal-
polynome und fiir drei weitere Fille, die von A. H. Krall in [3] (1981) als
Laguerretyp, Legendretyp und Jacobityp bezeichnet wurden. Schon H.
L. Krall hat in seinen Atbeiten gezeigt, daf3 in den drei letzten Typen
Gewichtsfunktionen mit Unstetigkeiten in den endlichen Endpunkten
der Orthogonalititsintervalle auftreten. Wahrscheinlich handelt es sich
dabei um die ersten Polynomtypen, die im Sinne eines “gemischten”
Skalarproduktes orthogonal sind.

In einer vorangehenden Arbeit [7] wurden die Differentialgleichungen
vierter Ordnung fiir die klassischen Orthogonalpolynome auf eine von
H. L. Krall verschiedene Art gewonnen. Dabei sollten insbesondere die
endlichen klassischen Orthogonalsysteme (Romanovski — Jacobi, Roma-
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novski — Bessel und Romanovski — Pseudojacobi) Beriicksichtigung fin-
den. Hier folgen die Orthogonalpolynome vom Laguerretyp, Legendre-
typ und Jacobityp. Uber die Arbeit von A. H. Krall [3] hinausgehend
werden unter Verwendung des Satzes von Favard ([1], [6]) alle miiglichen
positiv definiten (unendlichen und endlichen) Orthogonalsystemse, die aus den
entsprechenden Differentialgleichungen vierter Ordnung hervorgehen,
angegeben. Dabei zeigt sich, daf3 die dreigliedrigen Rekursionsformeln
tiir die monischen Polynome vom Jacobityp wesentlich einfacher als in [3]
ausfallen. Auflerdem konnen Differentialgleichungen zweiter Ordnung
tiir die Polynome vom Laguertetyp, Legendretyp und Jacobityp angege-
ben werden. Deren Berechnung danke ich Herrn W. Koepf (Zuse-
Zentrum, Betlin-Dahlem).

2. Differentialgleichungen, Polynomdatstellungen,
dreigliedrige Rekursionen

2.1. Laguerretyp

Fiir die Polynome vom Laguerretyp entnimmt man [5] die Differentialglei-
chung vierter Ordnung

xzy,IIV +2x(x+2) g + x(x +v+4)y) + (ox+2v—2)y, = X, y,
(2.1.1)
(n=0,1,2,...; y, sind Polynome vom 7-ten Grad in x;v ist ein reeller
Parameter; A, sind die Eigenwerte).
Der Ansatz

n

() =D a5 (a4, #0) (2.1.2)

£=0
liefert die Eigenwerte
Ap=n(n+v—1) (2.1.3)
und die dreigliedrige Koeffizientenrekursion
(n—k)(n+k+v—1a,,=(k+1)[(2k+2) (£+1) = 2]a, s
+ k(e + 1) (£+2) (£+ 3)a,e42

(f=n—1,n—2,...;a,,4+1 = 0). Daraus ergibt sich

n—1)°  (n—j+1)* - 2

7! (n—j+1)(v+2n—2)

””,u—j = A
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firn=1,2,3,...und j = 1,2,

, 1, wenn v # —2n + 2 vorausgesetzt
wird. Damit entstehen fiir (2.1.1) die (monischen) Polynomlésungen

—n,—n 1 2n" ! —m1—n 1
)’/:(X)ZX”ZF0<___§;> —ZFO( ; )

)

—y+2n—2 x

L 2nx"! Y Tox4me—x—n+1 1
X T ¥ oam—2P!

l
%wc+ﬂx—x—n X

(2.1.4)
(n=1,2,3,...;0# —2n+ 2;a,, = 1; Lagnerretyp).

Fiir die monischen Polynomlésungen (2.14) von (2.1.1) findet man
neben yo(x) =1 und y1(x) = x — ¢p mit ¢o = % — 1 die dreigliedrige
Rekursion

mit

Jar1(x) = (x =) yu(x) —dy yu-1(x) (n=1,2,3,...) (2.1.5)

2(v —2) oy—1. 4 n*(v+2n— 4) (v + 2n)
—an— 1, n=
(v+2n—2) (v+ 2n) (v+ 21— 2)°

(2.1.6)
Die Differentialgleichung (2.1.1) geht nach Multiplikation mit einer zwei-

mal differenzietbaren Funktion » in die selbstadjungierte Form
(" y,)" 4 {lwe(oe 0+ 4) = ()] 5} = n(n 40 = Dy,

tiber, wenn fiir » die Differentialgleichungen

n

2wx?) = 2wx(sc +2) und  [wx(x+v+4)] — (wx?)"
=w(ox+v—2)

gelten. Daraus entsteht » = ¢*, und man erhilt zu (2.1.1) die selbstadjun-
gierte Form

(xzexyf,')” + [(x — Z)KXJ:,]I =n(n+v—1)e*y,.

(2.1.7)
Mit Hilfe Zeilberger-artiger Algotithmen ergibt sich fiir die Polynome

() aus (2.14) die Differentialgleichung zweiter Ordnung

x[(v42n) (v + 21— 2)2c + 2(0 — 2)] ) + [(v + 27) (v + 22 — 2)x
(x+1) +2(r — 2) (x +2)] 5,

=[(v+2n)(v+2n—2)x(x+1)+4v+nrn—1)]y, (2.1.8)
(n=0,1,2, .),in der alle Koeffizienten von 7 abhingen.
y Ly 4y 5 g
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2.2. Legendretyp

Fir die Polynome vom Legendretyp entnimmt man [2], [4] und [5] die
Differentialgleichung vierter Ordnung

(x2 — 1)2);,111/ + 8x(x2 — 1)y

) a0, (2.2.1)
+ 4(t + 3) (X - 1)}}/1 + SIXJII = )\”-)l"
(n=0,1,2,.. ;y,sind Polynome vom #-ten Grad in x; ¢ ist ein reeller

Parameter; A, sind die Eigenwerte).
Der Ansatz (2.1.2) liefert die Eigenwerte

Ay = n(n+ Dn(n+1) +2(22 — 1)] (2.2.2)
und die dreigliedrige Koeffizientenrekursion
(n—R)(n—k+1)[n(n+1)+ £(£+1) +2(2t = 1)]a,,
=—2(k+1)(£+2) [k(£+3) + 2(¢+ 3)]app2 + (£ + 1)
(B +2)(£+3) (A+ 4)a,ita
(k=n—2,n—4,...;4,,42» = 0). Daraus ergibt sich
(=) n(n=1)  (n—27+1) 2t +n(n—1) +4/]
G T oI —1) (2 —3) (-2 + 1) [2 Faln— )]

firn=1,2,3,...undj = 1,2,.. ,n wenn 2¢ # —n(n — 1) vorausge-
setzt wird. Damit entstehen fiir (2.2.1) die (monischen) Polynomlésungen

—12 Lon 2t +n(n—1)]+1 1
o 2 ) 4 .
_)/”(.X') X 3F2( — + %’ %[2[ + ﬂ(ﬂ _ 1)] ,xz (2.23)

(n=1,2,3,...;2t # —n(n — 1);a,, = 1; Legendretyp); es handelt sich
um symmetrische Polynome.

Fiir die monischen Polynomlésungen (2.2.3) von (2.2.1) findet man
neben yo(x) = 1 und y;(x) = x die dreigliedrige Rekursion (2.1.5) mit
co = 0und

P4 (= 1) (r— 2] 2+ (1) 5+ 2)
(2n—1) 2n+ 1) [2t + n(n— 1)) [2¢ + n(n + 1)]
(2.2.4)

n = 07 d, =

(n=1,2,3, ).
Die Differentialgleichung (2.2.1) geht nach Multiplikation mit einer
zweimal differenzierbaren Funktion » in die selbstadjungierte Form

(= 1)%0" + [{4w( +3)(* = 1) = ol(=* = )7}, ]
= n(n+ D[aln+1) + 227 —1)] 3,
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iber, wenn fiir » die Differentialgleichungen
2fw(x? = 1)) = 8ax(xc? — 1)
und
[ (7 +3) (* = 1)) = (= = 1)) = Bwsxc

gelten. Daraus entsteht » = 1, und man erhilt zu (2.2.1) die selbstadjun-
gierte Form

(> =1)%0]" + [4(x® —1=2) 3] = 2+ ) n(n+1) + 2(26=1)] y,
(2.2.5)

Hier ergibt sich fiir die Polynome y,(x) aus (2.2.3) die Differentialglei-
chung zweiter Ordnung

(x2 — D){4(x* = 1) (n — 1) (n+2)[n(r + 1) + 4¢]
+16[(2 4 3)x* — # — 1]}y + 2{4(x* = 1) (n — 1) (n + 2)[n(n + 1)
+ 44 +16£[(# + 3)x? — £+ 1]}y, = n(n+ 1) {4(x* = 1) (n — 1)
(n+2)[n(n+1) + 4]
+16(n — 1) (n + 2) + 16£[(¢ + 3)x* — t + 1]}y, (2.2.6)

(n=0,1,2,...), in der alle Koeffizienten von » abhingen.

2.3. Jacobityp

Fir die Polynome vom Jacobityp entnimmt man [5] (in [3] berichtigt) die
Differentialgleichung vierter Ordnung

(x = %) %0" 4 2(x? = ) [(r + 2)x = 2]y} + r[(r +f +3)x
—f =4y, +rl(fr=2)x—f+2y,= Ny, (2.3.1)

(n=0,1,2,...;y, sind Polynome vom #-ten Grad in x;f und r sind
reelle Parameter; A, sind die Eigenwerte).
Der Ansatz (2.1.2) liefert die Eigenwerte

ANp=nln+r—=Dpr+r—1)+r(f—1) -2 (2.3.2)
und die dreigliedrige Koeffiziententekursion

(n—k)Y(n+hk+r—Dn+e+1)n+r—2)+r(f-2)

—k(n—Fk—1)]ae=—(k+ D2k +2)(r+ £ — 1)

+r(f — 2)(k+ 1)]|anerr + AL+ 1)(k+2)(k+ 3)a,pt2
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(k=n—1,1—2,... sa@un+1 = 0). Daraus ergibt sich

L (=1¥Yn(n—1) (m—j+ 1)+ Vn...(n—j+2)
P A+ V) (2ndr=2)2n+r—3)  (2udr—j—1)
2j(n+r—2)

2n(n+r—2)+r(f—2

n —j + 1-— ) ‘Zn,ﬂ (233)

firn=1,2,3,. und;=1,2,...,n,wennr # 2 —2n,3 — 2n,. und
r(f —2) # —2n(n+ r — 2) vorausgesetzt werden. Unter Verwendung
der Abkiirzungen

s=r(f—=2) und #=2(n+1)(n+r—2)
entstehen dann fiir (2.3.1) die (monischen) Polynomlosungen
—n,—n 1
() = x2F ;—
i) 2 1(2—7’—277 x)
2n(n+r — 2)x"! —m1—n 1
2Fi =
2r+r—=2)2n(n+r—2)+ 4 3—r—2n x

—ns— (n—1V)u
—n,—1 —n, a1
= x"F sTA 2.3.4
X3i2 5 5 —(n+1)s—mn x ( )
Dy T
’ stu

(n=1,2,3,.. ;r#2—21,3~2n,.. unds# —2n(n+r—2);a,, =
1; Jacobityp). Fir die monischen Polynomlésungen (2.34) von (2.3.1) findet
man neben yo(x) = 1 und y1(x) = x — ¢o(co = ;775—7) die dreiglie-
drige Rekursion (2.1.5) mit

as? +8n(n+ 1) (ntr—1)(n+r—2)s+4n(n+1)(n+r—1)(n+r —2)8
2n+r)2n+r—=2)2nn+r—2)+s] 20+ )(n+r—1)+ 4
(2.3.5)
(a=2(m*—n—1)+Q2n+1)r, B=2u(n—1)+ 22+ 1)r) und
J :ﬂz(ﬂ+7‘—2)2[2(ﬂ—1)(ﬂ+r—3)—|—J‘][2(ﬂ+1)(7¢+7‘—1)—{—J]
’ 2n4r=3)2n+r—2)2Q2n+r—1)2n(n+r—2) +4?
(2.3.6)

(n= 1,2,3,...).
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Die Differentialgleichung (2.3.1) geht nach Multiplikation mit einer zwei-
mal differenzierbaren Funktion » in die selbstadjungierte Form

[(x? = )20 + [{wrs|(r + f +3)x = f — 4]
- [W(XZ - X)Z]”})’:z]l = Ay,

iibet, wenn fiir w die Differentialgleichungen
2[w(x? — %)% = 2w(5? — x)[(r + 2)x — 2]

und

!/

(o4 +3)x = f =4} = bl = )]
— wrl(of — 2)x— +2)
gelten. Daraus entsteht w = (1 — x) 2 (0 < x < 1), und man erhilt zu
(2.3.1) die selbstadjungierte Form
(1 = 2) )"+ [{roe(t = 2) [+ f +3)xc — £ — 4]
— A=) 1" ) = aletr =Dt r = 1) +7(f - 2)
+r=2](1 —x)"%,. (2.3.7)
Fiir die Polynome y,(x) aus (2.34) ergibt sich die Differentialgleichung
zweiter Ordnung
(x2 — x)[dsen(n — V)(n+r+1)(n+r—2) +xr(rf — 2)(4n+ f — 2)
—2r(f = 2]y +{4(0 = ) [oen(n = V) (n + 7 + 1)) (n + r = 2)
erfn(n = 1) + xrn(rf —2) = r(f = 2)] = 2r(f = 2)[x(+f - 2)
—f+2}y =nln+r—Ddxn(n—1)(n+r+1)(n+r—2)
+oxr(rf —2)(4n+f—2) —4(n+1)(n+2) —4r(n+ f — 1)] 3,
(2.3.8)

(n=0,1,2,...), in der alle Koeffizienten von # abhingen.

3. Orthogonalitit

Die Orthogonalititsfunktionale zu den Polynomlésungen y,(x) von
(2.1.1), (2.2.1) und (2.3.1) koénnen wegen des Vorliegens dreigliedriger
Rekutsionen mit Hilfe des Satzes von Favard ([1], [6]) ermittelt werden.
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Der Satz von Favard besagt folgendes: Fur die aus den dreigliedrigen
Rekursionen (2.1.5) hervorgehenden (monischen) Polynome y,(x) exis-
tiert genau dann
2) ein quasidefinites Orthogonalititsfunktional L, wenn die 4,
(n=1,2,3,...) aus (2.1.5) von null verschieden sind;
b) ein positiv definites Orthogonalititsfunktional L, wenn die ¢,
(n=0,1,2,...) reell und die 4, (»=1,2,3,...) aus (2.1.5) positiv
sind.

Nach Festlegung von L[1] = 4 gilt dann

L[_)’m)’w] = dO dl cee dn(sn,m (31)

(n,m=0,1,2,...;8,, ist das Kroneckersymbol; bei 2) mufl 4y # 0 und
bei b) dy>0 festgelegt werden).

Die Berechnung des Funktionals L erfolgt mit Hilfe von L[ y,| = 0 fiir
n=1,2,3,... Endliche Orthogonalsysteme lassen sich im Sinne von
[6] ermitteln.

3.1. Laguetretyp

Durch Aufschichtung der 4, aus (2.1.6) entsteht

didy . d = nlnl(v — 2)(v + 2n)
v(v+2n—2)

wozu man im Hinblick auf die unten angegebene Realisierung

(n=1,2,3,...),

v
=) L[] =
(d =) L) =
festlegen kann. Damit ergibt sich formal fiir die Laguerretyp-Polynome
nlnl(v+ 2n)
L mym =—5ﬂl}l ) :0:1727"' . 311
o) =22 25, ()

Dazu bestehen folgende Moglichkeiten fiir Orthogonalitat:
a) Fir Orthogonalitit im guasidefiniten Sinn braucht man 4, #£ 0, also

vE4—21 (n1=1,2,3,...). (3.1.2)

b) Fiir Orthogonalitit im pasitiv definiten Sinn braucht man bei einem unend-
lichen Orthogonalsystem d,, > 0 fiir alle n € N, also » > 2.

o) Fiir Orthogonalitit im positiv definiten Sinn braucht man fiir ein endliches
Orthogonalsystem mit N + 1 Polynomen (N € N)d, > 0 firn=1,2,...,
N, also

y=—2N—p mit 0<p<2. (3.1.3)
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Eine Realisierung des Orthogonalititsfunktionals L ist bereits bei H. L.
Krall in [4] zu finden:

p o (D)2 fur neN,
L[X]:J )= e a—o

=2 (3.1.4)

o {77 i x=0,
mit =
T e fiir —oo<x <0,
Mit diesen L[x”] ergibt sich fiir die Laguerretyp-Polynome tatsichlich
L[y, =0firn=1,2,3,... Fir entsprechend meBbare Funktionen g
und 5 148t sich (3.14) das Skalarprodukt

= 5(0)70) (3.1.5)

(8,4) = J_ e g(x)h(x) dx +

) —

(Uberstreichung bedeutet konjugiert komplex) iiberordnen.

3.2. Legendretyp
Durch Aufschichtung der 4, aus (2.2.4) entsteht
12.22.32 .22t 4+ (n+ 1) (n + 2)]

didy ..d, = d
12,3252 (20— 1)* 2n+ 1)(z + 1)[2¢ + n(n — 1)]

(n=1,2,3...), wozu man in Hinblick auf die unten angegebene Rea-
lisierung

(do=) L[1] =2
festlegen kann. Damit ergibt sich formal fir die Legendretyp-Polynome

B 2ulnlt2t 4+ (n+ 1) (n + 2)]
S 1.3.3.5.5... (20—1)(2n—1) 20+ 1) (¢ +1)[27 + n(n — 1)]
(3.2.1)

L[J’n,)’m]

(n,m=0,1,2,...). Dazu bestehen folgende Méglichkeiten fiir Ortho-
gonalitit:
2) Fur Orthogonalitit im guasidefiniten Sinn braucht man d,, # 0, also

2t # —n(n—1) (n=1,2,3,. .). (3.2.2)

b) Fiir Orthogonalitit im positiv definiten Sinn braucht man bei einem #nend-
lichen Orthogonalsystem d,, > 0 fur allen € N, also # > 0.
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©) Fiir Orthogonalitit im positiv definiten Sinn braucht man fiir ein endliches
Orthogonalsystem mit N + 1 Polynomen (N € N)d, > 0firn=1,2,...,
N, also

2t=—-N(N—-1)—p mit 0<p<2N. (3.2.3)

Eine Realisierung des Orthogonalititsfunktionals L ist bereits bei H. L.
Krall in [3] zu finden:

1 M)— fur #=20,2,4,...,
B 0 fir n=1,35, ...
(3.2.4)

1 fur x =1,

B
W(x) = H—_xl fir —1<x<1, (3.2.5)

-1 fur x=—1.

Mit diesen L[x"] ergibt sich fiir die Legendretyp-Polynome y,(x) tatsi-
chlich L[ y,] = 0 fiir » = 1,2,3,.... Fir entsprechend mef3bare Funk-
tionen g und 4 14Bt sich (3.2.4) und (3.2.5) das Skalarproduks

= [ s 2D DD

iiberordnen.

3.3. Jacobityp
Durch Aufschichtung der 4, aus (2.3.6) entsteht
didy...d,

(M2 (r = )52+ 1) (n+r— 1) + 4]
(ntr=1°%0+n*  @rt+r—2)2Co+r—1)R0—1)+52a(n+ r—2)+s]

(n=1,2,3,...), wozu man in Hinblick auf die unten angegebene Rea-
lisierung

(do =) Ll1] = %
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festlegen kann. Damit ergibt sich formal fiir die Jacobityp-Polynome

L[]‘,,,],,,]
_ (W) 2(f = 2R+ V(47 —1) + 56,
(n+r—12% 0+ @i+r—2)°Cr4r—1)[20—1) +s2n(r+n—2) + 5]
(3.3.1)

(n,m =0,1,2,...). Dazu bestehen folgende Méglichkeiten fiir Ortho-
gonalitit:
a) Fiir Orthogonalitit im guasidefiniten Sinn braucht man d, # 0, also
r#2—n und s# =2(n—1)(n+r—-3) (n=1,2,3,...).
(3.3.2)

b) Fiir Orthogonalitit im positiv definiten Sinn braucht man bei einem #nend-
lichen Orthogonalsystem d,, > 0 fiirallen € N,alsor > Tunds > 0 ( f > 2).
¢) Fiir Orthogonalitit im positiv definiten Sinn braucht man fuir ein endliches
Orthogonalsysters mit N + 1 Polynomen d, > 0 firz=1,2,..., N, also
etwa

cl)r>1 und —-2(N+2)(N+r)<s<
—2(N+1)(N+r—1); (3.3.3)
wegen (3.3.3) entsteht / < 2 und 7f < 2, alsody > 0.

Eine Realisierung des Orthogonalititsfunktionals L ist bei H. L. Krall in
[4] und bei A. M. Krall in [3] zu finden:

(1
Lix"=1 x"(1-x) r-2 d(x)
Jo
' ”! fi N (3.3.4)
eN, 3.
. (r—=1)r (n+r—1) o
- rf—2 .
_ fur #=0
L =1(f—2)
mit
x fur 0<x<1,
= -2 3.35
V() —  fur x = 0; ( )

r(f=2)
dabei wird 7 > 1 benétigt und wegen (3.3.2) ist kein Nenner null. Mit
diesen L[x"] ergibt sich fiir die Jacobityp-Polynome y,(x) tatsichlich
L[y, =0firn=1,2,3,.... Fir entsprechend meBbare Funktionen g
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und 4 146t sich (3.3.4) und (3.3.5) das Skalarprodukt
1
e — 2 —
(88 = | (1 =524 B et - sOHO) (339
0 r(f—2)
iberordnen. Auch darin ist wegen (3.3.2) der Nenner von Null verschie-
den. Die Orthogonalitit im positiv defiiten Sinn fir ein endliches Orthogonal-
system mit N + 1 Polynomen (N € N) kann auch durch

¢2)=2N—-1<r<-2N+1 mit s<0 oder
—2(IN+1)(N+r—1)<s (3.3.7)

erreicht werden. Wegen des negativen r witd in (3.34) — (3.36) r durch —r
ersetzt. Das neue

o 42
dr=) L]l =———2——
@ = ne 7
enthalt wegen » < —1 bei s < 0 einen negativen Zihler und Nenner, bei

—2(N +1)(N 4+ r — 1) < seinen positiven Zihler und Nenner. Damit
ist 4y in beiden Fillen positiv.
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