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Résumé

On donne une condition nécéssaire et suffisante pour qu’une équation
fonctionnelle linéaire posséde le prolongement covariant par rapport au
groupe d’itération donné.

AMS Subject Classifeation: 39B12, 39B52, 39B62.

*

En proposant la définition suivante: on dit que 'équation

¢(p(x)) = a(x)¢(x) + b(x), (1)
ona: X — K, b: X — K, p: X — X (Xun ensemble arbitraie et Kun
corps atbitraire) sont les fonctions données et ¢: X — K est la fonction
cherchée, posséde le prolongement covariant par rapport a un groupe
d’itération (the covariant embbeding with respect to an iteration
group) (II(#, .)),ep ot I=R ou I=C et II: T XX — X avec
II(1,x) = p(x), sils existent les fonctions a:Ix X — K et f:
I x X — X telles que pout chaque solution ¢ de (1)

o(I1(2,x)) = a2, x)p(x) + B(#, x), (2)
a(t + s, x) = afs, x)a(t, (s, x)), (3)
Bt +5,x) = B(s,)a(t, (s, x)) + B(£, I(s, %)), (4)

a(1,x) = a(x), B(1,x) = b(x), (0, x) =1, 50, x) =0,
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L. Reich a posé [3] le probleme sous quelles suppositions 'équation (1)
posséde ce prolongement?
Rappelons que pout un groupe d’itération II nous avons

II(#, II(s, x)) = II(# + 5, %) et I1(0, x) = x

et que nous comprenons par I'orbite de II chaque ensemble de la forme
{II(#,) # €I} pour x fixé. Ces orbites sont idéntiques ou disjoints.
Remarquons que la fonction o remplissante (3) est nommeée la fonction
de sortie (the input function — [4], p. 23) dans la théorie des automates
abstraits.

On donne dans [1] 1a solution générale de (3) sous la supposition que I
forme un groupe et K est un semi-groupe avec 'élément neutre et avec la
propriété de la réduction a gauche. Il ya dans [2] la solution générale de (4)
si X forme un intervalle, I = K = R, II est continue et & a la forme spe-
ciale (p.ex.elle est aussi continue).

Donnerons un exemple négatif. I’équation ¢(x) = ¢(x) ne posséde
pas du prolongement par rapport au groupe d’itération II(7,x) =
x + f(£), ol f(¢) est une fonction additive telle que f(1) =0 et f # 0.
En effet dans le cas contraire puisque ¢(x) = ¢ (constante arbitraire) est
une solution de 'équation en considération, donc ¢ = a(#, x)c + B(¢, x)
nous donne a(#,x) =1 et §(#,x) = 0. La condition (2) a dans ce cas
la forme ¢(x + f(#)) = ¢(x), qui n'a pas lieu pour ¢(x) = x. Cet
exemple montre aussi que (3) et (4) n’impliquent pas de la condition
(2). La méme équation ¢(x) = ¢(x) posséde le prolongement covariant
par rapport au groupe ditération II(#,x) = x avec a(t,x) =1 et
B(z,x) = 0.

Le théoréme suivant donne une réponse au probleme plus haut.

Théoréme. L’équation (1) possede le prolongement covariant par
rapport au groupe d’itération II si et seulement §’il n'existe pas d’une
solution de (1) ou bien pour chaque orbite O de IT

(@ Tespace vectoriel 1”des solutions de I'équation

¢(p(x)) = alx)¢(x) (5)

sur O a la dimension égale 4 1 et pour chaque solution ¢ de (5) on a
@(x) = 0sur O ou ¢(x) # 0 ou

(b) cette dimension est zéro et (x) = ¢ (stable), ¢ # 0, sur O et il existe
une solution £: I — K de I'équation

E(t+g) = k(1)k(g) pour t €T et g € {s: II(s,#) = u}  (6)
pour un # de O, telle que £(1) = ¢.



Sut'le Prolongement Covariant d'une Equation Linéaite 175

Démonstration de “seulement si”  Soit O une otbite de II et ¢ et ¢ les
deux solutions de (5). Si ¢ = O sur Oou ¢, = Osur O, les fonctions ¢ et
¢ sont linéairement dépendantes. Soit ¢ une solution de (1), dans ce cas
¢+ ¢:(i = 1,2) est aussi la méme, &’ oud’apres (2)

¢:(I1(#, x)) = a(t, x)d (). (7)

Il en résulte que §’il existe un x tel que ¢;(x) = 0, ¢, = 0 sur Porbite O 2

laquelle appartient x. Si ¢p1 7 0 # ¢, sur O, donc ¢1(x) # 0 # ¢p2(x)
pour chaque x de O. Nous avons donc d’aprés (6)
8:(01(4,%) _ $2(T1(1,) o
$1(x) ¢2(x)

pour chaque x de O, #de I, alors ¢4 et ¢, sont linéairement dépendantes
sur O.

S’il existe une solution de (5) qui n’est pas identiquement zéro nous
avons (a).

On sait [1] que

(,x) = 57" (h(x) + #) pour x € 0,7 € I,

oub: O — I/G (le groupe quotient) est une bijection, G étant un sous-
groupe du groupe (I, +). Nous allons démontrer que si 1 ¢ G, P'équation
(5) possede une solution # 0. Considérons dans I/G la relation équiva-
lence suivante

A pB <& Jnentier: B=A + n,

un sélecteur § de la famille (I/G)/ p, une fonction f*  § — K\ {0} arbi-
traire et une fonction f I/G — K \{0} étant un prolongement de f*
par la relation

FA+1)=a(h™(A)) f(A) pour A € I/G.
En posant A = A(x) pour x € O, nous avons
J(b(x) + 1) = a(x) f(h(x)),
alors
S (b() + 1)) = al) /15067 (b)),
d’ou
S(T(1, 7)) = a(x) f(h(x)),

alor ¢ = f(h) est une solution de (5) qui n’est pas = 0.
St (5) posséde seulement la solution = 0, la dimension de est zéro et
1ecG
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Il existe xg € O tel que A(xg) = G. Nous avons

(1, x0) = h7 (o) +1) = 57(G+1) = 57'(G) = xo.

Il existe, pout x € O, un s(x) tel que II(s(x), x0) = x, alors

II(1, %) = II(1, II{s(x), x0)) = II(1 + s(x), x0)

= II(s(>), II(1, x0)) = II(s(x), x0) = x.

Remarquons que pour @ remplissante (3): (¢, x) = 0 sur I X O ou
a(t,x) #0 sur I X O. En effet sil existe (sg,x0) €I X O tel que
a(sg, x9) = 0, nous avons d’apres (3) que a# + 5o, x9) = 0 pour chaque
tde I, alots a(#,x) = 0 pour chaque # de . Soit x € O et s(x) € I tel
que II(s(x), x) = xo, dou d’apres (3)

a(t + s(x),x) = als(x), x)a(t, I(s(x), x))
= a(s(x), x)a(t,x0) =0,

alors a(u,x) = Osur I x O.

Il en résulte, puisque chez nous a(0,x) =1, que a(#,x) # 0 sur
IxO.

Nous avons d’apres (3) pour s = 1.

a(t+1,x) = a1, x)a(,II(1,x) = a(l, x)a(z, x),

alors
alt+1,x)/a(t, x) = a(l,x) = a(x).
D’apres (3)
Oz(t,x) = a(i,H(.r(x),xo)) = a(f + .r(x),xo)/a(x(x), xo)
et
a(t+1,x) = a(t+ 1+ s(x), x0)/a(s(x), x0)
etdela

a(t+1,x)/a(t,x) = a(xg),

d’ou a(x) = ¢ (constans). Puisque (¢, x) # 0, il doit étre ¢ # 0.
La fonction £(#) = a(#,x¢) pour un x¢ fixé dans O remplit (6) puis-
que pour ¢ € [ etstel que II(s, x0) = x9

a(t+s,x0) = als,xo)a(z, (s, x0)) = a(s,xo)al(t, xq).

Démonstration de “si”” S'il n'existe pas de la solution de (1), cette équa-
tion possede évidemment le prolongement par rapport a chaque groupe
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d’itération. Sil existe une solution ¢ de (5) tel que ¢1(x) # 0 sur O,
posons

_d)l(H(taX))
o) = $r(x)

La fonction o ne dépend pas du choix de la solution ¢ de (5) telle que
@1(x) # 0sur O. En effet si ¢ est une solution de (5) telle que ¢ (x) # 0
sur O, nous avons d” apres la dépendance linéaire de ¢p1 et ¢, sur O que (8)
a lieu.

Remarquons que (0, x) = 1, (1, x) = a(x) et lafonction o remplit
3).

Posons

B(t,x) = ¢(II(2, x)) — a(t,x)p(x) pour x € O et € 1,

pout une solution ¢ de (1). La fonction  ne dépend pas du choix de la
solution ¢ de (1). En effet si ¢* est une solution de (1), différente de ¢ sur
O, ¢ — ¢* est une solution de (5) qui est différente de zéro au moins dans
un point de O, donc ¢3(x) = ¢(x) — ¢*(x) # 0 pour x € Oetdela

B(t,20) = 6 (TL(1,)) + a(T1(1, ) ~ Www ()]

!
(x)
= ¢*(H(fax)) - a(t)x)d)*(x)'

Remarquons que 3(0,x) = 0,5(1,x) = b(x) et (2) a évidemment
lieu. De 1a (4) est aussi rempilie, c.q.f.d.

Si le cas (b) a lieu, alors §’il existe une fonction & remplissante (3),
a(0,x) = 1eta(l,x) = a(x), il suffit poser

Bt x) = $(I1(#, x)) — a2, x)$(x)
pour la solution ¢ de (1) (elle est unique dans ce cas) pour constater que
(2), @) et B(0,x) =0, (1, x) = b(x) ont lieu.

Pour finir la démonstration il suffit donc montrer qu’il existe une solu-
tion c de (3) remplissante a(0, x) = L et a(1,x) = ¢ # 0.

Fixons x¢ € O et désignons par Sk) tel élément de I pour lequel
II(S(x), x0) = x. Lensemble {5(x) } ¢, forme un sélecteur de ensem-
ble I/G et chez nous 1 € G. Désignons par 5 la fonction de I'a I qui est
stable sur les ensembles de la famille I/G et qui est Idéntité sur I'ensemble
{$(2)} vco- Nous avons donc 5(5(x)) = S(x) et on peut presenter cha-
que élément # de I uniquement sous la forme » = ¥(«) + g, otig € G. La
fonction f(n) = f(5(u) + g) = £(g), ot & remplit (6), est bien définie
fonction de I a I qui a la propriété

S [f(w) =flu+g)/f(v+g) pourun,v€letg€ G (9)
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La fonction
a(t,x) = f(2+ 5(x)) [f(S(x))

remplit (3) et a(1, x) = ¢. En effet nous avons

F(S(x)) = FG(S(x)) 4 0) = 4(0) = 1
S+ S(x)) = fES() +1) +1) = &(1) =

alors (1, x) = ¢. De plus

a(t+5,x) = f(t+ 54 5(x))/[f($(x)), als, x) = f(s + 5(x)) [f (S (),
a(t,I1(s,x)) = f(z + S(I(s, 2)) /f (STL(s, x))-
Puisque
II(S(II(s, ) = (s + $(x)), x0) = II(—s — (), IL(s, x))
= II(—S5(x),x) = x0

d’apres II(S(x), x0) = x, alors g:= S(II(s,x)) — (s + S(x)) € G, donc
d'aprés (9) 'équation (3) a lieu.

La démonstration du théoréme est donc finie.

Faisons quelques observations a propos de la supposition (6).

1) Silexisteuns € Otel que G:= {s € I II(s,#) = u} = {0}, chaque
fonction £: I — K telle que £(0) = 1 et £(1) = ¢ remplit (6) et natur-
ellement la condition £(1) = <.

2) SiK = Clafonction £(g) = ¢¢ remplit (6) et naturellement £(1) = ¢.
La méme situation a lieusi] = K = Rete > 0.

3) On peut se passer qu’il n’existe pas la fonction £ remplissante (6) pour
laquelle £(1) = ¢. Eneflet soitI = R, X = [0, 1], K = Q (=le corps
des nombres rationnels), TI(#,x) = 57" (b(x) + #),0ub: X - 1/Q
est une bijection, ¢ = 2. Dans ce cas pour chaque » € O = X on a
G = Q. Supposons qu’il existe une fonction £: I — K remplissante
(6) et telle que £(1) = 2. Nous avons d’aptés (6):

240 =4(5+3) = [«(3)]

donc une cotradiction, puisque /é(%) doit étre rationnel.
Sidans cet exemple K = R et ¢ = —1, nous avons aussi une contra-
diction.
4) Si 1 € G (cette condition a lieu dans le cas (b) du théoreme — voir
la démonstration de ce théoréme), la supposition (6) avec £(1) = ¢
est équivalente a l'existence d’une solution £*: G — K de (6) pour

bl
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t, g € G, remplissante £*(1) =¢. En effet la fonction f(#)=
f(5(n) +g) = £*(g) pour # € I ou 5(#) est la méme que dans la
démonstration du théoreme, remplit (6) et si nous supposons de plus

que 5(0) = 0, aussi /(1) = c.

Remarquons que cela est-ce que (1) posséde un prolongement par
rappott a II ne dépend que des orbites de IT et pour les orbites O, sur
lesquelles (5) a seulement la solution = 0, cela dépend de plus seulement
des sous-groupes G(x) = {¢t € I II(#,x) = x} pour un x de O (G(x)
est le méme pour chaque x dans O).

Remarquons que si

Va3, o —les solutions de (1): ¢1(x) # da(x), (10)
dans ce cas (2) entraine (3) et (4). En effet nous avons d’apres (2)
alt + 5,x)p(x) + Bt + 5,x) = p(I1(2 + 5, x)) — P(IL(2,T1(s, x)))
= a(¢, I(s, x))¢(I(s, x)) + B(2, I1(s, x))
= a(#,I1(s, x))[ou(s, x) () + B(s, x)] + B(#, 1 (s, x))
= a(s, x)a(t, (s, x))d(x) + B(s, x)al2, II(s, x)) + B(2, I1(s, x)),
d’ot
[a(z + 5, x) — als, x)a(t, (s, x))]p(x)
+ [B(¢ + 5,x) — B(s, x)a(2, (5, %)) — B(#,1I(5,x))] 1=0.
Si nous posons ici, pout x fixé, au lieu de ¢ les fonctions ¢; et ¢y,

remplissantes (10), nous recevons le systéme de deux équations linéaires
homogénes avec la matrice de la forme

(011

et avec les “inconnues’ dans les paranthéses [ ]. Puisque le déterminant de
ce systéme est égal 4 @1{x) — ¢d2(x) # 0, donc les “inconnues” doivent
étre égaux a zéro, c.q.f.d.

La condition (10) est évidemment équivalente a la suivante: — il existe
une solution de (1) et pour chaque x il existe une solution ¢ de (5) telle que
¢(x) # 0.

L. Reich a posé dans [3] aussi la question quand

-l

Nous allons faire quelques remarques a cette question.
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Si x appartient a I'orbite O de II pour laquelle le cas (b) du théoréme a
lieu, alors p(x) = II(1, x) = x, a(x) = ¢, donc Péquation (1) a la forme
Bx) = () + b(x). (12)
Puisque dans ce cas équation ¢(x) = c¢p(x) doit avoir seulement la solu-
tion=0,onac# 1, dou
b(x)
1—¢

fx) =

est une solution unique de (12) sur O.

Dans le cas (2) du théoréme pout otbite O chaque solution de (1) sur O
doit étre delaforme deq (x), ot ¢p1(x) Z O est une solution fixée de (5) et
d est une constante, chaque solution de (1) sur O est donc égale a
@(x) + do1(x), ot ¢(x) est une solution fixée de (1). Puisque la limite
dans (11) est déterminée uniquement, seulement une solution de (1) peut
étre de la forme (11). De plus dans le cas (a)

_ 1 (I1(4 %))
at,x) = ) (13)

ou ¢q(x) # 0 est une solution de (5), (11) est équivalente a la condition

L)
T )

SiG:={u el I(nx)=x} # {0},ilexiste dans Gune suite ,, — 0.
II'en résulte que

¢ (w,, %)) _ plx) @1(x) _ o
alu,x)  ¢1(x) = 90,

donc d’apres (14) on a ¢(x) = 0. Cela est possible seulement si b(x) = 0
sur O. Sib(x) # OsurOet G # {0} larelation (11) ne peut avoir lieu pour
aucune solution de (1).

En autres termes dans le cas (a) et si b(x) # O sur O, la relation (11) peut
avoir lieu seulement si G = {0}, ¢. & d. si II(., x) est injective pour cha-
que x de O.

On peut modifier le probleme premier de L. Reich en exigeant seule-
ment qu’ils existent pour chaque solution ¢ de (1) les fonctions a et 3
telles que (2), (3) et (4) ont lieu. Les fonctions a et 3 peuvent dépendre
de ¢ dans ce cas. Nous démontrerons que ce probléme est équivalent au
probleme premier de L. Reich. Il résulte de la démonstration du théoréme
que la condition nécéssaite et suffisante pour 'existence de ces fonctions
« et (3 est dans ce cas suivante: il n’existe pas une solution de (1) ou bien
pour chaque orbite O de II dans le cas §'il existe une solution de (5) pas
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identiquement zéro sur O, elle doit étre # 0 pout chaque point de O et
dans le cas contraire a(x) =c¢# 0 sur O et il existe une fonction
k: 1 — K remplissante (6) et £(1) = ¢. Pour finir la démonstration de
Péquivalence de ces deux problemes il suffit donc montrer que

# 0 sur O, implique que la famille des solutions de (5) sur O doit

la condition: §’il existe une solution # 0 de (5) sur O,elle doit étre
)
avoir la dimension au plus égale a 1.

Cette implication a naturellement lieu si (5) posséde sur O seulement la
solution = 0. Supposons donc dans la suite qu’il existe une solution 3 0
de (5) sur O. Désignons ©:= {p”(x): n € E}, ou p"(x) est litération
d’ordre %> de p(x) et E = {0,1,. .}. Puisque p”(x) = II(#, x), nous
avons O(x) C O(x):= {II(¢,x): # € I}. Soit ¢1 une solution Z 0 de
(5) sut O. Nous avons par itération de (5) sur O(x) C O:

¢1(p"(x)) = a(n, x)p1(x),
avec une fonction z: E x X — K, d’ot en fixant x nous constatons que
la famille des solutions de (5) sur O(x) a la dimension égale 4 1. Fixons x
dans O et posons
A= J{0(x) O(x0) C B(x)}.
x€0

La famille des solutions de (5) sur O a la dimension égale a 1 sur A. Si
A = O nous pouvons finir la démonstration. Supposons donc que
A # Oetremarquons quey € A = p(z) € Aetp(z) €A =3 € A.
Limplication premiére est évidente d’aprés la définition de ©(x). Si
p(3) € A, ilexisteuny € Otel que p(z) € O(y) D O(x0), alors il existe
un k tel que p(3) = p*(y). Si £#=0, ¢. 2 d.p(3) =, nous avons g €
O(II(—1,%)) D ©(y) D BO(xy), donc y € A. Si £>0, € O(3) C
©(y) C A, alors aussi g € A. 1l résulte des implications démontrées
que les implications analogues pour l'ensemble O \ A4 au lieu de A4 sont
aussi vraies. Si @1 est une solution # 0 de (5) sur O, la fonction

e = {57 W 5

est aussi une solution de (5), donc une contradiction avec la supposition
faite.
11 résulte de nos considérations le

Corollaire. On peut éliminer dans la partie (a) du théoréeme la condition
que 'espace 17 a la dimension 1.
Remarquons enfin que I'implication invérse a I'implication (I) n'est

pas vraie. En effet prenons X =K=I1=R, p(x)=x+1,



182 Z. Moszner: Prolongement Covariant d’'une Equation Linéaire

(¢, x) =t+x,a(x) =1 pour x € Z:={...,—2,-1,0,1,2,. .} et
en outre 4(x) = 0. La solution générale de (5) a dans ce cas la forme:
$(x) = ¢ (constans arbitraire dans R) pour x € Z et ¢(x) = 0 en outre,
alors I'espace I”de ces solutions a la dimension égale a 1, mais il existe sur
O = R une solution de (5) qui est # 0 et n’est pas # 0 sur O. Cet exemple
montre qu’'on ne peut pas éliminer dans la partie (a) du théoréme de la
condition: pour chaque solution ¢ de (5) on a ¢(x) =0 sur O ou
¢(x) # 0sur O. De plus il nexiste pour Iéquation (5) dans I'exemple plus
haut aucun groupe d’itération II pour lequel cette équation possede un
prolongement covariant. Supposons 4 rebours. Puisque IT(1, x) = x + 1
il doit exister une orbite O de II pourlaquelle Z C O. Nousavons O = Z
puisque dans le cas contraire nous avons une contradiction avec la partie
deuxiéme du point (2) du théoreme. Il doit donc exister une bijection ¢
de Z sur R/G, pour un sous-groupe G du groupe (R,+), pour
laquelle TI(#,7) = @ '(p(n) + #) pour n€ Z, t€ R, dou n+1=
0 o) +1), alors p(n+1) =) +1 pour n€Z, donc
@(n+1) = @o(n) + [1], ot [m] désigne Dlélément de R/G auquel
appartient 7. 1l en résulte que p(n + m) = @(n) + [m]. En désignant
P(n) := @(n) — ¢(0) nous constatons que aussi Y( + n) = P(n) + [=]
et P(0) = G, dou Y(m) =P(0) + [m| = G+ [#] = [m]. Si f(x)=
Y 1(C) pour x € C€R/G, nous avons pour x € Cy € R/G
y€C e R/G

fle4y) =¢7(Ci+ Co) =97 (C1) + 7 (C2) = f(x) + (),

alorslafonction f R — Z estadditive. Puisque elle n’est pas stable, nous
avons une cotradiction (il doit étre f(w) = f(1)w pour w rationnel!).

On peut poser aussi le probléeme suivant: sous quelles suppositions il
existe un groupe d’itération II par rapport auquel I'équation (1) posséde
un prolongement covariant?

Jrai signalé ces résultats pendant 36°™ International Symposium on
Functional Equations (Brno 1998).
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