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Resume

On donne une condition necessaire et süffisante pour qu’une equation 
fonctionnelle lineaire possede le prolongement covariant par rapport au 
groupe d’ iteration donne.
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*

En proposant la definition suivante: on dit que Pequation
4>(p(x )) = a(x)(f){x) + b(x), (1)

oü a : X  —> K, b : X  —> K, p : X  —» X  (Xun ensemble arbitraie et K un 
corps arbitraire) sont les fonctions donnees et (f) : X  —> K est la fonction 
cherchee, possede le prolongement covariant par rapport a un groupe 
d’ iteration (the covariant embbeding with respect to an iteration 
group) (Il(/, •))/£/> ou 1 = 1 R ou I = C et II: I x X  —> X  avec 
n ( l , x )  = p (x ) ,  s’ ils existent les fonctions a :  I x X  K et ß :
I X  X  — > X  telles que pour chaque solution (f) de (1)

4>(H(t, x ))  = a ( t ,  x)4>(x) + /3(/, x ) , (2)

a ( t  + s, x ) = a ( s , x ) a ( t , I1(j-, ^))> (3)
ß ( t  + j, x )  = ß(s, x ) a ( t , II(j, x )) + ß(t ,  II (j, x ) ) , (4)

a ( l ,  x ) = a(x) ,  ß (  1, x ) = b(x), ck(0, x ) = 1, /3(0, x ) = 0,
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L. Reich a pose [3] le probleme sous quelles suppositions l’equation (1) 
possede ce prolongement?

Rappeions que pour un groupe d’ iteration II nous avons

n(/ , n (x , x ) )  = n(/ + s, x )  et n (o , x )  = x

et que nous comprenons par l’orbite de II chaque ensemble de la forme 
{II(/,x) t G 1} pour x fixe. Ces orbites sont identiques ou disjoints. 
Remarquons que la fonction Ol remplissante (3) est nommee la fonction 
de sortie (the input function -  [4], p. 23) dans la theorie des automates 
abstraits.

On donne dans [1] la solution generale de (3) sous la supposition que I 
forme un groupe et K est un semi-groupe avec l’element neutre et avec la 
propriete de la reduction ä gauche. II y a dans [2] la solution generale de (4) 
si X  forme un intervalle, I — K = IR, II est continue et a  a la forme spe- 
ciale (p.ex.elle est aussi continue).

Donnerons un exemple negatif. L’equation (j)[x) = (f)(x) ne possede 
pas du prolongement par rapport au groupe d’ iteration II(/, x ) = 
x + f ( t ) ,  ou f ( t )  est une fonction additive telle q u e / ( l ) = 0 e t/  ^  0. 
En effet dans le cas contraire puisque <fi(x) = c (constante arbitraire) est 
une solution de l’equation en consideration, done c = a(/, x )c  + ß(t ,  x) 
nous donne a(/, x )  = 1 et ß ( t , x )  = 0. La condition (2) a dans ce cas 
la forme (j)(x + / M ) = 0 M »  qui n’a pas lieu pour (f){x) = x. Cet 
exemple montre aussi que (3) et (4) n’ impliquent pas de la condition 
(2). La meme equation (f)(x) = <fi(x) possede le prolongement covariant 
par rapport au groupe d’ iteration II(/, x ) = x  avec a ( t , x )  = 1 et 
ß ( t , x )  = 0.

Le theoreme suivant donne une reponse au probleme plus haut.

Theoreme. L’equation (1) possede le prolongement covariant par 
rapport au groupe d’ iteration II si et seulement s’ il n’existe pas d’une 
solution de (1) ou bien pour chaque orbite O de II

(a) l’espace vectoriel V des solutions de l’equation

0 ( />(*■)) = a(x)<f>(x) (5)

sur O a la dimension egale a 1 et pour chaque solution (j) de (5) on a
4>(x) = 0 sur O ou 4>{x) 0 ou

(b) cette dimension est zero et a (x)  = c (stable), c ^  0, sur O et il existe 
une solution k :  I ^  K de l’equation

k{t + ^ ) = k{t)k{£) pour / G I e t g G {j-: II(j-,u) = u} (6)

pour un u de O, telle que k ( l )  — c.
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Demonstration de “seulement si” Soit 0  une orbite de II et 0 i  et 02 les 
deux solutions de (5). Si 0 i  = 0  sur 0  ou 02 = 0 sur O, les fonctions 0 i  et
02 sont lineairement dependantes. Soit 0  une solution de (1), dans ce cas
0 + 0/(7 = 1 ,2) est aussi la meme, d’ oüd’apres (2)

0,(n(/,x)) = a ( t , x ) 4 > i ( x ) .  (7)
II en resulte que s’ il existe un x  tel que 0/(x) = 0, 0/ = 0 sur l’orbite O ä 
laquelle appartient x. Si 0 i  ^  0 ^  02 sur O, done 0 i ( x )  7  ̂ 0 7  ̂ 02 (x ) 
pour chaque x  de O. Nous avons done d’apres (6)

01 (n(/, x)) = 02(n(/, x))
01 ( x )  02(x)

pour chaquex de O, / de I, alors 0 i  et 02 sont lineairement dependantes 
sur O.

S’ il existe une solution de (5) qui n’est pas identiquement zero nous 
avons (a).

On sait [1] que

n(/ , x ) = b~X (b(x) + /) pour x  £ 0, / €  I,

ouh:  O —> 1/G (le groupe quotient) est une bijection, G etant un sous- 
groupe du groupe (J, +). Nous allons demontrer que si 1 £ G, l’equation
(5) possede une solution ^  0. Considerons dans I/G la relation equiva­
lence suivante

A  p B 3 n entier: B = A  + /?,

un selecteur ^ de la famille (I/G)fp, une fonction/* S —> i*C\{0} arbi­
trage et une fonctionf  I/G ^  K\{0} etant un prolongement de/* 
par la relation

f ( A  + 1) = a{ h ~ \ A ) ) f{ A )  pour A  G I/G.

En posant A  = h{x) pour x  £ O, nous avons

f{h(x)  + 1) = a{x) f (h(x ) ) ,

alors

f[b{b~\b(x) + 1))] = a{x)f [h(h- '{h(x)) )\,

d’oü

/ (A (n (l,/ )) )  = a ( x ) f (b ( x ) ) ,

alor 0  = f (h )  est une solution de (5) qui n’est pas = 0.
Si (5) possede seulement la solution = 0, la dimension de V&st zero et

1 e  G.
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II existe xo G O tel que h (x o) = G. Nous avons

n(l,x0) = h 1 (i?(xo) + l) = b 1 (G + l) = h *(G) = xq.

II existe, pour x  G O, un s(x) tel que II(.;(x), xo) = x , alors

n(i,x) = n(i,n(j(x),x0)) = n(i + j(x),x0) 
= n(j(x),n(i,x0)) = n(j(x),x0) = x.

Remarquons que pour a  remplissante (3): o;(/, x ) = 0 sur / X 0  ou 
a (/ ,x )  ^  0 sur 7 x 0 .  En effet s’ il existe ( jo ^ o ) G I x  O tel que 
o:(so, xo) = 0, nous avons d’apres (3) que a ( t  + so,xo) = 0 pour chaque 
t de 7, alors a (u : xo) = 0 pour chaque u de 7. Soit x  G O et s(x) G 7 tel 
que n(,( x ), x ) =  xo, d’oü d’apres (3)

a ( t  + j( x ) ,  x ) = a ( s ( x ) ,  x )a (/ ,  ü ( j '(x ) , x ))

= a (x (x ),x )o ;(/ ,x o ) = 0 ,

alors a (u ,  x ) = 0 sur 7 X O.
II en resulte, puisque chez nous a ( 0 ,x )  = 1, que cn(/, x ) ^  0 sur 

7 x 0 .
Nous avons d’apres (3) pour s = 1.

a ( /  +  1,  x )  =  a ( l ,  x ) cü( / ,  11 (1 ,  x ) )  =  a ( l ,  x ) a ( / ,  x ) ,

alors

a ( t  l,x )/o :(/ , x ) = ce ( l,x )  = a(x) .

D’apres (3)

a(t, x) = a(/, n(x(x), x 0)) = a(/ + j(x), x 0)/ü;(j-(x), x 0)
et

a ( t  + 1, x ) = a ( t  + 1 + j (x ) ,x o )/ a ( j ( x ) ,x o )

et de lä

a ( t  + 1, x ) / a(/, x ) = ä(xo),

d’oü a(x) = c (constans). Puisque a ( f ,  x ) ^  0, il doit etre f /  0.
La fonction k( t)  = a( f ,  xo) pour un xo fixe dans O remplit (6) puis­

que pour t G 7 et s tel que n ( j ,  xq) = xq

a ( t  + j, x 0) = a(j-, x 0)ü:(/, II (j, x 0)) = a(s ,  x 0) a ( i ,  x 0).

Demonstration de “si’ ’ S’ il n’existe pas de la solution de (1), cette equa­
tion possede evidemment le prolongement par rapport ä chaque groupe
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d’ iteration. S’ il existe une solution 0 \ de (5) tel que 0 i ( x )  7  ̂ 0 sur 0, 
posons

0 i( I I ( / , x ) )
x)

0 i M

La fonction a  ne depend pas du choix de la solution 0 1 de (5) teile que 
01 (x ) 7  ̂ 0 sur 0. En effet si 02 est une solution de (5) teile que 0 2 (x ) 7  ̂ 0 
sur O, nous avons d’ apres la dependance lineaire de 0 i et 02 sur O que (8) 
a lieu.

Remarquons que o;(0, x )  = 1, Oi{\, x)  = a(x)  et la fonction a  remplit
(3).

Posons

ß{t , x )  = m i t ,  x )) — x )0 (x )  pour x  G 0  et G I,

pour une solution 0  de (1). La fonction ß  ne depend pas du choix de la 
solution 0  de (1). En effet si 0* est une solution de (1), differente de 0  sur
O, 0  — 0* est une solution de (5) qui est differente de zero au moins dans 
un point de O, done 0 3 (x ) = 0 (x ) — 0 * (x ) 7  ̂ 0 pour x  G O et de la

ß (/ ,x ) = 0 * (II(/ ,x )) + 0 3(II(/ ,x )) ~ [0*(x ) -  0 3(x)]
0 3(x)

= 0 * (n (/ ,x ))  - a ( / , x ) 0 *(x).

Remarquons que /3(0,x) = 0 ,/ ? ( l,x )  = £(x) et (2) a evidemment
lieu. De lä (4) est aussi remplie, c.q.f.d.

Si le cas (b) a lieu, alors s’ il existe une fonction a  remplissante (3),
a ( 0, x )  = 1 et ü ;(l, x )  = a{x), il suffit poser

ß ( t , x )  = 0 (n (/ ,x ))  — Q;(/, x ) 0 (x )

pour la solution 0  de (1) (eile est unique dans ce cas) pour constater que 
(2), (4) et /?(0, x ) = 0, ß (\, x ) = b(x) ont lieu.

Pour finir la demonstration il suffit done montrer qu’ il existe une solu­
tion Ol de (3) remplissante Cü(0, x ) = 1 et ol{\, x ) = c 7  ̂ 0.

Fixons xo G O et designons par S§c) tel element de I pour lequel 
I I ( j ’(x ), xo) = x . L’ensemble { i'(x )}  vg0 forme un selecteur de l’ensem- 
ble I/G et chez nous 1 G G. Designons par s la fonction de / ä / qui est 
stable sur les ensembles de la famille I/G et qui est l’dentite sur l’ensemble 
{^(x)} vG0. N ous  avons done/(^(x)) = i ’(x ) et on peut presenter cha­
que element u de I uniquement sous la forme u = s(u) +£, ou^ G G. La 
fonction f ( u )  = f{s{u) + ^ ) — &{g), ouk  remplit (6), est bien definie 
fonction de I a I qui a la propriete

/ W / / W  = A u + g ) / A t' + g )  Pour u , v e i  et g e G .  (9)
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<*(/, x ) = f ( t  + S (x ) )/ f (S (x ) )  

remplit (3) et a ( l , x )  = c. En effet nous avons

/(J(x)) =f(J(S(x)) + 0)=MO) = l,
/ (I  + S(x ) )  = / (s (S (x ) + 1) + 1) = k(\) = c, 

alors a {\, x)  = c. De plus

a(/ + .r,x) = /(/ + .r + J ( x ) ) / / ( 5 ( x ) ) , a ^ x )  = f ( s  + S{x) )/f (S(x) ) ,  

a(/, II(j-, x ))  = f ( t  + S(U(s,  x ) )/f (S(U(s ,  x ) ) .

Puisque

n(^(n(j-, x)) — (s + i'(x)), xo) = n (—s — s(x), n(j-, x))
= ü ( —S(x) ,  x )  = xo

d’apres n (^ (x ) ,  xo) = x,  alorsg\= x) )  — (x + S(x ) )  G G, done
d’apres (9) l’equation (3) a lieu.

La demonstration du theoreme est done finie.
Faisons quelques observations a propos de la supposition (6).

1) S’ il existe un u E 0  tel que G:= {s E I n ( j -, u) = ii\ = {0}, chaque 
fonction k : I —»■ K telle que /6(0) = 1 et k ( l )  = c remplit (6) et natur­
ellement la condition ^ (1) = c.

2) Si K = C la fonction k (g )  = remplit (6) et naturellement k ( l )  = c. 
La meme situation a lieu si I = K = IR et c > 0.

3) On peut se passer qu’ il n’existe pas la fonction k remplissante (6) pour 
laquelle k(\) — c. En effet soit I = IR, X  = [0, l] , K = Q (=  le corps 
des nombres rationnels), II(/ ,x ) = h~x{]}{x ) + t ) , o u b : X  ^ I / Q  
est une bijection, c = 2. Dans ce cas pour chaque u E O = X  on a 
G = j2- Supposons qu’ il existe une fonction k :  I —» K remplissante
(6) et telle que k ( l )  = 2. Nous avons d’apres (6):

done une cotradiction, puisque k{£j doit etre rationnel.
Si dans cet exemple K = IR et c = — 1, nous avons aussi une contra­

diction.
4) Si 1 E G (cette condition a lieu dans le cas (b) du theoreme -  voir 

la demonstration de ce theoreme), la supposition (6) avec /6( l )  = c 
est äquivalente ä l’existence d’une solution k * : G —> K de (6) pour
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/, g €  G, remplissante k * ( l )  = c. En effet la fonction f [ u )  = 
+ ^) = k* (g )  pour u E l  oü l{u) est la meme que dans la 

demonstration du theoreme, remplit (6) et si nous supposons de plus 
que 7(0) = 0, aussi/ (1 ) = c.

Remarquons que cela est-ce que (1) possede un prolongement par 
rapport a II ne depend que des orbites de II et pour les orbites O, sur 
lesquelles (5) a seulement la solution = 0, cela depend de plus seulement 
des sous-groupes G(x) = {/ E I II(/, x)  = x} pour un x  de O (G(x) 
est le meme pour chaque x  dans O).

Remarquons que si

V x 3 0 i , 02 — les solutions de (1 ): 0 ] (x ) ^  0 2(x ), (10)

dans ce cas (2) entraine (3) et (4). En effet nous avons d’apres (2)

a ( t  + j-, x )0 (x )  + ß (t  + s ,x )  = 0(II(/ + x, x ))  — 0 (ü (/ , U{s, x )) )

= a ( t ,  n ( j ,  x ))0 (ü ( j- , x ))  + /?(/, IL(s, x ))

= II(j-, x ) ) [ a ( j ,  x )0 (x )  + ß(s, x)] + ß(t ,  II(x, x ))

= a(j-, x ) a ( t ,  U(s, x ) )0 (x )  + ß(s, x ) a ( t ,  ü(j-, x )) + ß( t ,  ü(j-, x )) ,

d’oü

[a(/ + s, x ) — a(s ,  x ) a ( t ,  ü(j-, x ) ) ]0 (x )

+ [ß(t + s, x ) — ß(s■, x ) a ( t ,  ü(j-, x ))  — /3(/, n ( j ,  x ))] 1 = 0.

Si nous posons ici, pour x  fixe, au lieu de 0  les fonctions 0 \ et 02, 
remplissantes (10), nous recevons le systeme de deux equations lineaires 
homogenes avec la matrice de la forme

0 l ( x ) ,  1 
_ 0 2 ( x ) ,  1 _

et avec les “inconnues” dans les parantheses [ ]. Puisque le determinant de 
ce systeme est egal ä 0 i ( x )  — 0  2 ( x )  7  ̂ 0, done les “inconnues” doivent 
etre egaux a zero, c.q.f.d.

La condition (10) est evidemment equivalente ä la suivante: -  il existe 
une solution de (1) et pour chaquex il existe une solution 0  de (5) teile que 
0 (x ) 7L 0.

L. Reich a pose dans [3] aussi la question quand

0 (x ) = -  lim  ? (11)
M ooa(/ ,x)

Nous allons faire quelques remarques ä cette question.
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Si x  appartient ä l’orbite O de II pour laquelle le cas (b) du theoreme a 
lieu, alors p (x )  = 11(1, x ) = x , a (x)  = c, done l’equation (1) a la forme

4>(x) = c<j){x) + b(x). (12)

Puisque dans ce cas l’equation (f){x) — c(f)(x) doit avoir seulement la solu­
tion = 0, on a f /  1, d’oü

b(x)
f ( x ) = 1 — c

est une solution unique de (12) sur O.
Dans le cas (a) du theoreme pour l’orbite O chaque solution de (1) sur 0  

doit etre de la forme d(f)\ ( x ) , oü <fi \ (x ) ^  0 est une solution fixee de (5) et 
d est une constante, chaque solution de (1) sur O est done egale ä 
4>{x) + d(ß i (x ), oü 0 (x ) est une solution fixee de (1). Puisque la limite 
dans (11) est determinee uniquement, seulement une solution de (1) peut 
etre de la forme (11). De plus dans le cas (a)

0 i(I I (/ ,x ) )
0  i(x )

oü (f) \ (x ) ^  0 est une solution de (5), (11) est äquivalente ä la condition

U m Ä # .  (14)
t—>00 a [ t , x )

Si G := {ü/ G I n ( * ,x )  = x} ^  {0}, il existe dans Gune suiteu„ —> oo.
II en resulte que

<j>( U(u,n x ) )  0 (x ) 0  i(x )  .
-----1------ V-  = ----------------- =a (u„ ,x )  0 U-X-J

done d’apres (14) on a (f>(x) = 0. Cela est possible seulement si b(x) = 0 
sur O. Si b(x) ^  0 sur O et G ^  {0} la relation (11) ne peut avoir lieu pour 
aucune solution de (1).

En autres termes dans le cas (a) et si b(x) ^  0 sur O, la relation (11) peut 
avoir lieu seulement si G = {0}, c. ä d. si II(., x ) est injective pour cha­
que x  de 0 .

On peut modifier le probleme premier de L. Reich en exigeant seule­
ment qu’ ils existent pour chaque solution <fi de (1) les fonctions a  et ß  
telles que (2), (3) et (4) ont lieu. Les fonctions a  et ß  peuvent dependre 
de 0  dans ce cas. Nous demontrerons que ce probleme est equivalent au 
probleme premier de L. Reich. II resulte de la demonstration du theoreme 
que la condition necessaire et süffisante pour l’existence de ces fonctions 
a  et ß  est dans ce cas suivante: il n’existe pas une solution de (1) ou bien 
pour chaque orbite O de II dans le cas s’ il existe une solution de (5) pas
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identiquement zero sur 0 , eile doit etre 7  ̂ 0 pour chaque point de 0  et 
dans le cas contraire a(x)  = c 7  ̂ 0 sur 0  et il existe une fonction 
k:  I —>■ K remplissante (6) et k ( l )  = c. Pour finir la demonstration de 
Pequivalence de ces deux problemes il suffit done montrer que

{
la condition: s’ il existe une solution ^  0 de (5) sur 0,elle doit etre 
7  ̂ 0 sur 0, implique que la famille des solutions de (5) sur 0  doit 
avoir la dimension au plus egale ä 1.

Cette implication a naturellement lieu si (5) possede sur 0  seulement la 
solution = 0. Supposons done dans la suite qu’ il existe une solution ^  0 
de (5) sur O. Designons 0 :=  {/^ (x ): n G E h  oü p"{x) est P iteration 
d’ordre V ’ de p (x )  et E = { 0 ,1 ,. .}. Puisque p"{x) = ü(/7, x ) , nous 
avons 0 (x ) C O(x) := {n(/ , x ) : t G /}. Soit (f) 1 une solution ^  0 de 
(5) sur O. Nous avons par Piteration de (5) sur O (x) C O:

0 i ( ^ ;/M )  = ä(n,x)</) i (x ) ,
avec une fonction ä : E X  X  —» K, d’oü en fixant x  nous constatons que 
la famille des solutions de (5) sur 0 ( x )  a la dimension egale ä 1. Fixons xo 
dans O et posons

^4 := ( J { 0 (*-) 0 (x o) C 0 (x)} .
xeo

La famille des solutions de (5) sur O a la dimension egale ä 1 sur A .. Si 
A  — O nous pouvons finir la demonstration. Supposons done que 
A  =£ O et remarquons que ^ G A  => p(%) G A  etp(%) G A  => % E A . 
L’ implication premiere est evidente d’apres la definition de 0 (x ) .  Si 
p(%) G A ,  il existe u n j G O tel quep(%) G & ( j)  D 0 (x o ) , alors il existe 
un k tel que p(%) = p k{j)- Si k = 0, c. ä dp(%) = J ,  nous avons ^ G 
0 (I I (  —1, ^)) D 0 (y )  D 0 (x o ) , done % £ A .  Si k  > 0, ^ G 0 (^ )  C 
0 (7) C A ,  alors aussi % E A .  II resulte des implications demontrees 
que les implications analogues pour l’ensemble O \ A  au lieu de A  sont 
aussi vraies. Si (j) 1 est une solution 7̂  0 de (5) sur O, la fonction

a r \ / 0 i M  sur
^ (X) = \ 0 sur 0 \ A

est aussi une solution de (5), done une contradiction avec la supposition 
faite.

II resulte de nos considerations le

Corollaire. On peut eliminer dans la partie (a) du theoreme la condition 
que l’espace V  a la dimension 1.

Remarquons enfin que P implication inverse ä P implication (/) n’est
pas vraie. En effet prenons X  = K = I = IR, p{x) = x  + 1,
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Ilf/, x )  = / + x,  a(x)  = 1 pour x  G Z , —2, —1, 0 ,1 , 2 ,. .} et
en outre a ( x ) = 0. La solution generale de (5) a dans ce cas la forme: 
4>(x) = c (constans arbitraire dans IR) pour x  G Z et 0 (x ) = 0 en outre, 
alors l’espace l^de ces solutions a la dimension egale ä 1, mais il existe sur
O = IR une solution de (5) qui est ^  0 et n’est pas 7  ̂ 0 sur O. Cet exemple 
montre qu’on ne peut pas eliminer dans la partie (a) du theoreme de la 
condition: pour chaque solution 0  de (5) on a <f)(x) = 0 sur O ou 
4>{x) 7̂  0 sur O. De plus il n’existe pour l’equation (5) dans l’exemple plus 
haut aucun groupe d’ iteration II pour lequel cette equation possede un 
prolongementcovariant. Supposonsärebours. Puisque 11(1,x ) = x  + \ 
il doit exister une orbite 0  de II pour laquelle Z C O. Nous avons O = Z 
puisque dans le cas contraire nous avons une contradiction avec la partie 
deuxieme du point (a) du theoreme. II doit done exister une bijection (p 
de Z sur M/G, pour un sous-groupe G du groupe (IR,+ ), pour 
laquelle ü (/ , n) = tp~x (<£>(«) + t) pour n G Z, t G IR, d’oü n + 1 = 
tp~x (ip{n) + 1), alors (/?(;?+1) =(/?(«) + 1  pour n G Z, done
</?(«+ 1) = (/?(«) + [l], oü [m\ designe l’element de U/G auquel 
appartient m. II en resulte que (p{n + m) = <p(n) + \m\. En designant 
ip{n) := <p>(n) — <̂ (0) nous constatons que aussi + ni) = i\)(ii) + [m] 
et "0(0) = G, d’oü = ^{0) + [m] = G + [m\ = [m\. Si f ( x )  =
i p~x( C )  pour x  G C  G IR/G, nous avons pour x  G C\ G 1R/G 

y  G C 2 G [R/G

f ( x  + j )  = ip~ \C x + C 2) = ^ \ C , )  + ^ - \ C 2) = f ( x )  + / ( j ) ,

alors la fonction f  IR —> Z est additive. Puisque eile n’est pas stable, nous 
avons une cotradiction (il doit etref{w) = / ( \)w pour w rationnel!).

On peut poser aussi le probleme suivant: sous quelles suppositions il 
existe un groupe d’ iteration II par rapport auquel l’equation (1) possede 
un prolongement covariant?

J ’ai signale ces resultats pendant 36eme International Symposium on 
Functional Equations (Brno 1998).
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