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Abstract

If one draws, in an Euclidean plane from a point X the perpendiculars
onto the sides AB, BC, CA of a triangle ABC and if the feet of these
perpendiculars P € AB,Q € BC,R € CA lie on a line — the Wallace
line of X~ then X lies on the circumcircle # of the triangle ABC. In this
paper we investigate not only the collinearity of the feet P, O, K but also
the collinearity of the intersection points P’ € BC,Q' € CA,R" € AB
as well as P” € CA,Q" € AB,R" € BC of the three perpendiculars
with the other sides of a triangle ABC (see Fig. 2). It is shown that
with regard to P’, Q', R’ a conic &' and with regard to P”, 0", R" a
conic £” corresponds to the circumcircle # The conics £', £” ate of the
same affine type and give reason to a new remarkable point D and two
new remarkable lines of a triangle ABC with central conics resp. hyper-
bolas £’, £” The conics £', £ and the circumcircle # are elements of the
same pencil of conics. For equilateral triangles ABC we get additional
results.

Einleitung

Fillt man in der euklidischen Ebene von einem Punkt X die Lote auf die
Seiten AB, BC, CA eines Dreiecks ABC (Abb. 1) und liegen die Lotful3-
punkte P € AB,Q € BC,R € CA auf ciner Geraden — der Wallace-



200

Abb. 1

Geraden' von X zum Dreieck ABC — so liegt X auf dem Umkreis # des
Dreiecks A BC? Liegt umgekehrt X auf #, so sind P, O, R kollinear.

Im folgenden betrachten wir die Schnittpunkte der Lote XP, X0, XR
mit samtlichen Seiten des Dreiecks ABC, also die Punkte (Abb. 2):

P:=XPN.AB, P :=XPNBC, P’":=XPNCA,
0:=X0NBC, Q' =XONCA, Q":=X0ONAB, (1)
R:=XRNCA, R':=XRNAB, R":=XRNBC.

DiePunkte P’, Q’, R’ liegen nach (1) auf jenen Dreieckseiten, die bei der
Rechts-Durchlaufung 4 — B — C — A des Dreiecks ABC den Seiten,
welche die LotfuBBpunkte P, O, R tragen, unmittelbar folgen. Dasselbe
gilt fir P”, 0" R” bei der Links-Durchlaufung 4 - C — B — A
des Dreiecks ABC.

Wihrend die Frage nach kollineaten Lo#fufpunkten P, O, R durch
den Satz iiber die Wallace-Geraden geklirt ist, scheint die Frage nach
kollinearen Lotschnittpunkten P', Q' , R" bzw. P”, 0", R" in der Literatur
bisher keine Beachtung gefunden zu haben. Wir untersuchen daher die

! Nach William Wallace 1797, siehe [5], S.143; [1], S.1234; [2], S45; [4], S. 855. Dieselbe
Gerade tritt in der Literatur auch als Simson-Gerade auf.

2Eine affine und eine projektive Verallgemeinerung dieser Aussage findet man in [3].
Die LotfuBBpunkte P, 0, R von X sind iibrigens genau dann kollinear, wenn die Spie-
gelpunkte von X an den Dreieckseiten kollinear sind (zentrische Streckung aus XI).
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Abb. 2

Kollinearitit der Punkte P’, Q’, R’ sowie der Punkte P”, 0" R” Bei
kollinearen Punkten P, Q’, R’ nennen wir ihre Trigergerade die Wallace-
Rechtsgerade [P’ Q'R des Punkstes X gum Dreieck ABC, bei kollinearen Punk-
ten P, 0", R" die Wallace-1.inksgerade [P" Q" R"| des Puntktes X gum Dreieck
ABC. Wir beweisen dariiber die in Satz 1 fir allgemeine Dreiecke und die
in Satz 2 fiir gleichseitige Dreiecke zusammengefaf3ten Aussagen.

1. Allgemeine Dreiecke

Wit beziehen das Dreieck ABC auf das in Abb.2 verwendete kartesische
xy-Koordinatensystem und geben den Ecken .4 ,B,C die Koordinaten
A(a,0), B(b,0), C(0,¢). Ohne Einschrinkung istz < 4,0 < ¢. Fiir einen
gegebenen Punkt X (€, 1) berechnet man die Koordinaten der zugehori-
gen Lotschnittpunkte P/, ', R, P", 0" R":

¢

P'oxpryp) mit xp =g, opr==3E=h),
o ) . 2+ bE—om ab — b€ + o
Y = —4, ! = ————,
xohJe e xg 2 4 ab Jo 2+ ab ‘
/ . ¢
R'(xrryrr) mit xpo :f—l—z??, Jr =0,

(2)
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sowie

¢
P"(xcpn, ypr)  mit  xpr =€, opr=="({~a),

a

¢
Q”(XQ//,J/QH) mit XQ" - f - va J,Q" = O’
2
) ' [+ﬂ£_€n _ﬂb_ﬂ§+fn

R"(xcrryyrr) mit  xpo :74-7[7’ JRrR" = 2+ ab ¢

(3)
Nach (2) und (3) ergeben sich die Koordinaten detr Punkte P”; Q0" R”
in dieser Reihenfolge aus den KKoordinaten der Punkte P/, ', R’ indem
man g mit b vertauscht und ¢, £, n beibehiilt.
Die Lotschnittpunkte P’, O’ R’ liegen genau dann kollinear (auf der
Wallace-Rechtsgeraden von X zum Dreieck ABC), wenn der Inhalt des
Dreiecks P'Q'R’ verschwindet, wenn also gilt:

xpr ypr 1
xgr Jor 11=0. (4)
xgr R 1
Aus (4) folgt mit (2) unter Verwendung von T := a® — ab + b* — ¢, daf3
die Koordinaten £, 7 notwendig der Gleichung
acx® + Tocy — bey® — ac(a + b)x — b(a® — ¢*) y + a’be = 0 (5)

gentigen miissen. Entsprechend liegen P”, 0", R” genau dann kollinear
(auf der Wallace-Linksgeraden von X zum Dreieck ABC), wenn

xpr ypr 1
XQII J,,Q” l = 0 (6)
XRY YRV 1

Daraus folgt, daf3 die Koordinaten &, 7 notwendig die Gleichung
bexc? 4 Ty — acy® — be(a + b)x — a(b®> — Xy +ab*c =0 (7)

erfiilllen miissen. Man zeigt unschwer die Umkehrung: Liegt X auf dem
durch (5) gegebenen Kegelschnitt £’ bzw. auf dem durch (7) gegebenen
Kegelschnitt £”, so liegen P/, 0', R’ bzw. P”, 0", R” kollinear. Wir nen-
nen £’ den Redbtskegelschnitt und £" den Linkskegelschnitt des Dreiecks
ABC? Man verifiziert unmittelbar, daf3 die Dreiecksecken .4, B,C sowohl
auf £’ als auch auf £” liegen (Abb. 3).

Ersichtlich liefert eine Kollinearititsbedingung (4) bzw. (6) als Ort der Punkte
X(&,m) stets einen Kegelschnitt, wenn die in (4) bzw. (6) auftretenden Koordinaten
lineare Funktionen von &£ und 7 sind.
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Schneidet man (nach projektiver Erweiterung der euklidischen Ebene)
den Rechtskegelschnitt £’ und den Linkskegelschnitt £” mit der Fernge-
raden, so zeigt sich, da3 die Fernpunkte dieser Kegelschnitte festgelegt
sind durch

= (=T +£VT?+ 4abc?) 2pc mit p = a fur &', p = b fir £”
(8)

Nach (8) handelt es sich bei nichtzerfallenden Kegelschnitten £’ und

&" stets um Kegelschnitte gleichen Tjps und zwar um eine Elipse (oder einen
Kreis), eine Parabel bzw. eine Hyperbel, je nachdem

T? + 4abc® § 0. (9)
Beachtet man, dal3 gilt:

0 < a < b furjedes stumpfwinklige Dreieck ABC (ohne Einschrinkung
stumpfwinklig bei A4),

a=0 fiir jedes rechtwinklige Dreieck ABC (ohne Einschrinkung
rechtwinklig bei .4),

a < 0 < b fur jedes spitzwinklige Dreieck,

so folgt aus (8) und (9): Fir jedes stumpfwinklige Dreieck ABC sind die
Kegelschnitte £" und £” Hyperbeln (Abb. 3). Fiir jedes rechtwmkhge
Dreieck ABC zerfallen £’ und £” wegen 2 =0 in ein Geradenpaar.*
Fiir ein sp1tzw1nk11gcs Dreieck ABC sind als Kegelschnitte &£’ und £&”
Ellipsen, Parabeln’ und Hyperbeln méglich.

Sind &', k" Mittelpunkiskegelschnitte  mit  den  Mittelpunkten
M'(&,n"), M"(£",n"), so findet man als Koordinaten:

b(a® — ¢®)T + 2abc*(a + b) ,ac{la+b)T — 2abe(a® — c?)
T2 + dabc? e T2 + dabc? ’
(10)
a(b? — ¢®)T + 2abc?*(a + b) y  bela+b)T — 2abe(b* — ¢?)
T? + 4abc? T T2+ 4abc?

¢ =

6” —
(11)

“Untersucht man allgemein den Zerfall von &' und £”, so stellt sich einheitlich fiir
beide Kegelschnitte neben # = 0 die Bedingung ¢2 = —ab ein, also erneut ein
rechtwinkliges Dreieck ABC, lediglich rechtwinklig bei C.

5Wir verzichten auf eine detaillierte Diskussion des Parabel-Falles, die sich bei der
Auswertung von T2 + 4abe? = 0 (siehe (9)) leicht durchfithren l4Bt.
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Wetden &', £” aus dem x)-Koordinatensystem in ein x*y*-Koordinaten-
system auf Hauptachsen transformiert und wird dabei die x- in die x*-
Achse um den Winkel 1) gedreht, so ergibt sich fiir beide Kegelschnitte
kR
T
tan 2t = ———. 12

v (a+ b)c (12)
Man entnimmt aus (12), daB die Kegelschnitte &', £” parallele Achsen besit-
zen (Abb. 3). Das von den Achsen der Kegelschnitte £', £” definierte
Rechteck besitzt die Mittelpunkte M’, M" als Gegenecken. Die beiden
andern Gegenecken seien Ny und N,. Die Gegenecken Ny, N5 heiflen
im folgenden die Gegenpunkte der Kegelschnitte £, £”

Abb. 3
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Wit betrachten nun neben den Kegelschnitten £’, £” den Umkreis #
des Dreiecks ABC, der die Gleichung

1
x2+y2—(a+b)x——(ab+cz))1+ab:0 (13)
¢

und in xy—Koordinaten den Mittelpunkt M, (%”,%) besitzt. Gibt
man den Mittelpunkten M’, M"”, M, in dem nach (12) um den Winkel
¢ gedrehten xy—Koordinatensystem die Koordinaten M'(x',y’),
M"(x",9"), M, (x4,94), so sind die Gegenpunkte der Kegelschnitte
k', k" gegeben durch Ny(x',y"), No(x",y"). Eine lingere elementare

Rechnung zeigt, daB N, N, M, die Kollinearititsbedingung

X/ ]/l l
x" yh 11=0 (14)
1

Xu  Vn

etfiillen (Abb. 3). Die Gegenpunkte N1, N der Kegelschnitte £', £” und
der Umfkreismittelpunkt M, eines Dreiecks ABC liegen folglich &ollinear.
Die Gerade [N{N,M,] zihlt somit zu den merkwiirdigen Geraden eines
Dreiecks ABC mit Mittelpunktskegelschnitten &', £”

Sind &', £" Hyperbeln, so folgt aus (8) und (9), daB jede Asymptote von &’
eine Asymptote von k" orthogonal triff (Abb. 3). Seien 47,4’ die Asymptoten
von £’ und «7, 4’ die Asymptoten von £”. Die zueinander orthogonalen
Asymptoten seien a},45(a} L a3) und af,a5(a] L 4}). Dann besitzen
die Asymptotenschnittpunkte

Sl(x-fl’JJ'l) = ﬂl] N 4/1,’ SZ(XJ‘Z)_)}.YZ) = a/Z n 4/2/ (15)

die Koordinaten

e — nll_nl + I‘bfl_rdé-ll L I‘[I,’,’//_I\anl_i_r\ﬂrb(é-l_é-ll)
J[ ]__‘[;—Fa b) _),.S| Pb—ra b
(16)
. = n/l_,,,,l + Q]}gl_Qagll L an/l_Qan,+Qng(§/_§ll) .
S Qb_Qa y S Q/;—Qa ’

(17)

dabei findet man (£', 1) in (10), (¢”,n") in (1) und mit W := /T2 + 4abc?
gilt:
T+W T+ W T—-Ww T—W

T, .= I, =—,Q,:= , 8 = . (18
2ac ! 2be 2ac ! ( )
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Eine einfache Rechnung zeigt, dall der Umkreismittelpunkt M, der Mittel.
punkt der Strecke §15 5 ist. Damit liegen S, S 2, M, kollinear und die ortho-
gonalen Asymptoten 4}, 4, und a7, a’, schneiden einander auf dem Kreis
tiber der Strecke 1.5 (Abb. 3). Die Gerade [§152M,] zihlt somit zu den
merkwiirdigen Geraden eines Dreiecks ABC mit Hyperbeln &', £”

Das von &' und £” aufgespannte Kegelschnittbiischel k' + p1&” besitzt die
Dreiecksecken A4,B,C als (allen Biischelkegelschnitten gemeinsame)
Grundpunkte. Der ebenfalls allen Biischelkegelschnitten gemeinsame
vierte Grundpunkt D ist ein merkwiirdiger Punkt eines Dreiecks ABC und
besitzt die Koordinaten

fz(a-l-b)z—l-(ab—fz)T( +5) T
= a+b), =
v 2(a+b)*+ T2 TP a+0)

Das Kegelschnittbiischel A&’ + pu&” enthilt fir A =1, = —1 den
Umkreis # des Dreiecks ABC. Die Mittelpunkte der Mittelpunktske-
gelschnitte im Kegelschnittbiischel A&’ + ug” liegen (wie man leicht
nachpriift) selbst auf einem Kegelschnitt.

Fillt der Punkt X (€, ) in einen der Grundpunkte 4,B,C,D, dann sind
die zugehorigen LotfuBpunkte P, Q, R sowie die Lotschnittpunkte
P, Q',R"und P", 0", R" jeweils kollinear.

Weitete ausgezeichnete Punkte der Kegelschnitte £ und £” liegen auf
den Hohen b 4, b, b des Dreiecks ABC. Einfaches Nachrechnen liefert
als Punkte von £’

xp+e (19)

T p:=5h40N (Lot in B auf AB),
Tpe :=hpN (Lot in C auf BC), (20)
T,y =hcN (Lot in A auf CA)
und als Punkte von £”
T’ 5 :=hpN (Lot in A auf AB),
Tpe :=hc N (Lot in B auf BC), (21)
T, :=h4N(Lotin C auf CA).
Die drei Geraden T/ pT¢, =ha, Thp-T'p =./93, Te The =hc
schneiden einander im Hoéhenschnittpunkt des Dreiecks 4BC.

Zusammenfassend ergibt sich

Satz 1. Fillt man in der enklidischen Ebene von einem Punkt X die Lote anf die Seiten
AB, BC, CA eines Dretecks ABC, so gilt:
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() Die Lotfufpunkse P € AB, Q € BC,R € CA liggen genas dann kollinear —~
auf der Wallace- Geraden [POR] von X zum Dreieck ABC —wenn X auf dem
Unmntkreis des Dreiecks ABC liegt:

(b) Die Lotschnittpunkte P!, Q' R’ Giehe (1)) liegen genan dann kollinear — auf der
Wallace-Rechtsgeraden [P’ Q'R'| won X gum Dreieck ABC—wenn X auf dem
Rechtskegelschnitt &' des Dreiecks ABC liegt.

(© Die Lotschnittpunkte P", Q" | R" (iebe (1)) liegen genau dann kollinear — anf der
Wallace-Linksgeraden [P" Q" R"| von X gum Dreieck ABC —wenn X auf den
Linkskegelschnit k" des Dreiecks ABC liegt.

(d) &' und &" sind Unikegelschnitte des Dreiecks ABC.

@ &' und k" sind Kegelschnitte desselben affinen Tips.

() Sind k' und k" Mittelpunkiskegelschnitte, so gehirt zu jeder Achse von k' eine pa-
rallele Achse von k" Die Gegenpunkte N1, N 2 der Kegelschnitte k', &" und der
Unnkreismittelpunkt M, des Dredecks ABC liegen kollinear (Abb. 3).

() Sind &' und k" Hyperbeln (k' mit den Asymptoten a'y,a’y und k" mit
den Asymptoten a¥l,a’y), so trifft jede Asymptote von k' eine Asymptote von
k" orthogonal (etwa a' L a3,a| L a}). Die Asymptotenschnittpunte
S1=d\NaY, §, = a’ N aly und der Unmkreismittelpunkt M, des Dreiecks
ABC liggen kollinear (Abb. 3).

(h) &' und k" liegen mit dems Umireis des Dreiecks ABC in demselben Kegelschnitt-
biischel. Die Dreiecksecken A, B, C sind Grundpunkte dieses Biischels; der vierte
Grundpunkt D ist ein merkwiirdiger Punket des Dreiecks ABC (Abb. 3).

2. Gleichseitige Dreiecke

Der Rechtskegelschnitt £’ stimmt genau dann mit dem Umkreis des
Dreiecks ABC tberein, wenn ABC ein gleichseitiges Dreieck ist und
damit b = —a,¢ = a\/3. Entsprechendes gilt fiir den Linkskegelschnitt
£" und fiir die Ubereinstimmung von &’ mit £” In einem gleichseitigen
Dreieck ABC existieren daher zu jedens Punkt X (€, 1) seines Umkreises
die Wallace-Gerade [PQR], die Wallace-Rechtsgerade [P’Q'R’| und die
Wallace-Linksgerade [P”Q"R"] (Abb. 4). Fiir jedes gleichseitige Dreieck
ABC sind die Dreiecke Q”XR',R"XP’, P"XQ’ nach Konstruktion
gleichschenklig; ihre Basiswinkel an den von X verschiedenen Ecken
betragen /6.

Wir betrachten nun in einem gleichseitigen Dreieck .4BC das aus den
Geraden [PQR], [P'Q'R’], [P"Q"R"] gebildete Dreiscit mit den Ecken:

S = [PIQIRI] ﬂ [PNQNR”],
T := [POR] N [P'Q'R'], (22)
U :=[P"Q"R"] N [POR].



208 O. Giering

Gibt man den Ecken des Dreiecks 4BC die Koordinaten A4(—1,0),
B(1,0), C(0,4/3), so erhilt sein Umkreis (mit dem Mittelpunkt
M, (0, % \/3)) die Gleichung

5 1 4

x° 4+ Jy—= \/3 = —. (23)
3 3

Bei Verwendung des Winkels ¢, den der laufende Umkreisradius M, X

mit der positiven x-Achse einschlieBt, erhilt der Umkreis (23) die Para-

meterdarstellung

2 1 .
§=§\/§coscp, 7):5\/5(1-1-25111@), (24)
die sich rationalisieren 148t mit
' ® 1—2 %
t.:tanz,coscp=1+t2,sm<p—l+lz. (25)

Abb. 4
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Die drei Geraden [PQR], [P’Q'R’] und [P"Q"R"| besitzen die Glei-
chungen (in denen (24) und (25) zu beachten sind):
Y36+ V31 = 3) = (x = §)(V36 ~ 30— V3)
(Wallace-Gerade[ POR]), (26)
my = (€~ 1)(x—n—V31)
(Wallace-Rechtsgerade[P'Q'R ")), (27)
ny = (€+1)(x =0+ V3n)
(Wallace-Linksgerade[P” Q" R"]). (28)

Man berechnet daraus die Koordinaten der Punkte S(xy, yg),
T(XT,]T) und U(Xu,)’u):

xs = £(1—V3n), ys=V3(1-£€%), (29)
V31 =6 V3(1-&)n

XT—W+§, T—mwa (30)
_ V31 +9n V31 +9)n

XU-W-FQ U—m% (31)

mit
V3E-3n—V3 r+1
w = =
3+V3n—-3 t—1
Wie einfache Rechnungen zeigen, liegt der Schnittpunkt § der
Wallace-Rechtsgeraden  [P'Q'R’] mit der Wallace-Linksgeraden

[P"Q"R"] stets auf dem Umbkreis des Dreiecks ABC und es gilt stets
(Abb. 4)

(Steigung det Geraden TU). (32)

SX L TU, UX LUS, TX.LTS. (33)

Lingere, jedoch elementare Rechnungen lassen erkennen, daf3 STU fur
jeden Umkreispunkt X ein gleichseitiges Drezeck ist. Fiir die Seitenldnge (etwa
TU) folgt mit (30), (31), (32) sowie (24) und (25):

[Ewn—-&+1]° (4t 1)%(r —1)?
[(wn —&)* = 1)? (12 +1)°

(TU)* = 1202 (w? + 1)

(34)

Aus (34) folgt, dafl das Dreieck STU genau fiir verschwindende Seiten-
linge TU, also fur X =.4,X = Bund X = C in einen Punkt entartet
und zwar in 4,B bzw. C.
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Durchliuft X den Umbkreis des Dreiecks ABC, so durchliuft die Ecke
U des Dreiecks STU eine geschlossene, dreiachsig symmetrische, ratio-
nale Kurve 4. Ordnung mit drei Doppelpunkten (Knoten), mit der aus
(31) unter Verwendung von (32), (24) und (25) folgenden Parameterdarstel-
lung:

(V3-3)(t—1)(r=V3+2)(#2 —4/3 = 7) — 4/3(+* = 1)
6(£2 +1)?

XUy =

(35)
(VB3 ) (r—V3+2) (2 —4V/3-T)
Ju = 2 : (36)
6(#2+1)

Zugleich durchliuft die Ecke T'des Dreiecks STU dieselbe geschlossene
rationale Kurve 4. Ordnung, nunmehr mit der aus (30) unter Verwendung
von (32), (24) und (25) folgenden Darstellung:

(V34 3)(t = 1)(t + /3 — 2) (¢ + 4¢ + 1) — 4/3(+* = 1)
6(r2+1)°

XT =

(37)
] (VB3 D)+ VB 2) (P 4+ 1) (38)
T= .
6(r2 +1)?

Man erkennt unmittelbar. dal3 der laufende Punkt X auf dem Umkreis

des zugehorigen Dreiecks STU liegt; SX ist ein Durchmesser dieses

Umkreises. Sein Mittelpunkt 17 lduft ebenfalls auf einer geschlossenen

rationalen Kurve 4. Ordnung. Fir diese Bahnkurve, die den Umkreismit-

telpunkt My des Dreiecks ABC als dreifachen Punkt besitzt, ermittelt
man die Darstellung:

(#2 = 1)(#* — 42+ 1) 2 A+
_—\/— (;2+]) ,JI[/—g\/iW. (39)

X =

Zusammenfassend gilt:

Satz 2. In einem gleichseitigen Dreieck ABC existieren gu jedemn Punkt X seines Ups-
kreises u die Wallace- Gerade, die Wallace-R echtsgerade und die Wallace-Link sgerade. Fiir
Jeden Punkt X € u bilden diese Geraden die Seiten eines gleichseitigen Dreiecks STU (das
Jir X = A, X = Bund X = C indie Dreiecksecken A, B, C entartet). Durchlinf?
X den Upmitereis u, so durchlauft auch S (der Schnitipunkt der Wallace-Rechtsgeraden
mit der Wallace-Linksgeraden) den Umikreis u. Die Ecken T und U durchlaufen
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dieselbe geschlosseng, dreiachsig symmetrische rationale Kurve 4 Ordnung mit drei Knoten

(Abb.4).
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