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Einleitung

Tullio Levi-Civita hat die fundamentale Erkenntnis gefunden, daB die
Gleichungen fur die Bewegung der Planeten auf die homogene Schwin-
gungsgleichung zuriickgefithrt werden kénnen. Diese Erkenntnis wurde:
von Pythagoras und Kepler schon in der Form erahnt, daf3 den Planeten
Tone zugeordnet wurden.

E. Stiefel hat das Werk in seinem mit G. Scheifele verfal3ten Buch [7]
dargestellt und weitergefithrt. Die Erkenntnis von Levi-Civita ermo-
glichtes nun, dieTheorie der Gleichverteilung auf die Theorie der Plane-
tenbewegungen anzuwenden.

Es ist weiters bekannt, da3 auch das Modell von Friedmann-Lemaitre-
Milne-Heckmann, und damit die Friedmannsche Gleichung auf die
homogene Schwingungsgleichung zuriickgefithrt werden kann. Die Tat-
sache, dafl es mehrere Planetenbahnen gibt, hat mich dazu angeregt, rein
mathematisch auch mehrere Welten einzufithren. Damit will ich nichts
Uber die tatsichliche Existenz solcher Welten aussagen (Dies gilt viel-
leicht noch mehr fiir die Anmerkung 4). Es ist mir bewuBt, daB3 ich mich
damit am Rande des fiir einen Mathematiker Erlaubten bewege.

Als Erginzung zu der im Text angegebenen Literatur verweise ich auf
das Werk von Jan von Plato [6].
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Ich mé&chte noch bemerken, daB die Kenntnis von Teil I nicht voraus-
gesetzt wird, die Lektiire des Epiloges witd allerdings empfohlen.

Zum Schlufl méchte ich Frau Marianne Wenger meinen herzlichsten
Dank fiir die Abfassung des Manuskrtipts aussprechen.

1

Wir betrachten zunichst die Gleichung

d*r K
A 1
dr? * r? M)
nach der Methode von Levi-Civita, die dann vor allem von E. Stiefel ([7])
entwickelt wurde,
Wir gehen direkt vor, indem wir die von Levi-Civita angegebene
Losung verifizieren.
Es sei w eine beliebige positive Zahl, und wenn K> 0 ist, dann defi-
nieren wir die positive Zahl # durch
2o X (2)

__20’)—2.

Dann setzen wir als Losung von (1) an:
r:az(cos(w7+w))2 (3)

wo 1 modulo 27 bestimmt ist und definieren die Zeit T durch das

Integral
t= / rdT, (4)

welches nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist.
Es ist also

dt
—=r.
drt

Wir nennen 7 die fiktive Zeit im Gegensatz zur Zeit 2.

Wir zeigen nun, daB die Funktionen 7(7) und #7) eine Parameterdar-
stellung der Losungen von (1) sind. Zu diesem Zweck definieren wir als
Geschwindigkeit

dr

UZZ (5)
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und benttzen, daf3

dr [ dt
V=—/ —
dr [ dt
ist, und erhalten
sin 2(wt + 1)
v=2 = wtgw(T + ).
“T+ cos(2(wT + ) golr+9)
Es wird also (wir setzen n=wt + 1))
v> K ( ) 1 )
——==2w?{(t - = —w?, 6
e (e )
da
1 2
—t —
cos? 7 &1
ist.
Es ist nun
dv d’r
dt — dr?’
die Differentiation von (6) ergibt (1). Dabei muf3
dt
—#0
dr 7

sein. Es ist riickblickend (6) die Energiegleichung mit der Integrations-
konstanten w? Es ist

n= acos(wT + 1,/)) (7)
die Losung der Schwingungsgleichung

dew%:o (8)

mit den Anfangsbedingungen
#(0) = acostp, #'(0) = —wasinh.

Wihlen wir nun eine gleichverteilte Folge (¢) modulo 1, so erhalten wir
die Schar der Losungen (1), = 27py)

(1) = acos(wr + Ye), (9)
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und fiir (1) die Schar der Losungen
re(T) = w3 (7) = a® cos*(wT + Yy) (10)

und

Iy = / V,@(O')JO'—F Ce,
0

wo C, Konstante sind.

2
Wir betrachten nun s solche Gleichungen (1') mit Konstanten K/, also
d*r/ K/ ,
=0 1
a7 T ) (1)

(/=1,..., 9. Ein Beispiel: Es seien s Teilchen p/ mit den Massen m/ fiir
J=1,...,5 gegeben, die von einem Stern § mit der Masse M nach dem
Newtonschen Gesetz angezogen werden. Dabei ist dann

K/ = G(M+ /)

(G > 0 Konstante).
Es seien die zugehérigen Energickonstanten w?,. ,w? mit

wlz—i— ~I—wI2:E

die Gesamtenergie.
Weiter sei (¢; positiv)

K/
2 _ N !

dann sind wieder Lésungen des Systems (1) gegeben durch ( j/-e =2mp J/"')
' ; 2
ry = ﬂﬁé(T) = (a/)z cos(ij + T,Dfe)
wo (¢p, ©]) eine gleichverteilte Folge in E’ ist. Weiter ist dann
T .
t, = / ri(o)do.
0
Wir erhalten die s Geschwindigkeiten

v} = wtg(wT + ¥)
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and (#e, . . - , #) sind Losungen des Gleichungssystems
d?u; 5
Fé + wj = 0 (8')

mit den Anfangsbedingungen
u(0) = cos(),
da
dn(0)
dr

Wir haben bis jetzt den Fall betrachtet, daB3 alle K; positiv sind. Wir
untersuchen nun den Fall, daB3 alle K; negativ sind (man kdnnte natiirlich
auch den Fall nehmen, daB nur einTeil der K; positiv sind, und die ande-
ren K; negativ sind. Dies wollen wir der Kiirze halber nicht besprechen).
Dann definieren wir die 4; durch die Gleichung (K = K))

= —wj-aj sin (1&2) .

!
2o K5 (2")
Ty Y

Wir nehmen jetzt die # von der Gleichung
% 2
gz =0
also
= cos(wt + i,bj)

(wir beniitzen jetzt die hyperbolischen Funktionen cos, sin, tan). Es wird
dann

rj = (;{/)2 = (COS(UJT + 'l,[)/))z
und
v = witanw(T + ;).
Es wird also (1, = w;(7 + 1))

2

vy K, ( 2 1 ) 2
—+—==w;| (tann;)  + ——= | = w;

2 7 /| (tsam) (cos 77/‘)2 !

fiirj=1,..., 5. Hier haben wir beniitzt, da cos? — sin® = 1 ist.
Wir wollen die beiden Fille: Fall I (alle K; grofier 0) und Fall II (alle
K; < 0) noch weiter untersuchen, indem wir auf die Fille eine stereogra-
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phische Abbildung ausiiben. Es witd sich zeigen, dal wir im Falle I, in
dem trigonometrische Funktionen bei der Darstellung der Lésungen
verwendet wurden, jetzt hypetrbolische Funktionen beniitzen werden
missen, dagegen ist es im Fall II gerade umgekehrt.

Besprechen wir jetzt Fall I und kehren wir jetzt zum Fall (10) zuriick.

Es ist also
5 K 1)2 5
(%) 3= m
,.'/- 2 J=1

/=1

Wir setzen fiirj=1,...,s

A= \/_ &1 — &5 (12)
Es istA% + 4+ sz = 1. Wir setzen nun

§y1+ &y = \/EA/‘C’I?" (131)
§y1— &y = \/EAje_ﬁ’, (13,)

also
Ejo1 = VE A cos¥; (149)

und
2 = VEAsind,. (14,)
Wir fithren nun die Variablen x1, .. ,x7, durch die (stereographische)

Projektion in bezug auf das Hyperboloid (10) ein:

52 1+ &y Aje¥
Xyj-1 g = VE=- 5~fj \/El—Aj sin ¥
\/E 5 5
und
Aje™"
vy ey = VES S AT
1— A,sind,
\/E
Es ist also
A, cos?
1 =VE—L— 7 _ 15
-1 \/_1—Afsir119Jr (151)
und
Ajsinﬁj

=BT
*y \/_1 — A, sind,
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Setzen wir

=\ g = VB (16)

so wird

X2j—1 = M; COS ’lgj, X = ,Uy'SiI'I ’(9j

Es ist insbesondere

ij_1
cos¥; = . (17)
J uj
Wit setzen nun
A cos,
=xy_ 1 =VE——m——. 18
AR \/_l—A;sinﬂ, (18)
Es ist dann
A,
cos; = X (19)
Aoy

Wir haben nun

(1 — A,sind,) = VEA,

oder
— \/EA/- = piA,sin
oder
(b, — VEA ) 2A231n19 (20)
Es ist nun
cos?, — sin®d, = 1, (%)

also ethalten wir fiir die rechte Seite von (20) nach (19)

2
2 42 /ii 1) = 42,2 _ 242
/J’j 5 A;”/ 1< lu’j $°

Setzen wir dies in (15) ein und quadrieren die rechte Seite von (20) aus,
so ethalten wir

w1442 —2VEAj + (E—5)A7 =0. (21)
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Dividieren wir diese Gleichung durch den Koeffizienten 1 + Af von
/1/2 und erginzen auf ein Quadtat, so ethalten wir

<j ,@¢E> A, EAA]
"o

1+ .42 1+Aﬂ"m+A%
Setzen wir flir p; die Definition (16) ein, so erhalten wir fiir /= 1,. .,5
A7 : 2 EA%A4*
2= (fx2, — a2 - AVE N _ T ()
1+A2 f Y1+ .A42 (14 A42)

Wit haben vor uns s Flichen (=1, ..., §) im (x2/-1, 2/, 7)-Raum.
Auf der Gesamtheit dieser Flichen, die nur in der g-Koordinate
zusammenhingen, liegt die 7-Kurve, die wir vorher studiert haben. Wit
setzen
B K; ¢ _l_wjtanwj(T+wQ)
(ﬂjCOS(wj‘T + 1,[12))2 » ¥ V2 V2

Die Fliachen hingen noch dutch die Gleichung

€1

AT+ +AI=1 (23)

zusammen.
Betrachten wir nun den Fall IT

~ (K Y\ o ,
Z<;+7>=§;%_E. (1)
J= Jj=

Statt dem Hyperboloid in Fall T haben wir jetzt die Sphire
&+ +E=E

Wir setzen jetzt fiir j=1,..., s
Ay = \/— 52, 1+ fzj- (12")
Es gelten dann statt (141), (14,) die Formeln
fz_/'_1 = \/EAJ COs 'l9j (141/)

und

52/ = \/EA] sinﬁj. (145)
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Wir haben statt den hypetbolischen Funktionen cos und sin die
trigonometrischen Funktionen. Die stereographische Projektion lautet
jetzt (sie ist tatsichlich die klassische Projektion in bezug auf die Sphire)

A;cost;
e = VBT G, 120
und
A;sint;
Jp— ‘/Ejij' 15’
xy 1—A,sind, (15,)

Die Definition (16) ist nun abzuindern

W= \[x2_y + x2, (16")

(17), (18), (19) und (20) bleiben unverindert, es sind nur die hypetbo-
lischen durch die trigonometrischen Funktionen zu ersetzen. Jetzt ist
fiir die weitere Rechnung die Formel (*) durch die Formel

cos? 9, +sin® 9, = 1
zu ersetzen. Dies bedeutet, dafl nun (21) so lautet
w1 —A?%) - 2VEwA; + AX(x* + E) = 0. (21")
Wir setzen nun voraus, daf3
Al <1 (%)

ist. Der Fall 4% = 1 wiirde bedeuten, daB alle anderen 4 ; gleich Null
sind.

Wir dividieren (21') durch 1 — .42, erginzen wieder in p; auf ein
Quadrat und erhalten

AVEN?  aR?  EAA
W) TS T (1 ar

Setzen wir wieder fiir y1; die Formel (16') ein, so erhalten wir s Tori

2 2 2 42
S g AVEY e B
TR T ar) -4t T )

Firj=1,. .,sim (a1, x3,%)-Raum setzen wir

K

(a/cos(w;T + wi))z ’

§y1 = €y = w; tan(w;T + d’i)
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Schaffen wir in (22) noch die Quadratwurzel weg, so erhalten wir

2 2 /2 2 2 1'2 ’ 2 2 4EA/Z
(e e EA ) =S G
Es sind dies also Flichen vierter Ordnung, so wie dies auch im Fall I,

wo wir jaToti vor uns haben, der Fall ist. Wir wollen aber trotzdem die
Formeln hinschreiben:

A? 14 .42

2 2 J 2 2 J
(@*+%+1iﬁ?"3@at2$

s 5

2
4E A}

2
2 2
) = —(ij_1 +x2/-) +(1j2—)2.

3
Wir behandeln jetzt den zweidimensionalen Fall
d*x  Kx
AR T )\ 1
Szt 2=0 (1)

wo x der Vektor (1, x7) und r = 1/x? + x7 ist. Die zugehorige Schwin-
gungsgleichung ist
d?u 2
2 +wu=0. (2)
Es sei z eine positive Zahl, dann gilt
aw? =K.
Es sei
n= (w,m) = (A cos(wr + 1), Bsin(wr +1)).

Wir setzen

A:\/c—zcosg, BZ\/c—zsing. (3)
Es witd also A% + B2 = 4. Wir setzen noch
E=wr+ (4)

und nennen sie, wie in der Astronomie iiblich, die exzentrische Ano-
malie. Wir kénnen also den Vektor # in der Form schreiben

E a . E
z/=\/c_z<cosfcos—, sin—smE) (5)

2 2 2
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Wir setzen im Anschluf3 an Levi-Civita

x1 = 1112 — 1122

xo = 2.

41

(6)

Um zu viele Indizes zu vermeiden, schreiben wir x1 = x, x; = yund

haben also (i = /—1)
x+ iy = (m + in)?

Weiter setzen wir fiir die Zeit #

t= /rdT.

(7)

(8)

7 heiB3t natiirlich wieder die fiktive Zeit. Es wird dann unter Beniitzung

der Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen

x = a(cos a + cos E)

y=asinasinE

und
r=1/x%+y*=a(l + cosacos E).

Fir den Geschwindigkeitsvektor v ethalten wir nach (8)

5o dx dy\ _ (dx dy\dr _ (dx dy B
"N\ ) T \arvar )i~ \arar )/ "

Es ist

dx i dy .
— = —awsinT, — = awsinacosE.
dr dt

Es wird also
A (—sin E, sin c cos E)
14 cosacos E
und fiir das skalare Quadrat der Geschwindigkeit

2
2 w

v° = 2(—sian—}—sin2acoszE).

(1 + cos axcos E)

©)
(10)

(11)
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Wir betrachten auch gleich den Ausdruck
d dx

[x,%] = x==

—. 14
i 7d (14
Man nennt diesen Ausdruck bekanntlich die Flichengeschwindigkeit.
Wir erhalten nach kurzer Rechnung
[x, x] = 2awsin a. (15)

Diese Flichengeschwindigkeit ist also konstant (zweites Keplersches
Gesetz). Aus (9) und (10) ist sofort ersichtlich, daB hier eine Ellipse mit
dem Parameter E vorliegt von der Gestalt

. 2 ' 2
(——cosoz) —I—< j ) =1.
a asin o

Es handelt sich also um eine Ellipse mit Mittelpunkt (¢,0), wo
e=acosa = Va®—b? (16)

ist, die groB3e Achse ist 2, die Nebenachse 4 =4 sin . Der eine Brenn-
punkt dieser Ellipse liegt im Nullpunkt (0,0) (die Sonne) (erstes
Keplersches Gesetz). Es ist ¢ die Exzentrizitit und

£=cosa =" (17)
a

ist die numerische Exzentrizitit. Um die bekannte Darstellung der
Ellipse in Polatkoordinaten zu erhalten, miissen wir den Winkel ® (wahre
Anomalie) durch

x cosa—+cosE

@:-—:———
cos r 14 cosacosE

(18)
und
sinasin E

i @ ="
S r 14 cosacosE

(19)

einfuhren. Es wird

sin? & asin’ «
1 —cosacosd = =

— (20)
14+ cosacos E r

Man bezeichnet oft auch &’ =7 — ® als die wahre Anomalie. Aus (20)
folgt sofort die gesuchte Darstellung

asin® « asin’® a P

r = = ;= e
1 —cosacos® 14+ cosacos® 1+ cosacosd
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Es ist
p=asin®a =a(l — &),

der sogenannte Parameter der Ellipse.

Es sei noch bemerkt, daf3 bei unserer Darstellung ® von der fiktiven
Zeit 7, 9 und w abhingt. Wenn wir jetzt die Flichengeschwindigkeit in
Polarkoordinaten x =r cos @, y = r sin ® ausdriicken, so erhalten wir die
berithmte Formel von Kepler

,d®

i =aw sina = 2awe™, (21)

e =v1-—¢? (22)

ist.

Um in dieser Formelkette noch weiter fortzusetzen, die heutzutage
trivial erscheint, die aber eine lange Entwicklung hinter sich hat, bilden
wir uns

(14 cosa)(1 + cos E)

1+ o =
€os 1+ cosacos E

und
(1 — cosa)(1 — cos E)

1— o =
o8 1+ cosacos E

und erhalten

® 1-cos® 1—-cosal—cosE 1—cosa ,E

2
tg? — = = = t ,
& 2 14+cos® 1+4+cosaxl+ cosE 1+cosag 2

also die bis heute verwendete berithmte Formel

o 1— £, E (23)
tg— = —.
82 Vite®2

Wenn wir noch einmal auf (11) zuriickkommen, so erhalten wir fiir
E=m das Perihel II=4(1 —cosa), also wenn wir cosa=¢ positiv
annehmen, den kleinsten Wert fiir 7, also das Petihel, und fir £ =0 den
groBten Wert, das Aphel. Es muf3 dann bei unserer Darstellung

wr+Y=0

Y

t=——

w
Wir werden darauf noch zu sprechen kommen.

sein, also
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Wit kénnen aus (21) den Winkel ® noch explizit durch # darstellen: Es
ist

dP awe™
4 K r2
Es ist also
A 4P dt  awe”
T aar
also

dar
b=we [ ————.
we /l—i—EcosE

Wir wollen noch # als Funktion von E darstellen

t= a/ (1 + cosacos E)do,
0

wobei

E=wo+1

in E
z‘:a(T—l—ESln >+C,
w

wo C eine Konstante ist, nimlich bei uns

war. Es wird also

asin
—

Es besitzen cos E bzw. sin E die Periode (m/w). Es wird daher die
Umlaufzeit

alm
T=—.
w
Nun istw = 4, also wird
3/2
a
T =—="2m,
VK
also
T? B 4r?
3 K

(drittes Keplersches Gesetz).
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Es ist nun (3) und (11)
2
K__ w (24)
r 14 cosacosE

. . . . . .2 2
Beniitzen wir (18), indem wit noch die Formel sin® & =1 — cos” &, ber-
ticksichtigen, so erhalten wir

2 2

v w? 1 —cos?acos’ E

?:7(1 +cosacosE)2’ @)
dann wird also
v’ K w(cos®acos® E— 1+ 2(1 + cos acos E)
2 (1 + cos o cos E)? ’
also wieder die Energiegleichung
v? K
- = —w? (26)
Differenzieren wir (26) und die Gleichung (15) nach #, so erhalten wir'
st gj=— (27)
r? dr
yx —x)=0. (28)
Die Gleichungsdeterminante ist nun, wenn r # 0
dr
xx 4y = rZ #0
und wir erhalten die Newtonschen Formeln
K
X=X
= (29)

Wir betrachten noch kurz den Fall der Hyperbel. Wir brauchen nur
wieder die trigonometrischen durch die hyperbolischen Funktionen zu
ersetzen. Wir erhalten

x = a(Cos o + Cos E) (5)
y=aSina SinE (¢
r = a(1 + Cosa Cos E). (7")

'Die Gleichung (28) ist auch an und fiir sich interessant und steht auch in anderer
Weise in enger Verbindung mit der Schwingungsgleichung (vgl. P. Funk, Variationsrech-
nung).
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Es wird
. 2 2
(——cosa> —( ] ) =1 (%)
a asina
cos P — cosa + cos E _x (18)
1+ cosxcosE r
sin @ :M:J_/_ (19')
1+cosacosE r
Es wird
sin? &
1— = — . 20/
cosacosy a(l + cos & cos E) ( )
Wir erhalten
P
=— +
4 1 — cosacos® (+)
bzw. mit® =7— P
p
_— ++
1+ cos o cos P ( )
wo p = — asin’a ist.
Wir setzen noch € = cos a > 1 und ¢ =«£. Es witd
[x, %] = awsina. (15)

Wir kénnen nun, wie schon in §2, mehrere Planeten mit zugehérigen
Wy, ., W mit

wf—l— +wI2=E

betrachten (Pythagoras nannte dies eine Harmonie).

Wir wollen noch studieren, was geschieht, wenn wir, sagen wir im
elliptischen Fall, eine Drehung auf diese Kegelschnitte ausfiithren. Neh-
men wir eine Drehung mit der Drehgeschwindigkeit £22. Es sei

x = & cos {2t + n sin (U
y = —&sin Q¢ + ncos 2.
Es wird
s = Ecos Qt +Nsin Q + Y
j = —Esin Qf + 7 cos U — Qx.
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Daraus folgt
2457 =€ 40+ Q2 +57) + 20 — )
und
&y — e = &0 — € + Q% +57).

Wenden wir (18) und (26) an, so ethalten wir

1 . K
2 ((&2 + 712) - Qz(fz +772) — —) = —w? — Qawsin a
r
und
én —nf = awsina — Q(fz +172).
Weiter ist jetzt
2=+ nt=x*+y"

Wir differenzieren wieder und erhalten bei Auflosung der beiden
Gleichungen

é- a0 (-2
i+ 206 = (g— Qz>n.
Fihren wir auch in §1 eine Drehung durch
x = rcos
y = rsin Q,
so erhalten wir analog
x = rcos Qs — Qrsin Qr
3y = rsin ¢ + Qr cos U,
weiters
457 1

K 1
L2 2002
5 2(v+Qr) S wi o

und

—yk + x5 = Qr?
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Differenzieren dieser beiden Gleichungen und das Auflésen der differ-
enzierten Gleichungen liefert

K
%— 20 = (—ﬁﬂLQr)’—:

K
G+ 2Q% = <——2+Qr)'y—
2r r

mit 72 = x* +y2

Anhang zu §3

Ersetzen wit in Formel (18) und (19) cos ® durch X', sin ® durch Y, so
erhalten wir nach G. Kowalewski eine Transformation, welche in der
nichteuklidischen Geometrie wohl bekannt ist:

X,*X-I—cosa ,  2Y sina
cosaX +1° cosaX +1’

(+)

welche den Kreis X%+ Y?=1in den Kreis X"?+ Y'? =1 iiberfiihrt.
Ersetzen wir in (x) die trigonometrischen Funktionen durch die hyper-
bolischen Funktionen, so erhalten wir die Transformation

X +tcosa , 2Y sina

X' =" =
Xcosa+1’ X cosa+1’

(%)

welche die Hyperbel X2 — Y2 =1in den Kreis X'* — Y'*=liiberfithrt.
Fithren wir homogene Koordinaten

x=8 vyl p 28y
¢ ¢ ¢! ¢’
ein, so erhalten wir im elliptischen Fall die projektive Transformation A4
¢ =€+ (cosa
7 = 2nsina
¢ =¢&cosa+(.
Ordnen wir det Transformation A4 die Matrix A ()
1 0 cosa
Al@)=| 0 sina 0

cos 0 1
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. . .3 .
mit Determinante D =sin” « zu, so erhalten wir

1 0 cos a*
A= 0 sinaf 0 |D!
sin a* 0 1

mita" =7 — a.
Betrachten wir .4 (o), A(ay), so erhalten wir fiir die zusammenge-
setzte Transformation A4 (), A (crp) die Transformation A (a3) mit

cos a1 + cos

cos (3 =
14 cos @y cosap

sin (v sin @

sin g = .
1+ cosay cosay

Wir haben also eine Gruppe vor uns. Setzen wit sin a = tan 3, so erhalten
wir
tan B + tan G,

t =,
an /83 14 tan ,61 tan 52

also

B3 = b1 + Ba.

Im hyperbolischen Fall (xx) ist Sin & durch tg 8 zu ersetzen.

Es liegt nahe, gleichverteilte Folgen (a), insbesondere solche, die zu
pythagoriischenTripel fithren, und die zugehorigen Transformationen zu
studieren, vgl. zu diesem Gegenstand auch §4. Wir wollen in einer ande-
ren Arbeit darauf niher eingehen.

Interessant ist die verkiirzte Transformation

£ = [one 27
€] = [ena 3°[E)

mit Determinante 1—cos® o bzw. 1 — cos” a. Im zweiten (hy 2perbohschen)
Fall w1rd durch die inverse Abbildung der Kreis &’ =1 in

§ -~ 77 =1 transformiert.

bzw.
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4

Wir fiihren nun auf §3 (9) und (10), welche wir jetzt in der Form schrei-
ben,

x = a(cosa + cos E) (1)
J=asinasin E (2)
=0 (3)
eine Drehung D durch, welche wir als Produkt
D = D;D,D; (4)

schreiben, wo

cos €} sin? 0
Dy = | —sinQ2 cos) 0 (5)

(7 Inklination),

D3 = | —sinvy cosy 0 (7)
0 0 1
ist, so erhalten wir
X X
X=|Y|=D|y (8)
Z 0

Es ist
r2=X2+Y2—|—ZZ=>?2+)72=az(l+cosacosE)2 9)

Es wird weiter

O <y

1.7

%o [ } (10)

Av/e]
E == (171, 1?2, 0)

in §3 (12) angegeben ist.
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Weiters besitzt das vektorielle Produkt
X, 7] = [X,X] = ([YZ], [zX],[xY])
die Komponenten

(cos Qsin 7, sin Qsin 7, cos 7)[x, x|, (11)

wo [, x| in Formel §3 (15) gegeben ist. Da Det (X, Y, Z) =0 ist, so ist
[YZ)X + [zX]Y + [XY]Z =0,
also liegen XY, Z in der Ebene

cos QsiniX + sin Qsin 7Y + cosiZ = 0. (12)

Schneiden wir diese Ebene mit Z =0, so erhalten wir fiir die Schnittge-
rade (aufsteigender Knoten)

X
il
v = ()
und, wie aus (11) folgt
[YZ)* + [2X)* + [X Y] = a%w?sin? a. (13)

Wir erhalten weiter die Gleichung (nach §3 (29))
d?°X KX
a2 3

Wir kénnen aus der Drehung D neue Drehungen

(14)

D(k,/,m) = D*D.{D*

erhalten, wo jetzt statt €, 7, y £SQ, /i, my steht. Wihlen wir €, 7, «y als irra-
tionale Zahlen, welche mod 1 linear unabhingig sind, so kénnen wir,
wenn wir die ganzen Zahlen £, /, # passend wihlen, jede beliebige Dre-
hung beliebig genau approximieten. Wihlen wir noch dazu eine gleich-
verteilte Folge (@) bzw. (&), so konnen wir, wenn wir w als fest und
damita als fest annehmen, jede Anfangslage des Systems beliebig approx-
imieren.

Es bleibt noch « festzulegen. Wir nehmen einen Punkt (xo, yo, yo) als
Anfangsbedingung. Wir wihlen die Koordinaten dieses Punktes in fol-
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gender Weise: Es seien a, y zwei Zahlen in Q(7), also zwei verschiedene
komplexe rationale Zahlen o und 7y und es sei

X0+@0:O{2—’)’2 und ZQ:CY’?+O_1'Ya

dann ist

a=\/x¢++d =+ >0

und eine rationale Zahl.

Wenn a oder 7y gleich Null ist, so ist g = 0 und der Punkt liegt in der
Ebene.

Haben wir mehrere Planeten, sagen wir s Planeten, so wihlen wir s
Paare von Zahlen oy, 7y;, wobei die

= Jag[* + |yl”

verschieden sind.

Damit sind auch die w* 5 2 gegeben. Ob wir dadurch auch die Folge von
Titus-Bode erhalten, moge bis auf weiteres dahingestellt werden.”

Natiirlich konnen die Folgen auch zu einer beliebigen Dichte gleich-
verteilt sein.

Wennwir nun auf die Dichte Eins spezialisieren, erscheint esangenehm
z.B. solche Folgen zu nehmen, fiir diee = cos o, €* = sin & rationale Zah-
lensind, d.h. pythagoriischeTripel vorliegen. Das gilt auch flir

E . .
cos— = cos(w 4 ;) = cos ; cos wt + sin ; sinwt,

daja
A _ B
COSP = ———ee—, Sinp = —F——=
v A?+ B2 v VA?%+ B?
war.

Mit pythagoriischen Tripeln habe ich mich schon friiher beschiftigt,
so in meiner Arbeit ([1]) und in der Arbeit ([3]).

"Dieses Gesetz, welches vielleicht nur approximativ giiltig ist, hat stets Interesse auf
sich gezogen. Der Verfasser der vorliegenden Arbeit hat schon in seiner Jugend den
Versuch gemacht, durch Interpolation der vorliegenden Daten, ein solches Gesetz zu
finden. Es war wohl C.E von Weizicker der erste, der eine Herleitung dieses Gesetzes
versucht hat (Z. f. Astrophysik 22 (1944)). Der Verfasser plant, die Gedankengiinge von
Weizickers mit den vorliegenden Gedanken zu kombinieren.
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Wir betrachten hier s Primzahlen py, .. ., p, von der Gestalt 4&£+ 1, z.B.
fiir s = 6 die Primzahlen 5, 13, 17, 29, 37, 41 (Zahlenmystik).

Jede solche Primzahl p, 1a8t sich im GauBschen Zahlkorper Q(v/—1)
eindeutig schreiben

b = ™,

wo 7;und 7; Primzahlen in Q(+/—1) sind. Wir definieren nun Zahlen x;
durch

fir /=1, .,s EssinddiesesZahlen dividiert durch 27 modulo 1linear
unabhingig. Es ist also die Folge (6=1,...)

Xt A
Y <

im Einheitswiitfel E’ gleichverteilt mit einer Disktepanz (K absolute
Konstante)

. _K(log NY
N = N1/s
Es ist (L natiitliche Zahl)
o\ F
e\/:l‘LXJ = (—‘/>
7]
und wenn L. gerade 2g ist und
T =4+ V-1

(@), by natiirliche Zahlen) geschrieben wird, so wird

2 2 2
TS = a; —19/ +2\/—1zzj17j

=4
2 2 2
7 =a =4,
SO ist
2 2 2 2
af — b \é a: — b
- (12 5
a7 +b; @, + by
2ah; \°  2a,b,
sin2g90j=< 2//2) = el
i+ 0 a4 + b
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Wir wollen §2, 7, 7y in der Formel fiir die Drehung D zusammen behan-
deln.

Die zugehorigen Primzahlen, welche die zugehdrigen pythagor-
dischen Tripel liefern, wollen wir mit py, ps, p3 bezeichnen, also z.B. 5,13,
17. Dies gelingt so, dal wir die zugehérige unitire Transformation

aufstellen, aus der dann in bekannter Weise die Darstellung von D folgt.
Diese Darstellung von D durch pythagoriische Tripel gestattet weitere
Anwendungen, die hier nicht mehr behandelt werden sollen.
Wir setzen

Ty a3 M2 b3

ajn = —, ap =
|71 |72 [77] 71|72 |75

o =T b T2 4 (15)
|71 |[7r2] 7] ||| w2 [7rs]

also z.B. wenn wir dasTtipel 5, 13, 17 nehmen, so wire
m =1+ 2\/?1
7 =342vV~-1
m =1+ 4v/—1.
Esist
Q110 — Q0 = 1.

Weiters setzen wir

Z
=5 (a1 + az) = (qa2 — biba)as/a’
7
@ = 5(0112 +an) = (aa + biba)bs/a®
i (16)
@ = _E(Oélz —az) = (hay — boar )bs [
z
a3 = _5(0‘11 = an) = (a1by + abr)as /o,

a® = (af + bf) (a3 +b7)(a5 + b3).
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Zu (1) gehort die unitire Transformation

anZ+ o’
also explizit
; ﬂ 7T1613Z + Z-T_I'j'bj, (18)

- ﬂ'z iW1b3Z + ’ﬁ']ﬂy, -
Zu (2) gehort das Quaternion

(d1ﬂg - [71172)6236’0 + (ﬂ1dz + b1b2)b3€1
+ (b]ﬂz - bzd])ez + (522/71 + b1a2)a3€3,

WO ¢, €1, €5, €3 die bekannten Quaternioneneinheiten sind.
DieTransformation (17) schreiben wir kurz

o1 Qup | | mMTas i Tobs (19)
a0 IMToby  TyToas

Wir erhalten fiir die Drehung D die folgende Darstellung

Ci Cip Cps
D= |Cy Cp Cxn|,
Gy Gy Cs

wobei

_ 2 2 2 2
Ci=aj +af —ay —a

_ 2 2 2 2
Cpp=a) —af +ay — a3

2 2 2., 2
Cys =aj —a;f —a, +a;
Cos = 2(apas — apm1) Csp = 2(apa3 + agar)

Cyy = 2(asay — apaz)  Ci3 = 2(a3a1 + agay)

C12 = 2(41a2 — doﬂg) C21 = 2(611612 + ﬂoﬂ3).

Man kann jetzt fiir (16) einsetzen. Eine ausfithrliche Datstellung findet
sich in der Atbeit des Autors [4].

Man kann damit auch sphitische Dreiecke berechnen, dies soll an
anderer Stelle ausgefiihrt werden.
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Anhang zu §4

Es liege eine Folge (x,) modulo 1 vor, welche zur Dichte p mit Diskrepanz
DY, gleichverteilt ist. Es sei L eine natiitliche Zahl, dann betrachten wir
nun die Gleichverteilung (wenn vorhanden) der Folge

[ ®

n

Bekanntlich gilt fiir jede Funktion F von beschrinkter Variation I(F)
im Einheitsintervall E

\%iz:m) -/ F() ()i

Esseinune > 0 gegeben, welches wir erst spater wihlen werden. Es sei

dann fiire <x <1
o= [2])

F(x) =

el+1

< V(F)D¥%,.

und

fiir 0 < x <. Dabei sei f periodisch mit der Periode 1 und beschrinkter
Variation. Wenden wir die obige Formel an, so haben wir zunichst das
Integral

6= [ F)plas

ster= [ otar( 5 )

. —~L . .
Wir setzen x =€ als neue Variable, dann haben wir

1

Je) =1 [ " p(&'”ﬂ e (1) ey
- %Xk: ' /k - p(é"”L)é' () )0
= %Z ' /01 p((& + k)‘”)f(&)(& () e

zu studieren. Es ist
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Setzen wir

=150 e )

=1
=/f®m@&

Wir haben dabei einen Fehler gemacht, da ja £ nicht bis ins Unendliche
geht. Da aber p beschrinkt ist, 0 < p <4 und da Z,@ (E+ k)~ (/LA
konvergent ist, so ist der Fehler < e AM, wo M( f) eine obere Schranke
fur fist.

Wir wollen nun noch 17( /) abschitzen. Nehmen wir der Einfachheit
halber an, dal3f sogar stetig differenzierbar ist, dann ist im Intervall

e<x<1
1 1 1
/ . /
() =1 () s

also wenn M, eine obere Schranke von f ist,

(%)

Wir haben also insgesamt

w2 ([l = [ rmeo

X, 2€

so ist also

< M eLt+1’

M
< Df\r<—l+/1) +e(1+MA),

gL+l
daja
| =y 1- x)dx| < eADY,.
x, <€
Wihlen wir nun e = 1\1,/ (L+2 , so erhalten wir

< C(D 5’\7)(1/(]—4'2))

w2 G [F])- L romes

Der Fall L =1 wurde schon (ohne Restabschitzung) von Dirichlet
behandelt (man vgl. meine Arbeit [3]), wo die Abschitzung auf anderem
Weg gefunden wurde).
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Analog behandeln wir den Fall
1

1
sinZ x, Lo [ sinZ x, L]
2 2

Hier setzt man

Die neue Dichte wird

2 p(2 arcsin (€ + /é)l/L) dé
pl(&) — WLE/C: \V/‘1 B (§+ k)*(Z/L) (§+/é)1+1/L'

5

Es ist bemerkenswert, daB ein solcher Zusammenhang wie in §1auch bei
dem Friedmannschen Modell des Kosmos auftritt. Es handelt sich, wenn
R der Weltradius ist, im elliptischen Fall um die Differentialgleichung

(w>0)
dR d’R

wobei 7 die Eigenzeit ist, d.h. die Zeit, die durch eine vom Kérper mit-
gefithrte Uhr angezeigt wird, die in §1 fiktive Zeit genannt wurde. Die
Zeit t wird wieder durch das Integral

s = / R(7)dr 2)

gegeben. Man nimmt tblicherweise w = 1. Wir denken uns die Eigenzeit
durch wt gegeben. Wir differenzieren nun (1) nach 7 (wir wollen jetzt die
Ableitungen 7 durch einen. Punkt andeuten, z.B. statt ‘j{—i kurz R schrei-
ben, dagegen wollen wir die Ableitungen nach der Zeit # in der {iblichen
Form R’ statt & schreiben.

Wir differenzieren nun (1) nach 7 und erhalten, da sich bei der Differe-

ntiation die Glieder RR wegheben,
R 4+ w?R = 0. (3)
Wenn wir R = v setzen, so erhalten wir fiir v die Differentialgleichung

i+ w?v = 0. (3"
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Die allgemeine Losung ist

v= A cosT + BsinT = Csin(wr + ).

Integrieren wir (4), so ethalten wir, wenn wir
C
=K
w

setzen,
R = /vd7-= —KcosE+ L,

wo E=wr 4 p ist.
Aus (4), (5) und (1) folgt nun

R =9 =w?Kcos E = w?K cos E.

Setzen wir (1) ein, so ethalten wir nach (4), (5) und (7)

K’w? = (L — K cos E)w?(L ~ K cos E) + 2w?*K cos E

= w?(L — K cos E)(L + K cos E).
Daraus folgt
K?sin? E = 1.2 — K% cos’ E,
also
K?=12 also L= *K.

Da R > 0 sein soll, so ist

E
R=K(1-cosE) = 2Ksir12§.

Es wird
R,:d_R:d_R ﬁzgz wsin E
dt dr/ dr R 1—cosE’
also
R':chth.
2
Es ist nun

AR\® 2w? ,( LE 1 )
(E) "R OY (“ga‘m -

59
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(10) nennt man die Friedmanngleichung. Wir differenzieren nun und

erhalten
2w?
R'R"+ —R =0,
R?

also an allen Stellen, wo

R'#0
ist, erhalten wir
2w?
"o__
RK="%
also folgt aus (10)
RRII:_Z%Z_:_WZ_R/Z,
also folgt aus (9) und (10)
RR// wZ .
‘RZ  R?
2 (11)

2 1 1 w
cth% sinZ%

Fur die Hubble-Konstante erhalten wir
R wsin E . wcos% (12)
= 4 E"
2K sin” 5

RZ K(1 — cos E)®
Wir benétigen nun noch die Gleichung fiir die Dichte p nach der
ersten Feldgleichung der allgemeinen Relativititstheorie

1 ((dR\* .,
P=ﬁ((;) o R)

wz E 2 .. E 2

R4 ctg + | sin 5

2E 2E 2
y ST
- 8F = in®

sin 2

Es wird also die Dichte

P(E, ) =—%-
2
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Es bleibt noch # zu berechnen

=[x (e

w

Wir erhalten noch eine Keplersche Gleichung,
Betrachten wir jetzt den hyperbolischen Fall

R® = 2RR" — w?R?, (13)
so erhalten wir wieder mit v = R
i —w?v = 0. (14)
Es witd also
v =wKsin E
und
E
R=K(cosE—-1)= 2Ksin25
und

RRII w 2
R2  sin? %

und die Hubble-Konstante

wsin E wcos £

B K(cos E — 1)  2Ksin'£

. (15)

ofnl™

Fiir die Dichte erhalten wir

u.)2

p= (16)

- 6E"
sin” 5

Es wird die zugehorige Keplersche Gleichung

;:K(M—T). (17)

w

Wir kénnen wie in §1 vorgehen und s Welten mit den Eigenzeiten

w1 T, , W, T
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und Anfangsbedingungen gleichverteilter Folgen (0% ..., 0% mit
Dichte p und Diskrepanz DJ; betrachten und erhalten so ein Modell fiir
die Vielweltentheorie von D.W. Sciama.

Wir wollen zum SchluB noch auf die Keplergleichung, die wir schon
mehrmals zu betrachten hatten,

f=ofr -2t 2) (17)

w

eingehen, die wir so schreiben kénnen
1 .
~(wt+ ¢) = E—sinE, (17"
a

dabei haben wit, wie schon frither E = w7 + ¢ gesetzt.

Bekanntlich wird die Gleichung
M=E—-esinE
im bezug auf E als Funktion von M dutch die Reihe

00

E(M) - M = Z%]L(EL) sin LM (%)
L=1

geltst, wobei J; die ganzzahligen Besselfunktionen sind. Die Reihe ist
fiir 0 <e <1absolut konvergent. Fiir € <1 ist dies leicht einzusehen, der
Fall € =1ist schwieriger. Es gilt zwar eine Aussage fiir J; (L), eine asymp-
totische Formel, die ziemlich intrikat ist. Wir brauchen aber eine Abschit-
zung nach oben. Dazu gehen wir von der Formel

Ju(L) = l/7r cos L(a — sin a)dox (18)
TJo

aus. Wir zerlegen das Integral in zwei Teile. Der erste Teil sei fiir ein § > 0

7=
A= / cos L{a — sina)do
6

5 pm
=)
0 Ja—6

Es ist unmittelbar klar, daf3

und der zweite Teil sei

|B| < 26

ist.
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Wenn wir den Integrand in 4 in der Form schreiben

(1 — cos @) cos L(a — sin )

1 —cosx ’

so liefert partielle Integration nach a sofort

T d 1
+—/ sin(a—sina)—(——)da.
o EJs da\1—cosa

Es ist nun zunichst der ausintegrierte Teil zu betrachten. Es ist

_sin L(a — sina)
L1 —cosa)

a 5_ 62
1 —cosa= ZSiHZEZZSiHZEZE,

also ist er hochstens

1.6%°

1/”-5 d 1
< — — | — |4
- 5 da \1—cosa

Nun ist die Ableitung nach a im Integrationsintervall positiv, wir kdn-
nen also integrieren und erhalten die gleiche Abschitzung wie vother. Es
wird dann

Das Integral ist

.

(L)) < 46+ —

L2
Wihlen wir 6° =1/L, dann ist
12
L) <—=.
Je(L)l < -

Es witd also

o0 L o0
S D < o031 < a0

L=w L L=w

Wir erhalten also

E:w7'+(,0—$i]%f;)sinL(wt+<p). (19)
=1
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Brechen wir beim #-ten Glied ab, so erhalten wir

"

9
E=w7’+<p—£ E ]L(TL)sinL(wt—i—cp)-i-—
=

m

-

(19)
(19] < 40).

Wenden wir auf J; (L) eine Quadraturformel mit Hilfe einer gleichver-
teilten Folge (a;) und Diskrepanz D3, an, so erhalten wi

]L(L) = Sz//(L) + F, (20)
wo
1 r/s }
S»(L) = —WZ cos(L(ag — sin o)) (21)
K=
und
|F| < LDy (22)
ist, da ja die Variation I J1.) < L.
Setzen wir
* 2 S/;/(L) .
B!, = 2(wt + @) — ;; T sin L{wr + @), (23)
SO ist
E=E, +Fy, (24)
)

|Fy| < 40(w 3 + mDY,).

Wiahlen wir nun

™

o = [(D}‘\]) ] (25)

so gilt fiir den Fehler F,
L
|F2| < 60(Dy)", (26)

also haben wir

-

E = E;, +960(Dy)".

24
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Wollen wir z.B. 7(#) aus §3 berechnen, so erhalten wir
r(#) = a(1 + cosacos E) = 1 + cosacos E* + F*
mit
F* <|cosE — cos E'| < |E — E*| < (D3

Wir haben in §1 und [2] §7, indirekt aber in beiden Arbeiten, immer
wieder Systeme Xy, .. E betrachtet, wobei die Frequenzen wy, ..., w,
welche eine Harmonie im Sinne von Pythagoras bzw. Kepler bilden.
Diese Systeme werden durch Anfangsbedingungen, welche die Gestalt
einer s-dimensionalen Folge haben, gleichverteilt beziiglich einer Dichte
p, welche ein Produkt von Dichten py, . . ., p, im bezug auf 3, ., X, ist.
Die Bestandteile des Systems X, . . ., 2, stehen untereinander in keiner
Wechselwirkung, Wir denken uns nidmlich nach einer Idee von A. Ein-
stein (in [8], S. 820 —825), welche J. von Neumann in seinem Buch [5]
abstrakt formuliert, jedes ¥, in einem Kasten (in einer Schachtel) K; ein-
geschlossen, welcher gegenuber duBleren Einwirkungen undurchlasmg
ist. Alle K;werden in einem grofien Kasten K emgeschlossen Wir kénnen
diese 3, als Molekiile eines Gases in K auffassen, so wie dies in der Physik
bei der Mischung chemisch differenter Gase iblich ist, und dann die
Gesetze der Thermodynamik anwenden Ubrigens kénnen wir alle diese
verschiedenen Systeme, welche wir in [2] §7 und §1 betrachtet haben, in
einem Superkasten K zusammenfassen.

Kehren wir zu unserem System X, . ., X, zuriick und definieten wir
als Energie des Systems

E=wl+ +w’

und als Entropie §, welche wir als Mengenfunktion auf ¥; x X X,
auffassen, folgendermallen:
Sind Ay, . .., A, quadrierbare Mengen in 3y, ..., X, so sei

S(A4y,. ,A4 Zlg/p/xj dx;.

Es ist also
S(Aq, .. ,A,):log/ / p1(5c1)ps(o¢s)doer - dx.
Ay A,

Wir kénnen K in ein Wirmebad mit Temperatur T geben, die freie
Energie U= E — TS und dann die Gesetze der Thermodynamik anwen-
den.
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So sieht die Gleichverteilung des ,,Staubes” im Friedmannmodell aus
N
F(re(#) cos ®y cos Mg, 74 (2) cos P sin Ag, e sin D) —

1
N &=

- // F(rcos@cos \, r cos g sin A, 7 sin ®)r’dr sin @ |dPIA
< V(F)DY,.
F ist von beschrinkter Variation.
Anmerkungen

Anmerkung 1zu §1 Seite 14

Betrachten wir noch den Fall w =0, also die Gleichung

d%u
==
mit der allgemeinen Loésung
w=a(T+1)
und setzen
x=u—1=(alr+)) -1
y=2u=2a(T+ ),
dann wird
r=u*+4+1= (a(T+w))2+1.
Es wird

2 3
;:/m:—” (T;H/’) +T+P+C

Wit haben also eine Parabel

yr=4(x+1)
Eswird x = 22(T + 1), y=12a, 0= (X—:,j)-, also
v? =44
Es wird
2
v K_,
2 r

. 2
wenn wir K= 24" nehmen.
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Wir setzen
u?—1 . 2u
cos@zm, sin® = T2

2u?
1+ cos® :”2+1

2
1—cos® = ,
u?+1

also

2

=
1 —cos®

Wir kénnen die Keplergleichung explizit l6sen. Wir haben die
Gleichung

w4+ 3w —3t=0
zu 16sen. Die Diskriminante dieser Gleichung ist
—4-3° - 272 <0,

also nach Cardano

Setzen wir
f—l— (£>3+ 1=ctgax
2 2
Z_ (£>3 +1=—ctga,
2 2
so wird
1
v=3 ctg2a.
Anmerkung 2
Eine Bemerkung zur Energiegleichung, siche z.B. §1 Formel (6),
v? 2w? 2
— = —2w",

2 cosE



68 E.'Hlawka

die eng mit der Schwmgungsglemhung i+ w’n=0 mit E=wr+¢
zusammenhangt Wir kénnen v = w? als Frequenz und A = ctg(wr + )
im Sinne von Broglie als Wellenlinge bezeichnen.
Setzen wir § =logcos E+ C, wo C eine additive Konstante ist. Wir
konnen dies auch schreiben
S =logAcosE,
SO ist
oS sin E
“—w
or cos E

=v

und die Energiegleichung schreibt sich

1(os\" _K_,
2\ Or ro

wo K=2w?zund r=acos® E ist.
Fithren wir eine zusitzliche Variable @ ein und setzen
W = —w?a + 5(1) = —va + 5(1),
so erhalten wir

ow _(OWN'_K_ .
Oa or P

W(a) = /Oa (§_§>df

im Sinne der Hamilton-Jacobischen Gleichung.
Setzen wir mit Schrddinger, der diesen Weg spiter nicht mehr weiter-
verfolgt hat,

Es ist

9 = Kcos E,
so wird
o5 4
or '

dann wird die Energiegleichung

& — 2wtg?Ey? = 0.
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Betrachten wir die Funktion F = 92 —2w2tg? F1p? als Funktion 1, 1, 7
und stellen die zugehorige Eulersche Gleichung auf, so erhalten wir fiir
die Extremale Ydie Gleichung

2

Y
572 + ZthngLp(’r) =0,

fur die man noch Randbedingungen vorschreiben kann. Wir erhalten
eine Hillsche Gleichung.

Anmerkung 3 zu §3 und §4

Die Drehungen der Erde um ihre Achse sind ein Beispiel fiir eine Statis-
tik von Drehungen. Nehmen wir in nullter Niherung fiir die Erde an, sie
wire ein kriftefreier Drehkreisel, dann kénnen wir die Eulerschen Glei-
chungen (A, B, C die Trigheitsmomente der Erde) aufschreiben

P

dq
- = — A)rp =
7 + (B C)rg =0, Bzz't +(C Yrp=20

und
dr
C—+ (A —-B)pg=0.
5 )pq
Nehmen wir weiter an, da 4 =B ist (auch dies ist niherungsweise

erfiillt), so folgt aus der letzten Gleichung, daf3 7(#) eine Konstante, sagen
wif g, ist. Setzen wir

_A-C
="
und
2T\ = pro,
so erhalten wir aus den beiden ersten Gleichungen
dap dgq
—+2mAg =0, ——2mAp=0.
g AT =0 g T

Wir kommen also wieder auf die Schwingungsgleichung zuriick und
erhalten als Losung

Pt a,0) = asin2m(At + @),
q(#,a,) = acos 2w(At + ),

wo a und ¢ Integrationskonstante sind.
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Esist

])Z_f_qZ:dZ

Wir nehmen « als positiv an. Es ist
w? :pz—l—gz-{—rz =az+roz
die Energiegleichung,
Wir nehmen nun eine Folge (4, ¢, ) im Einheitsquadrat E? gleichver-

o . 2
teilt mit der Diskrepanz Dy an.

Es sei g eine Funktion von beschrinkter Variation I/( g) in E” und wir
setzen

G(a, ) = glacos 2mp, asin 2myp).

Es sei
1 &
An(g) = ﬁ/ﬂzzl G(ag cos 2y, ag sin 27p).
Es ist
AN(G) =] + IV (G)Dn,
WO

J= /Ez G(a, p)dadyp

(19| < 1). Wit setzen @ = o (o > 0), also ist

J= 2/ G(o?, p)adadp.
E‘Z
Setzen wir

£ = acos2mp, N = asin2myp,

]Z% // 4(& m)dédn.

E+n2<1

so wird

Fithren wir die Drehung

£ = € cos2mAz + 7 sin 27z
n = —n sin2rA¢ + 1 cos 2w\t
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im Integral J durch, so erhalten wir

J= // g(&' cos2m At + 1 sin 27,
E’2+7]’2§1
— &' sin 27\t 4+ 1 cos 2mAs)d€ dnf
Setzen wit
¢ = asin2mp, n' = asin2mp,
so ethalten wir
J=[ glacos2m(At + p),asin 2m( At + )dadp.
EZ

Wenn wir nun von Jzu

G(p(t,ae,01),q(tae,01)) Z(g (agcos2m(Nt —@p),asin27( A+ )
k~1

zuriickgehen, so erhalten wir
1 &
‘ NZ G(p(ta e (pk), q(f, ks (Pk))—

< 2017(G)Dn.

ZG O &Z,@,QO,@ (Oa‘%asok))

So sieht bei uns der Liouvillesche Satz aus.

Nehmen wir an, dafl g die Indikatorfunktion ¢ einer quadrierbaren
Menge A mit der Schwankung (A, DN & ) ist, so dndert sich nichts an
der Uberlegung. Es bleibt die Hiufigkeit

1
NZ L(A ub(ta Ak 90»%)7 q(ta Ak (pk))
A£=1

gleich der Hiufigkeit dieser Punktc D, ag, @) zur Zeit2 =0 bis auf einen
Fehler von der GréBe 0(A, Dg\/ .
Die Umlaufszeit

2T
bro
bleibt ungeindert.
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Wir kénnen die gleiche Methode auch auf die Planetenmodelle von
Levi-Civita anwenden. Wir nehmen jetzt unter gleichen Voraussetzungen
firg

G(a, @) = g(asin® 2mp, wasin 2mp)

(w>0). Es sei wieder

| XN
= N; G(ak, Pr)-

Wir fithren wieder die Drehung (*) durch, allerdings schreiben wir 7
statt # und wir erhalten (w = 27)\)

J= /\/ng((aCOSZT('()\T—I—(p))Z, wasin 2m(AT + @) )dadp.

Jetzt kommt die Anderung: Wir setzen
(1) = a(cos(wr + 2mp))?
und
r(T)o(1) = wsin(wT + 2mp).
Esist ((1) <a<1)
(1) = wtg(wr + 2my).
Wir setzen
re = apcos2mpy, U = wtg(wr + 2mpy).
Es ist
]+ 0}) =

Wir ethalten also

J= //Fzg(r(’f‘,a, o), (1,4, ), 0(T,a,p)dadp

und der Liouvillesche Satz wird

’Nzg(’(”' 2,0k )>7 (T, 1,08 ) 0(Tr 2, P2 ——Zg(f/e,r/ev/e

<2V/(G)Dy.

Dies bleibt natiirlich richtig, wenn G nur quadratisch integrie(ri]%l)r ist.
Es ist dann die Variation I/(G) durch die Schwankung (g, Dy/”) zu
ersetzen.
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Ist 1K, R) die Indikatorfunktion eines Kreises vom Radius R in E?2
mit Mittelpunkt 0, so ist

Ly
— Y UK, re,ra08)
N k=1

die Héufigkeit der Punkte (rz, 7z V), die zur fiktiven Zeit# = v im Kreise K
liegen und dann ist sie auch zur Zeit 7(¢) bis auf einen Faktor, der von o
und Dy abhingt, die glelche

Wir haben stets in E* 0<£<1, 0<n<1 geatbeitet. Alles geht
analog, wenn wir ein anderes z.B. ein groBeres Rechteck, nehmen und
wir kénnen dies sofort auf E* zuriickfiihren.

Nehmen wir an, es liegen mehrere Kreisel oder Planeten oder mehtete
Oszillatoren vor, sagen wir 5 solcher Objekte, so haben wir s Frequenzen
M, -, A. Wir haben Ns Anfangsbedingungen, die eine Zs-dimensio-
nale Manmgfaltlgkelt bilden. Wir wollen sie z.B. als gle1chvertellte Folge
in E* mit einer Diskrepanz D\, ansehen, dann kénnen wir alles tibertra-
gen.

Wir fithren die Integration von Gleichungen des kriftefreien symme-
trischen Kreisels zu Ende. Dazu miissen wir die Eulerschen Winkel o, 1,
U einfithren (der Eulersche Winkel o wird traditionell mit ¢ bezeichnet.
Wir haben aber bereits bei der Integration der Gleichungen fiir die
Impulse p und ¢ als Integrationskonstante mit ¢ bezeichnet). Die Glei-
chungen fir die Winkel lauten bekanntlich:

a9 . . .

— —pcoso—gsino, smﬂg = psino — gcoso
do day

Z: 7‘—;COS'[9.

Wir tragen nun die beteits berechneten p, ¢, r ein:
p=acos(At+ @), g =asin(M+@),r = ry,

wo A= (1/2m)(1 — CJA) ist (@, ro Integrationskonstanten). Zunichst ist
¥ =0 Lésung. Im Falle 0 < ¥ < (7/2) ethalten wir

@ _ o d_ [ C)do . C
iy T A) T

also als Losungen mit den Integrationskonstanten o, ¥, 1o

V=1, oc=ct+oy, W=20t+1.
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Dabei ist 6 = (C/A)(ro/cos ¥) die Winkelgeschwindigkeit, mit der die Fi-
gurenachse um die Impulsachse rotiert, also die Prizisionsgeschwindig-

keit und
C
e=1 + (1 —2)7’0.

e ist die Eigendrehung, also die Dtehgeschwindigkeit um die Figuren-
achse.
Die Drehung D wird gegeben durch

D = DyD,Ds,
WO ) )
cosg, —sino, 0
Dy = | sino, coso, 0
0, 0, 1

[cos®, 0, —sind ]|
D2 == 0, 1, 0
| sind, O, cosV |

[costp, —sintp, O]
D5 = | sin, costp, O
0, 0, 1]

ist. Wir betreiben nun Statistik im Einheitswiirfel £ mit Hilfe einer
sechsdimensionalen gleichverteilten Folge

219 oor Yok
Ay "0k Ply —Voks 7 v 5 |-
s T2

Man wird, wie bei der Planetenbegwegung, die Winkel so wihlen, dal3
wir pythagoriische Tripel erhalten. Besonders interessant ist der Kugel-
kreisel 4= B= C. Hier wird A =& = 0. Ein Beispiel ist der Wiirfel oder
die Kugel.

Wir kénnen mit den entwickelten Formeln auch den Fall mehrerer
voneinander unabhingiger Kreisel, z.B. Wii rfel, die nur durch Anfangs-
bedingungen miteinander verkniipft sind, behandeln, so wie wit dies
schon bei den Planeten getan haben.

Anmerkung 4 zu §5

Wir kénnen nach Friedmann-Temaitre-Milne-Heckmann mit den For-
meln ein Weltmodell aufbauen.
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Betrachten wir (die Striche sind die Ableitungen nach der Zeit)

Rl
f:E’

dann folgt durch Differentiation

,__R” g 2
S =R R

also ist
K
[ =5
Wir setzen
K
P=%xs
und es wird also
pR> =K.
Wir nennen p Dichte im physikalischen Sinn. Es wird
Op K _, R’
—=-3—R =-3p—.
ot R4 PR
Wir haben also die Gleichung
dp
- +3pf =0.
5 T

Wir definieren nun Teilchen ¥ = (x,,%)

x(2) = xor(#), 3(2) =y0r(#), 2(#) = z0r(7)

und setzen X = Xor(#), (xo, J0, J0) sel ein fester Punkt in R® Es sei

L fdx dy &\
U= (df,df’dl‘> —(01,02,03)

die Geschwindigkeit dieser Teilchen. Es ist

Es wird also

75
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Wir haben also eine Kontinuititsgleichung, Wir haben nun

8(/)1)1) 81):12 8(1)]1)2) 6(1)103) o
ot +p<3x1+ O0x; + Ox3 a

LI LI —6—02—+%>>
B lat 8 p 018 X1 ! Ox,  Ox3
= (=3 24/ +4f )y = —2p1.

Es gelten analoge Formeln auch fur ;=2 bzw. j =3.
Setzen wir

P = (x% +x§+x§>p,
so haben wir (firj =1, 2, 3)
d(pv)) o(vv)  O(v2) 8(0,03)> 09
ar “’( Oxr | 0wy | 0wy ) O

Es sind also die x; () die Bahnkurven einer Strtomung, auf die die Kraft
mit dem Potentlal ® wirkt. Dieses Potential erfiillt die Poissongleichung

Ad = 6p.

Dies rechtfertigt den Namen Dichte fiit p.

Es ist @ bis auf Konstante das Potential einer Kugel K mit Mittelpunkt
0 und Radius R und konstanter Dichte p in einem Punkt (x, 3 g) im
Innern der Kugel gleich

27r(R2 3(x +7+2%) )

Wir wollen nun zur Dichte p eine Folge (£, 7,) konstruieren. Zundchst
wollen wir sie normieren. Es sei

/O p(7,p)dp = ()

und es sei ( )
* T, ¥
P (Ta p)= .
=00
Wir bemerken noch, daf fiir 7> 0
1
p(1,0) < —
(wr)

ist.
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Es sei (xg, Ji) eine gleichverteilte Folge mit Diskrepanz Dy;, dann sei

N x/
&= %Z [1 + —/0 p*(cp)dcp}

/=1
e = — 14 ,@—3/7 7’:|
N/:1 J 0

Es ist die Diskrepanz D7} dieser Folge

(r)"' DY’

N (m)6

Es ist also fiir jede Funktion / von beschrinkter Variation I/( f)

1 N
N/;f (&erme) =3 / / (g, 1)p* (T, ©)dT + Fehler,

WO

|Fehlet| < 1/(f) ((wr)%(r)) ' DY’

ist.
Es ist z.B. die Hiufigkeit der Punkte (€z, M), wo £ <A, e < R(7T)
(also die Haufigkeit des Staubes in der Kugel vom Radius R(T)

A
TR) /0 o (7)dr.

Der Faktor 47 kommt von der Oberfliche det Kugel.

Anmetkung 5 zu §5

In der allgemeinen Relativititstheorie kommt man auf das Fried-
mannsche Modell in folgender Weise:
Wir betrachten die Riemannsche Metrik

d? = —r*(¢)do® + di*,
WO

3
do* =) ydxidx;

5y=1
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ist und der Energietensor T mit den Komponenten
T; =0 fur 1<:/<3, 1<;<3
und Ty =0 fir 1<:<3 und Ty =p.

Sollen die Einsteinschen Feldgleichungen erfiillt werden, so muf3 der ver-
jingte Kriimmungstensor G, von der Gestalt

Gy = 2¢ Vi
sein mit € =0, 1 und wir erhalten
/
. r
p+3—p=0
r
und
26 — 212 — /" = —1%p.
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