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Uber die stetigen Losungen der
Gotlab-Schinzel-Geichung auf R
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L. Reich
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16. Dezember 1999 durch das w. M. Ludwig Reich)

Summaty. We construct the general continuous solution f Ryy — R of the func-
tional equation f(x + yf (x)) = f (x)f (), if x,3,x +yf (x) > 0. Mathematics Sub-
ject Classification (1991): 39B12, 39B22, 39B52.

Einleitung

In [2] wutden alle stetigen Losungen f: Ry — R der Funktional-
gleichung

St f(x) =f(x)f(), falls x,5,x +yf(x) >0 (GS)
bestimmt. Dort findet der Leser die Motivation fir das Studium dieses
Problems und die wichtigsten Literaturhinweise {iber die Funktionalglei-
chung von Golgb-Schinzel in den bisher untersuchten Situationen. In
der vorliegenden Note betrachten wir diese Funktionalgleichung unter
etwas schwicheren Bedingungen als in [2]. Wir bestimmen die stetigen
Losungen f R>o — Rvon

Sle+yf(x) =f(x) f(9), 20,5 +5f(x) > 0. (GS)

Wir verwenden dabei eine Methode, die sich hauptsichlich auf das
Nullstellenverhalten der Losungen f von (GS) stiitzt. Das Hauptergebnis
von [2] ist in unserem enthalten.

Der Verfasser dankt an dieser Stelle den Herren J. Aczél, P. Flor und
J. Schwaiger fiir wertvolle Hinweise.



166 L. Reich

A

Wit bestimmen zuerst die &onstanten Losungen f von (GS). Falls f (x) =
¢,x € Rxp, so setzen wir in (GS) y = 0 bei beliebigem x > 0 und
finden ¢2 = ¢, also f = 1 oder f = 0. Wir schlieBen diese Fille von nun
an aus.

Die moglichen Anfangswerte f(0) von Losungen f von (GS) folgen

ebenfalls aus (GS) mit x = 0,y = 0. Da demnach f(0) Zf(O)Z, SO ist
f(0) = 0oder f(0) = 1. Falls £(0) = 0, so ergibt (GS) mit y =0 und
beliebigem x € Rxg

f(x) =flx 4 0f(x)) = f(x)f(0) =0, x=0.

Eine nichtkonstante Losung hat also den Anfangswert f(0) = 1. Unter einer
L ésung von (GS) verstehen wir in dieser Atbeit immer eine stetige Losung,

B

Im folgenden werden die Nullstellen von Lésungen wichtig sein. Es gilt

Lemma 1. @) Esseiz Nullstelle der 1.6sung foon (GS). Dann ist anch
[ () = x4z () (1)

Nudlstelle von f; falls x 4+ g f(x) > 0
b) Esseif Lisung von (GS), und es excistiere ein § € R mit f(§) < 1. Dann ist

1O =175 @

Nullstelle von f
¢) Essecf Lisung von (GS). Dann ist f nullstellenfres genan dann, wenn f > 1.
Beweis. ) Falls f(z) = 0 fiir ein 3 > 0,x > 0 und x + g f(x) > 0, so
ergibt (GS)
flx 4= /() =/ (z) =0,

also ist f*(x) Nullstelle von f.
b) Ist 7 := f(€) < 1, soist f*(£) = &/(1 —n) > 0, also ergibt (GS)

o) (e ) A5

wegenf—l—% j— alsof( f(f) =0,daf(§) # 1.

o Istf(€) <1 fur em{ € Ry, so hat feine Nullstelle gemal b). Also
gilt f > 1, falls f eine Losung von (GS) ohne Nullstelle ist. [
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C

Wir bestimmen nun die (notwendige) Gestalt der Losungen f von (GS)
mit f > 1, also die Ldsungen obne Nullstellen (gemill Lemma 1c).

Lemma 2. Esseif Lésungvon (GS) und f > 1, f # 1. Dannist f streng monoton
wachsend.

Beweis. (i) Falls / > 1, so gilt fiir x, y € R wegen (GS)

fletyf(x) =f()f () 2 ().

Esseib > 0.Wihley = h/f(x). Dann folgt daraus f (x + ) > f(x), falls
x 2 0. Also ist f monoton wachsend.

(ii) Es sei f > 1, nicht s#reng monoton wachsend. Dann beweisen wir
f =1, was aber schon ausgeschlossen ist. Es sei 0 <4</ und
f(a) = f(b). Nach (i) gilt f(x) =¢ > 1 fiit x € [a,4] mit ¢ = f(a). Ist
x € [a,b][, so existiert ein 8§, > 0, sodaB fiir alle y mit 0 < y < 8, auch
a < x+yf(x) < x+ ¢y <b gilt, somit wegen (GS)

¢ =flx+2f(x) = f(x)f(5) = S (),
alsof( y) = 1,falls0 < y<4,. Fiirein festes yy €0, 6, [undalle € R>
folgt daher aus (GS)
S0y =f(o+uf(30)) = /(o) f () = f(n).

Dies bedeutet aber, daB3 f konstant ist, also f = 1. (Denn f(x + y0)
= f(u), fiir alle #» € Rxo, impliziert f(« + myo) = f(u), fiir alle » > 0

und alle 7 € Ny. Ist nun » € R>g, so existiert ein 7 € Nj, sodall
0 < v —mp<go,also f(v) = f((v — mypo) + myo) = f (v — mp) = 1.)

(iii) Da wit nur mehr nichtkonstante Losungen von (GS) untersuchen,
so ist also im votliegenden Fall f > 1 streng monoton wachsend. Wir
wenden nun den bekannten Kunstgriff von Gotab-Schinzel an (siehe
[1], [3]): Far x, y > 0 gilt

flx 4y f(x) =f) () =0+ /()
somit x +y f{x) =y + x f( y), und daraus folgt leicht
fx) =vx+1,x € R,
mit y > 0.

D

Es sind jetzt die Losungen von (GS) mit Nullstellen zu bestimmen. Da
hiet f # 0, so ist nach. A. £(0) = 1, also gibt es eine kleinste Nullstelle
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xg >0 von f. Wir betrachten zuerst den Fall, daf3 f eine Nullstelle besitzt
und nichtnegativ ist.

Lemma 3. st f eine nichtnegative, nichtkonstante Lisung von (GS) und hat es eine
Nullstelle, dann gilt

1—‘X/X0, OSXSXO)

f(x):{ 0, x> X0,

wobei xq die kleinste Nullstelle von fist.

Beweis. (i) Im ersten Schritt beweisen wir f |[x“’oo[ = 0. Es sei x € Rxp.
Da x +xpf(x) > 0 und f3* x>+ x0f(x) stetig ist, so ist nach
Lemmala) ] := f**(Rxo) ein aus Nullstellen von fbestehendes Intervall.
Es ist f,r*(x) > x, somit sup | = +00. Ferner ist £,**(x0) = xp, und
nach Definition von xg gilt xo < inf J, somit [ = /"(Rx) =
[XO, Oo[undflx(,,oo[ =0.

(if) Fir x € [0, xo[ gilt f(x) >0, weil £(0) =1 und xp die kleinste
Nullstelle von f ist. Somit ergibt (GS) mit x, y € [0, x0[ und folglich
x+yf(x)>0

St/ (=) = 1) f) > 0.
Somit ist nachTeil (i) des Beweises x + 3 f(x) < xo. Der Grenziibetgang
/" xq in der letzten Ungleichung ergibt
x4 xof(x) < xp, falls x € [0, xq]. (3)
Andererseits ist wegen x 4 xg f(x) >0 f2*(x) = x + x0 f(x) Null-
stelle von f, siehe Lemma 1, also

x4+ xf(x) > xg, falls x € [0,xf. (4)
(3) und (4) besagen f(x) = 1 — x/xq fiir x € [0, xq[.

E

Es bleibt die Untersuchung der Lsungen f von (GS), die negative Werte anneb-
men. Gibt es ein € mit f(£) <0, so ist f nach A. nichtkonstant, also
f(0) = 1. Somit existiert nach dem Zwischenwertsatz ein xo > 0 mit
f(x0) = 0und f(x) >0 fiir x € [0, xp].

Lemma 4. Istf Lisung von (GS) und gibt es ein § mit f () <0, dann gilt
flx) <0 fir x> &
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Beweis. Angenommen, es existiere ein y > ¢ mitf( y) > 0. Dann exi-
stiert, da f stetig ist, § mit§; > &, /(&) =0 und f(x) <0 fur € <
x < & Da fstetig ist, ist auch f 5" x> + & f(x) stetig und f£* (&)
=& +&-0=¢& >£>0. Somit gibt es ein § > 0, sodal auch

fg*(x)>£>0, falls £ <& —6<x <.

Nach Lemma 1b) ist fiir diese xf**( ) Nullstelle von £, d.-h. f(x+
£ f(x)) = 0. Andererseits haben wir £<f¢"(x)<&, fir § — 0 <x
<&, wenn hinreichend klein gewihlt Wud Dann ist aber S (x)
=f(x+& f(x)) <0 wegen &€ <x <&, wihrend wir vorhin f(x+
€f(x)) = 0 gezeigt hatten. Somit haben wir einen Widerspruch zur Exi-
stenz eines y > £ mit f( y) > 0, und Lemma 4 ist bewiesen. ]

Da £(0) = 1>0 und f(§) <0, so existiert, da f stetig ist, ein x7 >0
mit xp < xq, f(x) <0 fiir x>xq,f(x) >0 fiir x € [xp,21] und
f(x) >0 fiir x € [0,x0]. Insbesondere gilt f(xp) =0 und x¢ ist die
kleinste Nullstelle von £, sowie f(x1) = 0.

Lemma 5. Ejs sei f Lasung von (GS) mit einem negativen Funktionswert, xq sei die
kleinste Nullstelle von | Dann ist

flx)=1—x/xy, fallsx € [0,00].

Beweis. (i) Im ersten Schritt beweisen wir f(x) = 0 fiir xp < x < x (mit
den vorhin deﬁmelten Zahlen xp und x1). Fir diese x ist /55 (x) =
x+xp f(x) >0, also, da f(xo =0, ist /**(x) Nullstelle vonf und
So(x) > x> xo, sowie f 7" (x) < xi daf(x§<0 fiir o 1. Da [ stetig
ist, soist I := f2*([x0, x1]) ein aus Nullstellen von f bestehendes Intervall
mit xo < inf T < supI < x, andererseits /7" (x0) = x0 € I, /¥ (1) =
x1 4 50 f(x1) =21 + x0- 0 =21 €, also 1= [x0,21], d.h. f| ] = O-
(i) Imzweiten Schritt zeigtmanf (x) = 1 — x/xg auf [0, xo]. Der Beweisist
derselbe wie in Lemma 3, da auch in der vorliegenden Situation f(x) > 0
genaudanngilt, wennx € [0, xp[. Diesfolgtausder Bemerkungunmittelbar
vor Lemma 5, wonach f(x) > 0 fiit x € {0, xp/[, sowie aus dem Teil (i) des
votliegenden Lemmas, nachdem f(x) = 0 fiirxc € [xp, x1].

(iii) Nun beweisen wir xp = x1. Angenommen, es sei x¢ < x1. Es
seien x € [0,x0[ und y > x; beliebig. Dann ist f(x) >0 und
f(y) < 0,x+yf(x) > 0und aus (GS) folgt

Sl +yf(x)) = f(x) () <O

somit x + yf(x) > x1. Mit y "\, x; ergibt sich aus der letzten Unglei-
chung x + x f(x) > x1 fiir x € [0, x0], also

fx) > 1—x/x1, firx € [0,x0]. (5)
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Da wir inTeil (ii) des Beweises schon
f(x)=1—x/xq, firx € [0,x0], (6)
gezeigt haben, folgt aus (5) und (6) und 1 —x/xg < 1—x/x; fiir
xp < x1 der Widerspruch
flx)=1—2x/x0 <1—=x/x1 < f(x).

Somit gilt xp = 2.

(iv) SchlieBlich beweisen wir, daB} f(x) = 1 — x/xq auch auf [xg, 00|
gilt. Jedenfalls ist /(x) < 0 fiir x > xo(= x1), also f*(x) = x/1 — f(x)
nach Lemma 1b) Nullstelle von £. Da fdie einzige Nullstelle xp hat, so gilt

fi(x) = =) @
also f(x) =1 — x/xq fiir alle x € Rxq. [ |

Wit haben somit die notwendige Form der stetigen Losungen
von (GS) gefunden. Man rechnet leicht nach, daf} alle diese wirklich
Losungen sind. Somit gilt folgender

Satz. Die stetigen Lisungen von (GS) sind gegeben durch
@ f(x)=yx~+1,x € R, miteinem beliebigeny > 0,

) f=0,
0 f(x) = { - g, /%0, f g) ’;;0[’, it einem beliebigen xo > O und
@ f(x)=1- x/x0,x € R, mit einem beliebigen xo > 0. N

Bemerkung. Wir haben in unsetem Satz das Hauptergebnis von [2] mit
erhalten. Falls nimlich f Lésung von (GS') ist, so auch von (GS). Andet-
esseits erfiillen die in unserem Satz angegebenen Funktionen alle (GS')
(d.h. die Gotab-Schinzel-Gleichung fiir alle x, y € Rxo).
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