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Über l'iof. A. Müll er.s Di.wvs.sfon.smef/iode der dlfjebrai-

sclien FJiichcti linliercr Onl/niftf/cii.

Von dem w. M. Prof. J. Petzval.

(Vorgelegt in der Sitzung: vom ;>. .lull 1860.)

Prof. Aiit(tii IMiiller von Zürich hat im Jahre 1857 der kaiser-

lich(Mi Akademie eine Ahhandhing über die al<)ehraischen Cnrven der

unbestinnnten «'"" Ordnung vorgelegt und ich habe im Auftrage

dieser Körperschaft einen Bericht, der sich in den Sitzungsberichten

Band XXIX. Seite 40 vorfindet, erstattet und diese verdienstvolle

Arbeit zur .\ufnahme in die Denkschriften empfohlen, allwo sie im

Bande XIX erscheinen wird. Im Jahre 1838 hat Müller seine

Untersuchungen auch auf die algebraischen Flächen unbestimmter

?<"" Ordnung ausgedehnt und die Grundzüge seiner Methode in einem

Schreiben mir niitgetlieilt. Nachdem nun mittlerweile Müller von

seinen wissenschaftlichen Bestrebungen durch den Tod abberufen

worden ist, wird die letzterwähnte Mittheilung zu einem Vermächt-

niss an das gesammte wissenschaftliche Publicum und ich glaube

nur meine Pflicht zu erfüllen, wf^nn ich sie der mathem.-naturw.

Cliisse zur Aufnahme in ihre Sitzungsberichte vorlege. Möge dieser

schöne Gegenstand sehr bald einen jungen rüstigen Bearbeitei- finden,

der, mit gleicher Beharrlichkeit in die Fussstapfen seines Vorgängers

tretend, denselben zu dem gewünschten Abschlüsse bringt.

DieMitlheihing lautet: Die Begriffe Fläche und Flächen-Aggregat

betrachte ich als untergeordnet dem höheren Begriff Flächengebilde,

und trenne daiier die Eigenschaften der Flächengebilile von jenen,

welche den Flächen als solchen zukommen. Die Untersuchung beginnt

mit der Bildung der Segmentengleichung. Es wird vorausgesetzt, das

Flächengebilde ^ der ;<'"' Ordnung werde von einer Transversalen

TTdurchschnitten, TTbilde mit den .Axen der .vyz die Winkel itvw,

in TT sei ein Punkt durch seine Coordinaten cyj(^ angenommen,

und r sei das zwischen ^r,C und dem gemeinsamen Punkte .r7/t

Sitzl). .1. iii.illi.-m.-natiir«-. Cl. XU. H.l. Nr. I'.t. ."il
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von TT und ^ liegende Segment. Werden nun mit TFIFdie Cosinus

der Winkel uvic bezeichnet, so bestehen die Gleichungen

x = ^ i- rU , y = rj -^ rV , z = ^ -}- r W
und durcli die Substitution dieser Werthe in der Gleichung F=0
von ^ erhält man den Satz

F,. . r" + /^„_i . r"-' + -\- h\ . r -^ F== {} (I)

Die Wurzeln dieser Gleichung bezeichne man mit r, Vz • ?"«, so ist

0-, r, . . . . r,0(v) = (- l)^.^''.

Diesem Satze zufolge wird, wenn man in TT so annimmt, dass

(r, r, . . . 7;,)^"^ =

ist, der Punkt der Durchschnitt von TT und dem durch die Glei-

chung

;ingegel)enen Flächengehilde der «^""Ordnung. Dieses Flächen-

gehilde ^,y nenne ich den zu u v tv gehörigen Diameter
q^^" Ordnung des F 1 ä c h e n g e h i I d e s g^.

Für den zu ui:ir gehörigen Diameler 2)„_^, hat man die Glei-

chung; ^^^,=0, oder

P p->3 ijP-'^-ß^ ya ^y,i ^vp
"^ß ^(i 7,

; 77 '
-,

1 ^ ^* (-^»-i')

In dem Systeme der Diameter 3)„_;y schneiden je zwei einander

in einem ebenen oder unebenen Liniengebilde; drei derselben aber

gehen mit einander durch einen oder mehrere Punkte. Ob mehr als

drei Diameter 2)„_;, mit einander durch einen Punkt gehen, hängt

von der BescliafTenheit des Systems dieser Diameter ab.

Um fiir die Kichtungen solcher Transversalen, deren zugehörige

Dianieter 2),,_;9mil einander durch einen Punkt gehen, einen einfachen

Gesetzes -Ausdruck zu gewinnen, setze man einen Punkt t/j^als

gemeinsamen Punkt so vieler Diameter ^n-p, ids durch denselben

gehen können, voraus; ferner nehme man eine Ebene % parallel zur

Ebene der Coordinaton c/j, und in einer beliebigen Distanz t von
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dieserCooi'dinatenebene zu Hilfe, endlich nehme man an, eine Trans-

versale TT, deren ziio^ehöriger Diaineter 3>„-yy diircli £r,t ^'eht, sei

durch den Anfangspunkt der Coordinaten gelegt, schneide die Ehene

51 im Punkte jcy, und bilde mit den Axen der Coordinaten ^-n ^ die

Winkel iivw. Unter diesen Voraussetzungen \s\.U=~ W. V=~W,
und wenn man diese Werthe in der obigen Gleichung einführt, so

entspringt die Gleichung

^i -a • T-^ 1 = (<^^)
o' li'-«-/'!.. i«'i. l'^li d^J'-"-^ .dfj'' .d:^

^

Hierin sind die 2>'*° Differentiale von F wegen der gegebenen Werthe

von Er,t constant; auch t ist eine constante Grösse. Demnacli gibt

die vorstehende Gleichung ein Liniengebiide aa. der y;''" Ordnung

an, das in der Ebene 9( lieg'. Daraus geht hervor, dass eine

Transversale, deren zugehöriger D i a m e t e r S)„_p durch

den vorausgesetzten Punkt geht, in einer Kegel fläche

liegt, von welcher das Ij i n i e n g e b i 1 d e ([ü. die Basis, der

Anfangspunkt der Coordinaten aber die Spitze ist.

lu Bezug auf die Diameter ^„_i wird das Gebilde ao. eine

gerade Linie, die Kegeltläche also eine Ebene. Daher folgt: die

Transversalen, deren zugehörige Diameter 3)h-i durch

eineti gegebenen Punkt gehen, -sind alle mit einander

zu einer und derselben Ebene parallel.

Es seien nun TT, T", Ti, T^T. drei zu einerlei Ebene parallele

Transversalen, die aber unter einander nicht parallel sind; ferner

seien uvio, ?/,i?i?r,, UzVzWz die Winkel, welche diese Transversalen

mit den Coordinatenaxen bilden, wwALJVW, U^VyWi, UiV-iW-i die

Cosinus der genannten Winkel, so besteht der Satz

ü{y, w^ — nw,) - V. (u, w^ - u^ w,) + w.ii\ Fa — c'o r, ) = o.

Nun ist die Gleichung des zu TT gehörigen Diameters 3^»_i

d^ '

dr,
' d:

und wenn man den Wertii von TFaus der vorangehenden Gleichung

hier einführt, so ergibt sich der Satz

öl"
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Segmente in jeder Transversalen, welche durch geht, und /nr

Ebene E parallel ist, und zu jeder solchen Transversalen gehört ein

Dianieter {ji— l)'*"" Ordnung des Gehildos L. Daher ist ein

g e m e i II s a m e r P u n k t aller D i a m e t e r (?<— 1
)'''' Ort! n ii n g dos

Schnittes L, folg lieh ein Mittelpiinkt von L.

Die Voraussetzung in Betreff der Ebenen E und e, der Linie /./.

und des Punktes soll fortbestehen, dabei soll aber angenommen

werden, dass das Gebilde ^ eine Fläche sei, so dass der Schnitt L

eine Curve in der Ebene e wird. Die Linie /./. schneidet die Flache

^- möglicher Weise in einem oder in mehreren Punkten. Es sei

einer von diesen Punkten, so wird jede Transversale TT, welche

parallel zu E ist und durch geht, eine Tangente der Flache g,

mithin die Ebene e, in welcher diese Transversalen liegen, eine

tangirende Ebene von §. Die Curve L, in welcher die Fläche §
von der tangirenden Ebene e geschnitten wird, geht auch durch

den Punkt 0, weil in der Fläche § und in der Ebene e liegt.

Da nun 0, als Punkt der Linie /./., ein Mittelpunkt von L ist, so

wird der Berührungspunkt ein Doppelpunkt der Curve L. Man

hat also den allgemeinen Satz: Der Punkt, in welchem eine

Fläche von ein er Ebene tangirt wird, ist ein Doppel-

punkt der Curve, in welcher die Fläche von der tangi-

renden Ebene geschnitten wird.

Ein Doppelpunkt einer ebenen Curve ist entweder Durchschnitts-

punkt zweier Zweige der Curve, oder aber ein isolirter Punkt

derselben. Wenn also die Fläche ^ von der Ebene e in tangirt

und in der Curve L geschnitten wird, so ist entweder Durch-

schnittspunkt zweier Zweige der Curve L, oder ein isolirter Punkt

derselben.

Man nehme zuerst an, es sei der Dnrchschnittspunkt zweier

Zweige der Curve L. Unter dieser V(»raussetzung sind in zwei

Wendepunkte der Curve Z vereinigt, und es kommen der Curve JL in

zwei Wendetangenten zu. Sind tt und t, t, diese W^endetangenten,

so hat sowohl tt als tj t, in mit der Curve L drei Punkte gemein.

Diese Punkte sind aber Punkte der Fläche g-. daher verschwinden drei
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von don in tt liegenden Segmenten, und ebenso drei von jenen,

welche in ti ti liegen. Sind also ?•, r^ . . . ?•„ die Segmente in tt,

so ist

(r, r, . . . r„)f"--^ = 0,

weil jedes Product dieser Summe verschwindet; eben dieser Satz

gilt, wenn i\ r^ . . . r„ die Segmente in tit, sind. Daraus folgt, dass

die zu tt und tj ti gehörigen Diameter ^„-z der Fläche F mit einander

durch den Punkt gehen. Durch eben diesen Punkt gehen aber auch

die zu tt und tj tt gehörigen Diameter 2)n—i- Ist also der Punkte durch

seine Coordinaten ^jjiC gegeben, und nennt man uviv, niVxWi die

von tt und t, t, mit den Coordinatcnaxen gebildeten Winkel, so hat

man für die Angabe von uvw die zwei Gleichungen

rfSF d^F d^F d~F d^F d^F

d^^
'

rf| drj drjä dz, d:
'

drj dX
'

rC^

und für Mj t\ il\ zwei ähnliche Gleichungen.

Aus den vorstehenden Gleichungen folgt aber, wenn Feliminirt

wird,

~ VlTv \\d^J ^ " ' dl ' d^ '

d'Cdrj
"*"

Vrf^J * d^4

^^UrdFdFd^F dF dF d'^F dF dF d^F ^dFy d^F
]

~* " Wldl ^ d^^
~

71^ dr} d:
~

Vt/ 7i: de, dr,
"

\(lr) dz, dd

rdF^^z d^F dF dF d^F ^dF^i d^F
"^

\d7j) rfFs
~ '

~d^
' m ' drjd:

"•
\d:) ' d^j'^

und wenn man hierin ^ und rj mit einander vertauscht, so tritt — an
ü

die Stelle von — . Man erhält also, wenn zur Abkürzung

dF dF d^F dF dF d^F dF dF d^F ^dFv^ d^F
A =

d^ dX drj 2 rf| drj dr/ dX drj dX dz, dfj ^ \drj) d^d'.

f.
_dF dF d^F dF dF d^F dF dF d^F ^dFy d^F
~ ~d^~d^W^~ ^^ d^d: ~ ~dl ~d: d^dr,

'^
IrffJ drjd:

__
(dF^ d^F dF dF d^F ^dFy- d^^F
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(IF^zrr d^F \^ d'Ffl-Fi ^dFdFrd^F d^F d'-F d-F

^\dll \\drid:)
~~^ ^J lll^Xdidri rfT 2

~~
"dXd^i dr, dX I

(dF^iv^ d-F ^"- d^Fd-Fi dFdFr d^F d^F d^F d-F -i

'
Vrf^i LVrff7rJ ""rfp^J 'd^~d:idc,d: d^~~ dz, dr^ dr, dU

(dF^Tf d'F \^ d^Fd-Fi ^dFdFrd^F d^F d'^F d^F ~i

"*
\d:) LI di_ dfj ) ~ W- d^'^ d^/T: I dr^ d: df^ ~ d% dr, d-., d:\

gesetzt wird, die Werthbestimmunojen

V dF y dF
Jln=^ -A+-VR: -N = -B ±-VR.W dri W dt,

Auf ganz gleichem Wege kann man auch ^* und „! bestim-

men, aber man gelangt dabei ebenfalls zu den vorstehenden Werthen.

Demnach bezieht sich von den zwei Werthen der Grösse —r der eine

auf die gerade Linie tt, der andere auf ti tj , und dasselbe gilt von

den zwei Werthen der Grösse ttv. Verbindet man endlich die Werthe
U V '^

der Grössen -^ und ^ in jedem Falle mit dem Satze l;^-\- P-j- W~=\

,

so ergeben sich die Werthe der einzelnen Grössen UVW, Ux Vi W\.

Hiernach kann man also für jeden Punkt der

Fläche % die Richtungen von zwei geraden Linien 1

1

und ti ti bestimmen, welche in der zu gehörigen t a n-

g i r e n d e n E b e n e liegend, d u i- c h gehen, und von denen

jede in einen relativ dreifachen Punkt mit der

Fläche % gemein hat.

Es ist aber nicht zu übersehen, dass die Doppelwerthe von

—r und 7T> nur für jeden solchen Punkt der Fläche '^ reell sind,

in Bezug auf welchen die Grösse R positiv wird, und dass bei einem

negativen R die genannten Doppelwerthe imaginär werden. In so fern

also die Grösse R in Bezug auf die verschiedenen Punkte der Fläche

% bald positive, bald negative Werthe hat, befinden sich in % solche

Punkte , deren jedem zwei gerade Linien 1 1 und ti ti der bezeich-

neten Art zukommen, aber auch solche Punkte , von denen keiner

solche zwei gerade Linien hat.

Wenn aber die Grösse 7? bald positiv, bald negativ ist, so kommen

auch solche Punkte in der Fläche % vor, in Bezug auf welche

iJ = ist. Durch diese Gleichung wird eine Fläche der (4«— Ü)'*'°

ürJniing angegeben, und diese durchschneidet möglicher Weise die
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Fläche § in einer ebenen oder unebenen Curve ^/l. Hierdurch wird

die Fläche ^ je nach der Beschaffenheit von ?.X, in zwei oder meh-

lere Theile von verschiedenartiger Beschaffenheit getheilt. In den

Theilen der einen Art ist die Fläche "^ so beschaffen, dass zu jedem

Punkte Oderseiben zwei gerade Linien tt und tj ti bestimmbar sind,

welche in der zu gehörigen tangireiiden Ebene liegend, mit § in

relativ dreifache Punkte gemein haben; in den Theilen der anderen

Art ist die Fläche ^ aber so beschaffen, dass ohne Ausnahme jede

gerade Linie, welche in einer tangirenden Ebene eines solchen

Theiles liegend, durch den Berührungspunkt geht, nnt der Fläche

in lediglich einen relativ zweifachen Punkt gemein hat. Ein Flächen-

stück der ersten Art soll mit ff, ein Flächenstiick der zweiten Art

mit gg bezeichnet werden.

Weil für jeden Punkt der Curve AA die zwei zugehörigen

geraden Linien tt und t, t, zusanunen fallen, so kann man die ver-

schiedenen Theile der Fläche 5" "'^J i''^ Grenze ?. ?. dieser Theile

folgender Massen charakterisiren. In einem Flächenlheile ff geht

die Curve L, in welcher die Fläche § von einer tangirenden Ebene

des Theiles ff geschnitten wird, mit zweien ihrer Zweige durch den

Berührungspunkt 0; fällt in die Grenzcurve /J^, so bilden die

zwei Zweige von L bei ihrem Zusammentreffen in eine Spitze; in

einem Flächentheile gg dagegen löst sich der Berührungspunkt

als isolirter Punkt von dem übrigen Theile der Curve L ab. Ein

Flächentheil ff besteht daher aus Wellen; diese verflachen sich bei

ihrer Annäherung an die Grenze ?J., und jenseits dieser Grenze in

einem Flächentheile gg tritt eine Glattiieit der Fläche § ein, wie bei

den Flächen der zweiten Ordnung.

Da die Grenzlinie A^ nicht zwei gleichartige Flächentheile

trennen kann, so bilden entweder die Theile ff ein Continuum, in

welchem die Theile gg inselartig liegen, oder die Theile gg sind zu

einem continuirlichen Ganzen vereinigt, in dem die Theile ff spora-

disch umherlieffen.
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