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Geometrische Mittheilungen.

Von Dr. Emil Weyr.

L

1. Die Verwandtschaftsgleichung zweier ein-zweideutigen Ele-
mentargebilde 1) nimmt eine besonders einfache Gestalt an, wenn
man iber die Grundelementenpaare der beiden Gebilde zweckmibig
verfiigt.

Bezeichnet man mit & das Theilverhiltnild eines Elementes des
eindeutigen Gebildes, genommen beziiglich eines willkiirlichen Ele-
mentenpaares, und mit v das Theilverhiltnifd des ihm im zweideutigen
Gebilde entsprechenden Elementes beziiglich eines zweiten Elemen-
tenpaares, so wird die zwischen den Gebilden bestehende Verwandt-
schaft durch die Gleichung:

Eat+m+c)+ (e +bnm+c¢)=o0 €3}

niher fixirt.

Jedem Elemente des eindeutigen Gebildes entspricht ein Ele-
mentenpaar des zweideutigen, da jedem £— Werthe zwei (conjugirte)
n— Werthe zukommen.

Die Elementenpaare des zweideutigen Gebildes bilden eine
quadratische Involution, wie aus der Verwandtschaftsgleichung (1)
sofort hervorgeht.

Es geschieht nun zweimal, dall die beiden Elemente eines
solchen Paares zusammenfallen, nimlich in den beiden Doppelele-
menten der erwdhnten Involution, welche wir deBhalb auch die
Doppelelemente des zweideutigen Gebildes nennen wollen.

1) Vergleiche ,Theorie der mehrdeutigen geometrischen Elementargebilde ete.“
B. G. Teubner, Leipzig 1869. I. Theil Art. 4.
48+
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Es seien dies die Elemente v,, w,,, denen resp. die Theil-
verhéltnisse v, w,, angehoren mogen.

Das im Elemente v,, vereinigte Elementenpaar wird einem be-
stimmten Elemente v des eindeutigen Gebildes entsprechen, und
ebenso wird einem gewissen Elemente 2w dieses Gebildes das im
Elemente w,, vereinigte Elementenpaar des zweideutigen Gebildes
entsprechen.

Die Theilverhiltnisse der Elemente v, w —, welche wir wohk
auch die Verzweigungselemente des eindeutigen Gebildes nennen —
mogen beziehungsweise durch v, w dargestellt werden.

Bisher haben wir, wie schon Eingangs erwiihnt wurde, die
Theilverhiltnisse der beiden Gebilde auf ganz willkiirliche Grund-
elementenpaare bezogen.

Wir wollen nun zwei Annahmen machen. Erstlich wollen wir
uns denken, dafl das Elementenpaar (vw) als Grundelementenpaar
im eindeutigen auftrete, wihrend gleichzeitig (v,, w,,) das Grund-
paar des zweideutigen Gebildes ist. Zweitens werden wir annehmen,
daB (vw) das Grundpaar des eindeutigen, aber (w,,v,,) jenes des
zweideutigen Gebildes sei.

Die erste Annahme ist gleichbedeutend mit Folgendem.

Es soll das Anfangselement des Grundpaares in einem Gebilde
nur dem Anfangselement des Grundpaares im anderen Gebilde ent-
sprechen, und ebenso sollen sich aussehlieBlich die beiden End-
elemente der Grundpaare entsprechen. Numn entsprechen aber den
Anfangselementen die Theilverhéltnifwerthe: o, o und den End-
elementen die TheilverhdltniBwerthe; o0, oco.

Setzt man daher in die Verwandtschaftsgleichung (1) & = o,
so mufd » = o eine doppelte Wurzel sein und fiir &= oo mufd
7 = oo eine doppelte Wurzel der Gleichung darstellen.

Fiihet man nun in (1) den Werth £ = o wirklich ein, so
bleibt:

ayn* +byn+ ¢, =o,
und wenn also » = o eine doppelte Wurzel sein soll so muf}:
by=0, ¢;=0
sein. Hiedurch geht (1) tber in:
Eai*+bn+c¢)+an?=o,
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welche Gleichung sich auch in die Form:

b c a,
(et 5 +5) + =0
kleiden lalbt. Soll diese Gleichung fiir £ = oo die doppelte Wurzel
n == o0 besitzen, so mub:

e=b=o
sein.
Es geht also schlieflich die Verwandtschaftsgleichung (1)
iiber in:
€ + a,n* =o,

a, . . L
oder, wenn — ?‘ mit / bezeichnet wird, in:

€= ls% (2)
Man wird leicht erkennen, dal fiir den zweiten Fall, wo nim-
lich (vw) und (w,, v,,) die Grundpaare sind, dem Wethe £ = o
der Werth » = oo doppelt entspricht, und in derselben Art dem
Werthe £ = oo der Werth » = o doppelt zukommt.
Schreibt man (1) in der Form:

(an®* 4+ bn 4 ¢) + (7" + Zfﬂ o) 0

und setzt £ = o0, so bleibt (da # gleichzeitig Null wird):
at*+bnte=o0

woraus folgt, daf:
b=c=o

sein miisse.
Gibt man der Gleichung (1) die Gestalt:
b ¢ b, ¢
ot s+ r(a+2+3)=0
und setzt £ = o, so bleibt (da » gleichzeitig unendlich wird)

[/ C

1 1
a+____—0

1 v ﬂz
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und es mufd also, damit » = oo eine doppelte Wurzel sei,
a, =06 =0

sein.

Die Verwandtschaftsgleichung (1) nimmt daher in diesem Falle
die Form an:

atn* 4 ¢, =0
¢ . .
oder, wenn man — —L kurz mit % bezeichnet:
a

3) &n* = k.

2. Der zweite Fall, welcher also durch Gleichung (3) charak-
terisirt wird, ist besonders dann bemerkenswerth, wenn sich die
beiden gleichartigen ein-zweideutigen Gebilde auf demselben Triiger
befinden, und wenn iiberdies die beiden Elemente » und w,, und
ebenso w und v,, iiber einanderfallen. In diesem Falle sind néimlich,
da die Elementenpaare (vw), (w,, v,,) identisch sind, die beiden
Theilverhiltnisse & n auf ein und dasselbe Grundpaar bezogen. Um
nun die ,drei Doppelelemente beider Gebilde« zu finden, d. h. jene
Elemente, in denen ein Element des einen Gebildes mit einem ihm
entsprechenden Elemente des anderen Gebildes vereinigt ist, braucht
man nur § = » zu setzen. Man erhilt somit fiir die drei Doppelele-
mente beider Gebilde die einfache cubische Gleichung

o=t

und es sind somit die drei dritten Wurzeln aus % die Theilverhiltnisse
der drei Doppelelemente der beiden Gebilde.

3. Der zuletzt behandelte Fall ist defBhalb von besonderem In-
teresse, weil er fiir die Curven dritter Ordnung, welche einen Doppel-
punkt besitzen, von grofier Fruchtbarkeit ist.

Es sei Cf eine solehe Curve, ¢ ihr Doppelpnnkt und G,, G, ihre
Tangenten in diesem Punkte. Jede durch & gehende Gerade A4
schneidet die Curve C? in einem bestimmten Punkte ¢ und umgekehrt
geht durch jeden Punkt der Curve nur ein einziger Strahl des Bii-
schels . Wir kinnen kurz sagen: das Strahlenbiischel & liegt per-
speetivisch mit der Curve C,f. Um also irgend einen Pupkt der
Curve Cz zu bestimmen, ist nur néthig, den durch ihn gehenden
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Strahl des Biischels ¢ zu fixiren, was wir dadurch am einfachsten
erzielen, dald wir das Theilverhiltnil dieses Strahles beziiglich des
Strahlenpaares G,, G, angeben. Es wird in dieser Weise jedem
Punkte ¢ der Curve C3 ein bestimmtes Theilverhiltnis « entsprechen,
durch welches umgekehrt der Punkt bestimmt ist.

Den Theilverhiltniflwerthen o und oo entsprechen die beiden
dem Doppelpunkte & unendlich nahen Punkte der Curve C? — die
beiden Nachbarpunkte des Doppelpunktes.

Von jedem Punkte a der Curve C? lassen sich an dieselben zwei
Tangenten legen, deren Berithrungspunkte a,, @, nach Hesse zwei
conjugirte Punkte genannt werden, fiir welche dann @ der gemein-
same Tangentialpunkt ist. Ordnet man dem von ¢ nach & gehenden
Strahle 4 die beiden von d nach ¢, und @, gehenden Strahlen 4,,
A4, resp. zu, so erhilt man am Scheitel 0 zwei ein-zweideutige
Biischel, welche von der, in Art. 2 besprochenen Art sind 1). Die beiden
Doppelpunktstangenten G,, G, spielen hier gleichzeitig die Rolle
der Verzweigungselemente des eindeutigen Biischels und jene der
Doppelelemente des zweideutigen; und zwar entspricht der Tangente
G,, wenn man sie als Verzweigungselement betrachtet, die Tangente
G, als Doppelelement und umgekehrt ist &, das Doppelelement,
welches dem Verzweigungselemente G, entspricht. Wiirde man also
G, und G, resp. mit Vund W bezeichnen, so miilite man iiberdies
G, mit W,, und G, mit V,, bezeichnen.

Wenn also & das Theilverhiltnif des von & nach einem Punkte
« von C? gehenden Strahles (genommen beziiglich des Pasres G,, G,)
ist, und wenn » das Theilverhiitni eines von den zwei Strahlen ist,
welche 9 mit den Beriihrungspunkten der von a an C3 gehenden zwei
Tangenten verbinden, so mufl nach Gleichung (3) des 1. Art. zwi-
schen £ und » die Relation

&t =k 3
bestehen, wobei % eine nur von der Curve C: abhingige Con-
stante ist.

4. Die drei Inflexionspunkte ¢, 4, ¢, der Curve C} sind jene

Punkte, welche mit ihren Tangentialpunkten zusammenfallen. Wir

1) Siehe Art. 7 des II. Theiles der , Theorie.
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werden daher die, diesen drei Inflexionspunkten entsprechenden
Theilverhiltnisse erhalten, wenn wir in Gleichung (3) & = # setzen.
Dies gibt die schon dagewesene Gleichung:

€3=k.~

und in der That sind auch die von ¢ nach den drei Inflexionspunkten
i, 4y, i, gehenden Strahlen J,, J,, J; die drei Doppelstrahlen der am
Scheitel ¢ von uns betrachteten ein-zweideutigen Biischel 1).

Hiemit hitten wir auch eine geometrische Bedeutung der Con-
stante k£ gefunden. Diese Constante bietet sich uns als die dritte
Potenz des einem der drei Inflexionspunkte entsprechenden Theilver-
hiltnisses dar.

Hieraus folgt aber sofort der folgende merkwiirdige Satz:

»~Kennt man von einer Curve dritter Ordnung mit
einem Doppelpunkte diesen letzteren, seine beiden
Tangenten und den aus ihm nach einem Inflexions-
punkte (ohne dald dieser selbst bekanntist) der Curve
gehenden Strahl, so sind die zwei nach den iibrigen
zwei Inflectionspunkten gehenden Strahlen be-
stimmte,

Ist & der Doppelpunkt, &, G, seine Tangenten und J, eine
durch ¢ gehende Gerade, von der man weif3, daf} sie einen Inflexions-
punkt der Curve enthélt, so ist nach Friiherem

A N2
sin G,J, —
A
sin G,J,

und folglich besitzen die beiden iibrigen nach den anderen zwei In-
flexiospunkten gehenden Strahlen J,, J, die Theilverhiltnisse:

A
[_ 14V= 3) sin G, J,
—.
2 sin G,J,

1) Vergleiche die zuletat citirte Stelle.
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und :

A
—1—V=3 sin G, J,
2 LA
sin G,J,

Es wird nicht néthig sein, zu bemerken, dal wenn der Doppel-
punkt & ein eigentlicher ist, die beiden letaten Strahlen imaginir
sein miissen.

5. Denkt man sich alle mdoglichen Curven dritter Ordnung,
welche einen gegebenen Doppelpunkt ¢ 1) besitzen undin diesem zwei
feste Gerade G, G, beriihren, so stellen die drei Wurzeln der Glei-
chung

=k

(wobei k eine beliebige Grifde ist) die Theilverhiltnisse dreier durch
& nach den drei Inflexionspunkten einer Curve des Systemes (aber
iiberdies einer unendlichen Menge anderer Curven desselben Syste-
mes) gehenden Strahlen vor, und zwar beziiglich des Winkels
6,6,

LiBt man also % die Zahlenreihe von —— oo bis 4 oo durch-
laufen, so erhilt man eine unendliche Menge solcher Strahlentrippel
welche, wie man aus der letzten Gleichung sofort erkennt, eine
cubische Involution bilden, und zwar eine von der besonderen Art,
daB die beiden Doppelpunktstangenten G,, G, zwei dreifache Strah-
len sind 2).

Wir kénnen demnach folgenden Satz aufstellen:

»sHat man ein System von Curven dritter Ordnung
mit einem gemeinschaftlichen Doppelpunkte, welche
in diesem dieselben zwei festen Geraden beriihren,
so bilden die nach den Inflexionspunkten der Curven
aus dem Doppelpunkte gehenden Strahlentrippel eine
eubische Involution, fiir welche die, den Curven ge-
meinsamen Doppelpunktstangenten dreifache Strahlen
sind«.

1) Jede dieser Curven ist erst durch vier weitere Punkte bestimmt.
2) Jede von den zwei Strahlen G4, G, stellt selbst ein Strahlentripe! vor, und zwar
entsprechen sie den Werthen /=10 und £ =4 o9.
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Da eine cubische Involution, welche zwei dreifache Elemente
besitzt, durch ein Elemententripel bestimmt ist, so kinnen wir
sagen:

,2Kennt man von einer Curve dritter Ordnung den
Doppelpunkt und die drei aus diesem, nach den In-
flexionspunkten gehenden Strahlen, so sind hiedurch
auch die beiden Tangenten des Doppelpunktes be-
stimmt«,
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