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Entwicklung der stérenden Krafte nach Vielfachen der
mittleren Anomalien in independenter Form.,

Von Dr. Norbert Herz.

(Vorgelegt in der Sitzung am 5. Februar 1885.)

Bezeichnet man die auf die Bahnebene des gestorten
Himmelskorpers bezogenen rechtwinkeligen Coordinaten?! des
storenden Planeten mit «,, y,, z,, die des gestorten mit @, y, z, die
auf seine eigene Bahnebene (des storenden Korpers) bezogenen
rechtwinkeligen Coordinaten des ersteren mit x,, y,, z,, so ist:

¢ = @2+ —y) + ()"
=yt = ety ()
=2yt = (r)?+2?

wenn 7, » die Entfernungen der beiden Himmelskorper vom Ur-
sprung des Coordinatensystems (Sonnenmittelpunkt) bedeuten,
(r,), (r) die Projectionen dieser Entfernungen jedes der beiden
Korper auf seine eigene Bahnebene und ¢ die gegenseitige Ent-
fernung der beiden Himmelskorper. Demnach ist

p* =)+ ()" + #l+2 (@@ +yy, +27))

Bedeuten nun ¢, Q, w; 7, Q,, w,, beziehungsweise Neigung,
Linge des aufsteigenden Knotens und Abstand des Perihels vom
Knoten fiir den gestorten und storenden Himmelskérper, und
Setzt man

4+ coSf cos w—sin Q sinw cos i =1

=+ sin § cos w—4cos g sin w cos ¢ =11
+ sin @ sin ¢ =1II

— co08 § sin w—sin  cos w cos 2 =1V

1 Die X-Axe geht nach dem Perihel des gestorten, die X’-Axe nach
dem Perihel des stérenden Himmelskorpers.
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— sin { sin w—4cos  cosweos i=V
4+ cos w sinz—=VI

+ sin § sin ¢ =VII

— cos § sin 2= VIII
+ cos i=1IX

+ €08 Q, cos w,—sin Q, sin w, cos i, =1,

-+ sin Q, €o0s w, -+cos Q, sin w, cos ¢ =11,
+ sin o, sin¢, —=1III,

— €08 , sin w,—sin Q, cos w, cos i, =1V,

— sin @, sin o, +cos Q, €o0s w, cos 7, =V,
+ €08 w, sin ¢, = VI,
+ sin @, sin 4, = VII,
— ¢o0s &, sin ¢, = VIIL,

+ cos i, =1X|

(A4) =11, +1I IT, + IIT 1T,
(AB)=11V,+II V,+III VI,
(AC) =TVII, + IIVIII, + I IX,

(BA) =1V I+ VI +VIII,
(BB) =TV IV,+V V,+VI VI,
(BC) =TV VIT, + V VIIL, +VIIX,

(CA) = VILI, + VIIL IT, + IX III,
(CB) = VIL IV, +VIII V, +IX VI,
(€C) = VII VI, + VIII VIII, +IX IX,
so wird
x, =(AA)x,+(4B)y, +(4C)z,
¥, =(BA)z,+(BB)y, +(BC)z,
7 =(CA)z,+(CB)y, +(CC)z,

fiir die Werthe I, II, . . . ergibt sich, wenn man

T = w-+{; = Wy §y
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einfiihrt:
I, = + cosw, 42 sinQ, sinw, sin}s?

I=+cos 7+2 sin { sin w sin}s?
I, = + sinm,—2 cosQ, sinw, sin}?

II = + sinx—2 cos § sin w sin 14?

IIl = 4+ sinw sin ¢
IV=—sinz+2sinQ cosw sinis?
V =+ cosn—2 cos  cosw sinii?

III, = + sinw, siné,
IV, =—sinz, +2 sinQ, cosw, sin} 7}
V, =+ cosn;—2c0s {, cosw, sin}
VI, = + cos w, siné,
VII, = +sing, sini,
VIII, = —cos &, sin¢,
IX, = + cosi,

VI= -+ cosw sin¢
VII = + sin Qsin¢
VIII = —cos Q sin¢

IX = + cos?

219 1L

und daher:
(44) = cos (n—=)—2 sinw sin}?* sin(z; — ) —2 sine, sin} % sin (z—Q,)
~+4 sini¢sing i, sinw sinew, [sin 7sin} 4, cos(Q—Q,)+costicost |

(4B) =sin(r —x,)—2 sinw sin { ¢ cos (m,—Q)—2 cos w, sin ¢} sin (7—g,)
+4 sinf7singz, sinw cosew, [sin 7 sin} ¢, cos(Q—&,)+cosis cost ]

(4C) = —sind, sin(x—Q,)+sinisinw+4 sin} ¢ sint ¢, sinw[sin} ¢ cost i, cos(Q—&,)—cosiising i, |
(BA) =—sin (zr—n,)—2 cos w sin } i* sin (7, —Q)—2 sinw, sin} % cos (x—,)
+4 sin} isin}é, cosw sinw, [sin} i sini7, cos(Q—&,)+cosiicoss |



(BB) = cos(r—m,)—2 cosw sin} % cos (n-—Q)—2 cosw, sin} &} cos (z—Q,)

—+4 sin}isin7, cosw cosw, [siniisint i cos(Q—&,;)+cosQLicos)i,|

(BC) = —sini, cos(n—&,)+sin i cosw+4 sin} ¢ sin} 4, cosw [sin} ¢ cos} i, cos (R—&,)—cos} ¢ sin} iﬂ
(CA) = —sinisin(z,—Q)+sini, sinw, +4 siny ¢ sinf /; sinw, [sin} i, cos} i cos(Q—&,)—cos !, sinyi]
(CB) = —sini cos (7, -— &) +5iné, cosw, +4 sint i sinf i; cosw, [sin}i, cos!i cos(Q—g,)—cos, "’ sinki]

_ T W ey L . e
(€C0)=1—2sin}*—2 sin} ¢+4 sin ¢ sin! ¢, [eos} ¢ cos} ¢, cos(Q—§,)+sintisinl ).

Da nun, wenn mit v,, v die wahren Anomalien bezeichnet werden:

x, = (r,) cosv, x=(r) cosv
¥, = (r,) sinv, y=(r) sinv
Wy = () 2yt = (1)

so wird, wenn man der Kiirze wegen

m=sin}¢ sin}i, cos(Q—§,)+cosiicos)
n=sin} ¢ costi cos(Q—&,)—ecosti, sinti S
p=sinii cosii, cos(Q—K,)—cosii sinli
setzt:
(Ad) @, +(AB)y, == (r,) cos (x—m,—v,)—2 (r,) sin} ¢ sine sin (z, +v,— Q) —2(r) sin (w; +2,) sin} i sin (7—8,)
+4(r)) sind i sin} ¢, sinw sin(w +v,).m

*039 9B USPULIQ)S I8P Sunj YoImyusy
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(BA)x, +(BB)y, = —(r,) sin (x—n,—v,)—2(r,)sin} i coswsin (z, +v,— Q)—2(r,)sin (0, +v,) sin}i} cos (z—Q,) ¥
+4(r,) sin} i sini ¢, cosw sin (o, +v,).m @
(CA)x,+(CB)y, = —(r,) sini sin (r, +v,— Q)+ (r,) sini, sin(w, +v,)+4(r)) sinf ¢ sinf 7, sin(w, +v,).n
und demnach:
a @ +yy, = x[(4d4) w,+(4B)y,]+y[(BA) 2, +(BB)y,]|+[(4C) #+(BC)yz,
= (") () o8 (w+v—m,—0,)+ () () @+ () @2,

! = —(r,) sin¢ sin(r, +v,—&)+(r,) sind, sin (o, +v,)+2,+()© + ©z,
wobei
@ = —2sints? sin (w+v) sin (r, +v,—Q)—2 sin} 2} sin (o, +v,) sin (1 +v—g,) o
~+4 sing i sink 4, sin(w+v) sin(o, +v,).m it
=
@) = —sin ¢, sin (r +v—g,)+sini sin (w+v)+4 sinf i sin} 4, sin(w+v).p (2)

©=+4sintisint i sin(w,+v,).7
@= —2 sin} *—2sin} f+4 sin} i sint / [cost i cos} i, cos(Q—K,)+siniisinté]
Der Ausdruck fiir (@ kann auch geschrieben werden:
@ = + sin} ?[cos(x, + v, +0—Q+v)— cos (x+v—m,—wv,)]+sint ffeos (T +v+0,—Q, +v,)—
—c08 (m +v—n,—v,)|+2 sing ¢ sinl 4, [cos (0 +v—o —w,)—c08 (0 +v 403 +1,)|m.
Setzt man auch noch

@ = — sinésin (n, +v,—&Q)+sini, sin(o, +»,)+4 sin} 7 sinl 7 sin (o, +v,).2 (3)
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so wird
v @iy +22y = () () 008 (7 +v—=m,—v)+ () () @+
+ (1) @z + () @r+22+ @22,
und demnach, wenn
—2(7) (r) @—2(r) @z —2 (r,) @ +—2 @2z, +(2,—2)* =} 4)
()2 +(r)*—2(r) (ry) cos (x +v—m—v,) = B}
gesetzt wird:
=R+
1 1 3¢ 3508 35748

i1 435 (®)
P 2R5 Q4R 2.4.6R

Sei nun
2541 +oo
(@®+ai—2aa, cosg) 2 =1 Z ¢ cosip; ¢~ =l
I=—00
und
R} —=a*+a’—2aa, cos(M+r—M, —=,)

wo «, ¢, die halben Bahnaxen z, s, die Lingen der Perihelien
M, M, die mittleren Anomalien sind, so ist

1 I
o = Z ¢® ¢08 i (M+r—M, —7,).
i=—00
Sei ferner?
pl_1_ 34 358 3574
—Gd TR 2R 24R - 246R T T

und setzt man
3 B 3 . 5 P 3 * * 7 '
ZO=c)—5 Gefl+ 5, & cf;’) 9465 4

.. (2s+1) o) g2 (6)
1) 246....2.9 LT

7= — 2

+(—

1 Eigentlich hiitte man auch zu schreiben P;; Z{? w.s.w., da diese
Ausdriicke fiir jed en storenden Himmelskorper zu entwickeln sind; indem
aber ein Misverstindnis nicht entstehen kann, wurde der Index Kiirze
halber iiberall weggelassen.
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so wird
+oc0o
N

P—= Z® cosa(M+rx— M,—=,)

e

6=—00

Da #,%, die senkrecht zu seiner eigenen Bahnebene gemessene
Entfernung jedes Himmelskorpers ist, so folgt, dass ¢, von der
Ordnung der Neigungen der beiden Bahnebenen ist, so dass man
aus dem Ausdrucke fiir Z€) ersehen kann, wie weit man die
Entwicklungscoéfficienten ¢ bendthigt; sollen noch die zweiten
vierten, sechsten Potenzen der Neigungen beriicksichtigt werden,
so wird man noch die Entwicklungscoéfficienten der 5/,ten, 7/, ten,
9/,ten Potenz des Ausdruckes («*+a}—2aa, cosy) zu bilden
haben.

Rechnet man nun die Stérungen der mittleren Anomalie, so
wird die in jedem Momente stattfindende wahre Anomalie mit
der gestorten mittleren durch die Formeln der elliptischen
Bewegung verbunden sein. Ist ferner 7 der ungestorte Radius
vector, » der gestorte, so wird

r=7(1+7)
sein, wo v die Storung des Radius vectors bedeutet, und es ist
r=(a+Aa)(1+7) v=M+AM

wenn
+o0
Aa:—% Z o) cosiM
7=—00
o (M
AM= 1+ 5 N o0 sinil
2
i=—0Q0

in welchen Ausdriicken die Coéfficienten @), « die bekannten
Functionen der Excentricitit bedeuten. Ahnliche Ausdriicke
gelten fiir den storenden Himmelskorper. Ersetzt man daher in
der Formel
r=a+An

iiberall « durch (14 ), so wird man in der Storungsfunction die
Storung des Radius vectors beriicksichtigt haben, weil in Formel
(4)fiir (), (r,) die gestorten (wahren)Radien vectoren in Rechnung
zu ziehen sind.
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Die Entwicklung von 1—3 nach dem Taylotr’schen Lehrsatz
o
liefert nun:

oP 0P P
S  s—m,)

1[2p , P, 9P
+—l—A[t +—Aa1+B(—M:—-]”1>—Z

2 [ 9a? ou?
%P *P
sada, Awla,+2

o P
T, 0 —IT)

A(M—M,)
A(M—M,)?

+2 AaA(M—M,)+

00 d (M—M,) (8)

Aa, A(M—M 1)J

A(M— 1)} P

4
13 ?
— —A — A«
+n! Ba n+3a1 4+

9
o(M—M)
wobei im allgemeinen Gliede die gebréuchliche symbolische
Bezeichnungsweise gewihlt wurde. Bedenkt man nun, dass sich

jede einzelne Potenz in eine dhnliche Reihe entwickeln

R%s—i—l

r ... . 1
lisst, und dass dann — sich in derselben Weise aus s
1 1

. 1 , .
zusammensetzt, wie P aus g S0 erkennt man sofort, dass bei
bl

der Bildung der Differentialquotienten von P die Potenzen von ¢,
nicht differenzirt werden; dann aber erhilt man durch Einfiihrung
der abgckiirzten Schreibweise:

3l*+"Z(5)__ (s)
8arda; il

ot P
Qa oa}

1S
=3 Z Zl(li)“COSG(M—I-?T—Mi—EI)
s=—00

. +o0

9%+t p 1

J—— 1Y % J(a) - — —_—

ST a9, = 2 2( 1)'6% 20 coso(M+r—M—x,) (9)
F=—00

d2ititptop 1

_ - NV (Ve 201 7)o Y
3(\1’[_]”1)2[_,_18“{,‘8([; 9 L_l ( 1) g 1[{"‘) bll’lG(]’[-'-u ]']1'—711)
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Heruz

und mit Riicksicht auf die eingefiihrte Bezeichnung ist

, vt o) 3 ovtie@ 3.5, 0xtvel®
o) __ 17 Yt 4 3
2y = Bar dar; 2 7! darda; + 2.4 7' darda; T (10)

Aus dem Werthe von A« (Gleichung 7) folgt:

az +oo 40
Bep=7 N 020 cos iM cos kM

] A
i=—00 k=-—00

g too

1 S
:% 2 [§ PR ﬂk)] cosiM

L

i=—00 k=—00

Wird demnach

o0
ho=1 ) Wl
k=—o00
gesetzt, so wird
2 T2
(Aa)2:% Z ha,; 08 iM
i=—00

Man kann auf demselben Wege die folgenden Potenzen
entwickeln, und findet leicht, dass man ganz allgemein

(—ay N
(Aa)-":% 2 h,,; cosiM (1)

i=—00
setzen kann; dann erhélt man durch Multiplication dieses Aus-
druckes mit Ag

, ., +o too
sl — (—a)yt! ® oo i
(Aay+t = 1 he ;7% cosiM cos kM

i=—-00 k=—00

(ot NV [1

o0 _
= Z [§ Z hs,i_,,Az-)J cosiM

{=—00 k=—00

Darch Vergleichung dieses Ausdruckes mit dem aus (11)
fiir s+1 statt s folgenden Werthe findet sich sofort
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+00
[N 2 B 7@ tE) (11 a)

k=—00
wobei, wie sich Husserst leicht ergibt, die Beziehung besteht:

By —i=ha s (11 )

Die Gleichungen (11 «) gelten auch schon fiir s—1, wenn

man
h]’ ;i — 7

]),0,0:27 Ilo,]:’l(]’g:]to,g:....'___o

setzt. Fiir die h, ; lassen sich sehr einfach Probegleichungen auf-
stellen; man hat ndmlich zunéichst fir #=0:

+oo
Z hyy=+e; Aa=—ue; (Aay=(—a)e
I=—00

folglich
+o0
Z b, =e
=—00

Andere Probegleichungen, die durch zweimalige Differen-
tiation von (11) nach M folgen, sind

+o00

. 2s¢*
Z ol TR

{=—00

Zur Berechnung der &, ist es aber nicht ndthig, die unend-
lichen Reihen (11 «), welche in der Praxis allerdings einmal
abgebrochen werden, zu verwenden. Bezeichnet man némlich
mit §™), €t die Entwicklungscoéfficienten der sin und cos der
Vielfachen der excentrischen Anomalie nach Vielfachen der mitt-
leren Anomalie, also

sinmE—=1 Z S sind M

-+o0o
cosmE = Z Cim cos iMl
i=—00
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. XCI. Bde II. Abth. 23
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so gelten die Relationen (s. Astronomische Nachrichten, Nr. 2592)
00
S
ne) n, —_— m-rn J(mn—n
DTS O = S s

i=—o00

+o0

Z O 80 = St §(n—n)
I=—00

oo (12)

Z C;'.m) C/(:i, — C‘/(&nH—n)_l_ 02”_")
i=—o00

“+co

Al .
Z ‘("L(_m) LS’I(:iz: C/(im-kn) _ 671(,::;1——71)
=—00

mit deren Hilfe man findet:

)2

Jioi = 5 (CO+ 0P
(33

s, i = (BOD+ )

'
by, i = g (BOO+4C+OW)

und allgemein

er —9 m 1 (m—

5

= (n CO fir m gerade
T3 3 :

+ (n — 1)(](.1) fiir . ungerade

N~

Dic allgemeine Giltigkeit dieser Formel ergibt sich durch
Beniitzung von (11 «) mit Beriicksichtigung der Relationen (12)

und
<m\ < m > m+1> 1 ’”+i
x) —1 ( S AE] ";L

&

m
(m — 1)

V2
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Fiir die Entwicklung von A(M—M,)* setzen wir zunichst

+o0 +o0o
I=; ) «siipf; 1= D ol sinki,

d

i=—00 i=—00

Dann ist
AM—M)=1-1I

wo I nur von der Excentricitit und mittleren Anomalie des
gestorten Planeten abhiingt, und II in derselben Weise aus den
entsprechenden Grossen des storenden Planeten zusammengesetzt
ist. Indem nun

+o00 +oo
T=p Y o sinidl )\ o sinkM
/ L
i=—00 lr=—00
—+ oo —+ o0
=t ) D «®atth cosill
—

i=-—00 k=—00

80 wird, wenn
+ oo
Z a® i+ =,
k=—00
gesetzt wird:
+ o0
I*—= Z 13, 008 M
i=—00
Erhebt man diese Gleichung zur sten Potenz, so wird das

Resultat dasselbe, wie bei (Aa)® sein miissen, wenn nur @ durch
ny,; ersetzt wird; man hat demnach

+00
=p Y o sco8ill
e
=—00
+ oo
Nasqoy = 3 Vi, k02, 5k
k=—o00

23 #
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Doch lédsst sich auch ohne Miihe eine andere Recursions-
formel finden, welche jede Reihe der » aus der unmittelbar vorher-
gehenden und den Coéfficienten « gibt, indem man némlich T2
in der obigen Form voraussetzt, und mit dem Ausdrucke fiir I
multiplicirt, und ebenso den resultirenden fiir I+ behandelt.
Auf diesem Wege erhilt man:

—+co

I2s =1 Z Tiog, ; COS LM (

st —1 Z Ngst1, s SINEM

1=—00

(13)

wobei

Tiag 1, =4 Z 5, 0P (
13 a)

fg,—i = (—1)Ms,i5 ogr,0=0
Auch hier hat man wieder v, ,— « zu setzen. Da

oI f1—e*
Lo =0; (3_]'7)#:0_ —1+ (1—e)*

s0 erhilt man leicht die Probegleichungen :

[>e]
5,01 E oy, ;=0
=1

-

ns

10

oo
. , . 327
le'f]g'i: — 862 —20e°— g e*—b1 e“—% eb—
=1
221 . 4589 . 2885 14165810

2 T3 T 16 ¢ Te6a

195, ;=0 firs>1

I8

(2

Il
A

18

in9s41,, =0 fiir s=1

~.
1
L)
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Ganz dhnlich den Formeln (13) hat man fiir den stérenden
Korper
400
I =t Z cosill,
{==—00
—+o0
M= )

s
v
s las+1,¢
i=—00

sin iM,

Demnach wird man in
25—1 P
A(M—M,)% =T+ S‘ (—1y* <_s> I2—+I[* - II%
] P
%=1
die eben angeschriebenen Werthe einzufiihren haben. Fithrt man
das Product hier getrennt fiir gerade und ungerade x durch,

und ersefzt iiberall die Producte von trigonometrischen Fune-
tionen durch Summen, so findet man, dass sich in beiden Fillen

“+o0o ~+o00
T2s—=]I* :51 Z Z Ni25—2, 2"07/.,1; co8 (l]”—k]”l)

{=—00 k=—00
schreiben ldsst; folglich wird die obige Summe

A (M__M1>23 —

25 400

+00 .
=iy > (—1)*<is)n25_xlz.vz;'kcos(iM—chl)

72=0 {=—00 k=—00
wo auch fiir
no,0 =25 0,1 =T ="0 3= =0; my=a®
zu setzen ist. Auf demselben Wege findet man weiter:

o0 +co
et = 1 Z Z T4 132, 110, 1 SI0 (EM—E M)
{=—00 k=—0c0
—+ o0 +oo
2s—22 T 244+1 — Wl ' * 1 L 1
ol = N N g, SInGH— R

i=—00 i=—00
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A(M— M)+ =

2s+1 oo

=) ) Z (5 ot sin Gt

*=0 {=—00 k=—o00

Herz.

* |

Setzt man demnach ganz allgemein

2?( > sy i Ty = (8 6 k)

/=.O /Q (14)
1 %A [
2_21(_1)/<3> 8—/ zn:/ [S Z’ k]
*=0
50 wird
o0 “+o0
A(M—M,)> =} 2 Z (25, 4, k] cos (iM—kM,) (
I=—00 k=—00 1_
too oo - (15)
A(M—Mi)%'*‘l = 2 Z (2s+1, 4, k) sin (iM—kMi) &

i=—00 l=—00

Zwischen den (s, ¢, k) und [s, ¢, k] bestehen die folgenden,
leicht zu verificirenden Relationen :

25, 0, 0]=(2s, 0O, O)

2s, ¢ 0]=(2s, 4, 0)
[2s, —i, 0]=(2s5, —i, 0)=|2s, 7,0]=1(2s, i, 0)

25, O, Kk =(2s, 0, &k
(25, O, —k]=(2s5, 0, —k)=[25,0, k] = (25,0, k)
[2s, 4 —k]=(2s, 4, k)
[2s, —i, k]=(2s, 4, k)
(25, —i, —k]=[2s, 4, K]
(25, 4, —k)=[2s, i, K
(2s, —3, k)=[2s, 4, £
(28, —t, —k)=[2s, 4, K]
[2s+1, O, 0]=(2s+1, 0, 0)=0

[Bs+1, 4 O0]=(2s+1, 4 0)
[2s+1, —i, 0]=(2s+1, —i, 0)=—[25+1,40]=

=—(2s+1, 4,0)
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[2s+1, 0, k=—(2s+1, 0, &
[2s+1, 0, —k]=—(2s+1, 0, —k)=—[2s+1,0, k] =

= (25+1,0, k)

2s+1, 4, —kl= (2s+1,0k)
2s+1, —i, k] =—(2s+1,4,k)
2841, —i, —k] = —[2s+1, ¢, k]
@2s+1, 4, —k)= [2s+1,4 k]
(2841, —i, k)= —[2s+1,¢k|
(2s+1, —i, —k)=—(2s+1, 4, k)

Es wird sich jedoch fiir die weitere Entwicklung als
praktischer erweisen, fiir die Coéfficienten (14) eine gemein-
schaftliche Symbolik zu wihlen, um die Entwicklungen fiir
gerade und ungerade Exponenten gemeinschaftlich durehfiihren
zu konnen. Sei also

fir s gerade: [s, 4, k] ={s, ¢, &} (14 )
s ungerade: (s, 7, k)= {s, 7, k}
oder, was auf dasselbe hinauskdommt:
2s j
287Z7k 2( 1)( > 2s—/z /k (
e ; (14 )
{28-{-17 i) k} :%Z< s+ >'ﬂ‘2x+1—7,,i ‘,/‘,I(‘/c \
%2=0 ‘
Dann wird
—+ o0 +o00
AM—M)> =1 Z Z {2, 4, k} cos ((M—IM,) /
et (15 «)
—+00 —+o0
AM—M, )+ =3 Z Z 25+1, 4, &} sin (M—kM,)\
{=—00 k=--00
und man hat
2s, —i,—k = {25, 4,k

241, —4, —k} = —{2s+1,4, &}
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Beriicksichtigt man diese beiden Relationen, so findet man ohne Schwierigkeit

92tuty P %’1 te 1 . ) .
SOt SH—H =1 Y S Y (100 5, R o s cos(on—or,-+ill k)
o=1 {=—00 i=—00

grtei p A(M— M2+ —
3 (M—M,)*+1 dadai (M= M) =
o0 +o0
=1\
=i Z

+o00
Z (—1)H 02126 (2041, 0-—i, o—F} cos(an—or, +iM—kM,)

k=—00

Z19 Y

Da beide Ausdriicke identisch sind, so kann man ganz allgemein schreiben:

8“+P<+VP oo 400 -:+1
T — T2 fr o—i. o _ i M—T
5 (—JTY 90" o A(M—M,) 12 Z Z ( l) c 7“”{1-,5 i, o—1I} cos(on —on, +iM—EM))
o=1 {=—00 L=—00

wobei [—g—] die grosste in % enthaltene ganze Zahl bedeutet. Indem nun, wie frither gefunden wurde

+o0
(Aa)u:(——;)" Z b, cos il

i=—o00
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(g —pre+"zo—xo)s00

—o ‘4

M

2—o ..;

“UOTYOS NZ (7 = e\wa 181 08 ‘g == =1 UUO A |

00 —=7 00—=¢ |=9

17 N N N%%Llﬁlf.

o4 oo

00—=y 0O—=¢

g3t ne ‘—,% i@@
Crr—asoo "'z (1) =y g
o0 A0 HN>+im
oo+ oo+
00—=y =9 00—=y
: 7 RS \3
Clry—mo+ zo—20)s00 "y Wiz N N_fm (=) +" 1500 5z™ 1y N o (1— vlgamlm
co+4 oo W
oQ—= [=D 00 —=2

(mo—me+"z0

Caer—ensoo 'y (K

2—o"' d A
ibvwoo ._._\Qo?wN N N.WimﬁllVlT&Nmmonvocv_N Y N s iﬁﬂ v“:@q 4

D d 8

oo+ oo

L UNT OIS JqISI0 WOU0IoNpoy USOI9] WAIIuIe [oeN

00 —==7 00-—=¢

Y& +i(1—=) =("#¥)i(»V)
oo oo
9S1 0§
cO~—=2

Yrsoo 'y N Q|M||v“>ﬁa<v
oo+ ¢

0STa(9 pun



afut p
0 (M—M,)"3a"da;

AM—M,)"Aa* Ay =

.V
mV\g, ¢, K

=00 k=—00

wenn

p +00
’J !

t=—00 A*=-—00

lx+v+[r+_l_] a* e A TS Ty v
1) 2 I 12 Z Z 6% Z(© < ? _’l_)cos(an——airl+iM—le)
o=1 {=—

(16)

Fasst man nun in (8) die Glieder zusammen, welche von derselben Ordnung sind, so ergibt sich zunichst

fir die Glieder nullter Ordnung:

[=o}
G =320+ ) 29 cos(sn—am,+aM—all,)

o=1
Fiir die Glieder erster Ordnung:
oo +oo

oP a
-Aa=— 2 Z0), <) cos iM— 52 Z 2(%), 2= cos (sn—on, + iMl—aM,)

{=—00 g=1 {=—00

oP o +oo
e 0) 1k _% (0) ol(e—F) —_ M—EkM,

Py Aay, = 2 Z0, 7 (P coskM, Z Z z5 cos (or—om, +ao iy

k——oo o=1/=—00

(@)

(4]

‘210



(=] + o0
A(M— Ml)_——EZ Z 6 29 ac=9 cos (on —om,+ iM—oM,)

o=1 {=—00

8P
8(M—M,)

oo oo
Z Z 0 Z o’ =8 cos (on—on, +-aM —kM,)

=1 k=—00

tox..

daher ihre Summe:

+ o0 + 00
6=t Y s 0 cositl+y Y 0, Z0 coskM,

i=—00 k=—00
co oo

+Z Z {0 Z) 79 4 g Z©) oo} cos (an—orm, +iM—a M,)
c=]1 {=—00
o 40

+Z Z \ 20 /10 g 29 o/ =) cos(an——az1+aM—le)}
=1 ,,=—00

Auf dieselbe Weise erhilt man fiir die Glieder zweiter Ordnung:

400 oo
=11 Z by, ;a*Z0)) cos iM+ > k;, L L), cos kM, +4 Z Z 1@/ q @, Z() cos (iM—kM,)
i=—00 {=—00 k=—00

0
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o +00 +o0

—~ , ) .
+ Z Z [ ZO")O +an Zg’:')o Z a®r°—i-+] cos (en—om, +iM—aM,)

“

¥9¢

g=1 i=—c0 t=+00
oo oo “+o0
+Z Z [b’;, ot G20y Hoa 2, Z o O 5! ¢==0] cos (er—om +oM—kM,)
=1 k=—o00 r=—00
o0 oo + oo

A . .
+Z Z Z (e 2= g, 2) 400 D=0 20 +0al=05C—D 0, 2,

6=1 {=—00 L=—00
— 222, 6—i, o—k}] cos (on—on; +iM—kM,)}

Man konnte auf dieselbe Weise die einzelnen Gruppen der Glieder dritter, vierter und hoherer Ordnung
rechnen, doch wird einerseits die Gesetzmiissigkeit leichter ersichtlich und andererseits die im ersteren Falle
wiederholt durchzufilhrende Arbeit bedeutend erleichtert, wenn gleich die allgemeine Formel fiir die Glieder
pter Ordnung aufgestellt wird. Fiir diese ist aber

‘2 I0H

v P 1N 2
"3,? (A(L)P‘ e ,{(——a)# Z hl—'—: ’ZELO,)O CO8 I.M+% (—a)ﬂz Z Z|(.:)0 hp., s—z COS (qn_ om, +7:M—GM1)
i=—00 o=1 {=—00
* BILP A .;,—)«A h—1 0.—X X > S S ) ; . A
A/ 3 3a: (Aa) ay =Y (—ap(—ay) ) Z Z Z!L,_L oo, ik, cos (eM—1kM) (e)

{=—00 k=—00
o0 +o0o +co

+1(—a)yr(—a ) (;) Z Z Z by o, €08 (om——om +iM— kM)

=1 7=--00 /f=-—00



. o0 “+ o0
.

?MT{) at =1(—a)* Z h, [(") cos kM, +3(—«, )’*Z Z A(’) MWy, sz cos(on—on +aM—kM,) (€)
1

le=—00 o=1k=—00
Summirt man jetszt zuniichst die mittlere Reihe von A—=1 bis A=p—1 und addirt hierzu die erste und

dritte Zeile, bedenkt aber, dass die zweite Reilie fir =0 in die erste, fiir A= p. in die dritte iibergeht, so hat
man als Summe der von den Incrementen A(M—M,) unabhingigen Glieder

m +c0 +o0
(_1)92 $ ) (ﬁ) Z Z&_) \ LP , ZhA . €os (iM—kM,)
r=0 i=—00 k=—00 (d)
P [o'e] -+ oo
13 . n—A A g- , . -
+(—1) Z 33;(0 ’(ﬂ( ) \ Z Z x(J)' e, s, C'_Zl)’ , €08 (on—on +iM—kM,)
A=0 g=1 i=—00 k=—CO

Die Gruppe () ist, wie sofort ersichtlich, die Entwicklung der symbolischen Glieder

(BB Aa+ 38 Aa) P
Hiezu kommen noch die Glieder der Gruppe
S\ /8 9 p—t 3 x
Z (T > (3 A + — 52 Aa1> <W——M1) A(M——MJ) P
=1

*070 83jRIY UOPULIQIS IOp Sunpyoraiuy
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Das allgemeine Glied dieser Entwicklung ist

B\ (p—r P A s
<‘r>< A > Bar—*23urd (M—M, ) Aak AdyA(M—M,)
SN A
J— P‘ =" w—T—h T o T “—7_ .
) <r>< >(—1)[ ]( 1)' L m Z Z Z G Z}(,l T 7-<a,7 i, ,)\'.> eos(o‘ﬂ:—o'rc1 +1.M-—k/][1)
6=1 {=—00 k=—00

Summirt man hier zuniichst nach 2 von O bis p—-=, so ergibt sich, weil

)T = =t

I H

ist, aus obigem
p—T oo +oo + o0

p.’ - ‘*)‘ ar—"* a} \ - 70) (r, p—1—12, 7\) . -
T' —1) [ _] , yg———w—?_x)'w@ b Z L ik cos (er—on, +iM—kM,)

e
r=0 =1 ¢{=—00 k=—00

Hier ist nun noch nach 7 zu summiren, und zwar von 1 bis g, und dann durch p.! zu dividiren. Der Coéfficient

von (on—an, +iM—kM,) wird demnach, indem

p—T—A =2
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gesetzt wird, wo dann 2 jeden Wert von O bis p—= und = den
zugehorigen Werth erlangt, so also, dass stets

xA=p—r
ist:
D v 1= e A A W *

=1 2A=p—=

Fir =0 geht dieser Ausdruck in den zweiten Theil von
(d) (nachdem dieser durch p.! dividirt wurde) tiber; dieser letztere
kann daher mit (¢) vereinigt werden, indem nur die Summe nach
r von O bis p genommen wird. Dann aber wird man fiir «, 3, o
alle moglichen positiven Werthe, die O mit eingeschlossen, zu
setzen haben, wenn nur die Bedingung erfiillt wird

A+ T=

Setzt man daher

S“ (— Db+ [—-r ] "4“1 o 4 (T’y’)) = % r % (17 «)

- 2! Al ! o, ik o,i, k
2 T=W®

und fiigt man den ersten, fiir s =0 geltenden Theil von () hinzu,
indem man

(—‘—1)‘L N arhak P'$
; (P—)&)‘)&‘7l* ),hl’ Iz,LIk— l,li (17[))

setzt, so ergibt sich

%iMk% cos (i M—k M) + )
(f)
L\ ¢ \ ; - %cog(an—cz1+1M—Lﬂ]1)\

6,1, k)
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Beachtet man die leicht zu verificirenden Relationen

<0,0,0> 4 (0 0, 1> 9lto—1)
6,0,a o, a,
(OOO) <00 1)
=0
a, b,k a,t,k

:2 (6—1) <O 1 1) 7(6—1) pl(o—1)
0, %, 7\) ,

G ’L, k)T ]L'/.,u'—z' h No—Zk
1,0,0

G,Z ag

ol(6—")

"
(¢
i,?, °> 0 (o
(s
<

= 2q(0—1)

a/('/.) ,.L./(c'—k—'/.)

” M§

1,0,1

a(a—z) Tl(c-—-k)
g, L,k

)=t
Y
)=

+o0
1,1, 1> 1
N O plo—i—) £/(s—A) o/ (%) c(o—3) pH(o—k—)
(o‘,l, k 5 Z a7 T “+ Z o T

t——Co %=—00
2;0;O> _ ok
<a,i,k =22, 6—1i, 6 —Fk}

so ergibt sich ohne Miihe die Giltigkeit der Gleichung (f) auch
fiir p. =0, p=1 und p.—= 2, und man hat nur noch die Summe

o0
2.6
p=0

zu bilden. Sei nun

1 1/[.!.}__
%G L, % ,1,L Z:Zgi,k — VYik

Ms

k]
o
x
I

o



so wird

1 +00 H4oo0 00 +oo  +oo
5= Y Cocos(iM—k M) + Z Z Z Cysi008(om—am, +iM—kM) (18)
z:lrloo k=—o00 o=1i{=—00 k=—00

). - . .
[ } an Stelle von p.— 2 auch x, so dass also »+2A=yp. sein wird, so

Schreibt man in den Ausdriicken fiir {,. i
Lk

hat man bei der Summation nach p.
in Cpppr z+A4+t=p...0=0,1,2...00
in CL’/;: Z+X:p. ...... ‘(L:O, 17 2. OO0

was offenbar mit einer dreifachen Summation nach », A und = von O bis 0o, respective einer zweifachen nach x
und X von O bis 0o zusammenfillt. Man wird daher haben

‘mAY IT PH TIOX (1) THIMIBR - UWRIVW *p *qzyig

. oo oo oo (_ 1>/+)+ 1] a‘ta)l\ 5 2@ <T, x)l)
i,k — Z AN ‘ A\ g i, k
s a9
— N (=1 e “)1 (u) <
i _Zz Y 200 b /

In den Gleichungen (19) treten die durch (16) definirten Grossen C’ };’ ;) auf; dieselben lassen sich jedoch
)b It

in eine fiir die praktische Verwendung passendere Form bringen. Es ist ndmlich

'970 93JRAI] USPUAINIS 19D Junyyormiuy
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1 +o0 +co
Ty [V _ 4 S 7
<6)7 7::]:') - ‘2 Z Z {*; !; /-E hp,o’—t—ih v, 5 —R—k

1S S o
:1 } S Z ) .’]‘E—)\,LV],)\,‘/.]Ll/.,:r—r.—[h,u,:r—xv—k

1=—00 2=—00 h=0

wenn Kiirze halber gesetzt wird
T — 1y (T fiip oer
[)\] =(—1) </> fiir gerade «
[ﬂ = - < > fiir ungerade ¢

Vertauseht man hier die Summationsordnung und fasst die
von der Excentricitit des gestorten Planeten abhingigen Glieder
zusammen, ebenso die von der Excentricitiit des storenden Pla-
neten abhiingigen, so kann man

{ T N
5 Y‘ .n,,_,-,,/tﬁ,.{_.,,:EEI% /
e (20)
1 . )
5 Z oWy = BT
~=—00
setzen, und dann wird
Tyl V ‘1 { J F("‘ z) ,(5_/l i
(G i /c> B (16 )
I—'O

Aus (20) ergibt sich
B0 =(— 17 EY) (204)
woraus sofort folgt

0 J—
Lgo)—{-l » O

Mit Hilfe der frither gefundenen Werthe von £, » kann man
die sdmmtlichen % als Reihen, die nach Potenzen der Excentri-
citit fortschreiten, finden.! Man erhilt fiir dieselben leicht die
folgenden Probegleichungen:

1 Diese Reihen habe ich bereits zum grossten Theile, bis inclusive zur
10. Potenz der Excentricitiit, herechnet.
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+c0
3 B, =0

DOl ==

{=—00

=00

Y eBg, =0

i=—00

s>1

!

+00
N\ REO — 9, [
L—J 2,

i=—00

DO =

“+o0

\" 1 EQ

284-1,»
- +
i=—00

Do =

=0

-+o00

S‘ ZES?: =¢ ('— 1 +

pa——
I=—00

INOT i

(1

\/1_32)

371

\({1_:)"; I 21)

2)2

In Folge von (16«) ergibt sich nun an Stelle der ersten

Gleichung (19)

o0 0O oo x-|—/+-—

I
] Xe A

/:0)‘?|—U‘-:—.(J)j;|)

Setzt man nun

T—V=

80 wird

=] . s
SO C ) DT

7! v (—=1) v, H' s fiir p.+v gerade

und

[ mHt )
(=D-* (—1 % (=1 ) '
T [V] P T 9 R fiir p.-+v ungerade

24 #
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Definirt man also

O =(— 1)— fir . + v gerade
w441 (22)
(H=(—1) ° fiir u.+ v ungerade

OV (=D e ’
Cas= 3 ) }1 Dt 4 et A B B )
' (220)

oo

—_ (_1>/+) a al (o)
Cf,/;—ZZW 8 Z ]Lu/lm

%=0 =0 /‘
und dann wird

o0 +oo

_S‘ Z Z Cepco8(on—om, +iM—kM,) (22b)

o= 0 I=—0Q0 [ =—00

_@l =

Es gentigt, die erste der beiden Formeln (22 «) beizubehalten,
indem man ohne Miihe findet, dass mit Riicksicht auf die friitheren
Festsetzungen die zweite aus der ersten hervorgeht; man hat hier
nur die entsprechenden Werthe fiir die Grossen E, E’ fiir p, v,
¢ =0 zu bemerken; sie sind:

E((]“a =2 Ef‘f)l —=¢? Ef)?i =hy,o E(O) T,

Eé?o =0 Ef}‘?l =h,; Ef;l =, Eg?o =

Bedeuten nun X, Y, Z die storenden Kriifte, so ist bekanntlich

X= }T k*m,
M /

Y= km, yi—v’_’L;J
] | , 'l

7 N\ e, P2 2
[:Lk m, —— 3

wo iibereinstimmend mit der eingangs gewéhlten Bezeichnungs-
weise a/, 4,2/, Coordinaten des stérenden, , y, = diejenigen des
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gestorten Himmelskorpers, bezogen auf die Bahn des letzteren
bedeuten. Hiebei ist die x-Axe nach dem Perihel der gestorten, so
wie die x,-Axe fiir die Coordinaten @, y, z,, die sich auf die
Bahnebene der storenden Planeten beziehen, nach dem Perihel
des letzteren gerichtet. Nun findet man ohne Miihe

@', =(1—sin{®—singd®) (r,) cos(m) + v, —=) + %
Y, =1 —sini®—sint?) (»))sin(a, +v, —z)+ 9
7, =—(ry)sinisin(x, +v,— Q) + (r,)sing; sin (o, +v,) +
—+ 4 (r))siniisinie, sin(w, +v,)n + 2z, [1—2sinf?—2sinie} +

+ 4siniisinii {costicosii cos(Q—&,) + sinfisinii} ]
wobei

¥ =(r,)sin}e? cos(m, +v,—Q +w)+(r,)sintet cos (w, —Q, +v, +7)
+2(r)sin}isine, [cos(w, +v,—w)—Cc08 (v, +v, +w)]m
~+2z, [—siné, sin(7—Q,)+sinisinw +4siniisint, sinw. p]

P=—(r,)sinte*sin(m, +v,—Q +w)—(r))sini 2 sin(w, —Q, +v, +=)
+2(r))siniisingi, [sin(w, +v,—w)+sin(w, +v, +o)|m

+2, [—siné cos(n—g,)+sinicos w +4siniisinl cosw . p]
und ferner

x=(r)cosv

y=(r)sinv

Fiir die elliptische Bewegung gelten bekanntlich die Ent-
wicklungen

+o0
a A ) .
reosv=7p Y p@cosiM
2 L
{=—00
“+o00
. ¢ < Ve
rsine == N oOsiniM
2
[=—00

wo
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(I=—38e; (O =p= (P

c®=0; W=—q¢-)= \/1_32 Sz(l)

Hieraus erhdlt man nun, wenn II irgend ein beliebiger
Winkel ist

+o0
reos(v+1II) = g S‘ SO cos (i M~+11)
-

{=—00
. - (28)
rsin (v+II):% N $Osin (i M-I

{=—00 /

demnach auch

o0
a \ .
1'005v:§ Z SWeosiM
I=—00
+oo
a .
rsiny + - © S@giniM
2 )

i=—00 J

(23 a)

wobei in der Entwicklung von rcosv der Coéfficient von cosiM
und in der Entwicklung von »sinv der Coéfficient von sinz M der-
selbe ist, aber die Beziehung S® — 3(—9 nicht mehr besteht; es ist

: . : 1 . . :
S0 =p® 4 o) = OV + cos p S = = feosip? Ji-1—sinp? JiH)
B 1 22

S =—8e=C—2e¢

Man erhilt iiberdies, ebenfalls durch die Coéfficienten 3@
ausgedriickt:

+o0
cosv=—e-+} Z 3O cospcosi M
i=—00
“+o00
sino=1 Y i9DcosgsinilM
]
i=—00

und
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“+o0

CORY
i

> .

cos(v+II) = 5 LS<‘7cos(iM+Il)—ecos[l/
e (280)
sin(v+n):c°_;3‘f N i 50sin (i M+ 1) — esin1I
]
I=—00

Die Ausdriicke fiir 2/ und | sind einander vollig #hnlich
gebaut; nur tritt an die Stelle des cos oder sin in 2| resp. sin

. " 1 .
oder cos im Ausdrucke fiir y). Der Werth von - setzt sich aus

P
einem Aggregate von cos-Gliedern zusammen; da nun

2cosacosd =cos(e—A)+ cos(a+ A)
2sina cos A =sin (« — A) + sin(« + A)

/
so wird man nur einen der beiden Ausdriicke —3‘ ‘/3‘ , mit denen
SIS

wir uns zuniichst beschiftigen, zu entwickeln haben, um durch
Vertauschung der sin- und cos-Functionen sofort den anderen zu
erhalten. Es ist nun zun#chst hervorzuheben, dass simmtliche in
@, ¥, | auftretenden Glieder (wo die X, 9 von der zweiten oder
hherer Ordnung der Neigung sind, von denen nur der Bequem-
lichkeit halber zweiGlieder abgetrennt, und mit dem ersten Haupt-
gliede vereinigt wurden) die Form haben

M(r)ecos(v, +11);  N(r,)sin(e, +11).
Es handelt sich also um die Entwicklung von
(r,)cos (v, +1I)
Py
Hiefiir erhdlt man nun

o0 co +oo “+ oo

a . . R Rl .
Ej Z $’<’~)cos(kM,+H)Z Z 2 C; . co8(en—aom +iM—IM,)

k=—o00 0'—0 i=—00 I=—00
o0 o0 ~+o0

=" Z Z Z }“ SIE=0G, ;. co8(an-—am, +iM—kM,—II)

=0 {=—00 k=—00 Z——OO
oo +oo +00 +co

+%Z Z Z z S=H O, ;. c08(em —an, +iM—kM, +11)

6=0¢=—00 A=—00 I=—00



376 Herz.

oder, wenn man Kiirze halber setzt

AN
: Y Sl Crv=D (c,—;,)»
J:Tl°°
1 15
A .
- S8 Cy ;= D)
2 S %40 Sirk
=
0 +00  +o0
reos(v,+1) @ |
L{)Q = —2_1 Z Z }:, Dg,—z,)/c cOS(O’ﬂ—GTH—i-ZM—k]”l—H)
1 6=0i=—00 k=—00

(24)
+o00 400 +oo
[ .
+§1§ NN D) cos(sm—om, +iM—kM,-+1T)

6=0{=—00 k=—00

Die Coéfficienten D), D= lagsen sich noch wesentlich ver-
einfachen, indem man sie genan auf dieselbe Form bringt, welche
die C-Coéfficienten haben, in welchen die von den Excentricititen
und den Axenverh#lfnissen abhingigen Glieder getrennt erschei-
nen. Zu diesem Zwecke setzen wir noch

+co

4 ~ .

5 Z S ONET (25a)
k=—00

wo also, wie leicht zu verificiren

fo—i=—Ffss (250)
und speciell

fra=e8"

Mit Beniitzung von (12) und der leicht zu beweisenden

Relation
<s>_< s )_<s+1)s—2l+1
). r—1/ 7\ 2 s+1

ergibt sich ohne Miihe



=g |

1.2.3 A
+L7 % \ 0 fir s ungerade
s (s—— 1™
2
+ 2; (s s \)Sg.2> fiir s gerade <
g1 J
Als Probe hat man, da
1 S
— v (m) —
2 /. o8 —e
7=—00
die Gleichung
-+oo s
1 © 1 1 ()(3—21)2 11 <s>( . 4X2>
52“‘_1—e §Z T—e2 2, W8+
i=—00 1=0 )——0

und da

(Y $ ()=

f[)

()=

oo 4 (s — 2)S<s—2>+M(s—i)Sw —o 4 B DEDE—0) g 6>+...+(s>‘°ﬂ Se—mp .
2 s 2
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s0 wird

1 = e
5 Z zﬂﬂ.:l—e

7= —00

Substituirt man in D& fiir /=69 und C,;, Werthe, so folgt

o0 00 o0 00 1 ,{+)
(D) ]y, ' Z2°) B Z>{ S‘ (€O, == cos g’ 80 EIG=0 — ¢/ BG4

D)= ZZZZ%'R'H'V‘ 1 wh
Z——m

#=0 2=0 p.=0v=0
Nun ist =
@
+o0 +o0 +o00 2
1 1 1 c— 1 a—I ’
g Y OOEEI=5, N o N M =g
I=—00 A=—00 ——00
o0 1 400 1 +c0 1 +c0
9 Z Sﬁc(l—)l EI;(,C;_Z) — § Z n:,x § Z h;\,u—l—- S, l) = 2_1 Z n\,;,xfl)f+1,k+x—c
l=—00 2=-—00 !=—00 X=—00
Setzt man daher, analog mit (20)
1 +o0 1 +o0
: - v
g D telu=Fs 3 Y A FY (26)
41=—00

r=—00



) o 3 —
FS‘BT) —_ (_ 1) HFS{&

so wird

+00 1

v/ 1V(c—1) — Y(a—
5 ), SOEL=— 5 R

I=—00

folglich
OO (o] o0 o0
__ 4+
D("‘) ‘1 ‘—‘ ( 1)‘ ( )(l ”’1 u,-|r-//cr) ]J’(s ?) (1 F/(u /)— OOS{P I"/(u-/) ellﬂl(a-—k))
AN LLJ f A' l"‘" V' %k )-f-l v,k

%2=0 A=0 p.=0v=0

/ !
. - . L X ( - .
Die Werthe von D) werden genau dieselben sein fir — und J—;, und zwar fir simmtliche correspon-

Py P1
dirende aus den einzelnen Theilen von a und y) entstehende Glieder, denn es wird ebenfalls

() sin(v, 4+ 11) _ uioo PR D) & M — kM —Ii
ey = 52 Z Z Csin(or —om, + iM—kM,—II)

=0 {=—00 k=—00
oo 400 +oo

aiE Z S‘ Dt sin(or —om, +iM—kM, + 1)

=0 i=—00 /——

(24a)
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3R0 Herz.
Fiir das erste Glied in « y| hat man zu setzen

I=r —n=x

und den Coéfficienten D) zu multipliciren mit
(1 —sint4®—sine});

tiir die folgenden Glieder wiirde IT immer andere Werthe haben
(ebenso wie die mit den D zu multiplicirenden Coéfficienten)
und es werden dann die Argumente die Form erhalten

e+ a)yn—(o+ P, +iM—EkM, +92+3Q,

wo «, 3, v, 0 die Werthe 0,41 und —1 erhalten konnen.
Beachtet man, dass die von z, unabhingigen Glieder in 2z die-

/
selbe Form haben, so wird man fiir 7;—; (fiir diese Glieder) auch
1

die obige Entwicklung verwenden kénnen. Die Zusammenfassung
der Glieder mit gleichen Argumenten, so wie auch das Heraus-
suchen derjenigen Glieder, die zu einem gegebenen Argumente
gehdren, wird praktisch keinen Schwierigkeiten unterliegen, da
es sehr leicht ist, denjenigen Werth von IT zu bestimmen, fiir
welchen aus (24) oder (24 ) das gegebene Argument entsteht.
Was die von z, abhingigen Glieder anbelangt, so ist zn
bemerken, dass nichst den von den Neigungen abhingigen
Coéfficienten die Argumente der sin und cos von den wahren
Anomalien unabhingig sind, so dass hier nur die Formen

Mz, cosI Nz, sinll
3 und 3
£y Fi

zu betrachten sind. Da 2z, die Storung in Breite fiir den stérenden
Himmelskorper ist, so werden die Coéfficienten McosIl, Nsinll
immer direct mit C, ;; vereinigt werden kénnen. Nur beim Monde,
wo die Argumente $, w einer raschen Anderung unterliegen,’
wird man ohne Schwierigkeit

1 In allen anderen Fillen wird man auch cos(sz—om i N—EkM,)
zerlegen und die Glieder, deren Argumente (z M —kBM;) sind, vereinigen
konnen.



.ﬂv(:b‘”:z]Z Z Z 1C, silcos(an —om 4+ iM — kM, —11) + cos(on—om, 4+ M—kM, + 1))

z'sml[:zly 2 Z 1C,i[—sin(on—on, +iM—EM —1) +sin(or—on, +iM—kM +11)]

verwenden konnen. In dem Ausdruck fiir 2; kann man den Factor von 2, iiberhaupt als constant ansehen.

Ferner hat man

( )OOS + o0 oo oo ~+oo
x  (Meosy  a < N , . ‘
S=at— =g Y Scosill Z NN Coppcos(om—om, + UM + kM)
Pi Pi ya L L

i=—00 =0 1=—00 k=—00

oo o0 “+oo

a .
=§Z Z Z Gy ii008(an—om, +iM—kM,)

6=07{=—00 kA=—00

und
:lj . oo -+4oo 4oo
42NN N\ H,,sin(on— iM—kM,
A3 P eapSin(on—om, + i M—EkM,)
=0 ¢{=—00 k=—00
wenn

(27)
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Z 50D 4 ,3(1—'7) Csus

und

1 1
quilk - § Z <3(L_I) - 3(1_1‘)) Cc:lvk

I=—00

Da aber
60 4 50—9—=29 C('J)z; 36—0) _ 56— —9cos 9 S(l)l
— i—

und diese Grossen nur von der Excentricitit des gestorten Planeten abhingen, so wird

o 00 0 o0 ( 1) 2 ( )a o0
Y — D ai gty Z(s) F/(a—7) 1) Fo—) __ o —1]
Goip = Z ZZ)_, Al plyl 4 LAES Z CL B —2e BN
%=0 2=0 p=0v=0 \l=—o00
00 00 ©o +o0
A —_— <— 1)‘+)\ ) ar a)\ +v g (g—1I: No—.
Hois= ). 2 T T 1 T ES sy NSO, E
3 l=—o00

Wie frither ist aber auch wieder
+o0 9

+o00
Y QBI=CECR Y SO =— R

I=—00

= --00

8¢
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Demzufolge

..
)

[= ]
A _1)x+) (8)6&7 l . g 2 Mo —1 No—7 M(o—1
2 1o B Bt — 2o s

[ 8

1 Al [J.' y!
2=0 A=0 p=0v=0
00 OO 00 ©O
— 1\
p7 Al O R W Gt s O LA o+ 23 20089 po—s) pie—s)
5,4k — Ll/_l A' )1 M‘ y' 4 e 2417wk
x=0r=0 p=0v —0

Endlich hat man
l_ 1 3 22 3.5 2* 3.5.7 2%

1 1

B ) 20 TEAGY  2.4.6()°

wo (r,) der gestorte Radius vector des storenden Planeten ist. Beriicksichtigt man dessen Storungen auch hier

wieder dadurch, dass man im Resultate a, (1 + v,) an Stelle von a, setzt, und beachtet, dass in den Entwicklungen

a

r\"* 1 toe n 1 oo
- - — ‘—‘ () <£‘> — _ v (-—n) S N
<) g ) A™ cosi M ; \> g ), AZ. cosiM

i=—00 f——00

die Cogfficienten 4 (= als bekannte Functionen der Excentricitéit anzusehen sind, so wird
) 13

+o0
o =3 3 i eosi,
i=- 00

—%I*-‘

*099 93JBI3] UAPUAIQ}S 19pP Sunyyorajusy
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384 Herz.

und daher
—+ oo
%:l \' Y@cosiM,
2 4
i=—00
wenn
Y g MY g5 MY 35 A
Y= 3 §z‘ @ +2 4%4 a —2.4.6z? a -(28)
also

Y/ = Y0

I /
ist. Man hat demnach in den Ausdriicken fiir ; y1 2 ein Aggre-
l

gat von Gliedern der Form

+oo
N YOcosi M,
e
i=—00
oo
N(r)sin(v, +1).3 Y YOcosilM,
]
t=—00

M(r))cos(v, +11).

Qo=

“+oo
Z Y'®cosi M,

t=—00

EEI

Setzt man hier die entsprechenden Reihen ein, und fithrt die
Entwicklungen in der wiederholt erlduterten Weise durch, so
erhdlt man, abgesehen von den Coéfficienten M, N

+o0 o0
r)eos(v, + 1.1 N YWcosiM, =¢ ' L;cos(iM, + 11
1 1 2 1 2 1
{i=—00 7=—00
+o00 +oo
r)sin (v, + 11).1 Y®cosiM, =1 ' LsinGGM, +1I
1 1 2 1 2 ‘/_I 1
i—=—00 T=—00
wenn
+ oo
L="4 Z  UGIIO)
‘T2

k=—00
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Y@ hingt aber noch von den Storungen des Himmelskdrpers ab,
und allgemein tritt das Glied auf

A(—ﬁ)
BTy
g0 dass man die Formen erhilt

“+co
cos ,,
2%(1 4-y,)~f+1 1 Z L (M +10)
i=—o00
wo
1 S
Ll‘ = % . F Z . A;;(—_lﬂ) -S'I(k)
1 k=—0c0
und
+00

cos .
221 (1 4,)F .1 Z L . (iM,+10)
I=—00
1 1%
L=t Z A=) S0

2l

wo

_—

k=—00
und mit Riicksicht auf den Werth von II wird man jederzeit ohne
Mithe in der Lage sein, die in den Stérungen bedeutend werden-
den Glieder (mit kleinen Integrationsdivisoren) herauszusuchen.
Ebendasselbe gilt auch von den Z(") Sieht man von den von
der Neigung abhiingigen Theilen ab, 80 wird man

(230 =

zu setzen haben. Setzt man der Reihe nach Z(°) gleich

ety (o)
dada)

Bt 3.6, bd) B.5.T b
2 ! darday’ + 5 4 ‘BaPBa" T 2.4.61 Bdarda;

so ergeben sich die von den Quadraten, vierten und sechsten

Potenzen der Neigung abhiingigen Glieder, Nun kann man immer
annehmen !

1 Wenn man die Producte, beziehungsweise der zweiten Potenzen der
Massen in die fiinften Potenzen der Neigungen, der dritten Potenzen der
Massen in die zweiten Potenzen der Neigungen, der vierten Potenzen der
Massen in die ersten Potenzen der Neigungen, ferner der fiinften Potenzen
der Massen und die achten Potenzen der Neigungen vernachlissigt.

Sitzb. d. mathom,-naturw. Cl. XCL Bd. IT. Abth. 25



386 Herz.
H=—20) ()@ —20) @2 —2(r) @7+ (3 —2)*
G=4[{(M0)@F +4( ()@ - (@7 + 4 ()@ (r) @~
H=—-8[(" (@
Wihlt man fiir die Storungen der Planeten untereinander

(der kleinen Planeten durch die grossen) die Bahnebene des
gestorten Planeten zur Fundamentalebene, so wird demnach

@ =sini[cos[r +v + w, —Q, +v)—cos(xr +v—nr, —wv,)]
@ = —sinz sin(xr +v—Q,)
@ = + sin?, sin (o, + v,)

Fiir den Mond wird man die Bahnebene der Erde (des Haupt-

planeten) zur Fundamentalebene wihlen, und dann wird fiir die
von der Sonne herriihrenden storenden Krifte

@ =singé*[cos (n, + v, + w — Q +v) —cos(m +v—m, —v,)]
—=sinssin(w + )
@ =—sinisin(x, +v, — Q)

Fiir die durch die Planeten bewirkten stérenden Krifte kann

man sich auf die erste Potenz der Massen beschrinken, und hat
dann

G=—2000)@; ¢=+4["() @

wobei fiir @) der vollstindige Ausdruck zu setzen ist.
Es sind run die Ausdriicke fiir () @), (r,) @) von der Form

+00
(r):M.% N 0 sin (.M + I0)
+o0
)@=, 3 Z S'@sin (k M, +I1,)
k=—o00
und (r)(r,) (@ besteht aus einem Aggregat von zwei (im letzten
Falle von sechs) Gliedern der Form
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N(@)(r)eos(v v, +E) =
~+o00 + oo
=N NN 505G cos (i Mk M, + E)
{=—00 k=—00
Es werden sich demnach auch die Ausdriicke [(»)(r,)(@)]?;
[(E)@F; ()r)@-(@; (V)@ ()@ in ehen solche
Reihen entwickeln lassen, welche nach den Argumenten
sM==kM + 11 fortschreiten, wo II eine fiir jede dieser Reihen
(von denen allerdings mehrere in den obigen Producten auftreten
konnen) nur von o, Q, »,, Q, abhingiger Winkel ist, und die
Coéfficienten Potenzreihen der Excentricititen ¢ und e, sind, deren
Gesetz sich durch Multiplication der Ausdriicke fiir (r) @, (r,)@),
(r)(r,) (@ ergibt. Setzt man die erhaltenen Werthe nach Abson-
derung der von dem Axenverhiiltnisse abhingigen Differential-
ovt cgs)
da*da;
ein, so sieht man sofort, dass die Coéfficienten der von der
Neigung abhingigen Glieder dieselbe Form haben werden, wie
die C.;1, Gsiy Hsyy, nur werden an Stelle der von den Excen-
tricititen abhiéngigen Reihen E(), Fgﬂﬁ andere Reihen auftreten,
deren analytisches Gesetz sich nicht so leicht ansehreiben lisst,
die aber algebraisch ebenfalls ein fiir allemal entwickelt und fiir
die stérenden Krifte stets angewendet werden konnen. Dabei
ist zu bemerken, dass zu den Argumenten ox —on, +iM—kM,
noch gewisse Bogen II treten, die die Form

quotienten an Stelle von Z() in den Ausdruck fiir Cy;,

an+ﬁni+yﬂ,+o“ggl

haben, wo «, B, ¥, ¢ bestimmte ganze Zahlen sind, und es wird

keiner Schwierigkeit unterliegen, jene Argumente zu wihlen, die

Anlass zum Entstehen merklicher Storungsglieder geben.
Endlich ist noch zu bemerken, dass man in der Entwicklung

(@®+a}—2aa,c086) =160 + D eosh + cDcos26 + . ..

in den Coéfficienten ¢ iiberall «(1 + ), &, (1+19,) an Stelle von
@, a, 7u setzen hat. Ist nun
a
o= —
@
(I =2ae080 + a®) = =1 + b Mcosh + b® cos26 + . ..
25 *
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80 ist

1.8.5...(2i—3) |  2i—1
5.4.6...9i “ i 427

1.1@i—D@i+1) , 1.1.3@-D)@i+1)(2i+3)
T 242+2)2i+4) " T 2.4.6(23+2)(2i+H)(2i+6) " %

2 __

by =—2
2

. 2i4+1)(2:i—1),
7) — _(_—__ (2)
% T—ar
1 B0 4 B+
O+ = 5 s 5 (23_1)(s L >+

& — b1
+(2¢+1) (l’_%)}

1 6% + b("+1>)
1 (z) AN s B
$(00, | — bEEY) = %5 (% o) §(2z+1)<T +

&

@) — p+1)
+ @1 (% _2”_>}

¢O=0b0.ar>

Nun ist
Aa Ae  Ag
« a a
und da
Aa=ay, Ae,=a,v,
so wird
Aa=a(y—17,)
und ferner
1.3.5 ..(2i—3) [2L 1
@), — {60 ait?
M’%_id"*‘? 5.4.6. .2 2irl "
1(2i—1)(2¢+1) o 1 3(2'&—-1)(2L+1)(2l+3) ]}< )
2 @+ 2+ D" T2 4G22+ d)2i+06) T fVTh
o 1.8.5.(2i-8)(2i—1)2i+1) «it [2;‘—1
& — b —
ABg _{’l’g 2 2.4.6. .2 A—a)*2i+2

1 (2i—1)(2i+1) o2 4o?
2@+ @+h* J*ﬁ}@_m
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) an ) PO o e
1809, = 00, ) = I b ol

1 2s—1, .. . 2i+1,,,. ol
10} (1) == A G+1)
-+ 9% (1_T_a2) { 2 (A[)a iA[lh ) -+ 5 (A()“x —|—A[)s )s

,_\cgz-) = ar AN —2s ey,

Ebenso lassen sich die Werthe der wegen der Storungen des
Radius vectors auftretenden Incremente der Differentialquotienten
der ¢ ableiten. Wenngleich die Formeln etwas weitldufig wer-
den, was noch viel mehr der Fall wire, wenn man iiberall auch
auf die zweiten und dritten Potenzen derMassenRiicksicht nehmen
wollte, so wird doch in jenen Fillen, wo es sich um die Entwick-
lung gewisser mit kleinen Integrationsdivisoren behafteter Glieder
handelt, diese independente Entwicklung der storenden Krifte
nicht zu unterschitzende Vortheile bieten, und zwar um so mehr,
da es sich hiebei um Glieder hoherer Ordnung der Excentricitdten
handelt, wo man sich auf niederere Ordnungen der Neigungen,
im Allgemeinen auf die zweiten Potenzen der Massen wird
beschréinken konnen; jedenfalls wird man in den ¢® mit diesen
abbrechen konnen (also in der Entwicklung der stérenden Krifte
die mit 9,72 behafteten Glieder weglassen) und bei den Producten
der Differentialquotienten der ¢® in die ersten Potenzen der

Storungen (so dass die in den storenden Kriften auftretenden
vt o) .
Producte der - Bc*' .9 ete. bereits weggelassen werden), da der
arodaj

A Differentialquotient von ¢® von der 2'*» (oder einer hohe-
ren) Ordnung der Excentricititen des storenden und gestorten
Korpers ist.
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