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Uber gewisse eindeutige involutorische Transforma-
tionen der Ebene.

Von Karl Bohek,

Pripatdocenten in Prag.

I.

Obgleich es moglich ist jede eindeutige involutorische Trans-
formation der Ebene durch successive Anwendung von quadra-
tischen Transformationen auf einen von vier bestimmten Grund-
typen zu reduciren, ! glaube ich doch im Folgenden einige Unter-
suchungen iiber eine ausgezeichnete Reihe dieser Transforma-
tionen der hohen Akademie vorlegen zu diirfen, die sich durch
die Einfachheit ihrer Definition auszeichnen und ein bemerkens-
werthes Beispiel solecher Transformationen liefern. Unter ihnen
treten die bekannten Transformationen Ster® und 17ter3 Ordnung
als Glieder dieser Reihe auf. Die Transformationen zeigen die
bemerkenswerthe Eigenschaft, dass eine ungerade Anzahl der-
selben hintereinander angewandt wieder zu einer Transformation
der Reihe fiihrt, hingegen liefert eine gerade Anzahl solcher
Transformationen eine eindeutige, aber nicht mehr involutorische
Transformation der Ebene.

Ein weiteres Interesse bieten diese Transformationen dadurch,
dass in engster Beziehung mit ihnen hyperelliptische Curven
auftreten, und auf diese Art gewisse Typen solcher Curven
erhalten werden konnen,* von denen sich aber zeigen lisst, dass

1 Cf. Bertini: Ricerche sulle transformazioni univoche involutorie
nel piano. Annali di matematica, Serie II, Tomo VIII, pag. 244.
Geiser: Uber zwei geometrische Probleme. Crelle, Bd. 67, pag. 7S.
Bertini, L c. pag. 245.
+ Vgl. Kiipper: Uber hyperelliptische Curven 8nter Ordnung. Ab-
handlungen der kgl. bohm. Gesellschaft derWissenschaften. Prag 1884.
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sie, vom Geschlecht p, von p-+1 willkiirlichen Constanten
abhiingen, und dass sie daher specielle Curven dieser Art sind
(Vgl. pag. 513.)

I. Eindeutige involutorische Transformationen der
(3v—+b)ten Ordnung.

1. Es seien die Punkte¢=1, 2, 3, 4, b, 6, 7, 8, 9 Basispunkte
eines Biischels von Curven 3ter Ordnung. Man bestimme eine
nicht zerfallende Curve I'” der vten Ordnung so, dass sie den
Punkt ¢ zum g,-fachen Punkt besitzt, wobei

')’1;72g')’aqugryagyeg‘h;'ys;.yQ;O

sei. Die Zahlen ¢, wihlen wir nun so, dass
il

27[:31;—1 (1)

1

ist. Da dann jede Curve des Biischels 3ter Ordnung durch 1—9
die I'” nur in einem Punkte schneidet, so ist I'” rational oder
es gilt gleichzeitig mit (1) auch
9
(7= =(—1)—2),

1

woraus sich mit Hilfe von (1)

9
Z«,g: v 1 (2)

1
ergibt. Aus (1) und (2) folgt nun
)= (v+3),

d h. die Curve I'” ist durch die Annalime der vielfachen Punkte
1—9 vollstdndig bestimmt.

Wir werden bald eine Methode angeben, mittels deren man
aus den Zahlen v und v, fiir eine Curve I'* die Zahlen ¢, fiir eine
Cuarve hiherer als yten Ordnung angeben kann. Hier mbgen einige
der Zahlen angegeben werden.

31#%
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Der variable Punkt in dem eine Curve C? des Biischels durch
1—9 die I'v trifft, sei mit y bezeichnet.

Wir setzen nun folgende Beziehung zwischen den Punkten
der Ebene fest:

Einem Punkte ¢« mtge der Punkt « entsprechen,
in welchem €2 (die Curve 3ter Ordnung des Biischels durch
1—9, welche durch den Punkt « geht) die Gerade @ noch
schneidet.

Die hiedurch definirte Verwandtschaft zwischen den Punkten
a, « der Ebene ist offenbar eindeutig und involutorisch. Die
Punkte 1—9 sind ihre Fundamentalpunkte.
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2. Dem Punkte ; moge die Fundamentalcurve A» entspreclien
Thre Ordnung v; ergibt die folgende Betrachtung. Ist « ein Punkt
einer beliebigen Geraden ¢ und schneidet a7 die I'” in demselben
Punkte, wie €2, so ist « ein Schnittpunkt von ¢ mit A, Es trifft
nun «; die Curve I'¥ in y—, Punkten, durch die ebensoviele
Curven 3ter Ordnung gehen, die ¢ in 3 (v—,) Punkten « treffen
sollen. Umgekehrt entspricht einem Punkte «' ein Punkt «. Es
treten mithin auf ¢ im Ganzen 3 (v—v;)+ 1 Coincidenzen auf, von
denen v auf I'* liegen und die 2v—3y,+1 iibrigen offenbar
Punkte von A sind.

Die Ordnung der Fundamentalecurve A’ ist daher
v, = 2v—3v,+1.

Legt man ¢ durch den Punkt 4, so ergibt die obige Corre-
spondenz, dass der Punkt ¢ fir A’ ein (v—27,+ 1)-facher ist, was
iibrigens auch daraus folgt, dass auf ¢ nur die v —y; Punkte von
A’ liegen konnen, in denen die Curven 3ter Ordnung, die durch die
v—, Schnittpunkte von ¢ mit I'” gehen, die Gerade ¢ schneiden.

Legt man ¢ durch den Fundamentalpunkt =, so ergibt die
Correspondenz, da einem Punkte «, ausser  noch 2(v—v;)
Punkte «' entsprechen, 2(v—7,)+1 Coincidenzen, unter denen
(v—7») Schnittpunkte von I mit ¢ auftreten, so dass auf ¢
nunmehr bloss 2 (v—v,) + 1— (v—19,.)=v—2y,+ 7,4+ 1 Punkte
von A7 liegen, oder der Punkt »ist fiir A% ein (v—y—7.,)-
facher.

Bezeichnet man also die Ordnung der Vielfachheit des
Punktes x von A‘:f' mit ,,, so ist

Vo= v—y—, fir i¥F=
und (3)
V= v—2v,+1

Hieraus folgt, dass dic A, wie es sein muss, rational sind,
und sich ausserhalb der Fundamentalpunkte nicht mehrschneiden.

3. Entspricht dem Punkte ¢ eine Fundamentalcurve, so dass
also 2v-—3¢,4-1 > 0 ist, so miissen offenbar die Zahlen v,, und v,
entweder positiv oder es kinnen einzelne auch null sein, d. h. es ist

v+1—-29,20
oder
v+ 1
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Da nun ¢, der hochstvielfache Punkt ist, so wird, im Falle
diesem eine Fundamentalcurve entspricht,

v+1

"= 5

sein.

Sollaber dem Punkte 1 keine Fundamentalcurve entsprechen,
so muss entweder die Gerade 1y, wenn y der Schnittpunkt der
beweglichen C? mit I'” ist, fest sein, oder die entsprechende C?
in 1 berfihren. Der erste Fall kann offenbar nur eintreten, wenn
' die Gerade 1y selbstist, alsov=1; y, =1, y, = 1. Der zweite
zweite Fall, da 1y die €3 im Punkte 1 beriithrt, liefert eine Curve
4ter Ordnung, welche in 1 einen 3-fachen Punkt hat, und welche
durch den Curvenbiischel C? und den ihm projectivischen Tan-
gentenbiischel erzeugt wird. Es ist der zweite unter v—=4 in der
Tafel angegebene Fall der T'”.

In jedem anderen Falle wird also dem Punkte 1, und folglich
auch jedem Punkte ¢ eine Fundamentaleurve entsprechen und

es ist

v+41 )
L @

IA

T

Da y;=1, ist, so entsprechen auch allen Punkten 7 Funda-
mentaleurven, dié durch diesen Punkt ¢ gehen.
Fiir eine Fundamentalcurve A ist
9 ] ,
Z Voo =v+1—2y,+ Z (V_'Yz‘_'yv-)7
1 1
hiebei bedeutet X/, dass » alle Werthe von 1—9 annehmen soll,
ausser den Werth <. Also ist zu Folge (1)

9
Z Vir = 0v—9y,+2 = 3v,—1
1

d. h. die Curve A;® kann als eine Curve I' genommen werden, um

eine neue Verwandtschaft zu definiren.

Da Xy, = 3v—1, so muss wenigstens ein y,< BWT_I denn

—1
wiren alle , > VT, so wire auch Xg,>3v—1. Ist also
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3v—1 .
Pe< —g 80 wird

3y <v—}
2v—38y,+12v+1,

d. h. v;2v+1. Es ist also die diesem Fundamentalpunkte ent-
sprechende Fundamentalcurve von hoherer Ordnung als die I'*.

. . 3v—1 .
So viele verschiedene Werthe also ¢, < le sind, so viele neue

Curven I" kann man angeben, die eine hohere Ordnung haben
9 1 vor; durch

diese erhilt man offenbar Curven I' niedrigerer Ordnung. (Vgl
pag. 492.)

4. Ist n die Ordnung der Verwandtschaft, so wird die Curve
nter Ordnung G», welche der Geraden ¢ entspricht im Funda-
mentalpunkte ¢ einen v-fachen Punkt haben. Zwei Curven G*
und G'*, welche den Geraden ¢, ¢’ entsprechen, konnen sich
ausserhalb der Fundamentalpunkte 1-—9 nur in einem Punkte
schneiden, dem entsprechenden zum Schuittpunkte von g¢. ¢
Also ist

. 3y—
als die angenommene, Es kommen auch §, > ——

9
=1+ ZV?:(SV+5)2
1

und die Ordnung der Verwandtschaft ist also 3v4-b.
Einer Curve mter Ordnung, die in 7 einen 0-fachen Punkt hat,
entspricht mithin eine Curve der Ordnung

9
M=(3v+Bym— ¥ 6, (v¥=2—3y,+1) 6))
)
1

5. Die Curven A:f' schneidensich ausserhalb der Fundamental-
punkte nicht mehr. Es ist auch

=29+ 1) (—y—) + =20+ D) b—p—1) +
+ E//(v—'yz-——‘yx) (V—Y—7) = (2v—3y;+1) (2v—3y,+ 1) = v,

zu Folge der Gleichungen (1) und (2), wobeiin 2" k nicht gleich
7 und » zu setzen ist.



482 Bobek.

Die Fundamentalcurven bilden zusammen die Jacobische
Curve des Netzes der G*, indem diese nur Doppelpunkte auf-
weisen konnen, sobald sie zerfallen, also ¢ durch einen der
Fundamentalpunkte geht. Es ist auch

%7 Y—09Y. —_— y —_ —
N (@—37:4+1)= 3 (3v+4)=3 (u—1).

1

6. Auf jeder Geraden g der Ebene liegen v Paare
«,« der Verwandtschaft; denn g trifft I'* in v Punkten, durch
welche v Curven €3 gehen, welche jede ein Paar, auf ¢ liegend,
ausschneidet.

Lisst man g um einen festen Punkt &£ der Ebene sich drehen,
so ist der Ort der auf ihr liegenden Paare «, « eine Curve der
2y + 1ten Qrdnung, k*+1; denn auf jeder Geraden durch % liegen
2v Punkte derselben, und % ist einfacher Punkt von A*+, da die
€% die I in dem Punkt 7 trifft, so dass &y den Punkt » enthilt,
der dem Punkte % entspricht.

Der Fundamentalpunkt ¢ ist ein (v—v;)-facher Punkt von
k>+1; denn auf ki liegen von k»+! die v, Paare, welche die €3
ausschneiden, die I'* in ¢ beriihren, und die v—7, Schnittpunkte
von ki mit A}, wihrend die y—v; entsprechenden Punkte dieser
Schaittpunkte in ¢ fallen. In der That ist auch

2v 4+ 1—29; —(v—y,)—1 = v—;

die Vielfachheit des Punktes ¢ fiir £2+1,
Die Curven £*+' entsprechen sich offenbarin der
Verwandtschaft selbst. Thr Geschlecht ist

v (2v—1)—1 Z (v—7) (v—y—1) =v.
2

Die Curven £*+! bilden ein Netz. Durch jeden Punkt
a der Ebene geht ein Biischel derselben. Denn trifft €3 der I in
7, 50 werden alle 2+, welche ihre Punkte % auf «y haben, durch
« und «, iiberdiess aber noch durch die v—1 andere Paare dieser
Geraden gehen.
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Die vielfachen Punkte der £2’+! und die v Paare auf der
festen Geraden geben nun zusammen

N (o122 (e 112
N+ 2y =(2u+ 1,

1

d. h. alle Schnittpunkte zweier Curven £*1+1, sie bilden die Basis
des erwihnten Biischels.

Sind zwei Punkte «, ) gegeben, durch die £*+! gehen soll,
so schneide €3 die I'” in , und €} in 7,, dann liefert der Schnitt-
punkt von ey, und by, den Punkt k, welchem k*+! entspricht.

Die Curven £*+! bilden eine Art von Nullsystem in der
Ebene, indem jedem Punkte eine durch ihn hindurchgehende
Curve und einer Curve ein auf ihr liegcnder Punkt entspricht.

Eine Curve k2! wird von einer €3 nur in einem Punkte-
paar geschnitten. Hieraus folgt, dass £*»+* ohne zu zerfallen nur
in einem Coineidenzpunkte der Verwandtschaft einen Doppel-
punkt besitzen kann. Denn hitte k1! in @ einen Doppelpunkt,
so miisste sie auch in « einen Doppelpunkt haben, Fillt nun e
nicht mit « znsammen, so hitte die €3, da sie anch durch « geht,
mit 4>+ vier Punkte gemeinschaftlich und miisste daher einen
Theil von £**! bilden. Da nun letzteres in der That eintreten
kann, wie wir gleich sehen werden, so zerfillt die Jacobische
Curve des Netzes der £2+! in die CoTncidenzcurve der Verwandt-
schaft, auf der die £2t! einen Doppelpunkt haben kénnen und
in eine zweite Curve, auf der die Punkte paarweise so auftreten,
dass sie Schnittpunkte einer C* und einer C*—2 sind, die
zusammen eine £+ constituiren.

7. Die Coincidenzeurve der Verwandtschaft ist
von der v+5ten Ordnung und hat in dem Fundamental-
punkte { einen v—2v,+1 Punkt. Denn die Gerade ¢ trifft die
ihr entsprechende Curve G3*+° in 3v+5 Punkten, von denen 2v
die v auf ¢ liegenden Paare sind. Die tibrigen v+5 Punkte sind
solche, die mit ihren entsprechenden zusammenfallen. Da ferner
die Fundamentaleurve A’¢ durch ¢ (v—2y,+ 1)-fach geht, so fallen
in den (v—2y,+1) Richtungen ihrer Aste entsprechende Punkte
mit { zusammen. Hieraus ersieht man auch, dass A’ von der
Coincidenzeurve H»+° in den y—2y,+1 Asten in ¢ beriihrt wird.
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A;f" kann die H**+® ausserhalb der Fundamentalpunkte nicht
schneiden und es ist auch

(v 29,4+ 1) (v—29,+2) + E’(v—'y,~——'y.,_) (v—27,+1) =
= (v+b) (2v—3y,+1),
Das Geschlecht der H'+3 ist
L(r+4) (5 +3) % (v—29,+1) (—27) =3.

8. Die Punkte von H +2 knnen auch auf jeder C? erhalten
werden, indem man von ¢ an die €? die vier Tangenten zieht.
Die Beriihrungspunkte derselben liegen offenbar auf H>+>. Es
schneidet auch die H+5 eine C3 nur in

B(r4b)— N (i-2y+1)=4

1

beweglichen Punkten, deren Tangentialpunkt auf I* liegt.

H>+?® geht durch die 12 Doppelpunkte der Curven 3ter Ord-
nung des Biischels.

Die Tangenten der Curven 3ter Ordnung in ihren Schnitt-
punkten mit der H*+® hiillen eine Curve E der (2v-+2)ten Classe
ein. Denn die dem Punkte % entsprechende %#*+! schneidet die
H+5in

@ +1) (v+5)— W (v—2y,4+1) (v—y) = 2v+2
—

1

Punkten, die mit £ verbunden die Richtungen angeben, in denen
die entsprechenden Punkte «, « zusammenfallen. Diese Geraden
sind Tangenten von £ '+,

9. Der andere Theil der Jacobischen Curve des Netzes der
k>t ist eine Curve der 3.2v—(v+bH)=>5H(v—I1)ten Ordnung
K501,

Sei d,0 ein Punktepaar, fiir welches eine der hindurch-
gehenden k2t! zerfillt, also aus C3 und einer C*—2 besteht.
Schneidet €3 die I'* in ¢, so ist dieser Punkt offenbar derjenige,
welchem die zerfallende Curve zugehort; denn die C3 enthiilt
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wpendlich viele Paare, die auf den Strahlen durch v liegen, auf
jedem Strahl ein Paar. Die iibrigen v—1 Paare liegen auf 20—,
welche nicht mehr durch ¢ geht. Nun geht C2¢—1 auf der Geraden
7{] durch das Paar d, ¢, durch welches auch C3 geht, und kann
daher diese Gerade nur mehr in (v—2) Paaren treffen, d. h. yd
schneidet die Curve ' ausserhalb ¢ nur noch in v—2 Punkten
und muss daher Tangente von I'” in ¢ sein. Der Ort der Punkte
d, ¢ ist also der Ort der Schnittpunkte der Tangenten von I'* mit
den Curven 3ter Qrdnung €3, welche durch ihren Bertihrungspunkt
gehen. Durch Anwendung des Correspondenzprincips kann nun
die Ordnung direct bestimmt werden. Die Classe von I'¥ ist, da
die Curve rational ist 2(v—1). Ist nun « ein Punkt einer
beliebigen Geraden ¢, so gehen von ihm an I'” 2 (v—1) Tangenten
und die durch ihre Bertihrungspunkte gehenden Curven 3ter Ord-
nung schneiden ¢ in 6{v—1) Punkten »’. Umgekehrt entspricht
einem Punkte @’ ein Punkt . Es sind also auf ¢ im Ganzen
6(v—1)+1 Coincidenzen vorhanden, unter denen v in die
Schuittpunkte von I mit ¢ fallen, und die iibrigen 5(v—1) auf
dem gesuchten Orte liegen.

Dieselbe Betrachtung liefert, dass auf einer Geraden, welche
durch den Fundamentalpunkt ¢ geht ausserhalb dieses nur noch
3 (v—1)+7,Corncidenzen auftreten, die auf H3¢—" liegen, so dass
dieser Punkt fiir die Curve ein (2v—2—¢,)-facher wird.

Die Curve H3C—" entspricht sich in der Verwandtschaft
selbst. Ihr Geschlecht ist 3v—A4.

10. Die Curve H>¢—1 schneidet die dem Punkte & zugehorige
k»+1 noch in

]

B(v—1)(2v+1)— > (2—2—) (v—y) =4v—4

1

Punkten &, ¢ die paarweise auf 2v—2 Geraden durch & liegen.

Da jede der 2(v—1) Geraden Tangente von I'” ist, so
schneidet dieselbe I'* ausser in dem Berithrungspunkte noch
in v—2 Punkten und die A+!, ihren Punkt % auf der Tan-
gete @5 liegen haben und welche nicht zerfallen, miissen
daher diese Greraden in d uund & beriihren. Durch den Punkt &
gehen daher ausser den frither gefundenen 2v+2 Tangenten
noch 2(v—1) Doppeltangenten. Da % ein Punkt von A2+! ist, so
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folgt, dass von ihm an £*+! keine Tangente mehr geht, denn
diese Curve ist, da ihr Geeschlecht v war, von der 2.2y +2v = 6yten
Classe.

11. Hat die A*t+' einen Doppelpunkt auf H*+5, so gehen von
k nur mehr 2y Tangenten an dieselbe, oder der Punkt k liegt auf
der Enveloppe E der Richtungen, in denen die Punkte auf H+5
zusammenfallen. Hieraus ergibt sich die Ordnung dieser En-
veloppe. Beschreibt ndmlich % eine Gerade ¢, so sahen wir, dass
k21 einen Biischel beschreibt. Nun gibt es in einem Biischel
von Curven mter Ordnung, welche in Punkten ¢ je 0,-fache Punkte
haben, noch

3(n—1)2—33 07+ X(20;+1)

Curven, welche noch einen Doppelpunkt besitzen ausserhalb der
Basispunkte. ! In unserem Biischel der £*+! gibt es daher noch

9 9
3.4v2—3 ) (v—y)"+ Z (29— 29;+1)= 6v+8
1 1

Curven, die Doppelpunkte besitzen. Da nun den v Schnittpunkten
von ¢ mit I'” je Curven mit zwei Doppelpunkten entsprechen, so
bleiben noeh 4(v+2) Curven iibrig, welche einen Doppelpunkt
haben, die ihnen entsprechenden Punkte auf ¢ sind Punkte der
Enveloppe E, diese ist mithin von der 4(v+2)ten Qrd-
nung. Da ihre Classe 2v+2 war, so ergibt sich ihr Geschlecht

1 Sind némlich «, b, ¢ drei Punkte der Ebene, die nicht in einer
Geraden liegen, so werden die ersten Polaren von « und b fitr den Biischel
der Curven mter Ordnung projectivische Biischel bilden in Anbetracht der
Polaren fiir dieselbe Grundeurve. Beide erzeugen daher eine Curve der
2(m—1)ten Ordnung, die in ¢; einen 2(6;,—1)-fachen Punkt hat, dessen
Tangenten die 2 (6,—1) Doppelstrahlen der Involution der ¢; Tangenten der
Grundeurven sind. Analog erzeugen die Polarenbiischel fiir « und ¢ eine
Curve 2(m—1)ter Ordnung, welche dieselben 2(6,—1) Tangenten im
2(9;—1)-fachen Punkte besitzen. Diese beiden Curven schneiden einander in
4(m—1)2—43(0,—1)d; Punkten ausserhalb der vielfachen Punkte. Zieht
man hievon die Basispunkte des Biischels von Polaren ab, die dem Punkte
« zukommen und deren Zahl (m—1)2— Z(¢;— 1)2 ist, so bleiben noch
3(m—1)24-3(0;—12—4(20;(0;—1) Punkte inder Ebene iibrig, darch welche
je eine Polare des Punktes «, b, und ¢ fiir dieselbe Grundeurve geht, und
welche also Doppelpunkte von Curven des Biischels mter Ordnung sind.
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gleich 3[4v+8—2(2v+2—1)] =3, was damit fibereinstimmt,
dass E durch ihre Tangenten eindeutig auf die Punkte von AH'+5
hezogen ist, also von demselben Geschlechte sein muss.

12. Verbindet man die Punkte « einer Geraden g mit den
ihnen entsprechenden Punkten « von G*, so ist die Enveloppe €
dieser Geeraden von der (2v-+ 1)ten Classe, denn durch den Punkt
k gehen 2v+1 ihrer Tangenten, die Verbindungslinien der 2v+1
Schnittpunkte von 4*+! mit 4. Die Gerade ¢ enthilt v Paare und
ist daher 2v-fache Tangente. Die Enveloppe € ist rational.
Beriihrt eine k*+! die ¢, so liegt £ auf €. Beschreibt nun % eine
Gerade ¢/, so wird der Biischel der £1+' die ¢ in einer Involution
(2v+1)ter Ordnung schneiden, die 2.2y Doppelelemente aufieist,
in denen die k**+! die ¢ beriihren. € ist also von der 4vten Ord-
nung. Hieraus ergibt sich wieder ihr Geschlecht 1[4v—2(2v)] = 0.

Ist E eine beliebige Enveloppe der mten Classe, so liegen
auf jeder Tangente derselben v Paare der Verwandtschaft, deren
Ort eine Curve K der m(2v+1)ten Ordnung ist, die in ¢
einen m(v—y;)-fachen Punkt hat. Denn soll ein Punkt «
von K auf ¢, einer beliebigen Geraden liegen, so muss «z
Tangente von E und € sein, und umgekehrt ist az Tangente von
G und E, so ist « ein Punkt von K Da € und E m(2v+1)
Tangenten gemeinschaftlich haben, so ist dies die Ordnung von
K. Ist aber ¢ eine durch ¢ gehende Gerade, so ist € nur mehr von
der 2v+1—(v—v,) =(v+7,+1)ten Classe und hat also mit £ nur
m(v+7y,+ 1) Tangenten gemeinschaftlich, also schneidet ¢ die K
ausserhalb ¢ in m(v+7;+1) Punkten und dieser ist also ein
m(2v+1)—m(v+<,+ 1) =m(v—v,)-facher Punkt von K. Die
Curve K entspricht sich in der Verwandtschaft selbst.

13. Eine allgemeine Curve der (2v+1)ten Ordnung, welche
in 7 je einen (v—¢,)-fachen Punkt hat, ist bestimmt durch

(+2) @+ D)—f N (r—7) G— i+ 1) =vo+1

Punkte und unsere £2'+! bilden daher ein ausgezeichnetes Netz
in der Mannigfaltigkeit dieser Curven.

Jede Curve €2+ aber, welche in 7 einen (v—v,)-
fachen Punkt hat, entspricht sich in der Verwandt-
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schaft selbst. Denn die C**!' schneidet eine feste C? die
durch die neun Fundamentalpunkte geht nur in zwei Punkten, die
ein Paar unserer Verwandtschaft bilden, und die ganze Schaar
von zwei Punkten auf €? wird von allen C*+! der obigen Art
ausgeschnitten.

Da unter ihnen nun auch unsere %4>+! vorkommen und diese
je in einem Paare «, « die C? schneiden, so thuen es alle C*+1,
welche in ¢ einen (v—v,)-fachen Punkt haben, d. h. diese Curven
entsprechen sich in der Verwandtschaft selbst.

Aber auch jede Curve C*—3+! der (2v—31+1)ten
Ordnung, welche in ¢ einen (v—y,—1)-fachen Punkt
hat, entspricht sich in der Verwandtschaft selbst.
Denn eine C? schneidet eine solche Curve noch in

9
3(2v—3h+1)— Z (v—A—y) =2
1

Punkten. Es schneidet daher die Gesammtheit der Curven
C*—3+1 auf einer festen C?* eine einfach lineare Schaar von
zwei Punkten aus, deren Verbindungsgeraden durch einen festen
Punkt von C® gehen. Nimmt man zu C*—+! noch 1 Curven €3
hinzu, so bilden diese zusammen eine C*+! der oben erwihnten
Art, die sich in der Verwandtschaft selbst entsprechen, und da
jede €3 sich selbst entspricht, so muss es auch die €2—+1 thun.
Von einer solchen Curve sind nur noch
9
L(2v—BA+ 1) (2v—BA+4)—§ N (v— 1) (v——A+1) =
e

1
=v4+1—22
Punkte willkiirlich wihlbar. Ist also

2A=v+1
so werden solche Curven C*—+! wirklich existiren, und da

v+1
N= 2
(nach 3) ist, wenn v nicht 4 ist, so wird
Ay, =v+1 und v—A—7y, 21,

d. h. die Fundamentalpunkte werden Punkte der C*—3+1 gein.
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Ist v=2v'+1, so kann man A = setzen und erhilt als Cur-
ven niedrigster Ordnung dieser Art, die sich selbst entsprechen,
Curven der (' +3)ten. Ordnung, weleche in ¢ einen (v/—v,+1)-
fachen Punkt haben, und die ein Netz bilden; denn von jeder
solchen Curve sind noch v+1—2) =2 Punkte frei wiihlbar, Die
Curven, welche durch einen Punkt « der Ebene gehen, bilden einen
Biischel, und schneiden sich noch in

B
(v’+3,2—2 (V+1—g)2—1=1

1

Punkte, der der entsprechende « zu « sein muss.

Ist also v ungerade, so kdnnen wir unsere Ver-
wandtschaft auch dureh das Netz der Curven
v+D
S
Fundamentalpunkte ¢ einen <v

>ter Ordnung definiren, die in jedem der neun

1 —-—f}g)-fachen Punkt

2
haben, so zwar, dass die Curven, welche durch «
gehen, sich noch in dem Punkte « schneiden.

Ist v=2v" und v” nicht gleich 2, so kann man A =" setzen
und erhdilt als Curven niedrigster Ordnung solche von der
(v"+1)ten Ordnung, welche in ¢ einen (v/—<,)-fachen Punkt
haben. Diese Curven bilden einen Biischel, dessen Fundamental-
punkte in den Punkten 1—9 liegen; denn es ist

9
(! +1)2— Z (1 —3)P=0
1

und jede Curve ist durch einen weiteren Punkt bestimmt. Eine
solche C*"+1, welche durch « geht, schneidet, die €3 in dem
Punkte «.

Setzt man aber A—=v”’—1, so erhdlt man Curven der
(" +4jten Ordnung, die in ¢ einen (»/+1—v,)-fachen Punkt
haben und von jeder solchen Curve sind drei Punkte willkiirlich
wihlbar. Die Curven C*"+* nun, welche durch einen festen
Punkt 5 der Ebene gehen, gehen auch durch den Punkt g und
bilden ein Netz sich selbst entsprechender Curven, so dass die
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durch einen Punkt « gehenden Curven sich nur mehr in einem
Punkte « schneiden, denn es ist

(M +4)P— 3 (W 4+ 1—y,)2—2—1 =1,

Diese Annahme kann man auech fiir v/ — 2 machen, was von
der ersteren nicht anging, da v/+1—=3 wird und der Blischel
selbst entsprechender Curven eben derjenige wird, von dem wir
ausgingen, sobald wir den zweiten in der Tabelle angefithrten
Fall betrachten, fiir den y, =3> 121 ist. Fiir den ersten Fall
werden die Curveny” + 1ter Ordnung Curven 3ter Ordnung, welche
in 9 einen Doppelpunkt besitzen und durch die Punkte 1—3 nicht
hindurch gehen, durch 4—8 einfach gehen.

v—+—8>
ter
2
v

Ordnung, welche in ¢ einen <§ +1—7i>-fachen Punkt

baben, und durch einen festen Punkt 4 der Ebene
gehen ein Netz sich selbst entsprechender Curven
derart, dass die Curven, welche durch den Punkt «
der Ebene gehen auch durch den Punkt «, welcher
« entspricht, laufen. Die Punkte & und B, welche zu den
Basispunkten des Netzes gehoren, haben keine Fundamental-
curven zu entsprechenden Curven, sondern einer entspricht dem
andern, und ist iibrigens die Verwandtschaft von der Wahl des
Punktes b unabhingig.

Ist also v gerade, so bilden die Curven(

Das Geschlecht der Curven v+5

ter Ordnung mit (# _,},L)_
fachen Punkten im Falle des ungeraden v ist
/G H D2V +1—9) (=) = L.

Fiir die Curven (v”/+1)ter Ordnung, fiir ein gerades v ergibt
sich, wenn »" nieht 2 ist und gleichzeitig v, =3, das Geschlecht
gleich

W —1)—1 2 (V' —,) (V'—9;,+1) =0

und fiir die Curven (V;8>tel‘ Ordnung ist das Geschlecht

$01+3) (I H2) =2+ 1—y) (M —) =38,
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14. Die Curven der eben erwihnten Netze konnen, offenbar
ohne zu zerfallen, einen Doppelpunkt nur auf der
Coincidenzeurve H't® besitzen. Diese bildet also einen
Theil der Jacobischen Curve der Netze. Der andere Theil ist:

1. Wennvy=2v'+1 ist, eine Curve der3(+'+2)— (v +5)=v/ter
Ordnung, Ist « ein Punkt derselben, so wird die Carve C*/13,
die durch « geht, in « und « je einen Doppelpunkt haben miissen,
also ist C3 ein Bestandtheil derselben, der andere ist mithin eine
Curve C*' der v'ten Ordnung, welche in dem Punkte ¢ einen
(v'—7,)-fachen Punkt besitzt. Da nun

V=) (V=41 =Y (+3) und T(v'—y;: 2=v?+1
ist. so ist die Curve v'ter Ordhung durch ihre vielfachen Punkte
eindeutig bestimmt und diese ist mithin der andere Theil der
Jacobischen Curve des Netzes der Curven C”+3, Dieselbe ist
vom Geschlecht 1 und bildet mit jeder C3 eine zerfallende C*/+3.

2. Wenn v = 2v” ist, eine Curve der 3(v/+ 3)—(v+5) =
= (v/+4)ter Ordnung. Die Curven des Netzes C/+1 gehen alle
durch die Punkte 0, 8, diese sind also Doppelpunkte der Jacobi-
schen Curve. Sei nun €} die Curve 3ter Ordnung, welche durch b,
also auch durch 8 geht und « ein Punkt derselben, dann muss
offenbar die C*'+1, welche durch « geht in die €} und eine
Curve €'+ der (v/+1)ten Ordnung zu zerfallen, welche letstere
dem Biischel von Curven (v/41)ter Ordnung angehort, das in
diesem Falle auftritt. Ist ferner ¢ ein nicht auf €} liegender Punkt
der Jacobischen Curve, so ist €% ein Theil der zerfallenden Curve
€+, der andere Theil muss durch 4 gehen und ist die Curve €7} +!
des eben erwihnten Biischels, welche durch & geht. Diese bildet
nun mit jeder C* eine zerfallende C*+1 und die Jacobische Curve
dieses Netzes zerfillt daher in die €3 und die C%'+!, welche beide
auch durch B gehen.

Ist v=4 und 9, =3, 7,=1 ({=2,3. .9), soist unser Netz
ein solches von Curven der 6ten Qrdnung, welche in 2, 3. .9
Doppelpunkte haben und durch 1 nicht hindurchgehen, und &, g
zu festen einfachen Punkten besitzen. Jeder Biischel dieser
Cwrven enthilt nun zerfallende Curven 6ter Ordnung, denn dic
durch @ gehenden C° schneiden sich noch in « und die durch 1
gehende Curve dieses Biischels zerfillt offenbar in die €} und in
die C3.

d. mathem -naturw. Cl. XCI. Bd. TI. Abth. 52
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I1. Erzeugung der Transformationen.

15. Wir haben in I die Ordnung v der Curve I' grosser als
Null angenommen. Wir konnen aber den beiden Gleichungen

9 9
Z‘yi:?w—l E'y?:v'?—i-l
1 1

auch fir v=0 geniigen, wenn wir y, =7, =. =y =0,
79 —=—1 setzen und dann 9 als den Punki betrachten, der I
ersetzt. Die Beziehung zwischen den Punkten «, « ist dann
folgende: Man legt durch « die Curve C} des Biischels durch
1—9, und verbindet « mit 9, der dritte Sehnittpunkt von «9 mit
C? ist der Punkt «. Man erkennt nun leicht, dass dem Punkte
i=1,2...8 die Gerade 9; als Fundamentalcurve A! entspricht,
und dass dem Punkte 9 eine Curve 4ter Ordnung Af als Funda-
mentaleurve zugehort, welche in 9 einen dreifachen Punkt hat,
und durch die iibrigen 8 Punkte einfach hindurchgeht. Die in 2
und 4 abgeleiteten Formeln ergeben also auch fiir die obige
Annahme von v—=0O richtige Werthe. Die Ordnung der Trans-
formation wird 5.

16. Wir sahen inI, 3, dass jede Fundamentalcurve A} als
Curve I fiir eine Transformation angenommen werden kann und
man hiedurch Transformationen hoherer und niedrigerer Ordnung,
als die vorgelegte erhalten kann. Ich will nun zeigen, dass iiber-
haupt jede T'* in einer Verwandtschaft niedrigerer
Ordnuang, als sie ergibt, Fundamentalecurve ist, und
dass man also auf die angegebene Art iiberhaupt alle Curven I'
erhilt,

Zu dem Zwecke zeige ich vorerst: Ist die Verwandt-
schaft festgelegt durch die Grundecurve I'* und ent-
spricht dem Fundamentalpunkte ¢ die Fundamental-
curve I'”, so wird in der Verwandtschaft, welche
durch die Grundcurve I" festgelegt ist, dem Punkte
i die Curve I'” als Fundamentalcurve entsprechen.

Denn I'” habe in & einen «,-fachen und I'* einen 7,-fachen
Punkt, dann ist nach 3 fiir die durch I'* festgelegte Verwandt-
schaft, da I' die Fundamentalewrve A" ist:

V=u=2=8y+ L, Y=t =v—2y+ L, = =
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Wihlt man nun ' als Grundeurve, so wird dem Punkte :
als Fundamentaleurve A’ entsprechen, und zwar wird fiir diese

=2 =38y, +1=v 9, =V—=274+1=9; Y. =V —yi—y ="

sein, d. h. sie ist mit I'” identisch.

Wir werden nun gleich zeigen, dass 2v—3y, +1 < v sein
muss, dass also die Fundamentaleurve A sicherlich von niedriger
Ordnung ist als T'*. Es tritt mithin I'* als Fundamentalcurve
wenigstens in der Verwandtschaft, die durch A bestimmt ist, und
deren Ordnung niedriger ist, schon auf.!

17. Um zu zeigen, dass v, <v ist, zeige ich, dass wenn
v=38u—+¢ (¢=0, 1, 2) gesetzt wird, sich mit alleiniger Ausnahme
dreier Fiille

v—¢
Y2 3 +e+1
ergibt.
Wire ndmlich ¢, = p.+¢, so folgt aus
Sz 7, =9%+3:—1
A
1
a9
/Y;‘ v =8u+2:—1
pa—
und da )

N ZV Z Y Z N Z Y Z Ve Z V1 = Vs Z Yo =0

sein soll, so folgt aus letzterer
Yo=Yg=p+c und 9, =y, =Y =7, =Yg=p Yy=p—1

1 Hiemit ist gleichzeitig gezeigt, dass man alle positiven ganzzahligen
Losungen der beiden Gleichungen

9

Z == 38v—1

1
erhiilt, wenn man aus einer (v, ;) bekannten v;==2v—38«;—+1, 4, j=v—2;-+1
toh=v——uyp (=1, 2...9) bildet, wodurch v'=v; 'i=0s,s V=1
gesetzt, sich eine neue Losung fiir v ergibt. Man kann hiebei von der
Losung v =0 9, =-1,...=73=0 4= —1 ausgehen.

/ =v241

...Fﬂw

32 *
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daher ist

9
D p=vrl42(—p)
1

und es wird nur fiir

¢=0 p=0
e=1 w=1
e=2 v =

die Curve I'* nicht zerfallen und rational sein, also fiir unsere
Verwandtschaft Grundeurve sein kénnen.

Fiir diese drei Fille ist aber
V=0 YT == =Y =7 =7 =0 7,=—1
V=4 =0 = =2 =Y =% =T =%%=1 7%=0 (4)
v=14 9 =9, =7,=06 7, =1 =Y =% =7=4 7,=3

Da nun fiir
v=0, y,=1
v=4, v, =3
v=14, v, =11
folgt, so ist mit alleiniger Ausnahme des Falles v =0 stets v, <v
Wir konnen noch analog zeigen, dass vy, =< % —e—1

ist, indem, wenn yy — u—-¢ ist, folgen wiirde, sobald < > 0 ist

Y=Y =YY=V ="5=F+5, 76:M+5—17 T1=Vs=Yg—M—¢

woraus

o
Z 7r =V 142 (4e®—ec—p)

sich ergibt, also nur wenn
e=1 w=3
e=2 p=14,
ist die betreffende Curve I'v rational und zerfdllt nicht. In diesen
Fiillen ergibt sich
v=10 v, =% =%=7%=7=4% =3, V1 =Yg =Yg =2

- B)
v=44 g == =9,=7,=16, 9, =13, 7,=7, =7, =12 ( )
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also 79:%—5. Ist aber ¢=0, so ist ¢y, <p—1, denn fiir

5 = p—1 ergibt sich fiir alle dibrigen y;—p. und daher
9
2 7E=v*4+1—2p.
1

Eine solche Curve zerfallt stets in p Curven
Ster Ordnung, besitzt also auch den 9. Punkt zu einem
p-fachen.

18. Wir hiéitten nun zwei Transformationen 7', T, mit den-
selben neun Fundamentalpunkten gegeben und ihre Grundeurven
I, T hitten in dem Fundamentalpunkte 7 einen v, respective
+/-fachen Punkt, wobei wir von den Bedingungen v, 2 v, =
Y1 Z 9,2 .. absehen.

Wenden wir auf den Punkt «¢ die Transformation 7, an,
wodurch wir den Punkt « erhalten, und auf diesen die Trans-
formation 7'/, so erhalten wir den Punkt &/, welcher daher aus «
durch die Transformation S =7',.T,, erhalten wird, wobei T,,. 7,
bedeuten soll, dass zuerst 7, und dann 7, angewendet wird.

Die Transformation S ist eine eindeutige und
hat die Punkte 1—9 zu Fundamentalpunkten. Jede
Curve C? des Biischels durch 1—9 entspricht sich selbst. Denn
liegt ¢ auf der €%, so wird sowohl « als «/ auf ihr liegen.

Um die Ordnung s der Transformation zu finden, brauchen
wir nur die Curve G”, welche einer Geraden ¢ vermoge 7', ent-
spricht, durch 7', zu transformiren und erhalten, da G* von der
Ordnung 8v+5 ist und in ¢ je einen (2v—3y;+1)-fachen Punkt
besitzt.

9
s = (3v+Db) (8v/+5)— 2 (2v—3y,+1)(2V—39i+ 1)
1

9
=9 (w’— E'yi ‘yi) +10
1

Setzen wir daher

w — Z VeYar == Oyys 1)
1
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s0 wird
s=99, ,,+10. 2)

Es mbge nun der Punkt ¢ einer Fundamentalcurve D von
der Ordnung s; entsprechen, so miissen alle ihre Punkte durch S
in den Punkt ¢ gebracht werden, oder D’ entsteht aus ¢ durch die
inverse Transformation $—*=7,,.7T,. Vermittelst 7, wird aus ¢
eine Curve A’ erhalten, deren Ordnung v;= 2v'—3y;+1 ist und
die in ¢ einen y; ,—=+'—2¢v,+ 1-fachen Punkt, in A einen ¢} ,=
=/ —«l—7;-fachen Punkt hat. Dieser A;','f entspricht daher ver-
moge T, eine Curve der Ordnung

9

/
5= % (B B)—(@—3y+ )y Yo (B—3n+ )7
1
=/—29:+1)(Bv+5)—(2v—38y,+1)—

9
— Y @v—=8n+ 1)/~
1

1
=3 (_ EWQ +v/ —vg=3—87i+37,
9

1
wobei 2}, bedeutet, dass h+-¢ gesetzt werden soll.
9
Es ist mithin
-S‘,':3(6‘,.,/-'-'7,-—‘7;--*‘1)'{—‘)"—‘). (3)

Dahingegen entspricht dem Punkte ¢ vermige S=7,. T’,
eine Fundamentalcurve ‘bj’f von der Ordnung

$; =3 (0, +vi—y+1)+v—V 4y

und mithin wird einer Curve C” von der Ordnung m als trans
formirte durch § eine Curve entsprechen, deren Ordnung

9
M= ms— 2 8%
1

ist, wenn C™in ¢ einen z-fachen Punkt hat.
Bezeichnen wir mit o(* die Vielfachheit des Punktes x fiir
die Fundamentaleurve D7, so ist ¢( gleich der Anzahl der
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Schnittpunkte der Cmrve A'* mit A;f"', welche ausserhalb der
Fundamentalpunkte liegen.
Ist also i=Fx, so ist:
9
. 1
0 =V, YV ViV — I Y1, Von
1
wobei X’ bedeuten soll, dass i nicht die Werthe x und ¢
annehmen soll. Es ergibt sich mithin

6 = (2v— 37,4+ 1) (&Y' =3yi+ 1)—(V—yi— v, +v—7—7)—

9
— D ) (F—7—7h)
1

9

=/ i putht 1 (1) ()

1

also
o0 = 8t 1o (V) + (i) 5)
Ist aber i=7,7 ) fOlgt
GE'{) - VZ'VQ—"YZ-’ 7 7ZI, i % 72’, he “/i'h
= (211—37;-{- 1) (2*)’—37{_{_ 1)_(,;__271_*_1,/__272)_
9
- Z’: (”‘"?’z"‘“?ﬂ (V'—“/i-——“/i)
9 1
=w— W7
—
oder

o) =20, 5a)

d.h. jede D’ geht gleich oft durch den ihr entsprechenden Punkt 7.
Fir die @:."', welche dem Punkt ¢ entspricht, ergibt sich die
Vielfachheit g/ des Punktes « als Anzahl der Schnittpunkte der
Curve A’ mit A}, also ist
010 = st 1 (7, —) + (Vi) = 0¥

02(75) =0y 6)
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19. Die Beziehung der Punkte «, «’ auf einer Curve C? ist
bekanntlich derartig, dass entweder kein Punkt « mit seinem
entsprechenden «' zusammenfillt, oder dass jeder mit seinen
entsprechenden coinecidirt und dass also dann die Curve 3ter
Ordnung ein Theil der Cotncidenzeurve wird. Es kann auf €32 der
Punkt &' nur mit ¢ zusammenfallen, wenn der Punkt ¢ in dem C?}
die I trifft, identisch ist mit dem Schnittpunkte ¢/ von C2mit I'¥/,
d. h. wenn €3 durch den Schnittpunkt von I mit I geht, der
ausserhalb der Fundamentalpunkte liegt. Dann ist aber €2 eine
Curve, deren Punkte mit ihren entsprechenden coincidiren. Die
Coincidenzcurve der Transformation S besteht daher aus den 4,,,
Curven 3ter Ordnung, welche durch die §,,, Schnittpunkte von 1™
mit I'”, die ausserhalb der Fundamentalpunkte fallen, (Glg. 1)
gehen. Ist 6,,,=0, d. h. schneiden sich I'* und I'*/ nicht ausser-
halb der Fundamentalpunkte, so existirt keine Coincidenzcurve,
gleichzeitig geht keine D’ respective D durch . Ist 9,,/4=0, so
beriihrt jede D respective SD“:." die ¢,,, Curven 3ter Ordnung in 4.

Nehmen wir beispielsweise als I' und I zwei Fundamental-
curven, welche den Punkten ¢ und » entsprechen, in der durch
die Grundcurve I'* mit ¢,-fachen Punkten bestimmten Verwandt-
schaft also

v = 2p—30;+1 ¥ =p—20;+1 V= p—0;—0},
v =2p—30,+1 Y= p—20,+1 Vi = p—0,—d,

g0 wird 0,,, =0, (I, b) also s =10
si=8 (h¥i,»); s=06 s,=0.

Die Curven D3} haben in z einen Doppelpunkt und gehen
durch alle Punkte bis auf die Punkte ¢ und %, wo sie nicht
hindurchgehen. D hat in x einen dreifachen Punkt in den iibrigen
Punkten Doppelpunkte, und geht ebenfalls nicht durch 7.

Wir wollen diese Transformation mit S; , bezeichnen, und die
den Curven A{*=T" und A’*=TI""" entsprechenden Transforma-
tionen mit 7%, T', so ist 1;. 7, =S, ,, d. h. T, =S, , T, oder man
kann die involutorische Cremonatransformation, welche der Grund-
curve A’ entspricht, erhalten, wenn man die bestimmte Trans-
formation 10ter Ordnung §, , und hierauf die involutorische Trans-
formation, welche zu einer zweiten Fundamentaleurve A;* gehort,
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anwendet. Ist §,> 0, also v <</, so folgt hieraus, wie man durch
S, . die Ordnung von T) erniedrigen kann, was spéter noch deut-
licher gezeigt werden soll.

Auf einer Curve 3ter Ordnung des Biischels durch 1-—9, liegen,
wie wir sahen, vier Punkte der Coincidenzeurve J*+° der Ver-
wandtschaft 7;, geht nun C? durch einen Schnittpunkt von I'™
und 1", d. h. entsprechen sich ihre Punkte in der Transformation
§ selbst, so miissen offenbarihre Schnittpunkte mit der Coinecidenz-
curve der einen Verwandtschaft 7', auch auf der Coincidenzeurve
der anderen 7, liegen. Nun gehen aber alle Coincidenzcurven,
wie wir in I, 8 erkannten, durch die zwdlf Punkte, in denen die
Curven €3 des Biischels Doppelpunkte haben, also miissen sich
die beiden Coincidenzcurven J*+2 und J*+% in 49,,,4- 12 Punkten
ausserhalb der Fundamentalpunkte schneiden. In der That liefert
die Gleichung

9
(v4B) (Y +B)— N (v—2y,41) (V— 2+ 1) = 43,,,+12
N
die Bestiitigung.

20. Das Entsprechen der Punkte «, ¢’ auf der Curve C?
vermoge S ist im Allgemeinen kein involutorisches. Denn
schneidet €3 die I'” iny und I'* in v/, so bestimmt ya auf C? den
Punkt « und 9’« den Punkt «/. Schneidet nun y«’ die €3 in o
und 7'« in «”, so wird «” dem Punkte ¢ vermoge S* entsprechen.
Soll nun «” mit « zusammenfallen, so wird das Viereck aca’ o
der C} eingeschrieben sein und ein Paar Gegenecken desselben
7,7 liegen auch auf €3, daher bilden nach einem bekannten
Satze an«a'«' ein Quadrupel von Punkten mit gemeinsamem Tan-
gentialpunkt und auch ¢,9’ haben denselben Tangentialpunkt.
Umgekehrt haben 7, o' auf einer C? denselben Tangentialpunkt,
so wird «” stets mit « zusammenfallen, d. h. auf C? ist das
Entsprechen der Punkte ein involutorisches. Es fréigt sich, wie
viel solcher Curven C? existiren, auf denen die Punkte sich
involutorisch entsprechen.

Ist ¢ der Schnittpunkt von I mit einer beliebigen €3, so liegt
der Tangentialpunkt y, desselben fiir die C? auf einer bestimmten
rationalen Curve T'Y der Ordnung AN, welche ihre vielfachen
Punkte nur in den Fundamentalpunkten hat. Fillt nun einer der
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drei anderen Berithrungspunkte, der von 7, an C? gehenden Tan-
genten auf I'”/, so ist dieser mit 7 zusammen ein solches Punkte-
paar, welches auf der C® ein involutorisches Entsprechen bewirkt.
Den Ort J» der drei Beriihrungspunkte der von v, an die €3
gehenden Tangenten erhalten wir nun folgendermassen.
Es ist 'Y die Curve, welche der Grundeurve ' vermdge 7T,
entspricht, also ist
9
N=y(3v+5)— Z %:(2v—374+1) =4(v+1)

1

und diese Curve hat in ¢ einen I'-fachen Punkt, wenn I'; die Anzahl
Schnittpunkte von A mit I'* ausserhalb der Fundamentalpunkte
gelegen, bedeutet. Also ist

!
Iy =wi—y,(v—27:+ 1)_2 a7
9

v (2‘/——3“/;{- 1)——7;— Z T (‘/—75—%)
1

=2(v—y,)+1.
Es ergibt sich nun auch, wie es sein muss

3T, =3N—1
ST2=N*+41.

Nehmen wirnunT'¥als Grundeurve zur Bestimmung einerneuen
Verwandtschaft 7'y, so wird die Coincidenzeurve dieser offenbar I'
als Theil enthalten und der iibrige Theil wird eine Curve J=» der
mten Ordnung sein, welche die drei Punkte enthilt, die mit dem
Schnittpunkte von €® mit '’ zusammen ein Quadrupel auf C*
bilden.

Nun ist nach I,7 die Ordnung der Coincidenzeurve N+5—
4v+9 also ist m =3 (v+3). Ferner hat die Coincidenzcurve in ¢
einen N—2I';,+1=4v,+4 3-fachen Punkt, also hat J» in ¢ noch
einen m; =3 (,+ 1)-fachen Punkt.

Es schneidet nun J* die ' in

Vm—Em;yi=3(v+3)V—33Z pi(y.+1)
=30,,,+3
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Punkten. Es gibt daher 3(0,,,+1) Curven 3ter Ordnung
des Btischels durch 1—9, auf denen das Entsprechen
der Punkte vermdge S involutorisch ist. Denn ist o
einer dieser Schnittpunkte, und y der Schnittpunkt von ¥, mit I'”,
so haben 7,9 auf C% denselben Tangentialpunkt.

21. Wendet man auf einen Punkt « hintereinander drei Trans-
formationen 7' , T',r, T,,, an, so zwar, dass dem « der Punkt «
diesem «’ und diesem « entspricht, so ergibt sich, wenn v, o/, ¥ die
drei Schnittpunkte von C2 mit I'?, T/, T sind, « als Schuittpunkt
von ya, @ als Schnittpunkt von 7/« und o’ als Schnittpunkt von
7"d’ mit C3, und daher ist das Entsprechen der Punkte a«’ ein
involutorisches, indem fiir alle Punkte der festen Curve C? die
Geraden «« durch einen festen Punkt 9" von C3 laufen. Das
Resultat der drei hintereinander ausgefiihrten Transformationen
T, T., T, ist mithin wieder eine involutorische, eindeutige
Transformation 7., deren Grundeurve I'* den Ort der Punkte
9" fiir alle Curven des Btischels der €? bildet. Es ist 7., =
T,.T,.T,, in friiher angegebenem Sinne.

Was zuniichst die Ordnung »” dieser Transformation anbe-
langt, so ergibt sich dieselbe aus der Ordnung der Curve, welche
vermoge 7, der G* entspricht, die zu Folge S=T,.T,, einer
Geraden ¢ correspondirt, und die in ¢ je s-fache Punkte hat, d. h.
es ist

9
M — s S: sv!!
el
1

also zufolge der Gleichungen 2) und 3)
W —= (3" 4 5)(90,y+10)—

9
— Z (29— 89 +1)(33,.,/+ B+ v'—v + 3y,—3 1)
1

= 9 (6.,.,,+(?.,,.,,,—f7‘,.,,/) +3 (V+‘J”—‘Jl) -+ 14
wobei

Y XU
S =V =39t D=V V=39l 0 =V —Eyy"
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ist. Hieraus ergibt sich die Ordnung der Curve I'"

71///___5

VI” g ——73— =1 3 (a\,.,/"‘l"},,/.,”—a\,.,//) +v +V"——*V’—|—3 7)

Um die Cwrve A’ zu bestimmen, welche dem Punkte
entspricht, bemerken wir, dass sie der Ort ist, welcher dem
Punkte ¢ vermdge 7,.7.,,.T,, entspricht. Nun entspricht dem
Punkte ¢ vermodge 7..7T,, die Curve @:"', welche in z einen
o =a(-fachen Punkt hat. Dieser wird mithin vermoge 7', eine
Curve entsprechen, deren Ordnung

9
v =5/l s — S} oy
e Yy

1

ist. Zufolge 4) und 5) und G) wird
V' = (8 +5)(80,,1+ 3+ 3y —3y,4-v—V)—
B (29— B9 1)— Z’GQ v
= (3v/+5) (80,14 3+ 3yi—By,+v—v) -+ (2" —3y) +1)—
T VR ) NS FE A A
W =300+ 2+ ) =3 (7l —y)+4  8)
Da nun v} = 20" —39/"" 41 ist, so ergibt sich
= ot Do)+ (it 7l — )+ 1 9)

Aus diesen Werthen in 7), 8), 9) folgt nun auch, wie es sein
muss

9 9
Yorr— g N e — gz q
X puuniy's 1% ;T =V —+1.
AN 257
1 1
Aus dem Baue der Grossen v/, 4/’ erkennt man ohne weiters,
dass die Transformation 7, =T,. T\,. T\, involutorisch ist, denn

es ergeben sich fiir 7.,.7,,.7, dieselben Werthe, also ist auch
T.,/// = T,// . Tvl' Tv und daher

TVZII/:Tv-TV/.T\,//.T.,”-T,/.T,:l

wenn mit 1 die Identitit bezeichnet wird.
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22, Setzen wir nun

fir 7,...... U2V 2T Z V2V Z Ve 2 V1 Z Vs Z Ve Z 0
fest und nehmen
fiir 7. V=0 yi=v=vi=n=v=v=7=7%=0
Toe=—1
Toreonnn. =0 gli=—1 =g =gl ==y

:'\/é’:'\/é’:O

M =v+3—3(7,—7,)-
Da nun nach 17 pag. 493

V= v—g— +:+1 mit Ausnahme der Fille (4) (pag. 494)

und
y—2:

7o = 3

——1 (B) (pag. 494)

s0 ist

TV Z 2:+2
und daher

v <v—3—6¢

In den Fillen (4) ist sobald v >0 ist, y,—v,=2, respective
3, also v =1 respective 8 in den Fillen (B) ist y,—vyy=2,
respective 4 und v =T respective 3D, also ist fiir alle moglichen

v > 0 stets
VI <<y—3

d. h. also: wendet man auf die Transformation
S,eine Transformation &, ;=7 T(" an, wobei T'{” die
Transformation fiir v = 0 sein soll, welche den Punkt y = —1
in 9 hat, so wird der Grad der Transformation wenig-
stens um neun Einheiten erniedrigt.

Die Transformation &, ; hat als Curven D':," folgende:

8, =6, s,=s,=s,=85,=8,=5,=5,=3, 5g=0,

und zwar haben die Curven 3ter Ordnung in 9 je einen Doppel-
punkt, gehen durch 1 und den ihnen entsprechenden Punkt nicht.
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Die Curve Gter Ordnung hatin 2—8 Doppelpunkte in 9 einen
dreifachen Punkt und geht durch 1 nicht hindurch. Diese &, , ist
also identisch mit der frither in 19, als §;, o = T, . T bezeichneten.

Da nun

Ton=1T,. S, 1

ist und 7'/, eine um wenigstens neun Einheiten niedrigere Trans-
formation ist, so sieht man, dass, wenn man auf diese wieder
eine &;, passend anwendet, man zu einer noch niedrigeren
Verwandtschaft gelangt und so schliesslich zu einer Transforma-
tion bHter, 8ter oder 1lter Ordnung anlangt, denn es ist immer
v"=vy modulo 3. Um dies aber zu bewirken, hat man fir &;,
den Punkt ¢ in den niedrigsten und x in den hochst Vielfachen
von I zu legen.
Es ist nach Glg. 9)

7 =9y —vi+ 1
also

11

V=t W =1, % =2+
woraus leicht erkennbar, in welcher Abstufung die Vielfachheit
der Punkte vorhanden ist.

Ist 9, —99=20+p (p=0,1) und 2> 3, so kann man auf
T, nochmals &, ; anwenden, denn es ergibt sich dann

1}IIII — .UIII+ 3—3 (71”_75/)”> — vlll+ 93 (.),1_79)
also
V" =y—2.3 (7, —%g—2)

nach nochmaliger Anwendung von &, ; erhilt man fiir die Ord-
nung der Grundcurve

v—3.3(7,—%—3)

also nach p-maliger Anwendung derselben &, ; erhélt man als
Ordnung der Grundcurve

v—3u(y,—%9—)

und offenbar wird diese Ordnung immer kleiner werden, so lange
<A ist. Wir erhalten daher nach A-maliger Anwendung der-
selben Transformation &y, auf die Transformation 7, eine
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Transformation 7', fiir die v/ =v—3X(y,—y,—2), wobei v/ durch
nochmaliges Anwenden derselben &, ; nicht mehr erniedrigt
wird.
Daher ist
T,=T,.6,

Dasselbe Verfahren konnen wir nun auf 7, anwenden, Es
seien «g und o, der niedrigste und hdchst vielfache Punkt von
I, dann wird wenn v, —7v,, = 2A,+p analog

Tu="T,.8",
also
, n %,
T—= T«,.@‘, 1_@ “
r

Offenbar kann man so fortfahren, bis man auf die Trans-
formationen Hter, Ster oder 11ter Ordnung gelangt, fiir welche
die Grundeurve von der Oten, 1ten 2ten Ordnung ist. Ist also
v=r¢ (mod. 3) und ¢ =0, 1, 2, so wird

r.=T1.6;,.6%, . &

Yo Py

und daher
et », %
TV_L.@!L“M & &

Oy %y 1,9

da &, ., -S,, uo = 1, die Identitét gibt.

Man kann daher dureh passend angewendete
Transformationen S der 10ten Ordnung auf eine Trans-
formation der Hten 8ten oder 11ten Ordnung jede Trans-
formation 7, beliebig hoher Ordnung erzeugen.

Nun kann man aber auch T, durch T, und T, erzeugen.
Setzt man némlich in Formel 7)

M. ..y =0 4,=0 5,=0 y,=0 9,=0 ¢, =0 5,=0 5,=0

P75 =0 75 =—1
POV =1 9;=1 9,=0 7,=0 9,=0 3,=0 3,=0 3, =1
7s=1 7,=0

IO . W"=0 791=0 7,=0 9,=0 9,=0 9, =0 9,=—1
7: =0 75=0 7,=0
50 wird

TP.TE TP=T,
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Da sich aus 7) v/ =2 ergibt und zwar geht der Kegelschnitt
durch die Punkte 1 bis 5, da

V77 QS 7 i ] 111

N =T =T =7
folgt.

Wir kdnnen daher als eigentlich erzecugende
Operationen unserer Reihe von Transformationen
die Transformation bHter und 8ter Ordnung ansehen.
Eine ungerade Anzahl dieser hintereinander aus-
geftihrt, gibt stets eine Transformation unserer Reihe,
und man erh&dlt dieselben auf diese Art auch alle.

—_— eyl Y7 N ) § SSRGS | } G
=7'=1 ¥'=v7"=9"=7"=0

III. Die sich selbst entsprechenden Curven der Ver-
wandtschaft.

23. Wir haben gesehen, dass in der Verwandtschaft
(3v+b)ter Ordnung, welche durch die Grundeurve I'y, der yten
Ordnung mit y-fachen Punkten in den Fundamentalpunkten, fest-
gelegt ist, einer Curve C;, der mtenOrdnung mit m-fachen Punkten
in den Fundamentalpunkten eine Curve ijfﬁl, der m/ten Ordnung

mit m}-fachen Punkten entspricht, und zwar ist
9

m' = (3v+5)m— Z m;(2v—37,+1)

und 1 ,
/ N
m; = (2v—37,4+ 1) m—m;— Yx i, (v—7i—7,)

1
da m; die Anzahl Schnittpunkte von € mit der Fundamental-
curve A’ ist, die ausserhalb der Fundamentalpunkte liegen. Hat
Cm noch ausserhalb der Fundamentalpunkte in « einen vielfachen
Punkt, so hat €/ in « einen genau so vielfachen Punkt,

Wir setzen nun
9
‘—5‘ m; = 3m—r 2
L

1 1)
Sm; oy, =vm—d

Dann ist also » die Anzahl Schnittpunkte einer Curve C* des
Biischels mit €}, und < die Anzahl Schnittpunkte der €}, mitT';,
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Beide Zahlen d und » sind daher ihrer Natur nach positiv. Die
obigen Gleichungen fiir s’ und m} nehmen dann die Form an:
m = 2m—3d+ (2v+1)7r

s Y

my—+m) =m—d+r (V_ 71')

Bezeichnen wir mit p das Geschlecht der Curve C;, so wird

9
p=i(m—1)(m—2)—1 Z mg(m;—1)
1

und zufolge 1) ergibt sich
9 9
2p—2+r=mP— Em;:m’z— Em{? 3)
1 1

Die Curve C;); schneidet eine Curve C3 des Biischels
natiirlich auch nur in s Punkten, die den » Schnittpunkten von
€., mit C* entsprechen. Hingegen ergibt sich

d'=vm! —Zmhy;
und mit Riicksicht anf 2) und 1)

d'=m—2d+2v+1)r 4)
oder da
m' =2m—3d+(2v+1)r
ist, folgt
m —d —=m—d, 5)

Die Curve C,’,’,’z, schneidet die ibr entsprechende Curve C,’fffz.
auf der Coincidenzcurve J*+3 der Verwandtschaft und in einer
Anzahl # von Punktepaaren der Verwandtschatft.

3

Die j Schnittpunkte von €}, mit J*+° ergeben sich

)
J=(+b)ym— Z m(v—2y+1)=2m—2d+r(v+1) 6)

1

und € kann ausser in diesen die J¥+5 nicht mehr begegnen. Da
letztere nun in j/=2m'—2d'+r(v+1) Punkten schneidet, so
tolgt J—j =2(m—m'+d—d)=0 nach 5) also j=—j wie es
S€1n muss.

Sitzb der mathem.-naturw. Cl. XCI, Bd, IT. Abth, 33
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Die 2x iibrigen Schnittpunkte von €, und C", geben die n
auf Cfﬁfl_ liegenden Paare der Verwandtschaft. ‘

Es wird

’I)l,

2r =mm' —j—Emm}
folgen, und aus 2), 3) und 6) ergibt sich
a=1(0r—1)2m—2d+m)—p—r+1. 7)

Die Geraden, welche die Punkte « der Curve C,’i,:. mit den
entsprechenden « von ijjfi verbinden, hiillen eine Curve € der
Classe ¢ ein. Da die Paare «, «, welche auf den Geraden durch
einen Punkt %k der Ebene liegen, sich auf einer Curve i2+!
befinden (I, 6), so ergibt sich die Zahl ¢ als Anzahl Schnittpunkte
der C;,, mit £+, so dass also

c=m(2v+1)—Zm;(v—1y;)
wird, oder mit Riicksicht auf 1)
c=m—d-+vr. 8)

24. Soll nun eine Curve C,, mit ihrer entsprechenden
zusammenfallen konnen, so muss » eine gerade Zahl sein, da die
Schnittpunkte jeder Curve C*® des Biischels sich paarweise ent-
sprechen miissen. Setzen wir also »—=2p, so folgt aus den
Gleichungen 2), wenn m —m’ und m;=m] ist:

3d=m+2(2v+1)p }

9)
my=d-—p (4147,

wenn man die zweite durch Beniitzung der ersten umformt.
Sind nun 4, p und m irgend welche ganze Zahlen, welche
den Gleichungen 9) geniigen, so wird, da aus ihnen

9
2 m; = 2m—2p
1

Z myy;—=vm—d
1

folgen, welches die Gleichungen 1) sind, derCurve €, eine Curve



Uber gewisse eindeutige involutorische Transformationen ete. D09

C"“ entsprechen, die dasselbe m und dieselben m; besitzt, wie die
Glewhungen 2) ergeben, mit Riicksicht auf 9).

Soll nun die Curve C,,'f:. mit szl zusammenfallen, so muss
gich offenbar die Classe ¢ der Enveloppe € auf die Hilfte redu-
ciren, d. h. also wenn ¢=2x gesetzt wird, muss 8) die doppelte

Classe der @ liefern. Mit Riicksicht auf 9) folgt dann
#=d—p(»+1). 10)

m

Es folgt nun umgekehrt, wenn fiir eine Curve C,, die
Gtleichungen 9) und 10) gelten, so entspricht sie sich
selbst. Denn zufolge 9) wird die ihr entsprechende Curve die-
selbe Ordnung und dieselbe Vielfachheit der Punkte besitzen.
Wiirde sie nun mit der urspriinglichen Curve nicht zusammen-
fallen, so wiirde die Classe ¢ der Enveloppe € nach 8) sich als 2x
ergeben, ist diese also x, so miissen beide Curven zusammenfallen.

25. Es frigt sich nun, durch wie viel Paare der Ver-
wandtschaft muss man eine €, legen, damit sie sich
selbst entspricht, wenn m und m, den Gleichungen 9)
allein gentigen,

Fiihrt man in 3) die Werthe aus 9) ein, so ergibt sich fiir das
Geschlecht der Curve C,,

2p—2+42p=2p(m—d—+vp)
oder
p+po—1l=p(m—d+vp), 11)
und dieselbe ist bestimmt durch p+2¢—1 weitere einfache Punkte.

Die Curve C;,, enthilt dann, wenn sie mit ihrer entsprechen-

den nicht zusammenfillt nach 7)

=2s—1)(m—d+vp)—p—2p+1

oder zufolge 11)
r=(p—1)(m—d+vp)—p 12)

Punktepaare der Verwandtschaft. Die 2z Punkte bilden mit den
j=2m—2d+2p(v+1) Schnittpunkten von J*+° mit €}, die Basis-
punkte eines Biischels von Curven C:’:,-, die nicht in die Funda-
mentalpunkte fallen, da

2n 4 =m*— y m?
o]
1

33+
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ist. Jeder Curve C;;, des Biischels durch diese 2z +j Punkte wird
nun eine C',: desselben Biischels projectivisch entsprechen, und
in der Involution entsprechenden Curven dieses Biischels gibt es
daher, wenn nicht alle Curven mit ihren entsprechenden
zusammenfallen, hochstens zwei sich selbst entsprechende
Curven.

Konnen wir daher Biischel von Curven ijf[ con-
struiren, in welchen wir drei sich selbst entspre-
chende Curven nachweisen, so miissen sich alle
Curven derselben selbst entsprechen. Solche Biischel
kann man aber leicht angeben. Die hiezu dienenden Sétze mogen
vorangeschickt werden.

26.«)Wenn eine C),, fiir welche die Gleichungen 9)
gelten, durch p—1 Paare geht, die auf einer Curve C3
des Biischels Ster Ordnung liegen, so geht sie auch noch
stets durch ein weiteres Paar. Es schneide C% die I'y, in
dem Punkte ¢, dann gehen die Verbindungslinien der s— 1 Paare
(¢ «) e=1,2. .p—1 durch y. Aus 9) folgt nun

mpv =3[d— (v+1)g|+o=32+p

d. h. die Curve ijfl. mit der pmal gezidhlten Curve F;; gibt eine
Curve derselben Ordnung, wie x Curven C? des Biischels und g
Gerade zusammengenommen. Beide haben iiberdies in den
Fundamentalpunkten gleich vielfache Punkte, denn ijjz_+(I‘ﬁ;L_);o
hat in ¢ einen (m;+zy,)-fachen Punkt und » Curven C® haben
daselbst einen »=d— (v+1)p-fachen Punkt und zufolge 9) ist
x=m;+py. Die g Geraden brauchen nicht mehr durch die
Fundamentalpunkte zu gehen. Nehmen wir nun als diese g
Geraden die p—1 Verbindungsgeraden (a., «.), welche durch ¢
gehen, und eine weitere beliebige Gerade durch y, welche €% in
demPaare (z, &) treffen sollund legen wirdie Cfffl, durch die 2(p—1)
Punkte «., . und @, so muss diese Curve auch durch & gehen.
Denn die p Geraden bilden mit » beliebigen Curven C? eine Curve
der (m—+pv)ten Ordnung, welche die C? in den Fundamental-
punkten in (a., «.)(x, &) und ¢ schneidet, und zwar fallen in
letzteren g Schnittpunkte hinein, wihrend in den Fundamental-
punkt ¢ je « Punkte fallen. Da nun die pmal gezéhlte I';, und die
C., ebenfallsdie C}indenFundamentalpunkten ¢ je »mal iny aber
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pmal schneidet und durch (a.c:) und & geht, so muss sie auch
durch den letzten Schnittpunkt & gehen. Daher folgt: Alle
Cwrven C,, fiir welche die Gleichungen 9) gelten und die durch
(-—1) Paare der Verwandtschaft gehen, die auf einer Curve
gter Ordnung des Biischels liegen, schneiden diese immer noch in
einem weitern Punktepaare.

b) Ist 2 eine ganze Zahl, so folgt aus

9
Z (m==%) =3 (m—3%)—2p
Z‘(m,- =N ¥ =v(m—3N)—(d—2),

. . . . nw—23A\
wenn man mit 2¢/ und &' die Anzahl Schnittpunkte einer €,

mit C? respective I'; bezeichnet

=g d=d—), 13)

und daher aus 9)
3(d—)) =(m—33)+2(2v+1)g
my—h = (d—N)—p (v+147,),

. —3n . . . o
d. h. einer C;, =, entspricht wieder eine solche Curve. Fiir das

Geschlecht p’ folgt dann aus 11)
P +p—1=p(m—d+vp—2))
oder
p=p—2 14)

und die Anzahl Paare ', die auf dieser Curve liegen, ergibt sich
aus 12)

&' = (s—1)(m—d+vp—20)—p

oder
n':n—?i(p——l) 15)
wihrend
Y —i-—4)
wird, =

27. Nimmt man nun auf einer festen C® des Biischels (s—1)
Punktepaare («, o), (@, ). - .(0p—1,—;) der Verwandtschaft an
undlegt durch dieselben eine beliebige C.,, fiir die die Gleichungen
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9) gelten, so wird dieselbe, wie wir sahen, noch ein Paar ¢,«,
der Verwandtschaft ausschneiden. Hieraus folgt, dass die der C,,,
entsprechende Curve C,,’f’ auch durch die p Paare auf C? geht, Es
schneiden sich beide Curven tiberdies in n—p Paaren und in j
Punkten auf Jv+3,

In dem durch €7 und C,’,’,’; gebildeten Biischel tritt nun eine
in die €3 und C,’jf_gl Lelfallende Curve auf, welche sich selbst
entsplechen muss, da C3 sich selbst entspricht. In der That geht
ij,‘ % durch die n—p iibrigen Paare und durch die j—4 Punkte auf
J '+° in denen Ci;ﬁ__'l diese schneidet. Es muss also die C,,',”:],
welche der C,,I i entspucht diese in 2(m—p)+j—4 =2r'+j'+
+2(p—1) Punkten schuneiden, also mit ihr identisch sein, da sich
die Curven C, —% und C,,’,“:; nur hochstens in 2x’ + 5/ Punkte
ausserhalb der Fundamentalpunkte schneiden konnen. (Fiir p=1
vgl. 28.)

Es folgt nun: Sind auf drei beliebigen Curven
dter Ordnung C}, C3, C3 des Biischels je (p—1) Paare der
Verwandtschaft angenommen, dann ist jede C7,
welche durch diese Paare geht, eine sich selbst
entsprechende, sobald fiir sie die Gleichungen 9)
stattfinden.

Es sei €}, irgend eine durch diese drei Systeme von (¢—1)
Paaren gehende Curve und 07,'1” ihre entsprechende. Fiele diese
mit €}, nicht zusammen, so wmden in dem aus C,; und Cf,’,"
gebﬂdeten Biischel drei Curven auftreten, die mit 1lnen ent-
sprechenden zusammenfallen, nimlich die dlei, welche in C3, C3,
C3 und je eine sich selbst entsprechende C;Z ) zerfallen; es
mucsten daher alle Curven des Biischels sich selbst entsprechen,
also auch die beliebige Curve C;,, welche zuGrunde gelegt wurde.

Es sind nun von einer C;;, noch ¢ = p+2p— 1 Punkte beliebig
was nach 11)

¢=p(m—d+vp+1) 16)

ergibt. Legt man daher die Curven €, durch 3(p—1) Paare, 50
wird die Mannigfaltigkeit

G =¢—06(¢0—1)=p(m—d-+vpg—b)+6 17)

sein, der durch diese Punktepaare gehenden Curven €, , die alle
selbst entsprechende Curven sind.
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28. Fiir =1 wird tiberhaupt jede Curve 7, fiir welche

n =3d—2(2v+1)

_ 18)
n=d—(+1+7,)

und 2,>0 ist, sich selbst entsprechen. Diese Curven sind
iiberdies hyperelliptisch. Denn, da auch jede €% sich

n—1
selbst in der Verwandtschaft entspricht, so wird, wenn Cffi—_gl
durch den Punkt « von C7, geht, sie auch durch den Punkt «
auf €7, gehen, d. h. jede adjungirte Curve (n—3)ter Ord-
nung der C;, welche durch einen Punkt der Curve
geht, geht noch durch einen zweiten mit Annahme des
ersten bestimmten Punkt derselben. Hieraus folgt aber
deutlich der hyperelliptische Charakter der 7.1

Fiir diese Curven folgt aus 11)

p=n—d+v (19)
und aus 16)
g=p+1

Die j=2p+2 Schnittpunkte der €, mit der Conicidenz-
curve J'1+° gind die zusammenfallenden Punkte der hyperellip-
tischen Beziehung auf C,, in ihnen wird C;; von allen adjungirten
C,Zlfj beriihrt, ebenso auch von den Curven 3ter Ordnung, welche
durch diese Punkte gehen. Die j—3 — 2p—1 Doppelverhiltnisse
der Curven 3ter Ordnung des Biischels, welche nach diesen Punkten
gehen, kinnen als die Moduln der €7 aufgefasst werden, da der
Biischel der C® projectivisch ist einem beliebigen Biischel der
=%, welcher durch p—2 Punkte der Cj, festgelegtist, in Anbe-
tracht der ausgeschnittenen Paare (a«) auf C7.* Da man von
der C;, nur p+1 Punkte etwa auf J*+5 annehmen kanu, wodurch
sie bestimmt wird, so hidngen die j—3 =2p—1 Moduln dieser
Cwrven nur von p-+1 Constanten ab, und da 2p—1 > p+1 sobald
p > 2 ist, so sind diese hyperelliptischen Curven, wenn p> 2 ist,
nicht die allgemeinsten ihres Geschlechtes. Eine Ausnahme tritt
fir v =1 auf, indem auch noch jede C* welche in sieben Punkten

1Cf. Klebsch-Lindemann’s Vorlesungen ither Geometrie, pag. 711.
2 Klebsch-Lindemann, 1. ¢. pag. 717.
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Doppelpunkte hat und ein Paar (««) der Verwandtschaft enthilt,
sich selbst entspricht und die allgemeinste hyperelliptische
Curve vom Geschlechte 3 wird, da man als I'¥ eine beliebige
Gerade der Ebene wihlen kann, an Stelle der urspriinglich
angenommenen Geraden.

Dass jede CS, welche sieben Doppelpunkte hat und auf der
zwei Punkte (««) liegen, die mit den sieben Punkten die Basis
eines Biischels von Curven 3ter Ordnung bilden, hyperelliptisch ist,
folgt ohne weiters daraus, dass dieser Biischel 3ter Ordnung von
adjungirten Curven die einfach lineare Schaar von zwei Punkten
auf C°® ausschneidet.

29. Die Classe der Enveloppe € der Verbindungsgeraden
entsprechenden Punkte der €, ergibt sich aus 10)

x=d—v—1=n—p—1.

Die Envelope ist rational, da ihre Tangenten eindeutig den
Curven C? des Biischels entsprechen, welcher die Punktepaare
auf C,,, ausschneidet. In der That ergibt sich die Ordnung einfach
daraus, dass einem Punkte k& von @ eine Curve k21! entsprechen
muss, welche €, in einem Punkte «, daher auch in dem entspre-
chenden ¢, berithren muss. Nun bilden die #*+* deren Punkte %
auf einer Geraden ¢ liegen einen Biischel und jede Curve k>+
schneidet die €7, in 2« Punkten, welche » Paare bilden. Die diese
Paare projicirenden Curven €3 des Biischels bilden daher eine
Involution zter Ordnung, in der es 2(x—1) Doppelelemente gibt.
Die 2(x—1) Curven €3 schneiden dann €, je in einem Paare, so
dass die k»+1, welche durch dasselbe hindurchgeht, die €, in
diesem bertihrt, also liegen auf ¢ 2(x—1) Punkte £, deren Curven
k>+1 die €y, doppelt beriihren, in « und o, und die also Punkte
der Enveloppe sind.

Man findet auch die {(x—1)(x—2) Doppeltangenten von &
folgendermassen. Auf den Tangenten von € liegen niimlich noch
je (v—1) Paare der Verwandtschaft, deren Ort nach (I, 12) eine
Cwrve K der [#(2v+41)—n]=(v—1)(2z+1)ten Ordnung ist,
welche in ¢ einen »(v—v,)—n,=x(v—1)—(x—1)y-fachen Punkt
hat. Diese Curve K schneidet die €, auf der Curve H>C—D (I, 9),
welche die coincidirenden Paare der Verwandtschaft enthilt und
iiberdies in je Punktgruppen zu vier, welche auf einer Geraden



Uber gewisse eindeutige involutorische Transformationen ete. 515

liegen, die die 1(x—1)(»—2) Doppeltangenten der € bilden. Die
Rechnung verificirt leicht dies Resultat.

30. Es moge noch gezeigt werden, dass jede Curve C;,
der nten Ordnung, welche in den neun Basispunkten
eines Biischels von Curven 3ter Ordnung n-fache Punkte
hat, so zwar, dass

9
Z n;= 8n—2 20)
1

ist, hyperelliptisch ist, sobald sie nicht zerfallt.

Ein Zerfallen kann aber nur in zwei rationale Curven der
Ordnung #' und 7" stattfinden, so dass »—=n'—+#" ist, und die
Vielfachheit 2/, nl die Fundamentalpunkte ni+n)—=n, liefert,
oder in eine €7 * i " und % Curven Ster Or dnung des Biischels, so dass

s % wieder eine hyperelliptische Curve wird, die nun auch

ihrerseits in zwei rationale Curven zerfallen kann, sobald
2,—2 >0 ist.

Wir setzen vor der Hand voraus, dass kein #;, Null ist. Es
folgt aus 20), dass die 7, vom Geschlechte

p=in—1)(n—2)—1 v(m— Dy =1[n*— Zw d 21)

] 1

wird, und durch
tn+3)n—3iZn;(n+1)=p+1 22)

Punkte bestimmt ist. Wir setzen p > 2 voraus, da Curven vom
Geschlechte 2 stets hyperelliptisch sind. Dann folgt fiir eine
Ciff;f‘ fiir das Geschlecht

p=p—22, 23)

und dass sie dureh p’+1—=p—22+1 Punkte bestimmt wird.

Da wir #, fiir alle ¢ grosser als Null voraussetzen, so werden
Curven Cﬁi__ﬂ existiren, welche noch eine (p—1)-fache Manmg-
faltigkeit bilden. Es schneide nun C;,, eine Curve C?% des Biischels
ter Ordnung in «, ; dann werden alle €7, welche durch « gehen,
auch durch « gehen miissen da nun eine belichige €3 mit einer
dureh « gehenden C,ﬁ _°, zusammen, auch eine CZ bildet, so geht
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CZL._—31 durch « oder jede adjungirte Curve (n—3)ter Qrd-
nung der Curve C;, welche durch einen Punkt « von €},
geht, geht noch durch einen weiteren Punkt « der
Curve C;, diese ist also hyperelliptisch.

Sei nun » die Classe der Enveloppe der Geraden, welche
die Punktepaare der hyperelliptischen Beziehung verbinden, so
ergibt das Correspondenzprincip, dass durch einen beliebigen
Punkt n—p—1 dieser Geraden gehen, wenn man beachtet, dass
auf der C; vom Geschlechte p stets 2p+2 Punkte existiren, in
denen zwei Punkte der hyperelliptischen Beziehung zusammen-
fallen. Es ist mithin z—=n—p—1.

Die Tangenten der Enveloppe € sind nun projectivisch auf
die Curven 3ter Ordnung des Biischels bezogen, welcher die Paare
ausschneidet, die auf ihnen liegen. Jede Tangente trifft die
hetreffende €2 noch in einem Punkte ¢, dessen Ort eine rationale
Curve I ist. Thre Ordnung v folgt:

v=2n—3p—2 24)

Da das Erzeugniss desBiischels und derEnveloppe (3x+ 1)ter
Ordnung ist und C;,, dazu gehort. Hiebei ergibt sich die Vielfach-
heit 7, des Punktes ¢ fiir die Curve I'”

Vi =n—n; =n—p—n—1. 25)
Es folgt nun leicht, dass
Sy, =38v—1 Sof=vi+1 (26)

ist, und dass also I'y, zur Festlegung einer Verwandtschaft, wie
wir sie betrachtet haben, benutzt werden kann, in der sich dann
¢, offenbar selbst entspricht.

Wiirden nun einzelne », Null sein, so kann man statt CZZ. der
Betrachtung eine Cfﬁ;_”;j zu Grunde legen, wo es offenbar A =1 zu
nehmen geniigt, um aufdie vorgegebene Art den hyperelliptischen
Charakter der €% zu erweisen, da die C;, durch dien -fachen
Punkte nicht bestimmt ist und aus der Annahme

Y, —=3n—2
auch

9
E (n4+2) =3 (n+30)—2
1
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folgt. Ist nun ij;’f{‘ bestimmt, so wird auch I'y, bestimmt sein,
und in dieser Verwandtschaft sind dann offenbar alle Curven, die
eine Curve C? des Biischels in zwei Punkten schneiden, hyper-
elliptisch, und entsprechen sich in der Verwandtschaft selbst.
Folglich finden die Gleichungen 9) statt

n+32 =3 (d+1)—2(2v+1)
A =d+r—(+1+7,)

aus ihnen folgt
n =3d—2(2v+1)
n=d— (v+1+7%)

Setzen wir nun 0 <n, <n, <n,...=<n, voraus, so wirdnach
25) Y Z Y Z s - - - 27 Sein. Ist nun z. B. #, =0, so wird

n =3y, +1—v

n,= 71 —')’i
und daher
p=2y,—v
sein.
Nun wurde in (I, 3) gezeigt, dass, einen Fall ausgenommen,
(fir v=4) stets y, < —'2_1 ist, also p=1 sich ergibt, d. h. in

diesem Falle ist die Curve Cn,. vom Geschlechte 1, O oder sie
zerfillt. Fiir v—=4 und y, =3 ergibt sich p—2 und es sind dies
die Curven 6ter Ordnung, welche in den Punkten 2, 3. ..9 Doppel-
punkte haben, ein Netz bilden, und nach (I, 13) zur Bestimmung
der Verwandtschaft benutzt werden konnen.

Zerfillt die C7;, nicht, ist also p=0 oder 1, so ergibt 24)

v=2(n—2e—1)+e=2/+s (¢=0,1)

und

v —=n—2:—1
oder

n=vV4+2:+1
und

;== v’+e-—-7i

d.h. die Curve €}, ist von der Art, wie wir sie in (I, 13) zur
Bestimmung der Verwandtschaft durch ein Netz betrachtet haben.



518 Bobek. Ub. gewisse eindeut. involut. Transformationen etc.

Aus unseren fritheren Betrachtungen folgt ohne weiters,
dass eine (), fiir welche

Z N —3n—2

1

ist, und die neun Punkte ; Basispunkte eines Biischels
von Curven 3ter Ordnung sind, in einem beliebigen
Punkte der Ebene, ohne zu zerfallen, einen Doppel-
punkt nicht besitzen kann, dass vielmehr der Ort der
Doppelpunkte nicht zerfallender Curven eine bestimmte Curve
wird, die, wenn v aus 24) genommen ist, die Ordnung v+5 hat,
und in dem Punkte { einen (v—2v,+1)-fachen Punkt besitat,
wobei 7y, der aus 2D) sich ergebende Werth ist. Es ist dieser Ort
die Corncidenzeurve der durch I'!, festgelegten Verwandtschaft.

Der eben erwihnte Fall » =06, #,=3, ny, =0 wurde
bereits von Herrn Halphen in dem Bulletin de la société
mathématique 1882, tom. X, page 163 betrachtet und die Coin-
cidenzeurve 9ter Ordnung angegeben.
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