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Über das algebraische Gebilde nter Stufe im Gebiete 
von ( w + l )  Grössen.

V o n  D r .  O t t o  B i e r m a n n ,
P rtvatdocent an  d er k. k. deutschen Universität in P rag.

( V o r g e le g t  in d e r S itz u n g  a m  3. M ä rz 18 87.)

An anderer Stelle 1 habe ich einige Sätze über das irre- 
ductible algebraische Gebilde rcter Stufe im Gebiete von (ra+1) 
Grössen namhaft gemacht, die ich in Folgendem ausführen und 
beweisen will. Dabei halte ich mich an die Art der Behandlung 
des algebraischen Gebildes erster Stufe von Herrn K. W eier­
strass,  und theilweise an die der Herren H. Weber  und 
R. Dedeki nd ,  die am genannten Orte auseinandergesetzt wird.

§• 1 .

Eine Grösse y heisst eine a l g e b r a i s c h e  Func t i on  wter 
Stufe,  wenn dieselbe einer irreductiblen algebraischen Glei­
chung

F(y, x t ,. . . x n) =  a0ym +  a1tfn- x+  . . . +  am- i y + a m =  0 1)

genügt, in der die Coefficienten a ganze rationale Functionen 
von n von einander unabhängigen Variabein x Xi x z, . . . x n sind, 
die keinen gemeinsamen Theiler besitzen.

Die Irreductibilität der Gleichung F —  0 bringt es mit sich, 
dass F  nicht in das Product mehrerer ganzer rationaler Func­
tionen von y und x i} x z, . . . x n zerlegbar ist, und darum gibt es 
keine ganze rationale Function G (y, x i7 x Z7 x n), von niedri­
gerem als dem wzten Grade in y, welche für die in der Umgebung 
einer Stelle (x^ , x ^ ,  oder (x^ )  gelegenen Stellen (#(1))

1 Theorie der analytischen Functionen.
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dieselben Nullstellen (yW, xW) hat wie F, denn andern­
falls wäre F  durch G algebraisch theilbar. Ist ja doch bekannt, 
dass dann, wenn zwei ganze rationale Functionen F(y, x v ...x^ ) 
und 0 (?/, x x, x^) für jedes Werthesystem (x i . . . x n) einer
gewissen Umgebung einer ersten Stelle (a^, x*2 . . . x'„) eine ge­
meinsame Nullstelle y besitzen, F  durch O theilbar ist. Wenn 
daher unsere algebraische Function y einer zweiten Gleichung

G (y, x v x n) =  a'0ym' -+- a[ ym'~x +  . . +  y +  a'm, =  0

genügt, so ist G durch F  theilbar, und jetzt kann man zeigen, 
dass G auch in Bezug auf jede Variable x n nicht von niedri­
gerem Grade sein kann als F.

Denken wir bei dem Beweise die Coefficienten a! von ge­
meinsamen Factoren befreit und bezeichnen wir den vom Nenner 
befreiten Quotienten von F  durch G mit

H (y ,x t , x n) =  c0 ym- m' +  cx y™-™r~i +  . . . +  cm_w/, 
so ist

pG  =  F .H

wenn p  eine ganze rationale Function der Variabein x  ist. Der 
Vergleich der gleichnamigen Coefficienten der y Potenzen auf 
beiden Seiten führt auf die Beziehungen:

P K  =  aoco 
pa[ =  a0cx + a t c0
p  CIq Cg -f- (lx Cx -f- ttg Co

in welchen die Functionen c ohne gemeinsamen Theiler voraus­
zusetzen sind, weil ein solcher nothwendig in p enthalten sein 
müsste und weggehoben werden könnte.

Jetzt folgt, dass p  constant sein muss, denn andernfalls 
besässen die Coefficienten a oder c wider dieVorausetzung einen 
Theiler, nämlich p. In der That wären weder alle a, noch alle c 
durch p  theilbar, so müsste das Product zweier nicht durch p 
theilbaren Functionen a und c durch p  theilbar sein. Weil das 
nicht angeht, ist p  constant und darf gewiss gleich Eins ge­
setzt werden.
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80 4 0. B ierm an n ,

Dann aber folgt aus der Gleichung 

G =  F .H ,

dass G in den Variabein x  nicht von niedrigerem Grade sein 
kann als F.

§ 2 .
Zugleich mit der algebraischen Function wollen wir auch 

das System aller rationalen Functionen von y und x x, . .  . x n

untersuchen, d. h. die Quotienten ganzer rationaler Functionen 
f (y x x 17 x n) und g (y x, x x, . . . x n) ,  in welchen weder der 
Zähler noch der Nenner durch F (y , x x, .  . . x n) theilbar ist.

Hiezu haben wir die analytische Darstellung des durch die 
Gleichung F  =  0 definirten irreductiblen, algebraischen Gebildes 
wter Stufe nöthig, wo unter dem Gebilde die Gesammtheit der 
Stellen (x x, . . . x njy) verstanden ist, welche der gegebenen 
Gleichung genügen.

Die verlangte analytische Darstellung soll derart ausfallen, 
dass man die Umgebung jeder Stelle des Gebildes x t =  at , . . .  
x n — an, y — b aus einem oder einer endlichen Anzahl von 
Gleichungssystemen

Xv } , . . . (v — 1 , 2, . • . Tl)

y b — (t\ f • ■ tn)

oder Elementen —  wie man auch sagt — entnehmen kann, wo 
$i> $ 2> $«+i convergente Potenzreihen in den n Hilfs-
variabeln sind, die keine negativen Potenzen der t
enthalten und für tx — t%— — tn =. 0 verschwinden.

Ist (ax, a2,.  an) eine endliche Stelle aus der 2w-fach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit der Variabein x x, . . .  x n} welcher 
die endliche Wurzel y =  b zugehört, so kann man die ganze 
Function F  — die von der raten Ordnung sei —  in der Um­
gebung von (an an, b) in der Form schreiben:

G t y ) ^ ^ + "y i ^ v ) — a^ + ^ ^  ü i * * 'Xn
v = l  ' |i=2
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Stelle au . . . fl», 6 und mit (y— 6, — ai } . . . das Ag­
gregat der Glieder juter Dimension in der Entwicklung von F  
bezeichnet ist.

Sofern die Anleitungen

8jP 8F tiF 
3y ? 7 dx,j

an unserer Stelle (a1; . . .  an, b) nicht alle verschwinden, wählen 
wir ein System von w(wh-1) Constanten (X r= 0, 1, 2. . . n, 
/j. =  1, 2 . . . n) derart, dass die Determinante

wenn mit ( ^ )  und ( ^ )  der Werth von ^  und ^  an dev

'S2A fd F ) iw \
J y ) ’ W J ’ ■'

«01 «n &-n\

«01 «12 ®-n n

a0n &-\n &-nn

nicht verschwindet und definiren durch das Gleichungssystem 

©  < » - * ) +  ©  ( * . - « . ) +  • • • +  ©  (*< -*■ ) =

«oi (y— 6) +  «11 ( 1̂ — «i) +  . • • +  «M1 (xn— an) =  tx

&0n(y "4” n ®l) * * " ~̂ ~̂ nn{xn ü>n) — tn

(n + 1 ) neue Grössen t0) t1 } . . .  tn. In diesen erhält F  die Gestalt 

*̂ 1 , • • * — *0 +  (*0 } t\" ' ' tn) % +  • • • +  A  j ^ , • • •

Weil nun jede in der Umgebung der Stelle (0) convergente 
Potenzreihe

(ßo > 1̂ ) • * • n̂)

mit den in den folgenden Gleichungen ausgesprochenen Eigen­
schaften :

*  (0) (0)
?ß(0, 0 . . .  0) =  0 ; $(*.» 0 , 0 . . .  0) =  10$(*0) (?ßfO) ^  0)
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(*0 ^ 0(fi f ' tn)) $o(*o> • ■ tn)

zerlegt werden kann, wo die Potenzreihe <ß0 mit den Variabein
(0)

ti} tn verschwindet indess ^ ( 0, 0 . . . 0) r = $ ( 0) ist, 1 so 
kann man auch die obige ganze Function auf diese Form brin­
gen. Setzt man hierauf zur Erfüllung der Gleichung F  =  0

*0 — 0̂ (̂ 1 f } tn)

und setzt diese Potenzreihe für t0 in das obige Gleichungssystem 
ein, so erhält man für y— b, x t— ax, . . .  x n— an die in einem 
gewissen Bereiche um die Stelle (0) jedenfalls gleichzeitig con- 
vergenten Potenzreihen

x v— «v =  (ft , . . . tn) (v =  1; 2 n)

y b   . tjljy

die für tx — tz — — tn =  0 verschwinden und die Gleichung
F  =  0 identisch erfüllen.

Setzt man voraus, dass die Functionaldeterminante

tt ; dtn

80 6  0. B ierm an n ,

in ein Product

3$»
8 tt ’  8 tn

an der Stelle tx =. 0; . . 4  =  0 nicht verschwindet, so kann man 
die n Gleichungen

x,,— a, ■= (tx,. . .  /„) A.,{ t{ +  . A,,nt, +  (tx, .  . . tn).,i2 +
+  (^i, . . M̂)v,3+  . . .  (v — l f 2 . .  .n)

durch n gleichzeitig convergente Potenzreihen

t't — j • • Wn M"/i) — 3̂v ) • • • | ) • • • M">i) t

die für x t =  at , x n =  an verschwinden, identisch erfüllen

1 W e ie r s t ra s s , Abhandlungen aus der Functionenlehre S. 105, §. 1.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



und deren Substitution in die obige Reibe für y— b liefert eine 
Darstellung:

y b — , . . . x n\ —

vV (  3^+---+^y \ (aft—  aty i (xn— gny,> _
/  I . . . d x ^ ' J  [Xn \ av?

(h-)=° K)=K)

wo der Strich bei der »fachen Summe anzeigen soll, dass ji1 } ... 
[xn nicht gleichzeitig Null zu setzen sind.

Ist aber die obige Determinante an der Stelle (t) z= (0) Null, 
so wird gewiss eine andere Determinante der Matrix

Algebraische Gebilde. 807

3$ti+ i
3£t ’ K

3^i
Mn ’ 3 tn

für ^ =  0 , tn — 0 von Null verschieden sein und man kann 
darnach mindestens eine der Differenzen x x— x n— an, 
z. B. a?v— av in eine Potenzreihe der Form

X') — 1 ) y> + l > • • • | 7 • ■ «V — 1 J ®v-(-l ; • • •
entwickeln.

Wir bemerken zu der früheren Darstellungsart, dass die 
Umgebung jeder einfachen Stelle des gegebenen Gebildes, wo

also mindestens eine der Ableitungen . . . .  von Null
0XX QXn °y

verschieden ist, auf unendlich viele Arten in der Form

Xv— «v =  , . . • rn) (v r= 1 , . . . « )
y— b — ^ /n+1(r1, rn)

darzustellen ist. In der That, man braucht zu diesem Ende die 
früheren Variabein t nur durch Gleichungen der folgenden Art

=  p* (t4 , rn) (v =  1, . . n) «)

mit den neuen Variabein r in Beziehung zu setzen, wo pt , pn 
nach positiven ganzen Potenzen von t± , rn fortschreitende

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. X C V . Bd. II. Abtli. 54
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convergente Reihen ohne constante Glieder sind, deren Func- 
tionaldeterminante an derStelle rl — 0f . . . rn nicht verschwindet.

Unter dieser letzten Bedingung kann man nach Umkehrung 
der Reihen (a) von der zweiten wieder zu der ersten Darstellungs­
art zurückkehren. Jeder Stelle (V) eines gewissen Bereiches um 
(r) =  (0) entspricht eine Stelle (f) und eine Stelle des algebrai­
schen Gebildes. Verschiedene Stellen (V) und ( t /;)  gehören ver­
schiedenen Stellen (t) zu, etwa ( f )  und (t'r), denn andernfalls 
könnten die n Gleichungen

verschwinden, dann aber müsste wider die Voraussetzung die 
Functionaldeterminante der n-Reihen an der Stelle (r) =  (0) 
Null sein.

Man sieht auch, dass zwei Darstellungsarten in einem ge­
wissen Bereiche dieselben Stellen unseres Gebildes definiren 
müssen.

Nehmen wir jetzt an, dass (av ... an,b) eine einfache Stelle des 
Gebildes sei und die ganze Function rater Ordnung F(y,ocv . . . x  ) 
bei Benützung der Bezeichnungen

so wollen wir auch festsetzen, dass in dem Aggregat (>?, , . . .
das Glied vorkommt, denn man kann durch Einführung 

neuer Variabein —  wo etwa

oo

W=o

(v =  1, 2 . > . ri) 

nur bestellen, wenn auch die n-Ausdrücke

y— b — v;, (c.,— a., — (y — . . .  n)

die Schreibweise zulässt

y? =  ßi £[ +  . . .  +  ß-Ali+7'i1 
£v rz ß.tl -+- +^v»C»i +  7''Yj/ (v — ■!> ^ . . . n)

gesetzt wird — auf den genannten Fall zurückkommen.
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Die eigentliche Bedeutung des Umstandes, dass die Ent­
wicklung von T  mit Gliedern mter Dimension beginnt, liegt darin, 
dass einer Stelle aus der Nähe der Stelle (0) fx unend­
lich kleine Werthe y zugehören.

Um nun eine Darstellung der Umgebung der ju.-fachen Stelle 
des algebraischen Gebildes zu finden, hat man ein Verfahren 
anzugeben, durch welches F  so transformirt wird, dass in dem 
entstehenden Ausdruck nicht alle Glieder erster Dimension ver­
schwinden.

Denken wir die zu einem Werthesysteme aus der
Nähe der Stelle = 0 ,  4  =  0 gehörigen ^ Wurzeln der
Gleichung

(Yh 1̂ 1 p. — 0

bestimmt, von denen etwa je  kl} kz, ..  . kr einander gleich seien,
— wobei kt +  + k r — ju. sein wird —  so kann man ent­
sprechend jeder der r verschiedenen Wurzeln eine quadratische 
Substitution der Form:

=  +  • . . +axw£» +
äx.m+i^O  ̂ (A =  1 . 2, . . .  n)

—  ( a n + l , i  • • • +  a ? i + l , v  — l £ v  — 1 +  Ä j i + l . v  +  Ä j i - f - i ,  v + l £ v + l  +  . . •

“ 1“  Gtn-f-1, n  £ n ""l-  &n-\-1, w +1 ^

angeben, durch welche

, • • • £»)i* in l ,^ + i, . . .  1/iV
und F(n, . Q  in & F P (V/, £ )

derart übergeht, dass das Glied niedrigster Dimension in

cv, c ; , .  . £_ i ,  i . £ + i , . .

wird. Dann gehören zu einer Stelle £( . . .££ aus der Nähe 
der Stelle (£;) =  (0) zufolge der Gleichung

Fp(y ,  g , . . .  &) =  o

Ä? unendlich kleinen Werthe von rf und somit ebenso viele 
Stellen (>?, , .  . . £,t). Benützt man demnach alle r Gleichungen
F? =  0 (p =  1 ,2 ,.. . r) , so erhält man auf diese Weise p der 
Gleichung F  =  0 genügende Werthesysteme.

54*
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Da aber umgekehrt [x Nullstellen von F  der in Rede ste­
henden Art immer gleich viele Stellen entsprechen, die folge­
weise den Gleichungen Fx =  0, oder Fz =  0. . .  oder Fr =  0 
genügen, so ist das System von Gleichungen F p 0 der einen 
Gleichung F  =: 0 für hinlänglich kleine Bereiche äquivalent.

Wenn nun eine der Gleichungen ^  =  0 Glieder erster 
Dimension aufweisen sollte, so kann man die in Fp enthaltenen 
Grössen r/, . ££ durch n Potenzreihen in n Hilfsvariabein
r [ , . . r'n ausdrücken und dieser Darstellung eine gleichartige 
für yj, , .  . 'in zuordnen. In anderem Falle muss man die Glei­
chungen F ? =  0 analog wie F =  0 behandeln, nur muss man 
zeigen, dass man nach einer endlichen Anzahl von Transforma­
tionen immer eine Gleichung mit Gliedern erster Dimension er­
halten kann, wenn nur F (y ,x i , . x n) eine irreductible Func­
tion ist.

Zu diesem Zwecke nehmen wir an, dass die Gleichung

für ein bestimmtes Werthesystem der Variabein £ eine //.-fache 
Wurzel t) besitze und führen der Reihe nach Substitutionen:

aus, wo p die Werthe 1, 2 ,...? ’ erhalten mag und £(°), vj(°
mit £1?. . .£»,•// gleichbedeutend seien, dann mögen die Gleichun­
gen hervorgehen:
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Wir bemerken, dass die folgenden Gleichungen bestehen:

d F  _  d F i  _  V  d F  - 4 -  8 F  8>?

8Ö1} “   ̂ v '  8^  ~  L  8£ « +  d'o 8£W

(x =  1, 2 , .  . .v —  1, v + 1 , .  . ,n)

— V  8F 8 x̂ | 8F 8v* 
sef)“  ' 1 1 v ' 8tf} ~  Zj  9Cx 8 ^  8v? 8^1}X=1

8 F  _  /£(i)\!x 9-̂ 1 _  Y  3£x 9^ 9>?
BvjC1) \ '> )  8yjC1) 2 — i  8 £ x  8 v j W  8 yj Svj^1)

x = i

nnd hierin die rechts stehenden Aggregate der Reihe nach gleich 
zu setzen sind:

8F  (u 8F  m 9F  \ m
--------a y )  -4 -  -a ^ 1)-» ---------------------------a l 1) ] f l 1)
8£t 1> x 8 cn n x 8 >7 Jl+1>*/ ’ v *

(Jc= 1, 2, .  . .v —  1, v +  1, .  . .71)

’7l

V  ^F  (JX i i-W  , , J 1) . (!) , J 1) tri) »

Algebraische Gebilde. 811

Z -  ( „ W t W  , , „ W  K l )  , (1) , H
(  x i ’ i  +  • • • + c ^ .  v - i ? v_ !  +  a x , v +  a X) V +1 S„_

x=x

+  * «  £ « + « «  y > )  +
X, ?i w + 1  /

+  ^ ’ (am f « + . , +  aw +  « « ? «  +
0 yj \ | 1 "1 n + 1 , v—1 *v — 1 v w-j-ljV-f-1 v + 1

. + a (1) £(1)+ a (1) vj{1M’ ^  n + l , n % i  ^  m+1, h+1 y / j

/8 F  (i) 3.F (i) 8/^ (i) \ o.(i)
( ä|| «i. „+1 +  ■ • ■ +  ä| ; „+i +  ^  ,+ J  i

Da die Determinante des somit für die Grössen

8 F  8 F  3F
8 1 /  8 ^ 7 “8^

bestehenden Gleichungssystemes gerade der Determinante der 
ersten Substitution, nämlich
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<(1)
1,1}

a( i)

1, 71+1

« W « (1)»+1, 1 w+l« W+l

gleichkommt, ist ersichtlich, dass wir die Ableitungen von F  auf 
die Form bringen können:

w  -  hx (x =  i , 2, » )

dF
8vj

wo A1( hi f . . .  hn+1 homogene lineare Functionen von 

8Ft 8Ft
s^(i)> 8|(i) > 3vj(i)

sind.
Drückt man jetzt die Ableitungen von Ft nach 

in entsprechenderWeise durch die Variabein ^  aus
und fährt so fort, so gelangt man endlich zu Darstellungen der 
folgenden Gestalt:

i i . = ( i « ) 1' -  ( C T ' - ‘ . ■ • ( t {; Y - 1- 1» ’> + 4 1? ’ ■ ■ ■

wo Hi} . . .  Hn+1 ganze Functionen bedeuten; und hieraus kann 
man mit Hilfe der obigen Substitutionen noch die Formen ge­
winnen:

F = ( £ )y +r- + - + * ' - 'F , . (£ \ . . .  i « ,  „ w )

| | = + •  • ■ - ' A ß ? , . . .  )

8 F
8r?

■ •+!Aj—i~r
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Jetzt machen wir die Annahme, dass bei den aufeinander­
folgenden Substitutionen die Exponenten jm, (j.t , . .  nicht ab­
nehmen, so lässt sich zeigen, dassgdieser Fall nur bei einer end­
lichen Anzahl von Substitutionen möglich ist und somit die Ex­
ponenten, die gewiss nicht wachsen, schliesslich abnehmen und 
bis auf Eins herabsinken. Dann aber ist wieder eine Entwick­
lung von vjw durch Potenzreihen in n Hilfsvariabein
möglich und auch ein System von Potenzreihen für v?
aufzustellen. Im Ganzen aber wird die Umgebung der mehr­
fachen Stelle («u  . . an, b) unseres Gebildes durch eine endliche 
Anzahl von Systemen der Form

darzustellen sein.
Zum Beweise bemerke man, dass die als irreductibel vor-

ÜF
ausgesetzte Function F (y ,x v . . &n) mit —  keinen gemein-

OY}

samen Theiler in 7? besitzen kann und desshalb zwei ganze Func­
tionen ^((Cj, y?), W(£t , .  £m, -q) existiren werden, der
Beschaffenheit, dass

eine rationale Function 72 , £„) der Variabein £ allein wird.
dFBenützt man nun die früheren Ausdrücke für F  und 7— als07}

Functionen von £<>'),. und ersetzt auch in O, W und
R die Grössen £t , . . En,v  durch die für sie geltenden Ausdrücke 
der Form:

x  — a, =  ^ v(Ti}, • • •T»)) (v =  1, .  . . n) 
y - b  =  % +1(r (0, .  .tW)

<I> . +  xy -F
dvj

so ergibt in der entstehenden Gleichung
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der Vergleich der rechts und links heraustretenden Potenz von 
dass die Zahl r (d. h. die Zahl, welche besagt, wie oft unsere 

Substitutionen keine Verminderung des Exponenten ju. hervor­
rufen) an eine obere Grenze gebunden ist.

Mit dieser Erkenntniss ist, wie gesagt, die Möglichkeit der 
Darstellung des Gebildes in der Umgebung einer mehrfachen 
Stelle in der verlangten Form erwiesen, und es bleibt uns nur 
mehr übrig, die Darstellungsart in der Umgebung unendlich 
ferner Stellen zu untersuchen. Doch diese erledigt man mit der 
einfachen Bemerkung, dass man x.,— av und y— b für â  — oo

und b — oo durch —-  =  il, und —  =zv  zu ersetzen hat.
y

§ 3.
Nach der Darstellung des algebraischen Gebildes wter Stufe 

und rater Ordnung in der Umgebung jeder ihrer Stellen (av . . . 
a,nb) kann man daselbst auch jede rationale Function von yx 
x x, .  . . x n:

(2/1 ) • ä'ii) == *0 ’ n y n 1}

wo X0, . .X m+1 gebrochene rationale Functionen von x v . . . x n 
sind, durch den Quotienten zweier Potenzreihen von n Hilfs- 
variabeln ausdrücken:

- ' tn)

der gewiss in eine Potenzreihe ^(^ ,...£„) zu entwickeln ist, wenn 
1J32( 0 , . . 0 )  von Null verschieden ist.

Falls die Entwicklung von

■ ' X n) • • • 0 )  =  • • ••E-n)

R(b, , . . . fl,j)

mit Gliedern jatenDimension beginnt, heisse die Stelle (av ...a n,b) 
eine /x-fache Nullstelle der genannten Differenz.

Ist oben sj$2 ( 0 , . . . 0 )  gleich Null, verschwindet aber 
^ ( 0 , .  . 0 )  nicht, so heisse R an der Stelle (av . . .an, b) von der 
jxten Ordnung unendlich, wenn die Entwicklung von ^ 2(̂ t,. • J n) 
mit Gliedern juter Dimension beginnt.
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Ist endlich sowohl ^ (O ,. . .0) als auch $ 2 (0 ,. .0) Null,
so denke man ^  und $ 2 zunächst von gemeinsamen Theilern 
sß0(#„. •*») befreit, stelle R(jj, x v . .x n) durch

^ o^ i/ =  V A i - - ^ n )
• -tn)

dar, und nenne R an der Stelle (av  . . . an, b) im Falle 
$ / ( 0 , . . 0 ) ^ 0  und ^ /(O ,. .0) von Null verschieden oder 
Null ist endlich oder unendlich, und wenn Zähler und Nenner 
f t i r^rr.  . 1=4 rr 0 verschwinden, unbestimmt und zwar von 
der jmten Ordnung falls die Entwicklung von ^  mit Gliedern 
juter Dimension beginnt.

Man kann nun zeigen, dass die rationale Function

C —  R (jjy  > • • • Xn)

einer Gleichung mten Grades genügt, deren Coefficienten ratio­
nale Functionen von x v . . .x n sind.

Zum Beweise beachte man einerseits, dass man jede ratio­
nale Function £ als homogene lineare Function von m rationalen 
Functionen:

C|i. —  ? 0 . m—l y m 1 —  1 ;  2 ,  . . . Wl)

ausdriicken kann, wenn sie nur so gewählt sind, dass die Deter­
minante

—L_ -̂ "po -̂ 21 ■ • • , m—1

nicht identisch verschwindet, oder keine Identität der Form

Cl +  . . . +  Cm 7jm ~  0

besteht, ausser wenn die rationalen Functionen Zv . . Zm von
x v . . .  x n sämmtlich verschwinden. Ist aber nunmehr

c =  r t C i + . - . r ^ C O T  
so bilde man die Producte:

CC(A —  Cl +  • • +  F m  m Cm —  l j  • • -rn )
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81 6 0. B ierm a n n ,

und folgere aus der Existenz dieser Relationen das Bestehen der 
Gleichung:

Fl,
21 -̂ 22 2 7»

= 0

Y Y Y  t-*■ m\ x m) % x mf vi S |

die wir kürzer in der Form schreiben:

G(^,xv . . .x n) =  Cm+ A l CT~1+  . . . .  +JL  =  0.

Anderseits erhält man diese Gleichung, wenn man das 
Product

| [ (C —  R(yM, x x . .  .#„))
|A = 1

in welchem yM die für ein Werthesystem x x,. .x n aus der 
Gleichung F  rrO  hervorgehenden y-Werthe bezeichnen, aus- 
werthet, dann die symmetrischen Functionen der Lösungen y 
durch rationale Functionen der x  darstellt und das Resultat von 
der Form:

• •. + B m) ~  ' * ’ >
h ( x i , . . . Xn)

gleich ISIull setzt, wo übrigens der Coefficient von offenbar 
gleich li(xv . . .x n) sein wird, wornach man voraussetzen kann, 
dass die Coefficienten der ^-Potenzen in H  keinen gemeinsamen 
Theiler besitzen.

Es lässt sich nun zeigen, dass G oder hieri/eine irreductible 
Function oder die Potenz einer solchen ist.

Es sei H  in das Product verschiedener irreductibler ganzer 
Functionen Hv HZ). . .Hr zerlegbar, dann ist zunächst ersichtlich, 
dass jede Function

Hp(R{y}x Xf . . .# M), x XJ. .  (p — 1, 2, . . . ? ’)

durch F  theilbar sein muss. In der That, bedeutet (x (0)) eine 
Stelle, die weder Nullstelle von h(scx i. . ,x n), noch Nullstelle des
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Coefficienten von ym in F, noch Nullstelle der Discriminante 
D(a\ , . . -xn) von F  ■= 0 ist, so gehören zu jeder Stelle (V) einer 
gewissen Umgebung von (a?(°)) endliche Wurzeln £ der Glei­
chungen

Hp =  0 (p =  l , 2 . . . r )

und jeder Wurzel muss man eine Wurzel y' der Gleichung 
F(y, a?/, . - .sch) =  0 so zuordnen können, dass

—  R(y',x’,. . .xh) =  0

wird, denn andernfalls könnte das obige Product nicht ver­
schwinden. Daher hat jede der Functionen Hp für jede Stelle 
einer Umgebung von (^°)) eine Wurzel mit F  gemein und ist 
durch F  theilbar.

Wenn somit jede der Functionen Hp für alle Wurzeln der Glei­
chung F{jj,xxr, ... scn) verschwindet, folgt, dass irgend zwei der irre- 
ductiblen Functionen von Hp für jede Stelle(V) eine gemeinsame 
Wurzel £ besitzen und desshalb durch einander theilbar sind, so 
dass sie bis auf einen blos von den Variabein x  abhängigen 
Factor übereinstimmen. Da aber H  keinen solchen Factor haben 
kann, erhält man mit Rücksicht darauf, dass h zugleich mit H  
reductibel sein wird, die Gleichung

f l  ' " H - T f c S 1) '
H_=l

m
wo wieder hp der Coefficient von t r in Hp ist.

Wenn wir bei dem Beweise der Einfachheit halber von einer 
einfachen endlichen Stelle (xW) ausgegangen sind, hat das gar 
nichts auf sich und bei dem Übergang zu einer der ausgeschlos­
senen Stellen, wird man gewiss auch die Gleichung

• f 'D '  • ’ X ji)  —  0

erfüllt finden.
Ist (wie bei jeder Primzahlordnung m) r m l  und somitschon 

H irreductibel, so kann man die Functionen

i ,  c, 1
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zur Darstellung jeder rationalen Function benützen, denn wenn 
zwischen denselben eine Gleichung

Z0-hZx £ +  . . .  + Z nj_i 1 =  0
bestünde, könnte y nicht einer irreductiblen Gleichung raten G-ra- 
des genügen.

§. 4.
Wir betrachten nunmehr statt einer rationalen Function £ 

ein System von n rationalen Functionen

4v — • ■ '%'n)

das gegenüber dem Gebilde wter Stufe dieselbe wichtige Rolle 
spielt, wie eine dem Gebilde erster Stufe zugeordnete rationale 
Function.

Heissen die zu den Functionen £, gehörigen Gleichungen 
raten Grades in

x l ; . .x n) =  0 (v =  1, 2 . . .n)

zunächst alle irreductibel, so gehört zu festen Werthen des 
Functionensystems . .E'n) im Allgemeinen eine endliche An­
zahl verschiedener Stellen (x[ , .  .x^). Die durch die Worte „im 
Allgemeinen“ bezeiclmete Beschränkung will sagen, dass es 
auch Stellen (£ ',. . .£*) geben kann, denen unendlich viele Stellen 
(af) zuzuordnen sind, die eine 2(n —  v)-fach ausgedehnte Man­
nigfaltigkeit in dem 2wfach ausgedehnten Gebiete der n comple- 
xen Variabein x  bilden.

Die im Allgemeinen auftretende endliche Anzahl von Stellen 
(x') suche man aus den Eliminationsgleichungen

= 0

die in x,, vom Grade ml ra2. . .mn sind, wenn die Ordnung der 
Gleichungen H ^ i, x l f . . .x n) =  0 mit rav bezeichnet wird.

Gibt man K, die Form

PV1 Ht +  . .  . Hn,

wo die Grössen ganze rationale Functionen von x l f . . .x n,
& bezeichnen, so sieht man dass die Determinante

A — Y  +  Pn Pz%. . . Pnn
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für ein einfaches System nicht zusammengehöriger Lösungen der 
Gleichungen K, =  0 verschwinden muss, aber für eine Combi- 
nation dieser Lösungen, welche auch die Gleichungen

wird. Im Falle vielfacher Lösungen (a?t , . . .a?w) der Gleichungen 
H>, =  0 gilt diese Beziehung nicht mehr, da eine ja-fache Lösung 
dadurch charakterisirt ist, dass die Entwicklung der Function al- 
determinante

mit Gliedern (jw.— l)ter Dimension beginnt.
Ohne in diesem Falle auf die Bestimmung vonA einzugehen, 

wenden wir uns gleich zu der Aufgabe, dem Werthesystem 
mit Hilfe der gefundenen Lösungssysteme (a?',...a?£) 

Stellen des gegebenen algebraischen Gebildes zuzuordnen.
Jeder Stelle (V) gehört mindestens ein y Werth y' zu, für 

den nicht allein die Gleichung F(jy', x\ . x'n) =  0 besteht, son­
dern auch die Beziehungen

erfüllt sind. Falls die Functionen alle irreductibel sind, kann 
man diesen y  Werth als rationale Function von x 1}. . .x n,

#,(£', a?t ,. . .x n) =  0

erfüllen,

’dHn 
.8 a?| /

—  1

9H, *Hn
dx. ’ 3 x n

—  R, (yr, x [ . .x i) =  0

^ , . . .  darstellen, und man erhält zu einer Stelle (£( £')
. .  .mn Stellen des algebraischen Gebildes.

Wenn aber
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ist, wo e>, f̂  — m und die Ordnung von K, in den Variabein x

(x[.  . .x'n) die entsprechenden y Werthe aus einer Gleichung des 
(/i • • -A)ten Grades in y:

hervorgehen, deren Coefficienten rationale Functionen der 
Grössen x x,. . .x n, ^ ,. . .  sind und man findet daher wiederum 
mx. . .mn zu dem Werthesystem (£ ',. .£*) gehörige Stellen des 
Gebildes.

Man nennt diese Anzahl von Stellen, welche besagt, wie 
oft das System rationaler Functionen Rx, . . . R n des Werthe- 
systems £{. .  annimmt, den Grad des Functionensystems.

Man kann den zweiten Fall auf den ersten zurückführen 
wenn man die n Constanten der folgenden Substitution

verschieden ausfallen, denn dann sind offenbar in den neuen 
Variabein die zu dem durch die Gleichung

F (xx —  cx y, .  x n —  cny , y) =  ®(xx, . . . x n, y )  — 0

definirten Gebilde und den rationalen Functionen

Hfl wird, so werden nach Bestimmung der zu einem Werthe-
V

77t • • • 771system £' £' gehörigen * ‘ gemeinsamen Lösungen
f i '  ' 'fn

x x =  x x+ c xy , . . . x n =  x n-\-cny, y — y 

so wählt, dass die Stellen

— R> (®i —  cxy,  x n — cny, y) — P(a?j,. . .  x ny)

gehörigen Gleichungen 2ZV =  0 irreductibel.

§. 5.
Stellt man jetzt neben das Functionensystem 

£v ~  R . , ( j j ) x x}  . . . x n) (v =  1, 2, . . .  n)
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des iVten Grades noch eine (w +l)te Function

YJ --- Rn̂ .\ (2/1 *̂ 1 ) • • •
so entsprechen einer Stelle . . .  £') im Allgemeinen N- Stellen
des algebraischen Gebildes und N-Werthe rt.

Drückt man y  wie oben rational durch x x, . .  . x n, %v . . .  
aus und eliminirt aus den n irreductiblen Gleichungen]

Hv(in x x, . . . x n) r= 0 (v =  1 , 2, . . . n)

und der Gleichung

YJ Rn-1-1 • • • 3'n) ----  0 Rn-\-1 (Xf j • • • Xn} ̂  j • . . — 0
die Variabein x i } . . x n, indem man nach Auswerthung des 
Productes

N
j~j (y? Rn+l {x ^ • • •£(«)))
1=1

die elementarsymmetrischen Functionen der Gleichungen Kt =  0 
einführt, so erhält man eine algebraische Gleichung

* ( » , ? „ .  f») =  0,

die in yj vom iVten Grade ist, und zwar wird auch hier eine 
irreductible Function oder die ganzzahlige Potenz einer solchen. 
Im ersten Falle kann man umgekehrt x i} . . .  x n und y rational 
durch £1? . .  y? darstellen, denn die Gleichungen

KviXv,^, . • • Cjj) — "0 — Rn-\-l(X\) ■ • ' Xn̂ i i . . . Kii)j
<&(?),£V . . . Q  =  0 

entsprechen den früheren

H<)(xi , . . . x n) — 0 , y — R (xy, . . . 3?}l, . . . £re),

Man nennt die durch die Gleichungen F  =  0 und <1> =  0 
definirten Gebilde i ne i nander  t ransf ormi rbar .

Im Allgemeinen entspricht jeder Stelle des einen Gebildes 
F  eine Stelle des zweiten 4> und umgekehrt, aber es kann sehr 
wohl eintreten, dass für einzelne einfache oder mehrfache Stellen 
oder 2(n— v)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten von Stellen
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des einen Gebildes die zugehörigen Stellen des zweiten höhere 
Mannigfaltigkeiten constituiren. 1 Ist (y[x[ ,  ...xh) eine Stelle, an 
welcher Rv . . . Rn, Rn+i unbestimmt werden, so muss man zur 
Ermittlung der entsprechenden Stellen von O das Werthesystem 
( y , x i} . . .  x n) der Stelle ( y [ x [ , . . .  x£) nähern und bei dem
Grenztibergang ergeben sich die verlangten Mannigfaltigkeiten. 
Dabei wird man am besten die Darstellung des Gebildes F  in
der Umgebung von (y[ x [ . .  . xi!) in der Form

x~,— xi — ,. £Tn) (v =  1, n)
y — y' — ^n+iCerj, . . . ern)

benützen, wo s eine unbestimmte Constante ist, die man schliess­
lich nach Null convergiren lässt.

Eine wichtige Untersuchung betreffs des irreductiblen alge­
braischen Gebildes bleibt noch übrig, nämlich die, ob denn y 
eine mo n o g e n e  ana l y t i s c he  Func t i on  der Gr öss en^ , . . .  
x n ist, oder ob das Gebilde monogen ist.

Der Beweis hiefür wird sich offenbar führen lassen, wenn 
das Gebilde in die Umgebung einer Stelle (y[x[ , .  . .x'n) durch 
ein einziges „Functionenelement“ darstellbar ist, denn dann 
wird man den Zusammenhang zweier Elemente um die einfachen 
Stellen (a [. . b') und (a![. . . b") dadurch finden, dass man
diese Elemente in dem (2«)-fach ausgedehnten Gebiete einfacher 
Stellen nach zwei Stellen (a[. . . a'n, b) und (V /,. . . a", b") fort­
setzt, die in der genannten Umgebung von (y'v x[, . . . x'n) liegen.

Wenn das vorgegebene Gebilde F  keine solch ausgezeich­
nete Stelle (y[, x [ , . . . x£) besitzt, muss man trachten, F  in ein 
Gebilde <E> zu transformiren, welches die verlangte Eigenthüm- 
lichkeit hat, und wenn (<x'f . <x{t, ß') und (a'f, . . . ß/;) die
(a'v . . ein, b1), . . a», b") entsprechenden Stellen von <I> sind,
so hängen die Elemente um diese Stellen gewiss zusammen, also 
auch die um die Stellen von F  gütigen Elemente.

Wenn wir annehmen, dass das Gebilde 0 (vj(A7), ^ ,. $n) =  0
in der Umgebung der Stelle (oo ,. . .oo) durch ein einziges Ele­
ment darstellbar ist, so lautet die Aufgabe im Besonderen fol- 
gendermassen: Es ist ein System rationaler Function Nten Grades

i Vergl. N ö th e r , Mathem. Annalen. Bd. II.
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£, =  R t(yl x H) (v =  1, .  . n) 
ausfindig zu machen, welches an einer Stelle ( x [ , . .  . cc^y1) von 
der Nten Ordnung unendlich wird, und diesem System hat man 
eine weitere Function

f) — Rn-\-l (j/i 3*1) • • •

so zuzugesellen, dass vj an der Stelle (x'v . . . x'n, ŷ ) von der 
(jV + l)ten Ordnung unendlich wird, denn dann ist vj als Function 
von ,. Kn betrachtet in der Umgebung von (oo ,. . .oo) durch 
ein Element darstellbar.

Die Schwierigkeit liegt nunmehr in der Construction eines 
Functionensystems , . .  . £», welches an vorgegebenen Stellen 
unendlich wird, wobei wir die Vielfachheit einer regulären Stelle 

K'n nach der Darstellung von £v— £( in der Form

£  =  WK*1> •••*») ($ (v)(°> . . .  0) =  0)
ja-fach nennen, wenn die Functionaldeterminante der Reihen 
mit Gliedern (ju.— l)ter Dimension beginnt, und eine ausserwe- 
sentlich singuläre Stelle /xter Ordnung, wo %v . . . 4  unendlich 
werden, diejenige genannt wird, an welcher bei der Darstellung

^ =  W K T - X )  W 0- - ° ) = 0)
die Functionaldeterminante der sßM auch wieder mit Gliedern 
(fx— l)ter Dimension beginnt. Daneben kann das System der 
w-Functionen die Darstellungsform

£ __ (A 7 • • tn)
~  ■■■*»)

haben, wo und an der Stelle (f) r= (0) verschwinden, ohne 
dass ein dem Zähler und Nenner gemeinsamer Factor daselbst 
Null ist. Auch hier benennen wir die Ordnung der ausserwesent- 
lich singulären Stelle, an der , . En unbestimmt werden, nach
der um Eins vermehrten geringsten Dimensionszahl der Ent­
wicklung der Functionaldeterminante der Nenner

Handelt es sich um die Ermittlung von n rationalen Func­
tionen i?v, die an einer bestimmten Anzahl vorgegebener Stellen 
des Gebildes F  von bestimmter Ordnung unendlich werden, so 
ist im Vorhinein ersichtlich, dass man die genannte Anzahl nicht

Sitzb. ri. mathem.-naturw. Cl. XC V . B<1. I I .  A bth . 5 5
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ganz willkürlich wählen kann, denn wenn wir z. B. annehmen, 
dass es ein System von Functionen gibt, welches an
einer einzigen Stelle von der ersten Ordnung unendlich wird, 
auf dass das System den Grad Eins besitzt, so werden die Glei­
chungen R, — 0 nur vom ersten Grade und man kann 
x 1}. .x n, y als rationale Functionen der n Parameter 
ausdrücken, was jedenfalls eine Eigenthiimlichkeit des ursprüng­
lichen Gebildes involvirt, die wir im allgemeinen nicht festsetzen 
können. Man muss vielmehr zeigen, dass für den Grad eine 
untere Grenze p +  1 existirt, dadurch defmirt, dass man wohl n 
rationale Functionen Rt ,. .Rn angeben kann, welche an p von 
einander verschiedenen regulären Stellen

(a,tö,. , &(*)) (n — 1, p)

und ausserdem an einer Stelle (x [ . .x 'n, y') von der ersten Ord­
nung unendlich werden, dass aber kein System angebbar ist, 
welches nur an den p Stellen b^)  von der ersten
Ordnung unendlich wird.

Man nennt p den Rang des gegebenen Gebildes und es ist 
klar, dass dieser für alle Individuen der Classe von ineinander 
eindeutig transformirbaren Gebilden derselbe ist.

Die Theorie des zu einem gegebenen Gebilde gehörigen 
Systems rationaler Functionen von bestimmtem Grade habe ich 
allgemein noch nicht ausführen können. Da ich glaube, dieUnter- 
suchung der zu einem besonderen Gebilde gehörigen Functionen 
mit vorgegebenen Unendlichkeitsstellen an dieser Stelle nicht 
anknüpfen zu sollen, schliesse ich hiermit.
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