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Uber invariante Gebilde ternirer Formen.

Von F. Mertens.

(Vorgelegt in der Sitzung am 31. Mirz 1887.)

1.

In der Theorie der invarianten Gebilde ternirer Formen
spielen gewisse Operationen eine wesentliche Rolle, welche mit
den auf dieselben Bezug habenden Formeln zunichst erdrtert
werden sollen.

Die Operation

soll mit (‘Z) bezeichnet und Polarenbildung, das Resultat (‘Z) w

der Vollziehung derselben an einer Function « eine Polare der
letzteren genannt werden. Eine Polare kann wieder der Opera-
tion der Polarenbildung unterworfen werden; das Resultat meh-
rerer auf einander folgenden Polarenbildungen wird ebenfalls
eine Polare und zwar, wenn eine genanere Bezeichnung wiin-
schenswerth ist, eine zwei-, drei-, #n-fache genannt.

Wenn verschiedene Gruppen von je drei Verdinderlichen

2
a;(12) a}(zg) 2@

zl) )

1)

HD 2P o

durch obere Stellenzeiger unterschieden werden, so soll die
Polarenbildung

3 > 3
0 o 0 H 2
T 50 T 5 T §al

durch das Symbol (lz) bezeichnet werden.
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Vertauscht man in einer zweifachen Polare einer ganzen
Function ¢ der Veriinderlichen (1), welche in Bezug auf die Ver-
dnderlichen jeder der p Gruppen homogen ist, die Reihenfolge
der Operationen, so éndert sich dieselbe entweder gar nicht oder
nur um einen Ausdruck, welcher, von einem Zahlencoéfficienten
abgesehen, die Function ¢ selbst oder eine einfache Polare der-
selben ist. Es bedarf nur eines Beweises, wenn die beiden vor-
zunehmenden Polarenbildungen nicht identisch sind. Derselbe ist
in den Formeln

WINEENINE

enthalten, in welchen v und p, u und o verschiedene Stellenzeiger
und m; den Grad von ¢ in Bezug auf «{), z{), #{) bezeichnen.

Es sei w eine ganze Function der Verénderlichen (1), welche
in Bezug auf jede der p Gruppen homogen ist und nach Er-
setzung von

fiir jeden der Werthe 1, 2, 3 von ¢ durch die Polynome

b oD At 2® +t1p 2P
A A I .
bpy 1) 4 bpoa(® 4. +typ, 2P

in w? ibergehen moge, und man bezeichne die Coéfficienten in
der Entwickelung von «w° nach den Elementen

t“’ tn, o tPP

allgemein mit I'. Es gelten dann folgende Siitze.
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1. Jeder der Ausdriicke I' wird durch eine Polarenbildung

(’:) in eine lineare Function derselben Ausdriicke mit Zahlen-

coéfficienten verwandelt. Denn es ist

<k>w0-—t,8_w0_+t.a_wo+ +t.E.
i R T T T

2. Wenn p > 3 und I" diejenigen Coéfficienten von w® be-
zeichnen, welche nur die ersten drei Gruppen der Verinderlichen
(1) enthalten, welche also aus der Entwickelung von o hervor-
gehen, nachdem man 2#® firi = 1,2,3 und £ = 1,2, 3, ...p
durch
ti .’175,1) +t0 .Z'Z(.Z) 5 $§3)

ersetzt hat, so lisst sich w, wenn es nicht in Bezug auf alle p—3
letzten Gruppen der Verinderlichen (1) vom Grade O ist, in der
Form

w =z P+3/P+... 2)

darstellen, wo 3, #/,. ., wie fiberall im Folgenden, Zahlenco&f-
ficienten bezeichnen und P, P/, Polaren der Ausdriicke I'

sind, die nur Polarenbildungen <;> enthalten, in welchen v >3

und p<<4 ist,

Ich habe an einem anderen Orte ! gezeigt, dass », wenn es
in Bezug auf

n(7) (7 ()
20, a,z), { 8)

nicht vom Grade O und » >3 ist, immer linear durch Polaren von
Functionen ausgedriickt werden kann, welche selbst wieder Po-
laren von  sind, jedoch die Verinderlichen (3) nicht mehr ent-
halten. Die wiederholte Anwendung dieses Satzes lehrt, dass w
immer linear durch Polaren von Ausdriicken darstellbar ist,
welche selbstPolaren von » sind und nur die ersten dreiGruppen
der Verdinderlichen (1) enthalten. Nach 1) folgt hieraus, dass w in
der Form (2) darstellbar ist, wenn P, P/,. . . Polaren der Ausdriicke

1 Uber eine Formel der Determinantentheorie F. (5). Sitzb. d. kais.
Akad. d. Wissensch. II. Abth. Bd. XCI, Jahrg. 1885.
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I'/ bezeichnen, und es bleibt nur noch zu zeigen, dass man die-in
: AW
P, P',... auftretenden Polarenbildungen ( ) immer soannehmen
I

darf, dass p<<4 und v>3 ist. Hitte etwa P nicht diese ge-
wiinschte Form, so kommt unter den zu P fithrenden Polaren-

bildungen (:L) wenigstens eine vor, in welcher entweder p < 4
und v < 4 oder aber p.— 3 ist. Im ersten Falle kann man, wenn
<v> die erste auszufithrende Operation ist, <v> I'/ linear durch
C}:)éfﬁcienten IV ausdriicken und demgeméss !;’auf niedrigere Po-
laren zuriickfithren; ist dagegen (D eine spétere Operation, so
kann man durch Vertauschung derselben mit allen vorhergehen-
den, wodurch sie an die erste Stelle gelangt, P wieder auf niedri-

gere Polaren zurtickfilhren. Im zweiten Falle hat man, wenn (;)
die erste Operation ist, (;) I = 0 und daher auch P =0, da I’

die Elemente #{,.  nicht enthilt; ist dagegen (;) eine spi-

tere Operation, so kann man durch Vertauschung derselben mit
allen vorhergehenden P auf niedrigere Polaren zurtickfiithren, da
das Resultat der letzten Vertauschung identisch verschwindet.
Dieses Verfahren lisst sich, wenn néthig, an den Gliedern des
fiir P erhaltenen Aggregats wiederholen, bis man zu Ausdriicken
gelangt, welche nur noch Polarenbildungen der gewiinschten Art
erheischen. Ebenso kann, wenn nothig, mit P/, verfahren
werden.
2.
Die Operation
92 9% o?
oz, du, + o, Ou, + O, Oug

soll mit [J,,, ihre Wiederholungen mit [J%,, [ ]%.,. - - bezeichnet
werden.

Ist @ eine ganze homogene Function mten Grades von x,,
x,, @, und zugleich eine ganze homogene Function nten Grades
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von u,, u,, %, und bezeichnet man den Ausdruck
ul .271 +u2 .'5’2 +lt3 .’173

in iiblicher Weise mit u,, so wird

(ewtr = 3p1.¢§—1w+p(p—1)u§—1w+ug ) 4)
+pur—(u 3w +. + g +
P, You, . )

= p(m—+n+p+ 2)zlg—lw+u§ (-

Unter derselben Voraussetzung ist:
)
Dzuszw = sszuw'l' u w
s
s = 8: 2w+ 2<u>Dzuw

[rtts,m = (m+1) (Z) ™ .

Hieraus folgt

Oz = (netp) 7 Ompe—tazo >
= (m+p)(m+p — 1)( ) [(Jrtr—252—20)
=(m+p)(m+p —1)... (m+1) (Z)p[:];nuw

und aus dhnlichen Griinden
6)

OxPurew = (n+p)(n+p —1)... (n+1) (:)pDzuw-

Ferner wird, wenn o auch die Verinderlichen z,, 2,, 2,
enthilt,
x

O (2) o= Do+ (¢) Qo
05 (7)o = 2 OuDo (2) 200
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O+t (f) w = (m-+1)..[J7, ».

Hieraus folgt
D’;fp(f)pw = (m+p)mrp—1).. (m+D)L,One. 7

3.
Die Operation

(et wm) + e~ o)l —
“\ o, dy, o, 0y, T dwy By, O oy, B 0w, 0y, ox, Oy,

2
und ihre Wiederholungen sollen mit < " > , <u ) , .., die Deter-
xy/ \xY
minanten
LYYy — Z3Y, LY — ¥1Ys T Y — BY
mit
(zy), (@y), (@y);

und die Operation
9 0 0
(zy), E +(zy), % + (wy); @

mit (Zy) bezeichnet werden. Das Resultat, in welches eine Func-

tion f(u) von w,, u,, u, fiir die Substitution

u = (y), Uy = (@y), uy = (Y
iibergeht, kann bequem durch f(2'y) ausgedriickt werden.
Man hat:

Y
(Yoo = ) ®
wy) T N/

o(5)= (2o, @

)
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o7)=(2)+ (2o

Ist daher w vom Grade = in Bezug auf s,, s,, s;, so wird
a1/ STU\ U n
L. ( x )w = (1) (xy) 0,
, ) 10)
” su u 7
Dy;ﬂ?( N > o=(n+p)(n+p—1)... (n+1) (a?y) Dw )

Ist die Function ¢ homogen und vom Grade p in Bezug auf
x,, x,, x;, homogen und vom Grade v in Bezug auf y,, y,, y,
und von u,, u,, u, unabhingig, so geniigt die Function

o) e =e

[Jz.©® = O. 11)

xz\'—?
(y) ¢ = %1

U \P
= <.z'y> P1

der Gleichung

Setzt man ndmlich

s0 wird

u \?
Dxu@ == xy Dmu?i = O'

4,
Wenn o (2, y, «) eine ganze homogene Funection sowohl von
@, %y, @, als auch y,, y,, y, und u,, u,, u, mit den Grad-
zahlen m, m/, » ist und zur Abkiirzung
@y, =w,  (vy),=w, (2y);=wy
gesetzt wird, so findet man
<u )w(x y,w) = (( * ))w(w Yy w) + (m+4m'+n-+ 1)(u>w(x,y w)
wy 2 x.y 12 w )
— s Jow w(.z',y,w) — tty [y “’(‘7’7% “’)3 12)
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die doppelten Klammern sollen andeuten, dass bei der Operation
von den Determinanten w, , w,, w, abzusehen ist. Diese Formel
zeigt, dass der Grad in Bezug auf die genannten Determinanten
durch die Operation (;;) h6chstens um eine Einheit verringert

wird.
Ist w von y,, y,, y; unabhingig oder m'=0, so folgt
aus (12)

(£ oo mr 2 )t

und durch wiederholte Anwendung dieser Formel
(;an(x, w) =(m—+n+1)(m+n).. .(m+2)< :Z) w (@, w)

n-—1 n—2
+C, ux< > ew(@,w) + Czlt;%( Z) ooz, w)+ .. (13)

m—+n41)!n!
— ((—m-;l))'_ (@, W)+ gy U [ Juuw (@, 10) 35 uz [, (2, u)
“+ ... +bz,uf|:]£uw(x,u),

wo G, Cy,. .3, #,- - Zahlencoéfficienten und p die kleinere
der Zahlen m, » oder auch eine derselben (wenn m — n) be-
zeichnen. Geniigt w insbesondere der Gleichung (11), so wird

<;‘y>nw (z,w) = ——(m 2;;1_:—11))1 nl w(z, u). (14)

Eine Funection (2, u), welche der Gleichung (11) geniigt
und fiir die Substitution

w = (2y), w4, = (2y), u;=(2Y); (15)
verschwindet, wo y,, y,, y, beliebige Veréinderliche bezeichnen,
ist identisch — 0; es ist dann ndmlich auch

<u> w(@, z'y) = 0

und demzufolge nach (14)

(m+n+1)lal
(m+1)‘ w(z,u) = 0.
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Die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir die Theil-
barkeit eines ganzen bihomogenen Ausdruckes o(x,u) der Ver-
dnderlichen @, #,, #; und w,, u,, u; durch u, besteht in dem
identischen Verschwinden desselben fiir die Substitution (15).
Ist ndimlich

w= 0.4,
so hat man
o (@,09) = 0;

findet umgekehrt diese Identitit statt, so ist auch

(;;>nw(w, zy) =0
und daher nach (13)

(m+n+1)!n!
CESE
Herr Gordan hat gezeigt,! dass jedem ganzen bihomo-

genen Ausdrucke O(z,u) der Verinderlichen x,, #,, #; und
uy, Uy, u; und zwar nur auf eine Weise die Gestalt

0 = Uy (—3; Jowt0—3p the [ Jout0—. + +).

0 = wy+uw +udo,+ . .. (16)

gegeben werden kann, wo w,, w, w,,.. der Gleichung (11)
geniigende bihomogene Functionen der genannten Verinderlichen
bezeichnen. Diese Entwicklung ergibt sich folgendermassen aus

dem Vorhergehenden.
Findet die gewiinschte Identitit statt, so hat man
0 (z,2y) = v, (z,2°y)
und demzufolge nach (14), wenn m, n die Gradzahlen von © sind,

uw\" L fu\* __ (m4n+1)n!
<wy> O@,ay) = <my> 2 (¥, 7y) = 1) o

Hieraus folgt, wenn

kazce = ®k

gesetzt wird,

1 Uber Combinanten. Mathem. Annalen. Bd. V.
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_ (m+1)! '
(m+n+l)'n' xy (a:,a;'y): 0+C u,0,+Cui 0+ ..
Ferner ergibt sich nach (4) aus (16)
_ kl(m+n—k+2)!
F T n—2k+2)!

WUy W1+ .

(m+n—2k+2)! =
i@ &Y) = ok )1 & TY)

(m—k+1)! (m+n—k+2)! < )"— 0L (x, vy)
(m+n—2k+1) (n—Fk)! lc'(m+n—k+2)' ry B EY

= Cl @k -+ Cl'ilm @k+1- .

k=1,2,.

Legt man umgekehrt diese Werthe von «,, v ,. zu
Grunde, so ergibt sich die Identitéit (16) durch Elimination von
0,, 0,,... zwischen den Gleichungen

(m+1)!

(m+n+1)! n'<wy> Oz, xy) = O+ w0, +3u 0, +.

m! uw \*1
m+n—1) (m—1)! <wy) 0, (@, 2°y) = O 431 1, 0 + 3,120, + ...

Die Operation
93 03 03 93 03 93

&, 9n, 8¢, o 351 0304, + 35_'2 O30, - 3&_’2 0, 0, + &, 8m, 3¢, _ 353 on, ¢

soll mit V7., bezeichnet werden. Dieselbe ist mit jeder der Po-
larenbildungen

GGG EGE)

vertauschbar.
Bezeichnet « eine sowohl in Bezug auf &, &,, & als auch
0y, 15, ng Und &, &,, {; homogene ganze Function, M eine ganze
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl, XCV. Bd, II, Abth, 63
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positive Zahl, (w) eine Polare von w, in welcher die erste der
zu vollziehenden Polarenbildungen entweder <z> oder (g) oder
(j) ist, so hat man

Ve (End)w = Mo + 23 (w), (18)

WO
(En¢) = Z=& 0,85,

Diese Identitiit ergibt sich aus der Formel (14) meines oben
citirten Aufsatzes, wenn man dieselbe auf die Function (£7{)w
anwendet; es wird dann, da

(5) @y =m0 (5 )
ist,

M (§nl)or = Zy(&n8) () + (§0) V ze (En )
und hieraus nach Forthebung von (&7¢)
Vene (6n8)w = Mw— Zy(w).

6.
Es seien
Ty T, I (19)
und
Uy, Uy (20)

Verinderliche, welche in Anlehnung an die analytische Geo-
metrie Punkt- beziehungsweise Strahlencoordinaten genannt
werden sollen. Eine bihomogene Form ¢ dieser Verdnderlichen,
welche in Bezug auf @, x,, #, vom Grade m und in Bezug auf
Uy, 1y, 1y, vom Grade n ist, werde ich vom Grade m und der
Classe n, die Zahlen m, » kurz die Gradzahlen von ¢ nennen.

Macht man in einer Form ¢ der Verdnderlichen (19), (20)
die Substitution

@ =X +n X, +¢ X, wy = (n8), Uy +(£8), Uy (&), U
@, =X+, X+ X, Uy = (08), Uy +(46), Uy + (€), Uy (21)
@y = X, 0, X, + 4 X, ug = (08)3 U, +(48)3 Uy +(6n)3 Us,

so geht dieselbe in eine Form der neuen Veridnderlichen
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XH XZ? ‘Y3 Ul; Uz; U3
mit denselben Gradzahlen iiber, deren Coéfficienten allgemein

mit (¢) bezeichnet werden sollen und die Coéfficienten von ¢
linear-homogen, die Elemente

£ & &
o My Mg 22)
& & &G

im Grade m+2n und tiberdies sowohl &, &,, & als auch »,, n,, 7,
und ¢, &,, ¢ homogen enthalten. Eine ganze Function der
Coéfficienten (p), einer oder mehrerer durch die Substitu-
tion (21) aus den Formen

¢, (23)

hervorgehenden Formen, welche ausserhalb dieser Coéfficienten
weder die Elemente (22) noch die Coéfficienten der Formen (23)
enthilt, soll allgemein mit ® bezeichnet werden.

Durch die Polarenbildungen (17) werden die Coéfficienten
(¢) in lineare Functionen derselben Coéfficienten — mit Zahlen-
coéfficienten — verwandelt. Ist némlich ¢ die aus ¢ durch die
Substitution (21) hervorgehende Form, so wird etwa

K g , 89
<£>?““13Y ('23(}

Es ist daher auch

oo (Jame
Nach (18) ist
V e (EnCP® = (L1 @. (26)

Ein invariantes Gebilde O(x, «) einer oder mehrerer ter-
niren Formen kann als ein Ausdruck definirt werden, welcher
in Bezug auf die Coéfficienten jeder dieser Formen und jede der
Coordinatengruppen (19), (20) ganz und homogen ist, und einer
Identitit von der Form

(€WC)T9(€1X1 +‘01X2+C1X3; s ('0¢)1 4 +(C£>1 U2+(£"/>1 Uaé?; ) =6 (26)
E3
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geniigt. Die ganze Zahl » soll der Exponent des invarianten Ge-
bildes genannt werden.

Ein invariantes Gebilde mif negativem Exponenten ist
immer durch u, theilbar; aus einer Identitit von der Form

O(& Xy +n, X, +¢, X;, (@ U+ .o, o) = (&)@
folgt nimlich, wenn man

X =0=1 X, =X, =0

2 = U =¢

1 2 1 =6L=64=0

setzt:
@(5, &q) = 0.
Da, wenn unter #,, .,u,,. die Polynome (21) verstanden

werden, aus (26)

920 (@, ) > ’*Q ’*G 0*®

(5"@"( X80, + )T XU T ax,eu, T ax,e0,
also auch

2209
X0, |

1

(&)t 00 =

=@

folgt, so sind .. 0, []%.09, zugleich mit © invariante Ge-
bilde. Hieraus und aus (16) ergibt sich, dass alle invarianten
Gebilde eines Formensystems sich linear durch invariante Ge-
bilde darstellen lassen, welche der Gleichung (11) geniigen und
zu welchen Potenzen von w, als Factoren hinzutreten.

Wenn es sich demnach um Aufstellung eines allgemeinen
Bildungsgesetzes fur invariante Gebilde handelt, so kann man
sich auf solche Gtebilde beschréinken, welche der Gleichung (11)
geniigen und keinen negativen Exponenten haben kdnnen. Ist ©
ein solches Gebilde und setzt man in (26)

X =0G=1 X,=X,=0,=U0,=0,
80 ergiebt sich
(&nl)y 0(§ En) = ©, (27)

und hieraus, wenn m, » die Gradzahlen von © bezeichnen, nach

(18), (14)
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m m 1‘ n )
o=(; (&) vice 29)
Ist umgekehrt & in Bezug auf die Coéfficienten der einzel-
nen Formen des Formensystems (23) homogen, in Bezug auf die
Elemente der drei Zeilen des Elementensystems (22) homogen
und vom Grade p, ¢, r und p = g = r, so ist der Ausdruck

A TR TAV U
@:@ (571) Viud®,

wenn er nicht identisch verschwindet, ein invariantes Gebilde
des Formensystems (23) mit dem Exponenten » und den Grad-
zahlen p — ¢, ¢ — 7. Es sei, um dies darzuthun

a; = Eg/l +Tli‘;Cg+ Q{é

b: = Em}+ i)+ L} (29)

¢ = &Z-C{+mc;+ Cz'c;lg
und es gehe @ in o tiber, wenn man &, »;, ¢ fiir jeden Werth
von ¢ dureh g, 0,, ¢; ersetzt. Es ist dann &° eine ganze Function
(p+g-+nr)ten Grades der Elemente &, &,,... ¢ und enthilt die
Coéfficienten der Formen (23) sowie die Elemente (22) nur in

den Verbindungen (¢), ..; denn die Formen (23) werden durch
die Substitution

&, = ;% +0:%, 4+ %y u; = (6¢): 1, +(ca)U, + (ab). Uy

in dieselben Formen verwandelt, wie durch die nach einander
zu bewerkstelligenden Substitutionen

Xy = ";Xl + "HXg -+ Cz'X3 U; = (77 4)1U1 + (cg)t ljg + (gﬂ)i U3
X, = &%, +niX, + X, U: = (¢, + (&), + (&),

Versteht man nun unter #,, ., ,,.. die Polynome (21), so
hat man nach bekannten Regeln fiir eine Function der Poly-
nome (29)

e )V abe
(g) = (&)
o) =)
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Demzufolge wird

(& ) vaner = Er () vner

./)I

und da einerseits

HEMECERE

a

ist und andererseits der Ausdruck

X\—e/ U\~ _
(& o) e

die Gestalt @ hat, so hat man die Identitit (26).

Vermehrt man das System (23) um die Formen s,, u,, so
fallen die Invarianten des neuen Formensystems mit allen inva-
rianten Gebilden des urspriinglichen Formensystems und um-
gekehrt zusammen, wenn man in letzteren die Punkt- und
Strahlencoordinaten mit 2, , 2,, 25, s,, s,, s; bezeichnet.

1.

Jede gegebene ganze Function ®, der Co&fficienten (¢),. ..
welche in Bezug auf die Coéfficienten jeder der Formen (23) und
in Bezug auf die Elemente jeder Zeile des Elementensystems (22)
bhomogen ist, lisst sich in der Form

8, = 23T+ €)%y (L) + () Ty (T)+. .- (30)
darstellen, wo 3, 3,,. .. Zahlencoéfficienten und Iy, T, der
Gleichung (11) gentigende invariante Gebilde desFormensystems
(23) mit den Exponenten O, 1,.. bezeichnen.

I. Wenn @, die Elemente ¢, ¢,, ¢, nicht enthilt und in
Bezug auf &, &,, & und #,, n,, n; vom Grade p. und v ist, so
hat man nach Formel (20) meines citirten Aufsatzes

®, = 5(I') +4'(T{)+3" )+

0 — T pn-k(a})*l—k( m )k
Ly —<€> n € &,

wo

und
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o) = () T e

II. Enthélt @, die Elemente &, ¢,, &, so hat man nach
Formel (6) des citirten Aufsatzes
®, = Z3[P]+(EnO)P,,

wo P, linear zusammengesetzt ist aus

Wy = vsnc(@i)
und Polaren dieses Ausdrucks und [P] Polaren von Ausdriicken
P bezeichnen, welche selbst wieder Polaren von &, sind, aber

¢, &, & nicht enthalten. Alle diese Ausdriicke P haben wieder
die Form @ und konnen nach I entwickelt werden, so dass man

®, = Z3(To)+(En)P, (81
setzen kann. Mit der Function w, kann ebenso wie mit @, ver-
fahren und

w; = Z3[Q]+(&n0)P,
gesetzt werden, wo P, aus

“ =V g’n’:@i
und Polaren dieses Ausdruckes linear zusammengesetzt ist und
[@Q] Polaren von Ausdriicken Q bezeichnen, welche selbst Polaren
von w, sind aber ¢, ¢,, {; nicht enthalten. Alle diese Ausdriicke
haben die Form 17 e @ weil die Operation V ne mit allen Po-
larenbildungen (17) vertauschbar ist, und man kann, indem

man die Formel ,(20) des citirten Aufsatzes auf dieselben an-
wendet,

= 26@1)

setzen, wo I', invariante Gebilde des Formensystems (23) mit
dem Exponenten 1 bezeichnen. Da aber P, aus «, und Polaren
von u, linear zusammengesetzt ist, so hat man auch

Py = Zy(Ly) + (&) P,

1 Vergl. Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie. S. 926.
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und demgemiss
®, = Z3(Ty)+(£n8) 2y () +(§1¢)*P,.

w, kann wieder wie v, behandelt werden u. s. f.

8.
Lineare Formen.!
Es sei ein System linearer Formen der Verinderlichen (19),
(20)
Wy bey (32)
gy Ug, (33)

gegeben und es soll die allgemeine Gestalt aller Invarianten ©
dieses Systems bestimmt werden.

Man hat drei Fille zu unterscheiden.

I. Alle Invarianten, welche nur die Coéfficienten der Formen
(32) enthalten, entstehen aus einer ganzen homogenen Function
® 3rten Grades der Coéfficienten

g, q, Ug, bE; (34)
der transformirten Formen durch rmalige Ausfiihrung der Ope-

ration \/ nt

Nun ist
v == ve oo +33—@ . b4+
0,01,88,  Bagdagdag M Bagbadhy
% ab,c,+
+ Bagabqacc ) I,LC‘J o0
und demzufolge
V e & =0,

wenn die Anzahl der Formen (32) < 3 ist, dagegen
Ve ® = (abe)®'+.. .,

wenn diese Anzahl = 3 ist. Nach rmaliger Ausfithrung der Ope-

1 Clebsch, Uber symbolische Darstellung algebraischer Formen,
Crelle, Bd. LIX.
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ration \7, erhilt man daher in letzterem Falle eine ganze ho-
mogene Function rten Grades der Determinanten

(abe), (35)

II. Alle Invarianten vom Exponenten r, welche nur die Coéf-
ficienten der Formen (33) enthalten, entstehen aus einer ganzen
homogenen Function & der Coéfficienten

(n), (2£8), (akn),. (36)

3r
2
woraus zugleich erhellt, dass » gerade sein mugs. Die Funection
® lisst sich nach 1 durch die Polarenbildungen

@G ) @

aus Ausdriicken ableiten, welche selbst Polaren von @& sind, aber

die Coéfficienten «,, .., 3,,.. nicht mehr enthalten und daher
3
nur die Form C(£4¢)? haben konnen. Vollzieht man die Operation

vom Grade - durch rmalige Ausfiihrung der Operation Y/ ene?

V’Eﬂq(, so ergibt sich ein Resultat von der Form MC(gng)g und
die Ausfiihrung der Polarenbildungen (37) liefert, wenn die An-

zahl der Formen (33)2=3 ist, eine ganze Function %rten Grades

der Determinanten
(«Py), (38)

und im Gegenfalle ein identisch verschwindendes Resultat.

III. Enthilt eine Invariante ©® sowohl Coéfficienten der For-
men (32) als auch Coéfficienten der Formen (33) und zwar letz-
tere im Grade n, so hat man

0= Vgﬂt@’
wo @& eine ganze Function der Coéfficienten (34),(36) bezeichnet
und durch die Polarenbildungen (37) aus Ausdriicken abgeleitet
werden kann, welche die Elemente o, «,, «,, £, nicht

mehr enthalten und daher die Form (§7¢)" & haben, wenn unter
G eine ganze Function der Coéfficienten (34) verstanden wird.
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Ist nun r < #, so hat man
v gnc<€n 'g)n G — (&_‘7’]@)"‘_" G/
und nach Ausfithrung der Operationen (37) eine ganze Function
der Determinanten (38) und der Ausdriicke
Uy, Ugye -+ by, bg, (39)
Ist insbesondere die Anzahl der Formen (33) < 3, so ist
0 =0.
Ist 7 = n so bat man
VilEntyG = 6
und erhélt fiir © eine ganze Function der Ausdriicke (39).
Ist r=>n, so wird
Vi Gty 6= 706

und man erhiilt nach r — nfacher Ausfiithrung der Operation
\V4 Enc eine ganze homogene Function » — nten Grades der Deter-
minanten (35) und nten Grades der Ausdriicke (34), welch’ letz-
tere durch die Polarenbildungen (37) in (39) tibergehen. Ist ins-
besondere die Anzahl der Formen (32) < 3, so ist ® = 0.

Alle Invarianten der Formen (32), (33) sind demnach ganze
Functionen der einfachsten Invarianten (35), (38), (39).

9.
Invariante Gebilde einer quadratischen Form,!

Es sei eine quadratische Form
(&) = @ @Y+ 0y, @)+ 3@+ Dty y 0,05+ 20, 000 + 20,2, 2

gegeben, und es werde

) = (7)) =3
. of'
G a) =% BTZ'L

1 Clebsch-Lindemann, Vorl. iiber Geom. S. 287.



Invariante Gebilde ternfirer Formen. 961

&) =c¢ey, f(n) = ¢y (&) =c¢ (40)
f(,0)=¢ [(&E)=0e5 )=y

@y G g

- P 2 2
gy gy Ogg| == Gy Ggy Uy ~+2ityally @)y —0), gy — @y, 05 — g5},

3y (3, g3
=D

gy O3y OGigy U

a a a u
o1y Oagy  (agy Uy | a2
= (33 — az) 13+ . .

(3yy Ogpy U335 U
Uy Uy, uy, O + 2 43 — @y tyg) Uy g+
= F(u)
e
F(u, v) = 3|~ | F(w)
u
. 3F (u)
F@, ) =%
G )= 3 20

gesetzt. Nennt man F kurz die Gegenform von £, so ist Df(x) die
Gegenform von F(u) und man bat die Identititen:

[@2) [(@y)—1(@y) [(g2) = Fl@y,a'y) -y
F(u,u") F(v,v")—F(u,v") F{vu) = Df (wv,uv).
Die Form f geht durch die Substitution (21) in
ey X4 X400y X2+ 20y, X, X, +-20,, X3 X, +2¢,, X, X,

iiber und wenn @ eine ganze homogene Function der Ausdriicke
(40) bezeichnet, so lassen sich alle invarianten Gebilde von f
linear durch die Gehilde

o= (5T (T wien

multiplicirt mit Potenzen von w,, ausdriicken.
Um die allgemeine Gestalt der Gebilde (42) zu ermitteln,
sind die Fille » = 0 und » > O zu unterscheiden.
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I Ist » = 0, so kann @ nur ¢,,, ¢,,, ¢,, enthalten, weil ¢,
&, &, darin nicht vorkommen dtirfen.

Ist auch noch » =0, so kann @ nur die Form Cc7, haben
und man hat

=5V oreer;

es kann also m nur = 2p und
0 = G,/7()
sein.
Ist n > 0, so hat man nach bekannten Regeln
e e ( 42%@
0€,0n, 08 dn,  \dc, 3022

tee) (6976 —F () f,8)

und hieraus:

(gl)@___(ﬁ@_ 22§5> Botu f(2,6)f(8,1) = F(u, &n).

dc,, 9cyy

Nach (12) folgt dann

(5 >(55 F(U,E‘f?)( >@5+F(u) )
1 [BF(u) 8(§i+ J 1 tPF(@B—@+ ];

g "t du, 8 g du, On,
es ist aber
SF 3G 0 (BF 3, > 3G (azrac12 )
— _+ + -
du, 9€ Bc“ du, BE, d¢,, \Ou, 0F,
@ 6]
= 4Du; — ‘3o, + 2Du, %,
OF 3¢ @ <3F 8¢y, ) 0® <3F 0c,, )
Bu, O, 8012 du, 9, )t e, Bey, \Ouy Bn, +
= 2Du; 36 -+ 4Du, 56
“eyy 8¢y,

und, wie so eben gefunden wurde,
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<;:)> ® = F(u,&n) ©.

Hienach hat man also

<u 2
o) = F().6 + Fu, &0

+ Du}® + Duzu,® + Dui@®

und wenn man noch F(u, &+)2 nach (41) durch
F (u) F(&n) —D(f (€)un—2f (& n) wquz + [ (n) u})
= F(u)(cyq €qp — €ly) — D(eyyuy — 26ttt +cppuf)

ersetzt, so wird allgemein
2
<;:}> ® = F(u).8+ Du}®+ Dugu, + Dui .
Aus dieser Formel folgt nun leicht nach (8)

<€1~;> ® =F . G+DutF2 '®+Duu, F2 ' @+ Du2z '@
+ D2t F2 "®+. . (43)
wenn 2 gerade, und
n—1
= F(u, gf/) [F2 ®+. ‘];
wenn » ungerade ist.

Hieraus schliesst man zunichst, dass die Gebilde der be-
trachteten Art nur von gerader Classe sein konnen. Ferner diir-
fen 7,, ,, ny in der Formel (43) nicht mehr vorkommen und es
miissen daher alle Glieder mit «, fortfallen und die Ausdriicke &
sich auf Potenzen von ¢,; — von constanten Coéfficienten abge-
sehen — reduciren. Man hat daher nach Ausfiihrung der Polaren-

bildungen (‘ZI)

0 = C,f7 F7 + C, Dutfr=1F5 ~* 4 C, D0l fr—2F5 " 4 .. .. (44)
II. Wenn =0 ist, so hat man zunichst die Wirkung der

Operation /¢, auf eine ganze Function ® zu ermitteln. Man
findet, wenn «, B, y irgend eine Permutation von 1, 2, 3 bilden,



964 I, 'Mertens,
B ¥E P68
BE.Bnp0L, B0, | “VBnzoe, ' "L b,

. 93@5 0c,, 8¢y, ey,
£506,0¢,,0c5; 08, g E’

wo das Summenzeichen sich auf alle Werthe 1, 2, 83 von p, o, 7
bezieht. Setzt man statt «, B, y alle sechs Permutationen der
Stellenzeiger 1, 2, 3 und addirt alle auf diese Weise aus der vor-
stehenden Identitéit hervorgehenden Gleichungen, nachdem man
sie mit dem Vorzeichen der Permutationsclasse versehen hat, so
ergibt sich fir VV¢® ein Aggregat von Gliedern, welche alle
die Gestalt

. Z 3¢, 3¢y Bcyy
— 0, B, 9

haben; in dem besonderen Falle, wo © in Bezug auf die Co&f-
ficienten von f* die dritte Ordnung nicht erreicht, erhilt man ein
identisch verschwindendes Resultat. Die Determinante

2 N 3_61_9 0c,c 0cy:
=% o, oL,
ist aber, wenn unter den Stellenzeigern p, s, = gleiche vorkom-
men, identisch =0, und wenn p, o, v verschieden sind oder ohne

Riicksicht auf die Reihenfolge mit 1, 2, 3 zusammenfallen, von
einem Zahlenfactor abgesehen

= N (1,9 20) (3,0 = D).
Es ist sonach
vh(@ =D.§ (SY/C)
Nach (25) folgt hieraus
v ?TIC @5 =D . @

Bezeichnet daher v die grosste in % enthaltene ganze Zahl,

5o wird, je nachdem » gerade oder ungerade ist
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v2nc® =D6
oder

= D".®.(£n0).

Im zweiten Falle miisste © identisch verschwinden und es
gibt daher nur invariante Gebilde mit geradem Exponenten,
welche der Gleichung (11) gentigen.

Ist nun © eine Invariante, so hat man
0 =2C.D.

Ist dagegen ©® vom Grade m und der Classe n, so hat man

o= (3] (g)o=00n

wo 0, ein invariantes Gebilde vom Exponenten O bezeichnet und
die Form (44) hat.

Alle invarianten Gebilde von f sind demnach ganze Func-
tionen der Ausdriicke

D, f, F, u,.
10.

Es seien w(z,u), o'(x,u) zwei der Gleichung (11) geniigende
ternidre Formen mit den Gradzahlen m, » und =/, »’. Man denke
sich diese Formen durch die Substitution (21) transformirt und
es handle sich um die Entwickelung des Ausdruckes

= (7] (1) Vi@,

P+2¢+ 3r = m—+2n+m' + 20/,

wo

Da

(m| nv)z (0 O, w(y, v) 0w

/
v (771/' 72”) 2 Dl/ ¢! D:’v' U)I(J ) v’>tlm' u:"’
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5o hat man
(@) = €[5 [0, »(y, v)- @
() = O, Oy ') @)
wo
Q =yt (mn)?(28E)°(26n)”
0 = A L (Gt () ()
und
Atpv =m p+o+r=nu
V! v = m! g +d =7,

und demzufolge

u

o = CC' O 01, (I, O, (y, 0) o (3, ') (@P <€n>q Vi@ €

Nach 8 ist

(3 (&) a0

eine ganze Funetion der Ausdriicke
(tt'w) (w22))
buy oy bory Eay Ehy Eory Uy Uy, Uy,

und zerfillt demgemdss in Glieder, welche alle die Form

P =gl ta (g de ge e u? u?) (tt'u)®
oder die Form

P =gkttt l’:: £ t’if u? uj,' (wz2l)e
haben. Fithrt man nun die Operationen (],,, an

Py, v) o/ (¢, o), Py, v) o/(y/, o/

mit Hilfe der Formeln in 2, 3 aus, so ergeben sich Ausdriicke
von der Form
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w \efx\ (2 \ [u\[u\¥ ,
B “f( ') ( ) (?/) (v> (v’> L35, L5 L5, 055 0y, ©) o' (3 @)

Yy, \y
. efa\e[x\ [u\2/u\* R . oy
B w'/) \y/) \y) \v/ o' D,ﬂ,l D,,',, D,ﬂ, Dyruv w(y, v) o' (y, ),

welche der Gleichung (11) zufolge in allen Fillen, wo ¢ = 0
oder ¢ > 0, identisch verschwinden, und man hat

w=Y (S O () () ot om0 v o0,

wo mit Riicksicht auf die Gradverhiltnisse
k+c+cd =p k+d+d+e=gq

a+c+e=m b+d=mn b4+c'+e=m' a+d = n’
2

oder
_\ x \e [\ [\ [w\? [\ _ v
= Z‘ b (vv'> <y> (y’) (v) (v’> [z, 32, oy, v) 'y, v'),
wo
kt+c+cd+e=p k+d+d =q
a4-c=m b+d+e=n b+ =m' a+d e =7n

In dem besonderen Falle, wo p — ¢ = O ist, muss, wenn
kein identisch verschwindendes Resultat sich ergeben soll,

«=m=nn b=n—=mw'

sein,

Zwei Formen von der Art, dass die Classe jeder derselben
dem Grade der anderen gleich ist, sollen Formen mit complemen-
tiren Gradzahlen heissen. Sind £, g solche Formen mit den Grad-

zahlen m, » und #, m und
m n Apy n m Apy
el ) L)Gin) o ()

apy/ \Apv) " \afy «fy/ \Apv) 7 \afy

@t 2 2y uh ul

die Cosfficienten des Productes
Sitzb. d. mathem.-naturw, Cl, XCV, Bd. II. Abth, 64
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in denselben, wo unter( 217) der Coéfficient von a2 2f x] in
(24

(@, + @, +x,)" zu verstehen ist, so werde ich den Ausdruck

2ln) o) ) 0G0

in welchem sich das Summenzeichen auf alle aus nicht negativen
ganzen Zahlen bestehenden Losungen der Gleichungen

a4-P+y=m Atp+v=mn

bezieht, mit [f, f’] bezeichnen. Wie leicht zu sehen, ist
. 1 ,
5= G O (32, F(y, ©) 9y, ). (45)

Auch fiir den Fall, wo f; g die Gradzahlen O, O haben, soll
diese Bezeichnung und zwar fiir das Product f.g beibehalten
werden. In dem vorliegenden Falle ist demnach

A = Vbt (0) (o) = Clw, o]
r = m+n

oder
=0,

je nachdem w, ' complementéire Gradzahlen besitzen oder nicht.

11.
Mit Hilfe der Formeln (45), (5), (7) findet man
[ wig) = s(00. 1 9)- (46)

Wenn w, o zwei Formen mit complementiren Gradzahlen
sind und, nach (16) entwickelt, die Gestalt

— 2
0 = Uy 0 AUy Wy

/

o = w U, o +udo,+ ...

annehmen, so ist

[0, o] = [03g, @] +C [0y, 0] + Gy [0, “’;]"' cee (47)
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Denn es ist einerseits
[0, o] = Z[us w,, u’ w)
und andererseits nach (46)
[1e 0, 4P wf] = Clos, o]

oder
=0,

je nachdem ¢ — b oder « < b ist.

12,
Wenn
g 9 RN (48)
Formen mit den Gradzahlen
m, n n, m m', n ', m

sind, so ist die Differenz
[9k, 9’ W] — g, 9'] [, ¥']
in der Form
314, A1+4'[B, B']+ . (49)

darstellbar, wo 4, B,... invariante Gebilde des Formensystemes
(g, k), 4, B',. .. solche des Systems (¢/, &) bezeichnen, deren
Gradzahlsummen < m—+n-+m'+7' sind.

Denkt man sich die Formen (48) durch die Substitution (21)
transformirt und die Coéfficienten der transformirten Formen mit

() i) 9 )
bezeichnet, so wird
orelo o) =X, ) 9 ()7 G
&0+ 2= 2 ) ) o) ¥t

64 *
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und demzufolge

reyrr sty o/l ¥ = )20 G2 ) () ) P

WO
P= @2) (X/@h)/ G fz)’ (A/B >

Es sei nun, wenn man ¢h, ¢'h’' nach (16) entwickelt,

gh = w+u, 0, + g = o' tu,o + .

(m + m’> <n + 71) ” (7\ I v)
afy Ay aBy
der Coéfficient von X« Xf Xy U; Uy U; in der durch die Sub-
stitution (21) transformirten Form . Entwickelt man die Differenz

Xp.v> (7(’ > —<R+)\’,p.+p,’,v+v’>
= g<aﬁ7’ By a4+

nach (30) in

und

26(F0)+(€7’C-)231(I‘1)+' iy

so kann man zun#chst darthun, dass unter den Gebilden T,
keine von geringerer als der n-+»/-+1ten Classe vorkommen.

u x x
Diese Gebilde gehen durch die Operationen (E‘n)’ ( €>: (n)

aus Polaren von A hervor, welche ¢, ¢, ¢; nicht mehr enthal-
ten und in Folge dessen lineare Functionen der Coéfficienten des
Ausdruckes A® sind, in welchen A nach Ersetzung von &, v, ¢
durch X, & + %, 7, 9,8 + 9,1y 8, &+ B, n; iibergeht. Denkt man
sich eine Form ¢(z,%) nur durch die Substitution

L= 5,' "Yl -+ 7)5X2 -+ C[ 4‘;
transformirt und den Coéfficienten von X*X;?XY in der transformir-

ten Form mit (arg‘y%oam(u) bezeichnet, wo unter m der Grad von

¢ zu verstehen ist, und setzt man
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f/«ﬁ‘{(“)ha'ﬂ'"{'(u)_ w¢+¢’,ﬁ+ﬁ’.'{+7'(u) = w(su' ey Sy ")
so wird
A' = (PP 11!(%1 é-'1 +%X,7) ey Sylél + Dy ey 81&:1 +Bonyse ey fr))

und es ist klar, dass alle Coéfficienten von A® linear aus den
Coéfficienten des Ausdruckes

W& +Hynyy oy D& +Dangse oy Bi&i+Boyye oy 6)
zusammengesetzt sind, welche allgemein mit ¢ (& 7,£%) bezeich
net werden sollen. Nach (12) enthilt nun ( ) ¥, wenn p<<n-+#/,
die Determinanten (€7),,. wenigstens im ersten Grade und ver-
schwindet somit identisch nach Ausfilhrung der Operationen <‘§),
<:> Ferner ist nach derselben Formel, von Gliedern abgesehen,

welche w; oder u, oder die Determinanten (&n),,.. enthalten,

(L) s =wEmo

und die Gebilde 'y (n+2')ter Classe sind demgemiss alle linear
aus Ausdriicken von der Form

Cy(x,,u) + Ku,
zusammengesetzt ; ¢ (@, x,u) ist aber ein Coéfficient von

(@, (X 4% 5 (D1 +D,),- - 24 (81 +8p),- -5 )
= (B, %) W2y, .., @y, 0y @y, o0, w) = (X +%,)* T (gh—o).

und daher durch w, theilbar. Alle Gebilde T, (z+n')ter Classe
miissen sonach verschwinden weil sie durch w, theilbar sind und
der Gleichung (11) geniigen.

Ebenso ergibt sich

( (37) < ’ﬁ"y’) _;,<°¢+a, P+B v+ >
g Apy Muly! ANy ppl vV
= 2§/ (TF) + (6n0) Ty (I") + .

wo unter den Gebilden IV keine von geringerer als der
m-+m' + 1ten Classe vorkommen.

Ersetzt man die Producte
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g i) 7))
gy) "\apry) )M\
durch

(AN, p V+v’> ,
o ) S+ GOz T+

[ oa+dd, BB, g+
wl( AN, 5+f’, vt )t 2y () + (&) 2y (T + - .
(e

80 ergibt sich
P—a( A+, ptp ”+v’> <“+a, B+p, 7+7>
= a—{-d/ ﬁ_{_ﬁ’, .},+7/ R+RI’ [J.+‘U.7 V—{—V
+Zj(Iy) () + 25/ (TF) () + Zg"(Lo) (T) + (618) T, (T)) (@) + .

Die Vollziehung der Operation V’E’}Jg’" +7+2' - nach welcher
alle Glieder fortfallen, welche Gebilden mit nicht complemen-
tiren Gradzahlen entsprechen, also namentlich die Glieder
3(To) (@), 3'(Th) (w), §"(To) (), zeigt nun, dass die Differenz

AN, ato
m+m'+ntn' P__ m4m'+n-tn’ )
Ve P=Vi w<a+a’,. > <l+l’
= 2Oy ) o)+

die Form (49) hat. Dieselbe Form bleibt erhalten, wenn man

O(ﬁ'y a'@”y’ Rp.v Mply!

multiplicirt und in Bezug auf alle Werthe von «, B, v, &, B/, ¥/,
X, p,v, N, p/y v/ summirt, welche den Gleichungen

a+p+y=m o +fl+y = m'
Ad-pt+v=mn Nl =/

gentigen. Es wird dann

E(ag'y><a’rg’,7’><7ﬁv>< y )vg{mwnﬂ P

— v Enn—‘{:—m'—{—n—i-n (E.f)/: m-A-m'+n+4n' [g’ gl] [h) hl]

und, wenn zunichst die Glieder zusammengefasst werden, in
welchen
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“+“,J ﬁ'*‘ﬁ/; 7""7/) )‘+)‘,7 P‘+}LI) v+
dieselben den Gleichungen
a+b+c = m+n' bte+f=n+a

geniigenden Werthe a,5, ¢, b, ¢, f haben:
m w n n JRESH U <a+a’ . :)
m—4m'+n+4n' o ) =/ )
2<aB'y><a’ [3’7’)<lpv><7x’u'v’>vf"1‘ w<a+a’,. ) AVES U

m+m’> <n+n’> ) ,_<bef>_ (aﬁc)
-3 m+tm'4ntn /
< abe bef Vi “\abe/” def
— v ’E)i]_r{'—m "ntan' (é—ﬁ c)m-*—m "tntn! [U), UJ’].
Es hat sonach
v ?E;;’-({;—m'+1z+7z’ (50 c)m-{—m’-{—n—i—n’ ([!/; gl] [’l, hl] _[w’ w’])
= M{{g, ) [ 1] —fo,])
[9,9/1[Ry ' J—[e2, 0]

die gewiinschte Form und da nach (47) dasselbe von [gh, ¢'']
—[w, '] gilt, so ist der obige Satz bewiesen.

und daher auch

13.

Es seien S, S’ zwei Systeme ternirer Grundformen und ©
eine gemeinschaftliche Invariante derselben. Bezeichnen P, P’
Producte von Coéfficienten der Formen, welche durch die Sub-
stitution (21) aus den Formen von §, beziehungsweise §’, hervor-
gehen, so hat man

0.(Ent)y = SCP.P.
Nach (30) konnen nun P, P’ in die Form
P = Z(I') + (§0©) Zp, () + .
P = 3f(I") + (En )2 (M) + . ...

gesetzt werden, wo I',T',... invariante Gebilde von S,I",T7..
solche von S’ bezeichnen, und es wird

0. (§n8)" = S C(&n¢)*+8(Ty) (Vo)
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Vollzieht man beiderseits die Operation T77 ., so ergibt sich
0 =207 5T T

und man hat den Satz:

Alle gemeinsamen Invarianten der Systeme S, §’ lassen
sich linear zusammensetzen aus Invarianten von der Form [w, o],
wo w, o invariante Gebilde der Systeme S, §/ mit complemen-
tiren Gradzahlen bezeichnen.

14.

Die invarianten Gebilde © eines Systems .S, welche zwei
Reihen

Y5 Ysr Ys %1y %y %3
von Punkteoordinaten und zwei Reihen
Sy Say S5 £y 1y £

von Strahlencoordinaten enthalten, entstehen aus den Gebilden
desselben Systems mit nur einer Reihe von Punkt- und Strahlen-
coordinaten =z, x,, #;, u,, u,, 4, durch die Polarenbildungen

(b G G G G (0
/) \a/) \&/)” \u/)” \u)’ \u)’
zu diesen Polaren treten noch s,, s,, ¢, £, und die Invarianten
von § in ganzen Verbindungen hinzu,
Die genannten Gebilde sind nimlich Invarianten des Sy-

stems S und des Systems (u,, u,, s, t;). Die invarianten Gebilde
des letzteren sind ganze Verbindungen von

Syy Say byy bsy  Uyy Uy (SEU), 8oy by (WY2), e

und demzufolge ist jede Invariante O linear zusammengesetzt
aus Ausdriicken von der Form

s £ [F Jut uz s t:f (stu)e]

v 2y z v

PNV a b cd;
s S tt [I‘,u?/uzsmtm(ayz)e],

v oz n oz

wo I’ ein invariantes Gebilde von S bezeichnet.
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15.

Wenn man fiir jedes von zwei gegebenen Systemen S, S
terndrer Formen einen geschlossenen Bestand invarianter Gebilde
angeben kann, durch welche sich alle invarianten Gebilde des be-
treffenden Systems in ganzer Weise ausdriicken lassen, so kann
man auch fir das zusammengesetzte System (S, S’) einen solchen
Bestand angeben,

Es seien nach Ausschliessung von u,

4, 4,,.. B, B,,. (50)
C, C D, D,,.. (51)
die invarianten Gebilde, durch welche sich alle solche Gebilde
des Systems S beziehungsweise (S, s,, u.) in ganzer Weise aus-
driicken lassen; 4, 4,,. C, C,, seien Invarianten und B, B,,.
D, D,,.. invariante Gebilde mit den Gradzahlen
m,n, Mm,n m',n', mi, n
Man bilde alle moglichen Producte
P —=B* B;}. P = Dp¥ D¥
welche complementire Gradzahlen besitzen und nicht weiter in
shnliche Producte zerfillbar sind, so dass nicht gesetzt werden
kann
P=Q.N P =0 .N,

wo einerseits @ und (', anderseits N und N’ complementére
Gradzahlen hitten und Q, N Producte der Ausdriicke B, B,, ..,
Q', N’ Producte der Ausdriicke D, D,,... wiren. Die Anzahl
solcher Productépaare ist immer endlich und fallt mit der Anzahl
der (additiv) unzerlegbaren aus ganzen nicht negativen Zahlen
bestehenden Losungen der Gleichungen

ma+m B+. =—=nd+njpf+.
na+n, f + =w'd +m{p +..

zusammen. Alle Liosungen! der einen dieser Gleichungen lassen
sich durch Gleichungen von der Form

1 Crelle’s Journal Bd. C, 8. 225. Gordan, Math. Ann. Bd. VI, S. 23.
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a=aX+aq X +..
B=0X+05X+..

o =ad'X+dX+..

darstellen, wo

/ /
a, b, a, ag, by, aj,

besondere Losungen und X, X', beliebige mnicht negative
ganze Zahlen bezeichnen. Setzt man diese Werthe von «, 3,
in die zweite Gleichung ein, so ergibt sich eine Gleichung von
der Form

pX+p'X'+. =0,

worin p, p/,... bekannte ganze Zahlen bezeichnen und welche
cbenso wie die erste Gleichung behandelt werden kann.

Dies vorausgeschickt, sind alle Invarianten des Systems
(S, 8, 85, u,) oder die invarianten Gebilde des Systems (S, S’)
mit den Punktcoordinaten z,, z,, z, und den Strahlencoordinaten
3., 8,, S5 ganze Verbindungen der Invarianten

A, 4,. €, ¢,. (52)

und der Invarianten [P, P].

Nach (13) ist jede Invariante ® des Systems (S, S/, s., u.)
linear zusammensetzbar aus Invarianten [w, w'], wo w, ' in-
variante Gebilde von § und (5, s, u,) mit complementéren Grad-
zahlen bezeichnen. Nach der Annahme ist w eine ganze Ver-
bindung der Ausdriicke (50) und der Form ., «’ eine solche der
Ausdriicke (51) und der Form u,. Hienach erscheint ®, wenn

T =B B. T"=DD:...

Producte der Gebilde B, B,, beziehungsweise D, D,,
bezeichnen, als lineare Function von Ausdriicken der Form

[wT, « 1" (53)

mit Coéfficienten, welche die Invarianten (52) in ganzer Weise
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enthalten; da aber, wenn « oder 6 >0, der Ausdruck (53) sich
nach (46) auf Ausdriicke [w, '] zuriickfithren lisst, welche aus
Gebilden w, ' mit geringerer Gradzahlsumme hervorgehen, so
darf man unbeschadet der Allgemeinheit « =6 =10 und 7, 7"
mit complementéren Gradzahlen annehmen. Sind nun die in der
Darstellung von © auftretenden Productepaare 7, 7' alle un-
zerfillbar, so ist die obige Behauptung bewiesen. Im Gegenfalle
setze man
T=P.Q T'=P.Q,

wo P, P’ complementiire Gradzahlen besitzen und unzerfillbar
sind. Alsdann zerfillt [T, 77] linear in [P, P'] [Q, Q'] und in
Ausdriicke [w, w'], welche aus Gebilden w, o' mit geringerer
Gradzahlsumme hervorgehen und wieder linear auf Ausdriicke
|7, 77] zuriickfithrbar sind. Sind Q, Q' wieder zerlegbar, so kann
man mit [Q, Q'] ebenso verfahren u. s. f.

16.

Die Grundform ersten Grades und erster Classe.
Es sei eine terndire Form mit den Gradzahlen 1, 1
[, u) = aj @0 + ap@ vy + a3, 10y
=ty Xy Uy A gy Ty Uy + Uy Ty Uy
+ g XUy - Uy T3 Uy + Uz Xy Uly
= 3 ttug 2, U
gegeben und es handle sich um die Ermittelung der allgemeinen
Gestalt ihrer invarianten Gebilde.
Man setze
Uiy @y Uiy lly, - (g gy = Dy

of of of of of of _ .
5{;; 371 372% + 533_:4; = Zbga,uy = g(z,u) (54)

of (y, ) of (%, u .
seta, LD YE) s (o) = oy )
u, Ouy
gy + lyy + 33 = A
by + by + byy = af + b, 4 aZ, + 20, 4y, + 20,505, + 20,504,
= B
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I
by Gy Cy3
Uy CUgy oy | = C
| U3y Ugy l33
of 9¢
Sa, Y —
ou, g
of 9¢
24w, ——f /A = 4.
o, o,

Es sind dann 4, B, € Invarianten von f, da

A—'Dw”f B—Dzn,‘]
8h(w, y2) of + 2+a/ (@, u) 3f (y,u) 3f(5u) — = Clay)
0w, 0w, T du, O, T Ouy
also auch
oh(x,u) of  Oh(w,u) ®f  Oh(w,u)of
w, Oy 0w, Ou, + o, Ouy Cuz (59)
ist.

Die Form 4 lisst sich auf ¢ zurtickfiihren. Aus der Identitit

f(@,u) [ (y,0)—F(@,0) [(90) = h(wv,27y)
folgt ndmlich nach Vollziehung der Operation[],, und hierauf [ ],,
Af—g = (hy 4 hyy +hyg)u,— I

A*—B = 2(hy +hyy + ),
woraus

h = g—Af + '/,(4*—B)u,. (56)
Aus dieser Identitit folgt
oh of o < d Bf L )
dx, Bu, 8u1 b, B + (4P =B, |+
of 3y 1/ (42
= u, o, +. . —Ag +,(4*—B)f

und nach (55)
9 39 + of Bg+ of 8y Ag—1/,(4*

J— g 13‘ 7
Qu, 0w, Ouydm, = Ougow, B)f+Cu,; (57)

desgleichen

9f 89 | of 3y L o o9

A1 (42
8@1 u, sz Ou, 8::,3 Bu = Ag—"/,(4*=B)[ + Cu. (58)
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Ferner wird

Ny 9 [ B
Yy, VY <_fi+ )

0w, du, T =B, Bu, \d&y B
o

9 of 9
o, —3% 0xg duy

LK. (3(/ L/ > (59)

T Lo Quy 9w \ox, du,

9 2 )
Z dug < By _h(A —B) a_' +0u

= ;(4*+B)g+ (C+;~AB—5A3)f+ACux.

Alle invarianten Gebilde von f sind ganze Verbindungen
der Ausdriicke

4, B, G f, 9, ¢, ¥, %,

wie die nachfolgenden Erorterungen zeigen.!

I. Es sei zunichst © ein der Gleichung (11) geniigendes in-
variantes Gebilde vom Exponenten 0, von der Classe = und der
Ordnung p in Bezug auf die Coéfficienten von /. Man hat

0@ En) =6

und da @ nur Glieder von der Form K7™ (&, &) f* (4, &) ent-
halten kann, welche sich, vom Coéfficienten abgesehen, als Po-
laren von f7(§, &) darstellen lassen, so ist

O &) = K, ( ) 12§ &),

Zugleich ist ersichtlich, dass >0 sein muss. Vollzieht man

die Operation < g‘ >:L so wird
n

o= (3 (e

und man schliesst, dass # = p, u = O und

1 Vergl Math. Annalen Bd. I. Uber biterndre Formen mit contragre-
dienten Variabeln von Clebsch und Gordan.
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w3 (1) s

sein muss. Nach (13) folgt hieraus
0 = ¢f"+u,0,;

die Function ®, ist der Gleichung (11) geméiss zu bestimmen
und ergibt sich den Gleichungen (54), (57), (568), (69) zufolge
als ganze Funetion von

4, B, C, f, g, u,. (60)

Ebenso hat jedes invariante Gebilde der Form ¢ mit dem
Exponenten 0 die Gtestalt

cg"+u, 09, ;

wo 0, so zu bestimmen ist, dass der Gleichung (11) geniigt wird,
und ebenfalls eine ganze Verbindung der Ausdriicke (60) ist.

II. Man kann irgend einer ganzen Function & der Coéffi-
cienten (f) immer die Gestalt X(f)® geben und da (f) aus einem
Producte f(y, v)(¢) () durch die Operationen [],;, [ ]., hervor-
geht, so kann man

&= Dzvf(?/; v) E(t)(z) Y

setzen. Die Summe = (#)(z)® ldsst sich nach 1 durch die Polaren-

bildungen
(£ (o) (2 @

aus Ausdriicken von der Form (£4¢)2(¢¥)® ableiten und man hat
demgemiiss

® = v/ @, v) [@ (5928 + J

Vollzieht man nun die Operation T/ ener SO ergibt sich

v&‘nc@ = [0 U:of (¥, v) [(Z) PGECES ]
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Vollzieht man ferner die Polarenbildungen (61), so kénnen
aus den Summen X(¥)@ nur lineare Verbindungen von Aus-
driicken entstehen, welche die Gestalt

6,  Ofzn068, OFE )8
haben, wo die Determinanten (n¢),, .., (#2),. . auch durch andere
von demselben Bau sowie &, &,, §; durch »,,.. oder ¢, .. ersetst
werden konnen. Die Ausfithrung der Operation [7],, gibt dann
Ausdriicke von der Form
406, O 708, (O,

welche durch die letzte Operation [, in

48, (9)8, (1)@
tibergehen. Nach (56) ist aber
(k) = (9) — A(f)+3(4*—B)(nd)
= Zy(9)+4Z4(f)
und man hat daher allgemein
Ve ®=2(9)8+4.6. (62)
Ebenso erhilt man, wenn § eine ganze homogene Funetion
der Coéfficienten (¢g) bezeichnet
Ve ® = 2 (3 (4*+B)(9) +(C— 34+ AB)(f) +34C(6n0)) §
+BH = A*9+BH+ CE( )9+ ABE(f)H+ A2(f)H. (63)
I1I. Bezeichnen

F,=f7+. A, =g+ ...

der Gleichung (11) geniigende invariante Gebilde von f be-
ziehungsweise ¢ mit dem Exponenten 0, P, ein Product von &
Cosfficienten (f), @, ein Product von k¥ Coéfficienten (g), wobei
I'y=A,=P,= Q, =1 gedacht wird, so kann man jedem Pro-
ducte P, Q, eine solche Gestalt geben, dass es nur aus Gliedern
von der Form

34%BP C1(£08)* () (4,) (64)
besteht.
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Wenn p=1, ¢ =0 ist, so hat man T') = f—1 Au, und
P =(f)=(T\)+34(&nd).
Desgleichen fiir p=0, ¢=1
0, =(9)=(ay) +3B(£0).
Die Behauptung gilt also ftir die Fille, wo p+¢=1. Gilt

dieselbe aber fiir alle Félle, wo p+¢ <=, so kann man sie auch
fiir den Fall p+ ¢ =n+-1 beweisen. Beachtet man, dass nach (62)

V e Bo = E4Poes. 0y + A% P,y
ist, so ergibt sich aus (31)
Py =Z3(I'p)+ (608) P2 0, + A(En )23 Py s
Hienach wird
Pp Qg = Q,24(Lp) +(608)24Pp—2 Q1+ A(6n8) T3Py Qg (65)

Ferner wird aus denselben Griinden

Q, = Zp(Ag) +(n)[4* 230y 1+ BZ30; 1]
+(End)[CEP, Qyeot . . .].
Setzt man diesen Werth von (@, in (65) ein und erwigt, dass
(Tp) = Z3P, ist, so ergibt sich
Py Q, = Zy(Tp)(Ag) + A*(End)Zs P, Qg1+ B(§n) 2P, Qg —s
+ C(En0) 24P 41 Qg—at - .+ (En0)2Pp—2 Qg1+ A(81)Z4Pp—1 Q-

Da nun P,Q, 1,. .P,_20,41 bereits die gewiinschte Form
haben, so ist auch P, Q, auf dieselbe gebracht.

IV. Es sei nun O irgend ein derGleichung (11) geniigendes
invariantes Gebilde von f mit den Gradzahlen m, » und dem Ex-

ponenten . Da
@ m U n )
o=(3) (&) Vi

ist und & nach III als Summe von Ausdriicken darstellbar ist,
welche alle die Form (64) haben, so erscheint ® als lineare
Function von invarianten Gebilden von der Form
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x\7 n
6=(7) (2] vy

mit Coéfficienten, welche ganze Verbindungen von 4, B, C sind,
und es handelt sich nur noch um die Ermittelung dieser Gebilde.
Wenn p oder ¢ = 0 ist, so muss — wenn kein verschwin-
dendes Resultat entstehen soll — auch p =0 sein und man er-
halt die Gebilde
G = dT, G = cA,

Ist p >0 und ¢ >0, so hat man, um & zu ermitteln, an dem
Product

Ty (95 ©) Ag(2, w) (66)

STt

auszufithren, aus deren Resultaten, multiplicirt mit Potenzen von
u,, sich ¢ nach 10 linear zusammensetzt. Das Product (66) zer-
fallt nach I in lauter Glieder von der Form

34 BB C“’z wife (Y, )9 (Y, v) [ (%, w) g° (2, w)

und es erhellt unmittelbar aus den Formeln (54), (57), (58),(59)
dass sich nach Vollziehung der Operationen [J,,, [J., eine
ganze Function von

4, B, G, v,, v,, w,, w,
1@, v), fly, w), (2, v), f(, w)
9, v), 9(y, w), 9z, v), g(z, w)
. . . . 2\ [z\ [u\ [u
ergibt. Die Ausfithrung der Polarenblldungen( ),( ),( ),( >,

y/ \z/ \v/ \w
nach welchen entweder y,,. ., #%,.. oder v,,.., w,,. aus dem
Resultate verschwinden miissen, ergibt eine ganze Function der
Gebilde (60) und der Ausdriicke

Vg, Wy

f(=, v), f(z, w), 9(z, v), 9(z, w) (67)

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. XCV. Bd. II, Abth, 65
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beziehungsweise

Uyy Us

f(.% u), f(% u)’ g(y’ u), g(% u) (68)
Ist keine der Operationen ('q” ), ( “ > auszufiihren, so miissen
vw/ \yz

Yy +»%,.. und v,,.., w,.. zugleich aus dem Resultate ver-
schwinden und man hat eine ganze Function der Gebilde (60).

Ist dagegen die Operation (fw> ein- oder mehreremale zu
vollziehen, so fallen (8) die mit v,, w, behafteten Bestandtheile
fort und man hat nur eine ganze Function F der Ausdriicke (67)
zu behandeln. Es ist

x . *F *F ) 8f ¥
(o) = <3f(w, S~ i) %
=r. SO .
Nach Erschopfung der Verdnderlichen v,,. ., w,,. ergibt
sich sonach ¢.¢* als Resultat.

Die Ausfithrung der Operationen <yuz) an einer ganzen Func-

tion der Ausdriicke (68) fiihrt analog zu einem Ausdrucke ¢y’

17.
Zwei quadratische Formen.!

Nach 15 ldsst sich fir zwei quadratische Formen ein ge-
schlossener Bestand invarianter Gebilde angeben, durch welche
alle moglichen invarianten Gebilde dieser Formen in ganzer
Weise ausdriickbar sind. Derselbe ergibt sich folgendermassen.

Es seien
— 2 2 2 "
[ = a, @+ 5,5+ g5 420, 20,05 + 205, 02, + 20,2, 7,
o — 2 / 2 / 2 A / !
= ) X+ W+ 0 g0 - 20y g, g 420 o) + 24y @y 20,

die beiden Grundformen und man setze

1 Clebsch-Lindemann, Vorl. ilber Geom. S. 288.
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gy Uy — gy = A, gy g — g = Apy ty gy — @3, = Agg
Uyp gy — 0y oy = Ay gy tyg—py gy = Ay @y3005—az0,, = A,
gy gy — thgy — A gy € — gy = Ay, g Ugy— a1y = Ay
U lyy— Oy Uy = Ay gty — g = Ay, @y —aga,, =4,
Ugg Qg+ (lyy gy — 20ty = By @,y +ay305 — 0y ) —ay36,,= By,
gy @y g gy — Bty gy = Byy gy oy tyg 0y —thyy gy — dlgy 4= By
Ay gy 0yy @y —2 0y 6y = Bag  ty3 g+t g — gy, — a0y = By,
Agp Ay + Agy Ay, — 24,5455 = 0y, A A+ A d,—A Ay—A4,, 4 1 =03
A33A'u +A11A;3’—2A13A’13 = bzz AnAlz:;'*‘AzsA'lz-AzzA;n _A31A’22: b 31
Ay A+ Apy Ay —24,, 41, — byy A Ay + Apy Ajy— A A, — A, Ay =0
2 Aaptatty = F(u)
Z Ajguaug = Fl(u)
2 Buguauy = G(u)
2 bpwaxy = g()
2 bty tyytty; = D
2 Hay ap,00, = D'
Ay gy Aty -+ Agy gy + 245 a0y +245 0 +24,, 0, = E
Ay g+ Apy tyy 4 Agy gy + 24053+ 245 4y 42410, = E.
Der vollstindige Bestand invarianter Gebilde fiir die Form /
ist dann:
D, f(=), F(w), u
und ftir das System (f7, w,, s.):
D, f’(z), F/(s): 8z
(@), F'(xz), F'(u), f'(su)
[(z, sw), F'(u, x°2), u,
f(z, 2), F'(s, %), 85
F'(s, w), f'(z, s'w), u,.
Um aus den invarianten Gebilden der Systeme f und

(f', us, s) alle unzerlegbaren Producte P und P’/ mit complemen-
65 *
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tiren Gradzahlen zu bilden, kann man fiir P nur eine der An-

nahmen
P=f P=F P=fF (69)

machen. Bezeichnet ndmlich (p, ¢) zur Abkiirzung eine Form
mit den Gradzahlen p, ¢, so miisste, wenn / in P mehr als ein-
mal vorkéime, P’ wenigstens von der Classe 4 sein, also entweder
einen Factor (0, 2) oder zwei Factoren (0, 1) oder zwei Factoren
(1, 1) enthalten, welche Annahmen alle zu zerfillbaren Producten
fihren. Dasselbe gilt, wenn F in P ofter als einmal vorkime.
Die fir P’ zu machenden Annahmen werden dadurch
wesentlich reducirt, dass man von den Fillen absehen darf, in
welchen P’/ die Quadrate und Producte je zweier der Ausdriicke

1 (z,2), f(z,su), [ (e,s0)
oder auch der Ausdriicke
F'(s,u), F'(s, a2), F' (u, 22)
enthilt. Es ist ndmlich nach (41)
P8 =116 (@) — F/(2)
' (z, su)* = f'(2) ' (s'u)—F' () us+2F' (s,u) u,s,—F'(u)s?
(@, su)? = [/ () f/(su)—F'(s) u+2F"(s,u) u,s,— F' (u) 52
[ (@,2) [ (2,5w) = ' () f' (2, 50)+ F' (u,2'%) 8. — F' (8, 2'%) u,
' (z,2) ' (z,8'u) = [/ (2) ! (,5°u) + F' (s, x'2) u,—F' (u,'z2) s,
[/ (@, su) f! (z,9u) = f(@,2) [/ (5°0) — F' (8) w,ue— F' () 528, +
F(s, w) (sz 1,48, Us)
F'(s,u)* = F'(s) F' (u)—D'f"(su)
F' (s,22)* = F'(s) F'(x'2) — D' (f' (z) sz —2f" (,2) 828, + ['() s?)
F'(u2)? = F'(u) F'(2'2) — D'(f! (2) ut—2f" (@,2) uou, + f' (@) u)
F'(s,u)F' (s,2'z) = F'(s) F' (u,22)+ D' (' (%, s°u) s,—" (2, s°) ;)
F' (s,u) F'(u, %) = F'(u) F' (s,22) + D' (f'(, su) u,— (2, 5°0) )
F'(s,x2) F' (u,2'2) = F'(s,u) F' ('2) — D' (f! (@) s 8, + [ (%) 85 tty—
(2,2) (s u,+s, uy)).

In allen diesen Fillen ist der Ausdruck [P, P’] linear in
mehrere eventuell mit invarianten Gebilden von f/ multiplicirte
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Ausdriicke [P, P'] zerleghar, welche den iibrigen Annahmen fiir
P! oder aber zerfallenden Producten P, P’ entsprechen oder end-
lich wegen des Vorkommens von u, in P’ nach (46) in D und
ein invariantes Gebilde von /7 zerfallen.

Dies vorausgeschickt, bedingen die Annahmen (69) fiir P’
beziehungsweise die Gestalten (0, 2) oder (0,1)-(0,1), (2,0) oder
(1,0)-(1,0), (1,1)-(1,1) oder (1,1)*(0, 1) (1,0) und man hat
die Combinationen
% P =f(=)

P'=F'(u), f' (sw), [ (z,s'w) F' (s,w), [ (z, s u)u,, F'(s,u)u,, ul

P = F(u)
P'={f'(2), F'(x2), [ (@,2) F' (s, x°2), [ (,2) 8z, F' (8,2°2) 81, 8%
P =f(x)F(u)
Pl'=f!(z,s'u) F'(s,u)s,, ' (x,sw) s52s, F' (0, 22) [ (, %) s,
F'(u, %) s,u,.

Der vollstindige Bestand invarianter Gebilde zweier quadra-
tischen Formen enthilt daher folgende Ausdriicke:
1. Die vier Invarianten
D, D’
[F,f]| = 2430l = E
[f, F'] = Za,; Al = E'
2. Die vier zugehorigen Formen
F(s), F'(s)
(7, F'(sw)] = G(s)
[fF, [ (x, su) F' (s,u)s,] = E+F(1,s) F'(2,5) G(3,s).
3. Die vier Covarianten
1), (2
[F, F'(2] = g(=)
[FF, 1 (@, 2) F (1, 02) 0] = 3 = £(1,2)F(2,2)9(3,2)
4. Die neun Zwischenformen
8,

[AF (syu)us] = [(1,2) F'(L,5) + £(2,2) F'(2,8) +[(3,2) F' (3,5)
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[F,f(z,2)8:) = ['(1,2) F(1,3) +f'(2,2) F(2,8) + [ (3,2) F(3,s)
[ (28 w)us] = 2=£5,f(2,2) 13(3,%)
[F,f1@,2) F'(5,02)] = S 0, (2,2)9(3,2)
[fF, F'(u,x2)s,u;) = —Z2=8,f(2,2) g(3,%)
[F, F'(s,x2)s,] = —Z+2,F(2,8) F'(8,s)
£, (z,5u) F (s,u)] = — 2+2,F'(2,5) G(3s)
[fF, [ (x,s'u)s,u,) = Z+2 F(2,5) G(3,s).
Setzt man
(L,2) F(1,u) + ' (2,2) F(2,u) + {(3,x) F(8,u) = N (70)
[(1,2) F'(1,w) + f(2,2) F'(2,u) + f(3,x) F'(3,u) =N’
S+ F(1,u) F'(2,u) G(3,u) = A,

S+, F(2,u) F'(3,u) = A,

S+, F(2,u) G(3,u) = A,

S+, F'(2,u) G(3,u) = A, an
Sotf(1,a) /(2,) 9B,a) = A

S+u f(2,2) f (3,) = A
Z+u,f(2,2)9(3,) = A

Z+u f'(2,2) 9(8,x) = A},

80 lassen sich die Quadrate und Producte je zweier der Ausdriicke
Ay, A,,. AL AL
sowie auch N? NN’, N'* als ganze Functionen der Gebilde
D,E,E,D,F,F,Gf, [, g, N, N, u, (72)
darstellen, welche in Bezug auf N, N’ linear sind.
Man hat
Nt =7/,005 1 (y,@)* F (v,u)?
= Y5 [ (@) /() —F' (@ )] [F () F (v)—Df (wv)]
=F. 06 y)F @) —Df" 05 () f(wv)—
—F. Y% F'(ay) F(v)+ DY/, CJE F' (zy) [ (wv)
= Ef' F—Df' G—¢F+DfF'—2DN'u,+ DE' 2 (78)
Ebenso ergibt sich
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N*=EfF — D'fG — gF'+D'f'F — 2D' Nu,+ D' Eu}. (74)
Das Product NN’ erhilt man aus N* mit Hilfe der Operation

a i +a 9 +a e +a’ — +d g A 9
Mg, g, Ty, T g, T % b, +ay, a,,
und es wird
NN' =} (D' F—EF'"){+%(DF'—E'F)f' +L Gg+ (15)

+(E'N+EN"Yu,—L(DD'+EE"yu}.
Behufs Bestimmung der Producte je zweier der Ausdriicke
(71) ist zu bemerken, dass, wenn ¢, ¢ irgend zwei von den Co-
varianten f, f,/ g, ®, ¥ irgend zwei von den zugehdrigen Formen
F, F, G bezeichnen, die invarianten Gebilde
?(1, ) (1, u)+9(2, 2)B(2, ) +9(3, ) B(3, %)
sich in Anbetracht ihrer Gradzahlen linear durch N, NV, u,, die
Gebilde
)Y aaﬁq)(“; u) W(ﬁ, u); z a'{lﬁq)(a) u) "I"<ﬁ),
2 Aup(e, @) b (B, @), Z Aéﬁ?(“: z) Y(B, @),
aus demselben Grunde linear durch F, F/, G. beziehungsweise
/, ;| g ausdriicken lassen miissen. Hieraus folgt zun#ichst, dass
das Product A;Af nach der Multiplicationsregel fiir Determinanten
in eine ganze Function der Ausdriicke (72) tibergeht. Um A; A,

Al A} zu erhalten, denke man sich nach derselbenRegel die Pro-
duete

T4+ gy Qoo Ugg -A,' Ak = DA, Ak X -+ (,lil agzafﬂ . Az’ Ak =D’ Al' Ak
2+ A Ay, A ATA] = DPAAL Z = AL A, AL ALAL = D'PALA]
entwickelt; es ergeben sich dann ganze Functionen der Ausdriicke
(72), von welchen sich der Factor D oder D', bezichungsweise D*

oder D'* (bei D*A” unter Zuhilfenahme der Gleichung (73)) ab-
l6sen lisst.

18.

Invarianten dreier quadratischen Formen.

Es seien f, f; f/ drei quadratische Grundformen und es
werde unter Beibehaltung der in 17 gebrauchten Bezeichnungen



990 F. Mertens,
" = o i+ a2l + . + 20, @, @,

"— o
D'=3+ gy Upp Uyy

n" " " |
af df, dly w
i 1 1
Pl — (yy Oy a3 Uy
= ' dl d w
31 U3 Uy U3
w, u, uy O
— AN 2 "o, "
= A} i+ A ui+. .. + 247, u u,

gesetzt,
Um alle selbststéindigen Invarianten des Systems (f, f/, /")
zu ermitteln, hat man zunéichst aus den invarianten Gebilden

f” s FI/

von f” einerseits und den in 17 aufgestellten invarianten Ge-
bilden des Systems (f, f/) andererseits alle mbglichen unzerfill-
baren Producte P, P/ mit complementiren Gradzahlen zu bilden.

Die Producte P haben alle gerade Gradzahlen. Dasselbe
muss daher auch mit P’ der Fall sein. Hieraus folgt, dass man
bei der Bildung von P’ von den Ausdriicken (70), (71) abselien
darf. Da néimlich die Ausdriicke (71) eine ungerade Gradzahlen-
summe besitzen, so miissten sie in P/ in gerader Anzahl als Fac-
toren vorkommen und ihr Product konnte durch eine ganze
Function der Gebilde (72) ersetzt werden, weil das Product je
zweier dieser Ausdriicke sich in ganzer Weise durch die genann-
ten Gebilde darstellen ldsst. Da ferner N, N’ ungerade Grad-
zahlen besitzen, so konnten sie in P’ ebenfalls nur in gerader
Anzabl als Factoren auftreten und man konnte ihr Product nach
(78), (74) (75) dwch eine ganze Function der Gebilde (72) er-
setzen, in welcher IV, N/ nur linear und demzufolge in Verbindung
mit «, vorkommen; Bestandtheile mit «, kénnen aber nach (46)
iibergangen werden. Man braucht somit P/ nur aus den Gebilden

h1' 9, F F G
zusammenzusetzen und erhélt folgende Combinationen:

P=y" P=FF G
P—=F P=f g
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Die Formen f, f/, f” haben demnach folgende 11 Invarjanten,
durch welche alle moglichen Invarianten in ganzer Weise dar-
stellbar sind:

D, D, D" E, E'
(", F]= X dsads
[f" F’] =2 Aaq[t,xq
[f ] =X Baﬁauq
[F'f] =X Apaq
[F” f’] =2 A,q(ta[;
[F", g] =2 A% beg.
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