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Über invariante Gebilde ternärer Formen.
Von F. Mertens.

( V o r g e le g t  in d e r  S itz u n g  am  31. M ä rz 18 87.)

1.
In der Theorie der invarianten Gebilde ternärer Formen 

spielen gewisse Operationen eine wesentliche Rolle, welche mit 
den auf dieselben Bezug’ habenden Formeln zunächst erörtert 
werden sollen.

Die Operation
3 8 3

»■ s ;  +  *  +  *  ^

soll mit bezeichnet und Polarenbildung, das Resultat w

der Vollziehung derselben an einer Function w eine Polare der 
letzteren genannt werden. Eine Polare kann wieder der Opera­
tion der Polarenbildung unterworfen werden; das Resultat meh­
rerer auf einander folgenden Polarenbildungen wird ebenfalls 
eine Polare und zwar, wenn eine genauere Bezeichnung wün- 
schenswerth ist, eine zwei-, drei-, w-fache genannt.

Wenn verschiedene Gruppen von je  drei Veränderlichen

(1)

durch obere Stellenzeiger unterschieden werden, so soll die 
Polarenbildung

^  +  ^  +  x *] ä ^ j 

durch das Symbol bezeichnet werden.

4 2) 4 2)

00%)
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Invariante Gebilde ternärer Formen. 943

Vertauscht man in einer zweifachen Polare einer ganzen 
Function <p der Veränderlichen (1), welche in Bezug auf die Ver­
änderlichen jeder der p  Gruppen homogen ist, die Reihenfolge 
der Operationen, so ändert sich dieselbe entweder gar nicht oder 
nur um einen Ausdruck, welcher, von einem Zahlencoefficienten 
abgesehen, die Function y selbst oder eine einfache Polare der­
selben ist. Es bedarf nur eines Beweises, wenn die beiden vor­
zunehmenden Polarenbildungen nicht identisch sind. Derselbe ist 
in den Formeln

enthalten, in welchen v und p, ju. und a verschiedene Stellenzeiger 
und m( den Grad von y in Bezug auf x ^ , x $ , bezeichnen.

Es sei w eine ganze Function der Veränderlichen (1), welche 
in Bezug auf jede der 'p Gruppen homogen ist und nach Er­
setzung von

3»(i) a?(2) x {p )
Z / l i

für jeden der Werthe 1, 2, 3 von i durch die Polynome

*i i x [1] +  *i 2 x ? } +  • • + t l P x f ]

2̂1 X<i ] +  *22 X f ] +  • ■ • + h p  V (f ]

+  tp^X^ +  . +  tpJ? X^

in w° übergehen möge, und man bezeichne die Coefficienten in 
der Entwickelung von w° nach den Elementen

^ii > tiz> • • • tpp 

allgemein mit I\ Es gelten dann folgende Sätze.
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9 4 4 F. M erten s,

1. Jeder der Ausdrücke T wird durch eine Polarenbildung
k' in eine lineare Function derselben Ausdrücke mit Zahlen-
U

coefficienten verwandelt. Denn es ist

k\ „ 0O)° ÖO)° 8w°
• /  W °  —  ~ K Z ------------ f -  t u  "TTT------------ h  .  .  .  + t p i  ^ 7 —  -i j  Mlk dt2k otpk

2. Wenn p  >  3 und r ; diejenigen Coefficienten von w° be­
zeichnen, welche nur die ersten drei Gruppen der Veränderlichen 
(1) enthalten, welche also aus der Entwickelung von w hervor­
gehen, nachdem man für i =  1, 2, 3 und k =  1, 2, 3, . .  .p 
durch

tkiafp

ersetzt hat, so lässt sich w, wenn es nicht in Bezug auf alle p— 3 
letzten Gruppen der Veränderlichen ( 1) vom Grade 0 ist, in der 
Form

*> =  äi> + ä' P ' + . . .  2)

darstellen, wo 5, ., wie überall im Folgenden, Zahlencoef-
ficienten bezeichnen und P, P', Polaren der Ausdrücke Y

sind, die nur Polarenbildungen enthalten, in welchen v > 3

und jul < 4  ist.
Ich habe an einem anderen Orte1 gezeigt, dass w, wenn es 

in Bezug auf
a?»'), 3^

1 7 2 ’  3 u )

nicht vom Grade 0 und rr>  3 ist, immer linear durch Polaren von 
Functionen ausgedrückt werden kann, welche selbst wieder Po­
laren von o) sind, jedoch die Veränderlichen (3) nicht mehr ent­
halten. Die wiederholte Anwendung dieses Satzes lehrt, dass w 
immer linear durch Polaren von Ausdrücken darstellbar ist, 
welche selbstPolaren von w sind und nur die ersten drei Gruppen 
der Veränderlichen (1) enthalten. Nach 1) folgt hieraus, dass w in 
der Form (2) darstellbar ist, wenn P, P '} . . . Polaren der Ausdrücke

1 Über eine Formel der Determinantentheorie F. (5). Sitzb. d. kais.
Akad. d. Wissensch. II. Abth. Bd. XCI, Jahrg. 1885.
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T7 bezeichnen, und es bleibt nur noch zu zeigen, dass man die-in 

P, P ',. . .  auftretenden Polarenbildungen immer so annehmen

darf, dass / j k 4  und v > 3  ist. Hätte etwa P  nicht diese ge­
wünschte Form, so kommt unter den zu P  führenden Polaren­

bildungen (^ j  wenigstens eine vor, in welcher entweder [x c  4 

und v <  4 oder aber ju > 3  ist. Im ersten Falle kann man, wenn

die erste auszuführende Operation ist, )T '  linear durch
lxj V|x/

Coefficienten T' ausdrücken und demgemäss Pauf  niedrigere Po­

laren zurückfuhren; ist dagegen (^ j  eine spätere Operation, so

kann man durch Vertauschung derselben mit allen vorhergehen­
den, wodurch sie an die erste Stelle gelangt, P  wieder auf niedri-

'v
gere Polaren zurtickführen. Im zweiten Falle hat man, wenn

\[X

die erste Operation ist, =  0 und daher auch P — 0, daT'

die Elemente nicht enthält; ist dagegen eine spä­

tere Operation, so kann man durch Vertauschung derselben mit 
allen vorhergehenden P  auf niedrigere Polaren zurückführen, da 
das Resultat der letzten Vertauschung identisch verschwindet. 
Dieses Verfahren lässt sich, wenn nöthig, an den Gliedern des 
für P  erhaltenen Aggregats wiederholen, bis man zu Ausdrücken 
gelangt, welche nur noch Polarenbildungen der gewünschten Art 
erheischen. Ebenso kann, wenn nöthig, mit P1, verfahren 
werden.

2 .
Die Operation

02 02 g2 
+

9ut 9#2 9u% 9#3 8̂ /3

soll mit Q™, ihre Wiederholungen mit Q L* □  L>- • • bezeichnet 
werden.

Ist w eine ganze homogene Function mten Grades von osx, 
#2, a?3 und zugleich eine ganze homogene Function raten Grades
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946 F. Mertens,

von uif uz, w3 und bezeichnet man den Ausdruck

XJ -f- Wg Xß +  Wg X̂

in üblicher Weise mit ux, so wird

□ * mm£w =  SpuP-1 w + p (p — l)w*_1w+  «?□*„&> 4)

8oj 0O) .
+ /> < - ( « ,  j ^  +  . + » . j ^ + - 0

=  p (m + n + p  +  2)iiP-i0i+iiP\^\xu'j).

Unter derselben Voraussetzung ist:

1 IXU &X to) ----- S x  I \x u ^ ~ i ~

□ - + 1Sa;W ZU ( w + i ) ^ j n « w .

Hieraus folgt

=  (wa-*-_p) d ^ - v - 1 w

=  (™ + j? )0 + p  —  1) (^ j

= (m + ^ )(m + ^  —  1) . . . (m + 1) ^ □ »  w 

und aus ähnlichen Gründen

=  (w+P)(»H-P —  1) . . . ( »  +  1) ^

Ferner wird, wenn w auch die Veränderlichen *t , z2, *3 
enthält,

□ * ,  ( * )  M =  2 M d l  »
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( * ) w  =
H i e r a u s  f o l g t

□ S -* (^ ) w =  (m-h p)(m +p  —  1). . (m + 1 )  U pzll □ ” ?)

3.

D i e  O p e r a t i o n
/  0* 0a \  /  8* 0*  \  /  3 *  9 2

1 ^2  32/ s  9̂3 t y j  +  M*  V0̂ 3 3 a ? t lyt 3 a?2 3 yt

u n d  i h r e  W i e d e r h o l u n g e n  s o l l e n  m i t  ,  • • . ,  d i e  D e t e r ­

m i n a n t e n

x iVz x 3,Vi x sVt x \Vz x \ Vz x zV\
m i t

(xy) i (xy\ (xy) 3

u n d  d i e  O p e r a t i o n

m i t  b e z e i c h n e t  w e r d e n .  D a s  R e s u l t a t ,  i n  w e l c h e s  e i n e  F u n c -  

t i o n  f(u) v o n  uv u2, u3 f ü r  d i e  S u b s t i t u t i o n

ut =  (x y)i u% — {x v\  u3 — (x y)s 

ü b e r g e h t ,  k a n n  b e q u e m  d u r c h  f(x'y)  a u s g e d r ü c k t  w e r d e n .

Invariante Gebilde ternärer Formen. 947

M a n  h a t :

u \ /  u \
)llx(ji — llx\ Ot)

xyj \xyj

u \ 11
)Uy W Z= Uy[

xy] \xy.

D “ C J  =  (ot/) 111

(  U \ (  U \

(8)

Q ' “ U y /  ~  \ x y H m
( 9 )
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948 F. M ertens,

I s t  d a h e r  w  v o m  G r a d e  n i n  B e z u g  a u f  s 2 ,  s3, s o  w i r d

10)

I s t  d i e  F u n c t i o n  y  h o m o g e n  u n d  v o m  G r a d e  jul i n  B e z u g  a u f  
x t , x 2, x 3, h o m o g e n  u n d  v o m  G r a d e  v i n  B e z u g  a u f  yi} y2) y3 
u n d  v o n  niy uz, u3 u n a b h ä n g i g ,  s o  g e n ü g t  d i e  F u n c t i o n

' Y  p( u )p<p =  ©y j  \xyj

d e r  G l e i c h u n g  

S e t z t  m a n  n ä m l i c h

s o  w i r d

□,„0 =  0. 11)

x y - p  
y )  ? =

0  =  C y f ? '

D w ®  —  i.Tyj

4.
W e n n  oi(x, y, u) e i n e  g a n z e  h o m o g e n e  F u n c t i o n  s o w o h l  v o n  

x i} x Z} x 3 a l s  a u c h  y1} yz, y3 u n d  ux,  m 2 ,  u3 m i t  d e n  G r a d ­
z a h l e n  m, m', n i s t  u n d  z u r  A b k ü r z u n g

(xy) i  =  wt (xy\  =  w2 (xy)3 =  w3

g e s e t z t  w i r d ,  s o  f i n d e t  m a n

)'Mx,y,m) =  (f "  j)w(■*,y, w) +  im+ m’+ n  +1 )(j‘  y,w)u  ,xyj \\xyj

— U x O ^ ^ ( x , y } t v )  —  U y \ Z \ y m ^ (x ,y ,  w > ) ; 1 2 )
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d i e  d o p p e l t e n  K l a m m e r n  s o l l e n  a n d e u t e n ,  d a s s  b e i  d e r  O p e r a t i o n  
v o n  d e n  D e t e r m i n a n t e n  wx ,  wi} w3 a b z u s e h e n  i s t .  D i e s e  F o r m e l  
z e i g t ,  d a s s  d e r  G r a d  i n  B e z u g  a u f  d i e  g e n a n n t e n  D e t e r m i n a n t e n

d u r c h  d i e  O p e r a t i o n  { ^ j  h ö c h s t e n s  u m  e i n e  E i n h e i t  v e r r i n g e r t

w i r d .
I s t  w  v o n  yt , yz, y 3 u n a b h ä n g i g  o d e r  m' =  0,  s o  f o l g t  

a u s  ( 12)

w) — (m +n + 1) ( ^  )  w(^;w)— ux □ * »  w (^>w)

u n d  d u r c h  w i e d e r h o l t e  A n w e n d u n g  d i e s e r  F o r m e l

11 (  11  
j  oi(x,iv) — (m + n + 1 ) (m + n ). . . (m +  2 ) ^ J  w(x,w)

[  11  ̂ f  11 ^
+  Clux[ J  □ * ww ( a ? , w )  +  C%ul[  ̂J □ L w ( ^ ; w ) +  • • O 3 )

(m +  1l+V)\ll\ , >. — , •> o.— 2 e \
—  | 1 )  ! (j) (ß ')  U )  ä i  Ux I \xu w (# ? , l l )  Jg  Ux  I \xu

+  . . . + to V *[yxuto(a:,u)i

w o  Ci} Cz>. , j 2 , . . .  Z a h l e n c o e f f i c i e n t e n  u n d  p d i e  k l e i n e r e
d e r  Z a h l e n  m,  n o d e r  a u c h  e i n e  d e r s e l b e n  ( w e n n  m — n) b e ­
z e i c h n e n .  G e n ü g t  w  i n s b e s o n d e r e  d e r  G l e i c h u n g  ( 1 1 ) ,  s o  w i r d

u \n , . (m +n+l)\n\ . . , .w  (x} w )  =  -— 7- - - - - - —  w  (a ? , m ) .  ( 1 4 )
xy] K 7 ' ( w + 1) !  v v '

E i n e  F u n c t i o n  w ( a ? , w ) ,  w e l c h e  d e r  G l e i c h u n g  ( 1 1 )  g e n ü g t  
u n d  f ü r  d i e  S u b s t i t u t i o n

ux — (xy\ ut — (xy\ u3 =  (xy) 3 ( 1 5 )
v e r s c h w i n d e t ,  w o  yi} y%, y3 b e l i e b i g e  V e r ä n d e r l i c h e  b e z e i c h n e n ,  
i s t  i d e n t i s c h  =  0;  e s  i s t  d a n n  n ä m l i c h  a u c h

£ [ * , ( * ,  a r g )  =  0

u n d  d e m z u f o l g e  n a c h  ( 1 4 )
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D i e  n o t h w e n d i g e  u n d  h i n r e i c h e n d e  B e d i n g u n g  f ü r  d i e  T h e i l -  
b a r k e i t  e i n e s  g a n z e n  b i h o m o g e n e n  A u s d r u c k e s  w ( a ? , w )  d e r  V e r ­
ä n d e r l i c h e n  x x ,  x z , x 3 u n d  ux, uz ,  u3 d u r c h  ux b e s t e h t  i n  d e m  
i d e n t i s c h e n  V e r s c h w i n d e n  d e s s e l b e n  f ü r  d i e  S u b s t i t u t i o n  ( 1 5 ) .  
I s t  n ä m l i c h

w  =  Q.ax,
s o  h a t  m a n

w ( j r , a ? - y )  =  ° ;  

f i n d e t  u m g e k e h r t  d i e s e  I d e n t i t ä t  s t a t t ,  s o  i s t  a u c h

950 F. M ertens,

u n d  d a h e r  n a c h  ( 1 3 )

(m +n+l)\n\ _
( w i + 1 ) !  W  — 1 ä i l Z ] * i « u  . . • ) •

H e r r  G o r d a n  h a t  g e z e i g t , 1 d a s s  j e d e m  g a n z e n  b i h o m o ­
g e n e n  A u s d r u c k e  0 ( a ? ; « )  d e r  V e r ä n d e r l i c h e n  x 1; x 2, x 3 u n d  
ux ,  ,  m3 u n d  z w a r  n u r  a u f  e i n e  W e i s e  d i e  G e s t a l t

0 =  OiQ +  UxOix + W x W 2 +  . . . ( 1 6 )

g e g e b e n  w e r d e n  k a n n ,  w o  w 0 ,  w u  w 2 , .  . d e r  G l e i c h u n g  ( 1 1 )  
g e n ü g e n d e  b i h o m o g e n e  F u n c t i o n e n  d e r  g e n a n n t e n  V e r ä n d e r l i c h e n  
b e z e i c h n e n .  D i e s e  E n t w i c k l u n g  e r g i b t  s i c h  f o l g e n d e r m a s s e n  a u s  
d e m  V o r h e r g e h e n d e n .

F i n d e t  d i e  g e w ü n s c h t e  I d e n t i t ä t  s t a t t ,  s o  h a t  m a n

®(x,x-y) =  o>0(x,x-y)

u n d  d e m z u f o l g e  n a c h  ( 1 4 ) ,  w e n n  m, n d i e  G r a d z a h l e n  v o n  0  s i n d ,

( u \n \ f u \l /  n ( w * + m + 1 ) ! w !I w(x,x'y)  = :  un(x, x-y) - —  - - - - - - — — w n .
\xy] K ;  \xy) 1 J) (w i  +  1) !  0

H i e r a u s  f o l g t ,  w e n n

g e s e t z t  w i r d ,
□ *  ©  =  0/,1--ixu. ,u

1 Über Combinanten. Mathem. Annalen. Bd. V.
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(ffl-4— ! f  XI \?i

u» = '(m-l-n +  iy .n i\xy / %(-x ’ x 'y) =  0  +  C i M« 0 .  +  C , « J e » +  ••• 

F e r n e r  e r g i b t  s i e b  n a c h  ( 4 )  a u s  ( 1 6 )

_ k\(m +  n— k + 2 ) !
© /.• - - - - - - - - - - - - - - - - o y  , Q M  0)k+bUx W /..+ X  +  .

( m + n — 2k +  2)\

(m +  n— 2 k + 2 ) !
oi/Ia, x'y) —  7̂ 7- - - - - - - - - - - ?— 4-r wk{x, x 'y)

v 7 k\(m+n— ä +  2 ) !  v

  (m— £ - f - l ) !  ( m + n — k +  2 ) !  f u \ n~k .  ̂ .

k (:m +  n— 2k+Y)\(n— k) ! k\ (m +  n— k +  2')\\xyj k ’ '

—  C / 0/ ; +  Ĉ Ux 0/ t + i .  . 

k =  1 , 2 , .

L e g t  m a n  u m g e k e h r t  d i e s e  W e r t h e  v o n  w 0, w i ; .  z u  
G r u n d e ,  s o  e r g i b t  s i c h  d i e  I d e n t i t ä t  ( 1 6 )  d u r c h  E l i m i n a t i o n  v o n  
© j ,  0 2, .  . . z w i s c h e n  d e n  G l e i c h u n g e n

( w » + l ) .  ( u \ QQx.^a..y  ̂ =  0 +  j lM a .01+ j 8t « * 08 + .

Invariante Gebilde ternärer Formen. 951

(m +n  +  1) !  n\ \xy

7YI  ̂ / U  \ n ^

(m +n — 1 ) !  (n— 1 ) !  L y )  0 * ( * '  ^  +  " '

5 .
D i e  O p e r a t i o n

03 03 03 03 03 03
+

8£t 8v72 8C3 8£j 8v73 8£28^38£t 8£28v?t 8£3 8£30*?! 8£2 8£38*/2

s o l l  m i t  v ^ e  b e z e i c h n e t  w e r d e n .  D i e s e l b e  i s t  m i t  j e d e r  d e r  P o ­
l a r e n b i l d u n g e n

f (Z\ (v
V ’ V W ’ \ t J ’ U / ’  \r,p  VC 1 ( 1 7 )

v e r t a u s c h b a r .
B e z e i c h n e t  w  e i n e  s o w o h l  i n  B e z u g  a u f  ,  £ g ,  £3 a l s  a u c h  

v j i ,  *j2 ,  v?3 u n d  £ 1 ;  £ 2 ,  C3 h o m o g e n e  g a n z e  F u n c t i o n ,  M  e i n e  g a n z e
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. X C V . Bd. TI. Abth . 6 3
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95 2  F. M erten s ,

p o s i t i v e  Z a h l ,  ( w )  e i n e  P o l a r e  v o n  w ,  i n  w e l c h e r  d i e  e r s t e  d e r  

z u  v o l l z i e h e n d e n  P o l a v e n b i l d u n g e n  e n t w e d e r  (j^j  o d e r  o d e r  

^ )  i s t ,  s o  h a t  m a n

V  £i]C (ß v  C) w (o j )  , ( 1 8 )

w o
(&0 =  S = f c f o C 8 .

D i e s e  I d e n t i t ä t  e r g i b t  s i c h  a u s  d e r  F o r m e l  ( 1 4 )  m e i n e s  o b e n  
c i t i r t e n  A u f s a t z e s ,  w e n n  m a n  d i e s e l b e  a u f  d i e  F u n c t i o n  ( £ v j £ ) w  
a n  w e n d e t ;  e s  w i r d  d a n n ,  d a

( ^ ( ^ ) w  =  (C vjC ) ( ^ ) w

i s t ,
j f ( & 0 “  =  S a ( ^ 0 M  +  ( & 0  v ^ ( ^ 0 w

u n d  h i e r a u s  n a c h  F o r t h e b u n g  v o n  ( £ / ? £ )

=  Mu —  2g ( w ) .

6.

E s  s e i e n
X| x z x s ( 1^ )

u n d
11̂  Mg ( ^ O )

V e r ä n d e r l i c h e ,  w e l c h e  i n  A n l e h n u n g  a n  d i e  a n a l y t i s c h e  G e o ­
m e t r i e  P u n k t -  b e z i e h u n g s w e i s e  S t r a h l e n c o o r d i n a t e n  g e n a n n t
w e r d e n  s o l l e n .  E i n e  b i h o m o g e n e  F o r m  y d i e s e r  V e r ä n d e r l i c h e n ,
w e l c h e  i n  B e z u g  a u f  x t , xZ) x z v o m  G r a d e  m u n d  i n  B e z u g  a u f  
? < , ,  uz, u3 v o m  G r a d e  n i s t ,  w e r d e  i c h  v o m  G r a d e  m u n d  d e r  
C l a s s e  n,  d i e  Z a h l e n  m, n k u r z  d i e  G r a d z a h l e n  v o n  f  n e n n e n .

M a c h t  m a n  i n  e i n e r  F o r m  f  d e r  V e r ä n d e r l i c h e n  ( 1 9 ) ,  ( 2 0 )  
d i e  S u b s t i t u t i o n

=  f ,  j . + ^ + c . x ,  « ,  =
r r  ^2̂4+ ‘/52̂ 2 +  ?2̂ 3 U% =  1̂ (̂ 2 2̂ ̂ 3  ( 21)

x 3 —  £ 3 X j + 7j 3 X 2  +  £ 3A 3 m3 —  (jt £)3 U\ -+ -  (C C )3 U2 - f-  (&)% ,

s o  g e h t  d i e s e l b e  i n  e i n e  F o r m  d e r  n e u e n  V e r ä n d e r l i c h e n
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m i t  d e n s e l b e n  G r a d z a h l e n  ü b e r ,  d e r e n  C o e f f i c i e n t e n  a l l g e m e i n  
m i t  (f)  b e z e i c h n e t  w e r d e n  s o l l e n  u n d  d i e  C o e f f i c i e n t e n  v o n  <p 
l i n e a r - h o m o g e n ,  d i e  E l e m e n t e

i m  G r a d e  m +2 n  u n d  ü b e r d i e s  s o w o h l  £ 2 ,  £3 a l s  a u c h  r)v  v?2 ,  >j3 
u n d  h o m o g e n  e n t h a l t e n .  E i n e  g a n z e  F u n c t i o n  d e r

h e r v o r g e h e n d e n  F o r m e n ,  w e l c h e  a u s s e r h a l b  d i e s e r  C o e f f i c i e n t e n  
w e d e r  d i e  E l e m e n t e  ( 2 2 )  n o c h  d i e  C o e f f i c i e n t e n  d e r  F o r m e n  ( 2 3 )  
e n t h ä l t ,  s o l l  a l l g e m e i n  m i t  ®  b e z e i c h n e t  w e r d e n .

D u r c h  d i e  P o l a r e n b i l d u n g e n  ( 1 7 )  w e r d e n  d i e  C o e f f i c i e n t e n  
(f)  i n  l i n e a r e  F u n c t i o n e n  d e r s e l b e n  C o e f f i c i e n t e n  —  m i t  Z a h l e n -  
c o e f f i c i e n t e n  —  v e r w a n d e l t .  I s t  n ä m l i c h  <p d i e  a u s  <p d u r c h  d i e  
S u b s t i t u t i o n  ( 2 1 )  h e r v o r g e h e n d e  F o r m ,  s o  w i r d  e t w a

E i n  i n v a r i a n t e s  G e b i l d e  0 ( a ? ,  u) e i n e r  o d e r  m e h r e r e r  t e r ­
n ä r e n  F o r m e n  k a n n  a l s  e i n  A u s d r u c k  d e f i n i r t  w e r d e n ,  w e l c h e r  
i n  B e z u g  a u f  d i e  C o e f f i c i e n t e n  j e d e r  d i e s e r  F o r m e n  u n d  j e d e  d e r  
C o o r d i n a t e n g r u p p e n  ( 1 9 ) ,  ( 2 0 )  g a n z  u n d  h o m o g e n  i s t ,  u n d  e i n e r  
I d e n t i t ä t  v o n  d e r  F o r m

r‘\ '̂ 2 ^ 3 22)

C o e f f i c i e n t e n  ( y ) ,  e i n e r  o d e r  m e h r e r e r  d u r c h  d i e  S u b s t i t u ­
t i o n  ( 2 1 )  a u s  d e n  F o r m e n

( 2 3 )

E s  i s t  d a h e r  a u c h

( 2 4 )

N a c h  ( 1 8 )  i s t

v w  ( t ä y ®  = ( 2 5 )

63 *
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g e n ü g t .  D i e  g a n z e  Z a h l  r s o l l  d e r  E x p o n e n t  d e s  i n v a r i a n t e n  G e ­
b i l d e s  g e n a n n t  w e r d e n .

E i n  i n v a r i a n t e s  G e b i l d e  m i t  n e g a t i v e m  E x p o n e n t e n  i s t  
i m m e r  d u r c h  ux t h e i l b a r ;  a u s  e i n e r  I d e n t i t ä t  v o n  d e r  F o r m

0 ( C ,  X ,  + x 2 + C,  z , ,  ( O ,  vt +  =  ( & < >  ®

f o l g t  n ä m l i c h ,  w e n n  m a n  

J ,  =  F ,  =  1 X 2 =  X 3 =  P ,  =  U, =  =  t 2 =  £3 =  0

s e t z t :
0( £ ,  fr )  =  0.

D a ,  w e n n  u n t e r  . ,  ui} . d i e  P o l y n o m e  ( 2 1 )  v e r s t a n d e n  
w e r d e n ,  a u s  ( 2 6 )

r  , \ _  J ! ® _  , J ! ® _  . J ! ® _
■ V 8 X , 8 P ,  J ~  8XfiUi 8Ar2 8 F 2 Z X ,d U ,

a l s o  a u c h

( ^ □ „ 0 = ^ +  = «

f o l g t ,  s o  s i n d  □ * „ © ,  Q L © ,  z u g l e i c h  m i t  0  i n v a r i a n t e  G e ­
b i l d e .  H i e r a u s  u n d  a u s  ( 1 6 )  e r g i b t  s i c h ,  d a s s  a l l e  i n v a r i a n t e n  
G e b i l d e  e i n e s  F o r m e n s y s t e m s  s i c h  l i n e a r  d u r c h  i n v a r i a n t e  G e ­
b i l d e  d a r s t e l l e n  l a s s e n ,  w e l c h e  d e r  G l e i c h u n g  ( 1 1 )  g e n ü g e n  u n d  
z u  w e l c h e n  P o t e n z e n  v o n  ux a l s  F a c t o r e n  h i n z u t r e t e n .

W e n n  e s  s i c h  d e m n a c h  u m  A u f s t e l l u n g  e i n e s  a l l g e m e i n e n  
B i l d u n g s g e s e t z e s  f ü r  i n v a r i a n t e  G e b i l d e  h a n d e l t ,  s o  k a n n  m a n  
s i c h  a u f  s o l c h e  G e b i l d e  b e s c h r ä n k e n ,  w e l c h e  d e r  G l e i c h u n g  ( 1 1 )  
g e n ü g e n  u n d  k e i n e n  n e g a t i v e n  E x p o n e n t e n  h a b e n  k ö n n e n .  I s t  0 
e i n  s o l c h e s  G e b i l d e  u n d  s e t z t  m a n  i n  ( 2 6 )

xt =  r3 =  i x2 =  x3 =  u t =  u , =  o,

s o  e r g i e b t  s i c h

( & C ) ' 0 ( S ,  £ ■ „ )  =  © ,  ( 2 7 )

u u d  h i e r a u s ,  w e n n  m, n d i e  G r a d z a h l e n  v o n  0  b e z e i c h n e n ,  n a c h  
( 1 8 ) ,  ( 1 4 )
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( 2 8 )

I s t  u m g e k e h r t  ©  i n  B e z u g  ä u f  d i e  C o e f f i c i e n t e n  d e r  e i n z e l ­
n e n  F o r m e n  d e s  F o r m e n s y s t e m s  ( 2 3 )  h o m o g e n ,  i n  B e z u g  a u f  d i e  
E l e m e n t e  d e r  d r e i  Z e i l e n  d e s  E l e m e n t e n s y s t e m s  ( 2 2 )  h o m o g e n  
u n d  v o m  G r a d e  p ,  <7, r u n d  p ^  q >  r ,  s o  i s t  d e r  A u s d r u c k

w e n n  e r  n i c h t  i d e n t i s c h  v e r s c h w i n d e t ,  e i n  i n v a r i a n t e s  G e b i l d e  
d e s  F o r m e n s y s t e m s  ( 2 3 )  m i t  d e m  E x p o n e n t e n  r u n d  d e n  G r a d ­
z a h l e n  p —  q, q —  r. E s  s e i ,  u m  d i e s  d a r z u t h u n

u n d  e s  g e h e  ©  i n  ©0 ü b e r ,  w e n n  m a n  £ • , v j* , f ü r  j e d e n  W e r t h  
v o n  i d u r c h  a 8 ,  b t- ,  c» e r s e t z t .  E s  i s t  d a n n  e i n e  g a n z e  F u n c t i o n  
(p +  q + r ) t e n  G r a d e s  d e r  E l e m e n t e  . . C ' u n d  e n t h ä l t  d i e
C o e f f i c i e n t e n  d e r  F o r m e n  ( 2 3 )  s o w i e  d i e  E l e m e n t e  ( 2 2 )  n u r  i n  
d e n  V e r b i n d u n g e n  (f), . d e n n  d i e  F o r m e n  ( 2 3 )  w e r d e n  d u r c h
d i e  S u b s t i t u t i o n

Xi —  a i 3£1 + b i 3 e 2 +  ct-3£3 u£ =  (6 c )»  +  ( c a ) tU 2 +  ( a b ) JU 3
i n  d i e s e l b e n  F o r m e n  v e r w a n d e l t ,  w i e  d u r c h  d i e  n a c h  e i n a n d e r  
z u  b e w e r k s t e l l i g e n d e n  S u b s t i t u t i o n e n

V e r s t e h t  m a n  n u n  u n t e r  x if ., ux , .  . d i e  P o l y n o m e  ( 2 1 ) ,  s o  
h a t  m a n  n a c h  b e k a n n t e n  K e g e l n  f ü r  e i n e  F u n c t i o n  d e r  P o l y ­
n o m e  ( 2 9 )

Qi —  C i^ i + r/ t ^ 2 +
bi —  £i'/7 jH -''? iy/ 2 + £ i v7 3 

Ci —  £iC 1 +  ‘̂ iCg +  CiC3

( 2 9 )

X{ — KiXl +vjj-X2 +  CiXj 
Xi — +  -o{%2 +  Ci3£3

=  (ry C ) i ^ i  +  ( C Q i  ^  +  ( £ ? ) i  
c ^ i =  ( y/ £ / ) i U 1 + - + - ( ^ v / ^ U g .

V  s/7)/!;/ —  ( ^ 0  V  abc
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Demzufolge wird

(

u n d  d a  e i n e r s e i t s

'x\p-z(  u\q~r
V i s , ® ’  =  0 ( * >  « )

i s t  u n d  a n d e r e r s e i t s  d e r  A u s d r u c k

d i e  G e s t a l t  ©  h a t ,  s o  L a t  m a n  d i e  I d e n t i t ä t  ( 2 6 ) .
V e r m e h r t  m a n  d a s  S y s t e m  ( 2 3 )  u m  d i e  F o r m e n  sx, u2, s o -  

f a l l e n  d i e  I n v a r i a n t e n  d e s  n e u e n  F o r m e n s y s t e m s  m i t  a l l e n  i n v a ­
r i a n t e n  G e b i l d e n  d e s  u r s p r ü n g l i c h e n  F o r m e n s y s t e m s  u n d  u m ­
g e k e h r t  z u s a m m e n ,  w e n n  m a n  i n  l e t z t e r e n  d i e  P u n k t -  u n d  
S t r a h l e n c o o r d i n a t e n  m i t  ,  zz, z3, st ,  sz, s3 b e z e i c h n e t .

J e d e  g e g e b e n e  g a n z e  F u n c t i o n  d e r  C o e f f i c i e n t e n  ( y > ) , . . .  
w e l c h e  i n  B e z u g  a u f  d i e  C o e f f i c i e n t e n  j e d e r  d e r  F o r m e n  ( 2 3 )  u n d  
i n  B e z u g  a u f  d i e  E l e m e n t e  j e d e r  Z e i l e  d e s E l e m e n t e n s y s t e m s ( 2 2 )  
h o m o g e n  i s t ,  l ä s s t  s i c h  i n  d e r  F o r m

®. =  S5(ro)+(C-iC)Sä1(r,)+(Cv)o 22äi,(r2) +  ■ • • (30)

G l e i c h u n g  ( 1 1 )  g e n ü g e n d e  i n v a r i a n t e  G e b i l d e  d e s  F o r m e n s y s t e m s  
( 2 3 )  m i t  d e n  E x p o n e n t e n  0 ,  1 , . .  b e z e i c h n e n .

I .  W e n n  d i e  E l e m e n t e  £lf £ 2 ,  t3 n i c h t  e n t h ä l t  u n d  i n  
B e z u g  a u f  f 2 ,  £3 u n d  r,i} rjz, yj3 v o m  G r a d e  ja u n d  v  i s t ,  s o -  
b a t  m a n  n a c h  F o r m e l  ( 2 0 )  m e i n e s  c i t i r t e n  A u f s a t z e s

7 .

d a r s t e l l e n ,  w o  § ,  j t , .  . . Z a h l e n c o e f f i c i e n t e n  u n d  r0, Tl; d e r

@1=äO,o)+ä/(ni))+ä'/(r(2))+-
w o

u n d
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« > )  -  ( j ) ’  ?*)•1

I I .  E n t h ä l t  d i e  E l e m e n t e  £if C3 ,  s o  h a t  m a n  n a c h
F o r m e l  ( 6)  d e s  c i t i r t e n  A u f s a t z e s

® ,  =  2ä [ P ]  +  ( f o C ) P , ,
w o  Pt l i n e a r  z u s a m m e n g e s e t z t  i s t  a u s

w ,  =  V w ( ® i )
u n d  P o l a r e n  d i e s e s  A u s d r u c k s  u n d  [P] P o l a r e n  v o n  A u s d r ü c k e n  
P  b e z e i c h n e n ,  w e l c h e  s e l b s t  w i e d e r  P o l a r e n  v o n  (3 ^  s i n d ,  a b e r  

£ 2 ,  £3 n i c h t  e n t h a l t e n .  A l l e  d i e s e  A u s d r ü c k e  P  h a b e n  w i e d e r  
d i e  F o r m  (5) u n d  k ö n n e n  n a c h  I  e n t w i c k e l t  w e r d e n ,  s o  d a s s  m a n

=  s8(r0)+(&{)*>, (3i)
s e t z e n  k a n n .  M i t  d e r  F u n c t i o n  k a n n  e b e n s o  w i e  m i t  v e r ­
f a h r e n  u n d

<0, =  2 j [ 0 ] + ( | v,C )/>2 

g e s e t z t  w e r d e n ,  w o  P2 a u s

=  V f , r ® .
u n d  P o l a r e n  d i e s e s  A u s d r u c k e s  l i n e a r  z u s a m m e n g e s e t z t  i s t  u n d  
[Q\ P o l a r e n  v o n  A u s d r ü c k e n  Q b e z e i c h n e n ,  w e l c h e  s e l b s t  P o l a r e n  
v o n  w 1 s i n d  a b e r  £3 n i c h t  e n t h a l t e n .  A l l e  d i e s e  A u s d r ü c k e
h a b e n  d i e  F o r m  y  ^  (5 ), w e i l  d i e  O p e r a t i o n  XJ m i t  a l l e n  P o ­
l a r e n b i l d u n g e n  ( 1 7 )  v e r t a u s c h b a r  i s t ,  u n d  m a n  k a n n ,  i n d e m  
m a n  d i e  F o r m e l  , ( 2 0 )  d e s  c i t i r t e n  A u f s a t z e s  a u f  d i e s e l b e n  a n ­
w e n d e t ,

Q =  s ä ( r , )

s e t z e n ,  w o  T t i n v a r i a n t e  G e b i l d e  d e s  F o r m e n s y s t e m s  ( 2 3 )  m i t  
d e m  E x p o n e n t e n  1  b e z e i c h n e n .  D a  a b e r  Px a u s  w 1 u n d  P o l a r e n  
v o n  W j l i n e a r  z u s a m m e n g e s e t z t  i s t ,  s o  h a t  m a n  a u c h

Pi =  2S , ( I '1) + ( & 0P '

i Vergl. C le b sc li-L in d e m a n n , Vorlesungen über Geometrie. S. 926.
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u n d  d e m g e m ä s s

© t =  S a W + c ^ O ^ C r ^ + ^ c ) * ^ .

o >2 k a n n  w i e d e r  w i e  o){ b e h a n d e l t  w e r d e n  u .  s .  f .

L i n e a r e  F o r m e n .1 
E s  s e i  e i n  S y s t e m  l i n e a r e r  F o r m e n  d e r  V e r ä n d e r l i c h e n  ( 1 9 ) r

(20)
ttxy b x )  ( 3 2 )
11a f ( 3 3 )

g e g e b e n  u n d  e s  s o l l  d i e  a l l g e m e i n e  G e s t a l t  a l l e r  I n v a r i a n t e n  0  
d i e s e s  S y s t e m s  b e s t i m m t  w e r d e n .

M a n  h a t  d r e i  F ä l l e  z u  u n t e r s c h e i d e n .
I .  A l l e  I n v a r i a n t e n ,  w e l c h e  n u r  d i e  C o e f f i c i e n t e n  d e r  F o r m e n  

( 3 2 )  e n t h a l t e n ,  e n t s t e h e n  a u s  e i n e r  g a n z e n  h o m o g e n e n  F u n c t i o n  
©  3?’ten G r a d e s  d e r  C o e f f i c i e n t e n

( 3 4 )

d e r  t r a n s f o r m i r t e n  F o r m e n  d u r c h  r m a l i g e  A u s f ü h r u n g  d e r  O p e -  
i-ation V w - 

N u n  i s t

Ö3®  _  83 ©  83 ©

3 3 ®
datidbndcr

u n d  d e m z u f o l g e

V « ® = 0,

w e n n  d i e  A n z a h l  d e r  F o r m e n  ( 3 2 )  <  3  i s t ,  d a g e g e n  

V ( , t ®  =  ( « 6c ) ® ' + . . . ,  

w e n n  d i e s e  A n z a h l  ^  3  i s t .  N a c h  m a l i g e r  A u s f ü h r u n g  d e r  O p e ­

1 C le b s c h , Über symbolische Darstellung; algebraischer Formen.
Crelle, Bd. LIX.
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r a t i o n  y  e r h ä l t  m a n  d a h e r  i n  l e t z t e r e m  F a l l e  e i n e  g a n z e  h o ­
m o g e n e  F u n c t i o n  r t e n  G r a d e s  d e r  D e t e r m i n a n t e n

(abc), ( 35)

I I .  A l l e  I n v a r i a n t e n  v o m  E x p o n e n t e n  r, w e l c h e  n u r  d i e  C o e f ­
f i c i e n t e n  d e r  F o r m e n  ( 3 3 )  e n t h a l t e n ,  e n t s t e h e n  a u s  e i n e r  g a n z e n  
h o m o g e n e n  F u n c t i o n  @  d e r  C o e f f i c i e n t e n

( « » ? £ ) >  ( « C l ) ,  ( « & ) , .  ( 3 6 )
3  rv o m  G r a d e - g -  d u r c h  r m a l i g e  A u s f ü h r u n g  d e r  O p e r a t i o n

w o r a u s  z u g l e i c h  e r h e l l t ,  d a s s  r g e r a d e  s e i n  m u s s .  D i e  F u n c t i o n  
©  l ä s s t  s i c h  n a c h  1  d u r c h  d i e  P o l a r e n b i l d u n g e n

a u s  A u s d r ü c k e n  a b l e i t e n ,  w e l c h e  s e l b s t  P o l a r e n  v o n  ©  s i n d ,  a b e r  
d i e  C o e f f i c i e n t e n  ocl ,  .  . ,  ß y , .  . n i c h t  m e h r  e n t h a l t e n  u n d  d a h e r

3?-
n u r  d i e  F o r m  h a b e n  k ö n n e n .  V o l l z i e h t  m a n  d i e  O p e r a t i o n

r
s o  e i n  R e s u l t a t  v o n  d e r  F o r m  M C fä Q z  u n d

d i e  A u s f ü h r u n g  d e r  P o l a r e n b i l d u n g e n  ( 3 7 )  l i e f e r t ,  w e n n  d i e  A n ­

z a h l  d e r  F o r m e n  ( 3 3 ) ^ 3  i s t ,  e i n e  g a n z e  F u n c t i o n - ^ - r t e n  G r a d e s  

d e r  D e t e r m i n a n t e n

( « ß v ) .  ( 3 8 )

u n d  i m  G e g e n f a l l e  e i n  i d e n t i s c h  v e r s c h w i n d e n d e s  R e s u l t a t .
I I I .  E n t h ä l t  e i n e  I n v a r i a n t e  0  s o w o h l  C o e f f i c i e n t e n  d e r  F o r ­

m e n  ( 3 2 )  a l s  a u c h  C o e f f i c i e n t e n  d e r  F o r m e n  ( 3 3 )  u n d  z w a r  l e t z ­
t e r e  i m  G r a d e  n, s o  h a t  m a n

0 =  V ' w ® .

w o  $  e i n e  g a n z e  F u n c t i o n  d e r  C o e f f i c i e n t e n  ( 3 4 ) ,  ( 3 6 )  b e z e i c h n e t  
u n d  d u r c h  d i e  P o l a r e n b i l d u n g e n  ( 3 7 )  a u s  A u s d r ü c k e n  a b g e l e i t e t  
w e r d e n  k a n n ,  w e l c h e  d i e  E l e m e n t e  ai} az, a3, ß1} n i c h t  
m e h r  e n t h a l t e n  u n d  d a h e r  d i e  F o r m  (£ v ? C )? iß  h a b e n ,  w e n n  u n t e r  
G e i n e  g a n z e  F u n c t i o n  d e r  C o e f f i c i e n t e n  ( 3 4 )  v e r s t a n d e n  w i r d .
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960 F. M e r te n s ,

I s t  n u n  r <  n,  s o  h a t  m a n

G'

u n d  n a c h  A u s f ü h r u n g  d e r  O p e r a t i o n e n  ( 3 7 )  e i n e  g a n z e  F u n c t i o n  
d e r  D e t e r m i n a n t e n  ( 3 8 )  u n d  d e r  A u s d r ü c k e

I s t  i n s b e s o n d e r e  d i e  A n z a h l  d e r  F o r m e n  ( 3 3 )  <  3 ,  s o  i s t

u n d  e r h ä l t  f ü r  0 e i n e  g a n z e  F u n c t i o n  d e r  A u s d r ü c k e  ( 3 9 ) .  
I s t  r> n ,  s o  w i r d

u n d  m a n  e r h ä l t  n a c h  r —  w f a c h e r  A u s f ü h r u n g  d e r  O p e r a t i o n  
V  ^  e i n e  g a n z e  h o m o g e n e  F u n c t i o n  r —  nt e n  G r a d e s  d e r  D e t e r ­

m i n a n t e n  ( 3 5 )  u n d  r a te n  G r a d e s  d e r  A u s d r ü c k e  ( 3 4 ) ,  w e l c h '  l e t z ­
t e r e  d u r c h  d i e  P o l a r e n b i l d u n g e n  ( 3 7 )  i n  ( 3 9 )  ü b e r g e h e n .  I s t  i n s ­
b e s o n d e r e  d i e  A n z a h l  d e r  F o r m e n  ( 3 2 )  <  3 ,  s o  i s t  0  =  0 .

A l l e  I n v a r i a n t e n  d e r  F o r m e n  ( 3 2 ) ,  ( 3 3 )  s i n d  d e m n a c h  g a n z e  
F u n c t i o n e n  d e r  e i n f a c h s t e n  I n v a r i a n t e n  ( 3 5 ) ,  ( 3 8 ) ,  ( 3 9 ) .

I n v a r i a n t e  G e b i l d e  e i n e r  q u a d r a t i s c h e n  F o r m .1 
E s  s e i  e i n e  q u a d r a t i s c h e  F o r m

( 3 9 )

0 =  0.
I s t  r =  n s o  h a t  m a n

V ' w W c  =  &

9 .

f(x)  =  anxl-h azzxl-b aS3x l+ 2 a 23x 2x 3-{-2alsx 3xi +  2aiix ix.i 

g e g e b e n ,  u n d  e s  w e r d e

'12 12

1 C le b s c h -L in d e m a n n , Vorl. über Geom. S. 287.
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/T O  —  c n  / ( r0  —  c22 / T O  —  C33 

/*(>?, c) =  <?23 /■(£, C) =  c3l f(ß,Y))=cn

Invariante Gebilde ternärer Formen.

( 4 0 )

961

l21
‘ 31

VIZ

32

13
23

*33
—  « U  « 2 2 a 3 3 ^ “ ^ rt23ft3 i a i2  ft l l rt23 aZZa\i a 33rt15

=  D

a l l } a \ n a i3> U1
a %\) a ZZ ) °Z3 > iiz

a 3i> a 3Z) a 33 > U3
ux , UZ ’ U3 > 0

— ' ( a 22 ft33 Ä2s) wi +  • •

+  2 ( « t 8 3 « j  j  « 2 3 )  W 2 Mg •

=  F(u)

F ( u , v ) = U  j F(iC)

F({ u) _  i
\}> U) -  2 g Mf

g e s e t z t .  N e n n t  m a n  F  k u r z  d i e  G e g e n f o r m  v o n  / '  s o  i s t  Df(ai) d i e  
G e g e n f o r m  v o n  F(u) u n d  m a n  b a t  d i e  I d e n t i t ä t e n :

(41)f : x , x ' )  /  (">/,;/') — f ( x , y ' )  f ( y , x ' )  =  F i x - y ,  x ' - y ' )

F(ii,u' )  F(v,v') —  F(ii,v') F(v,ur) = :  Df(irv, u'-v1).

D i e  F o r m  / ‘ g e b t  d u r c h  d i e  S u b s t i t u t i o n  ( 2 1 )  i n

ü b e r  u n d  w e n n  ©  e i n e  g a n z e  h o m o g e n e  F u n c t i o n  d e r  A u s d r ü c k e
( 4 0 )  b e z e i c h n e t ,  s o  l a s s e n  s i c h  a l l e  i n v a r i a n t e n  G e b i l d e  v o n  f  
l i n e a r  d u r c h  d i e  G e b i l d e

0 = v « ® > 42)

m u l t i p l i c i r t  m i t  P o t e n z e n  v o n  uX) a u s d r i i c k e n .
U m  d i e  a l l g e m e i n e  G e s t a l t  d e r  G e b i l d e  ( 4 2 )  z u  e r m i t t e l n ,  

s i n d  d i e  F ä l l e  r =  0  u n d  r >  0  z u  u n t e r s c h e i d e n .

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



962 F. M e r te n s ,

I .  I s t  r =  0 ,  s o  kann ©  nur cn , c12, c22 enthalten, weil Cyj 
£z, darin nicht Vorkommen dürfen.

I s t  a u c h  n o c h  n =  0,  s o  k a n n  ©  n u r  d i e  F o r m  Ccpn h a b e n  
u n d  m a n  h a t

/ /y \ u*

e s  k a n n  a l s o  m n u r  =  2p u n d

0 =  Cxfp(x)
s e i n .

I s t  n >  0 ,  s o  h a t  m a n  n a c h  b e k a n n t e n  R e g e l n

i p r . - 5 5 F ; = w . M ' . t i - f M n ' , ®

u n d  h i e r a u s :

Ü ® = ( i S  -  5 )  • m  « ) « < w = F(u,  { , ) . « .

N a c h  ( 1 2 )  f o l g t  d a n n

— 2 « s

J ®  =  F(u,

8 F(ii) 8©
0W j S v ^

8F(ti) 8®
8 ux 8̂

e s  i s t  a b e r

8F  8©  
8 ux 8£ t +  ------

8F  8©  
8ut 8-^j

8©  /  8jF 8c u  
8c u  V 8w t ,8f t

8©

8C
8c 12 V S ^

=  4 Duz - - - - - - - f -  2Dn-r\
i i

+  =

8 ©
0C12

+
_  8©  / 8F 8c 12 

8 c 12 VBm j 8v7a +

 0 n  8©  8©—  2Duc  - - - - - - 1-  4 Du  ̂ - —
12  22

8©  füF 8c 22 
8 c 22 V B w j 8v?t +  .

u n d ,  w i e  s o  e b e n  g e f u n d e n  w u r d e ,
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(& ?)®  “

H i e n a c h  h a t  m a n  a l s o

^  ©  —  F(u). (3) +  F(u,  C“/? ) 2©

+  Du\ ©  -+ -  Du? m,) ©  +  Da\ ©

u n d  w e n n  m a n  n o c h  F(u, £"n)z n a c h  ( 4 1 )  d u r c h

F  (u) F(ß-n) —  D(f(ß) ul —  2 / ' ( £ ,  rj) u.n +  f(y) u f )
—  F(u)(clt cn  —  c * 2)  —  D(cn u\ —  2cn urin̂  +  cn u\)

e r s e t z t ,  s o  w i r d  a l l g e m e i n

®  —  F(ii).(3 +  DulQf>+Du^un&+Dul(^.

A u s  d i e s e r  F o r m e l  f o l g t  n u n  l e i c h t  n a c h  ( 8)

Q *  ^  ©  —  F* • ®  +  Du\ F~^~1(̂  +  DucuTlF'2 ~ i ©  +  Dufö  ~3 ©

+  D * t i lF T -* ® + . .  ( 4 3 )

w e n n  n g e r a d e ,  u n d
n—1

=  F(u, £ -v?) [F^T  ©  +  . . ] ,

w e n n  n u n g e r a d e  i s t .
H i e r a u s  s c h l i e s s t  m a n  z u n ä c h s t ,  d a s s  d i e  G e b i l d e  d e r  b e ­

t r a c h t e t e n  A r t  n u r  v o n  g e r a d e r  C l a s s e  s e i n  k ö n n e n .  F e r n e r  d ü r ­
f e n  vj1?  r /2 ,  y?3 i n  d e r  F o r m e l  ( 4 3 )  n i c h t  m e h r  V o r k o m m e n  u n d  e s  
m ü s s e n  d a h e r  a l l e  G l i e d e r  m i t  û  f o r t f a l l e n  u n d  d i e  A u s d r ü c k e  ©  
s i c h  a u f  P o t e n z e n  v o n  cu —  v o n  c o n s t a n t e n  C o e f f i c i e n t e n  a b g e ­
s e h e n  —  r e d u c i r e n .  M a n  h a t  d a h e r  n a c h  A u s f ü h r u n g  d e r  P o l a r e n ­

b i l d u n g e n

n n n
0 =  C0f * F t +  CxDv* P - xF * - x+  CzDhikxfp -*F T -'2 +  . . . .  ( 4 4 )

I I .  W e n n  r ; > 0 i s t ,  s o  h a t  m a n  z u n ä c h s t  d i e  W i r k u n g  d e r  
O p e r a t i o n  V  a u f  e i n e  g a n z e  F u n c t i o n  ©  z u  e r m i t t e l n .  M a n  
f i n d e t ,  w e n n  a ,  ß, y  i r g e n d  e i n e  P e r m u t a t i o n  v o n  1 ,  2, 3  b i l d e n ,
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964 F. M e r te n s ,

83©  _  82®  82 ®   ̂ 32(5)
8f a 0y ?ß ö C T aa>i 3 C t 8 c 12 +  a*'1 dri?c)ci3 +  ^ ßT0£ a 8c 23

y  33 $  8c lp 86*2u 8c3t

+  Z_j 8clp 8c2<J8c3T 0£a 8»?p 8CY ?

w o  d a s  S u m m e n z e i c h e n  s i c h  a u f  a l l e  W e r t h e  1 ,  2 ,  3  v o n  pf a, r 
b e z i e h t .  S e t z t  m a n  s t a t t  a ,  ß ,  -y a l l e  s e c h s  P e r m u t a t i o n e n  d e r  
S t e l l e n z e i g e r  1 ,  2 ,  3  u n d  a d d i r t  a l l e  a u f  d i e s e  W e i s e  a u s  d e r  v o r ­
s t e h e n d e n  I d e n t i t ä t  h e r v o r g e h e n d e n  G l e i c h u n g e n ,  n a c h d e m  m a n  
s i e  m i t  d e m  V o r z e i c h e n  d e r  P e r m u t a t i o n s c l a s s e  v e r s e h e n  h a t ,  s o  
e r g i b t  s i c h  f ü r  V ^ c ®  e i n  A g g r e g a t  v o n  G l i e d e r n ,  w e l c h e  a l l e  
d i e  G e s t a l t

Z_l OS( 8^2 0?3

h a b e n ;  i n  d e m  b e s o n d e r e n  F a l l e ,  w o  0  i n  B e z u g  a u f  d i e  C o e f ­
f i c i e n t e n  v o n  f  d i e  d r i t t e  O r d n u n g  n i c h t  e r r e i c h t ,  e r h ä l t  m a n  e i n  
i d e n t i s c h  v e r s c h w i n d e n d e s  R e s u l t a t .  D i e  D e t e r m i n a n t e

Z ,
8£t 8y?2 8£3

i s t  a b e r ,  w e n n  u n t e r  d e n  S t e l l e n z e i g e r n  p, a, r  g l e i c h e  V o r k o m ­
m e n ,  i d e n t i s c h  = 0,  u n d  w e n n  p ,  < j, r  v e r s c h i e d e n  s i n d  o d e r o h n e  
R ü c k s i c h t  a u f  d i e  R e i h e n f o l g e  m i t  1 ,  2 ,  3  z u s a m m e n f a l l e n ,  v o n  
e i n e m  Z a h l e n f a c t o r  a b g e s e h e n

=  ^ ± / - ( l , « ) / ' ( 2 , v ; ) / X 3 , i )  =  ß ( C » 0 -

E s  i s t  s o n a c h

V w ©  =

N a c h  ( 2 5 )  f o l g t  h i e r a u s

V I t j c ®  =  D.&.

VB e z e i c h n e t  d a h e r  v d i e  g r ö s s t e  i n  —  e n t h a l t e n e  g a n z e  Z a h l ,
u

s o  w i r d ,  j e  n a c h d e m  r g e r a d e  o d e r  u n g e r a d e  i s t
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o d e r
=  2> ” . ® . ( & C ) .

I m  z w e i t e n  F a l l e  m ü s s t e  ©  i d e n t i s c h  v e r s c h w i n d e n  u n d  e s  
g i b t  d a h e r  n u r  i n v a r i a n t e  G e b i l d e  m i t  g e r a d e m  E x p o n e n t e n »  
w e l c h e  d e r  G l e i c h u n g  ( 1 1 )  g e n ü g e n .

I s t  n u n  0  e i n e  I n v a r i a n t e ,  s o  h a t  m a n

0  =  C.D\

I s t  d a g e g e n  0  v o m  G r a d e  m u n d  d e r  C l a s s e  n, s o  h a t  m a n

e  =  * ( * ) " ( “ ) «  =  1* 0. ,

w o  0 O e i n  i n v a r i a n t e s  G e b i l d e  v o m  E x p o n e n t e n  0 b e z e i c h n e t  u n d  
d i e  F o r m  ( 4 4 )  h a t .

A l l e  i n v a r i a n t e n  G e b i l d e  v o n  f  s i n d  d e m n a c h  g a n z e  F u n c ­
t i o n e n  d e r  A u s d r ü c k e

ß ,  f, F,  M ,..

10.
E s  s e i e n  w ( a ? , « ) ,  z w e i  d e r  G l e i c h u n g  ( 1 1 )  g e n ü g e n d e

t e r n ä r e  F o r m e n  m i t  d e n  G r a d z a h l e n  m, n u n d  m', nf. M a n  d e n k e  
s i c h  d i e s e  F o r m e n  d u r c h  d i e  S u b s t i t u t i o n  ( 2 1 )  t r a n s f o r m i r t  u n d  
e s  h a n d l e  s i c h  u m  d i e  E n t w i c k e l u n g  d e s  A u s d r u c k e s

w o
2? +  2(7 +  3  r =  m +  2n-hm'+ 2?if.

D a

“  =  □ »  □ »  v"

| ) t  □ ? ; .  " ' ( » ' >  «$>
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so hat man

w o

u n d

O ) =  C [2 ™ n n„  v)- Q

(w0 =  < > ',

ö  =  *£  ( * » ? Q p( * C £ ) <,( * £ vO T

F. M ertens,

A +  j u + v  r z  m p +  a +  T z= n
1' +[).' -\-v' — m' p '+a '+x ' ■=. n'}

u n d  d e m z u f o l g e

fx \ p  f  U V
a  =  CC  □ -  □ »  C f '  □ > ;, M(y,,)  y  (y', „') ( J  )  V  {* Q ß  

N a c h  8 i s t

( 7  ( ü  v « e ö '

e i n e  g a n z e  F u n c t i o n  d e r  A u s d r ü c k e

( tt'u)  (xzzr)

X̂) ẑ) tz*) , tz , t2<) Ux , Ug , U2’ ,

u n d  z e r f ä l l t  d e m g e m ä s s  i n  G l i e d e r ,  w e l c h e  a l l e  d i e  F o r m

P  = r  xnk ta, t,h ts tu\ tc t,c< ud ud] (ttfu)e
u x  Z Z Z Z X X Z Z \  '

o d e r  d i e  F o r m

P' ■=. iUk ta, t,b ts t'~, t° t,c' tld Udi (xzzry
v  x  z  z  z  z  x  x  z  z  \  /

h a b e n .  F ü h r t  m a n  n u n  d i e  O p e r a t i o n e n  { ^ \ y t , a n

Poi(y, v)  w ' ( y ,  vr), P r'My, v)  v')

m i t  H i l f e  d e r  F o r m e l n  i n  2 ,  3  a u s ,  s o  e r g e b e n  s i c h  A u s d r ü c k e  
v o n  d e r  F o r m
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Invariante Gebilde ternärer Formen. 967

äl“ * W /  \y) {y1} \v) W  *) A

w e l c h e  d e r  G l e i c h u n g ’ ( 1 1 )  z u f o l g e  i n  a l l e n  F ä l l e n ,  w o  e >  0  
o d e r  s '  >  0,  i d e n t i s c h  v e r s c h w i n d e n ,  u n d  m a n  h a t

%=LiUl{ytf) ( y )  (y )  (“ ) <!( “/)' “ (»> »)

w o  m i t  R ü c k s i c h t  a u f  d i e  G r a d v e r h ä l t n i s s e

k +  c +  cf— p k-hd+cl1 +  e = ;  q

a +  c + e  — m b +  d — n b +  c '+ e  — m' a +  d' — n'y

o d e r

51 =  2  ( w ) ‘ ( y ) ’  (y )” ( “)  0  D » ' D »'» v) , J , y ’  v '] '

w o

k + c + c ' + e  — p k +  d+d ' — q

a +  C — m b +  d-\-e — n b +  c' — in' a-hd' +  e — n'.

I n  d e m  b e s o n d e r e n  F a l l e ,  w o  p — q - - 0  i s t ,  m u s s ,  w e n n  
k e i n  i d e n t i s c h  v e r s c h w i n d e n d e s  R e s u l t a t  s i c h  e r g e b e n  s o l l ,

a — in — n’ b — n — m'

s e i n .
Z w e i  F o r m e n  v o n  d e r  A r t ,  d a s s  d i e  C l a s s e  j e d e r  d e r s e l b e n  

d e m  G r a d e  d e r  a n d e r e n  g l e i c h  i s t ,  s o l l e n  F o r m e n  m i t  c o m p l e m e n -  
t ä r e n  G r a d z a h l e n  h e i s s e n .  S i n d  f,g  s o l c h e  F o r m e n  m i t  d e n  G r a d ­
z a h l e n  m, n u n d  n, m u n d

m \ f  n \ f  n \ f  m \  f l ju.v
a ß j )  \kfxv) \aßy) \ccßyj U juv/ ^  \aß7

d i e  C o e f f i c i e n t e n  d e s  P r o d u c t e s

x\ x\ X\ u\
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. X C V . Bd. II . Abth . 64
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9 6 8  F. M erten s,

( 7)1 \
p J d e r  C o e f f i c i e n t  v o n  oc« x\ x\ i n  

(x l + w %+ x^ )m z u  v e r s t e l l e n  i s t ,  s o  w e r d e  i c h  d e n  A u s d r u c k

i n  w e l c h e m  s i c h  d a s  S u m m e n z e i c h e n  a u f  a l l e  a u s  n i c h t  n e g a t i v e n  
g a n z e n  Z a h l e n  b e s t e h e n d e n  L ö s u n g e n  d e r  G l e i c h u n g e n

a -4 - /3 +  7  = : m 1+ix +  v =  n

b e z i e h t ,  m i t  [ f\ f'\ b e z e i c h n e n .  W i e  l e i c h t  z u  s e h e n ,  i s t

K  / ]  =  f(y>v) v') • ( 4 5 )

A u c h  f ü r  d e n  F a l l ,  w o  / '  g d i e  G r a d z a h l e n  0 ,  0  h a b e n ,  s o l l  
d i e s e  B e z e i c h n u n g  u n d  z w a r  f ü r  d a s  P r o d u c t  f .g  b e i b e h a l t e n  
w e r d e n .  I n  d e m  v o r l i e g e n d e n  F a l l e  i s t  d e m n a c h

51 =  V m ( w )  ("0 =  C[»> w / ]

o d e r

= 0,
j e  n a c h d e m  w ,  c o m p l e m e n t ä r e  G r a d z a h l e n  b e s i t z e n  o d e r  n i c h t .

11.

M i t  H i l f e  d e r  F o r m e l n  ( 4 5 ) ,  ( 5 ) ,  ( 7 )  f i n d e t  m a n

\f> K (J\ —  h \ U U \  g \  (46)
W e n n  w ,  w '  z w e i  F o r m e n  m i t  c o m p l e m e n t ä r e n  G r a d z a h l e n  

s i n d  u n d ,  n a c h  ( 1 6 )  e n t w i c k e l t ,  d i e  G e s t a l t

Gl) =  OJ0 -|- U x + 1 ( 1  W 2 +  .

W 7 = Z  Mq +  Ux w j  +  vl Oi'z+  . . .

a n n e h m e n ,  s o  i s t

[w, w'J =  [w0, w0'] + Cx [oj1 , wj] + c% [ W j j (47)
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Invariante Gebilde ternärer Formen. 9 6 9

D e n n  e s  i s t  e i n e r s e i t s

[ w ,  C )'] =  S [ m «  ü) a , M j t O j ]  

u n d  a n d e r e r s e i t s  n a c h  ( 4 6 )

[ « “ * > „ ,  abx(j>'b] —  C [ u ,  w ']

o d e r
=  0,

j e  n a c h d e m  a — b o d e r  a ^  b i s t .

12.

W e n n
g g' h h' ( 4 8 )

F o r m e n  m i t  d e n  G r a d z a h l e n

m, n ii: m m'} n' n1, m' 

s i n d ,  s o  i s t  d i e  D i f f e r e n z

Wh g'h!] —  [g, g'} [h, h']

i n  d e r  F o r m

j [A,A'] +  h' [B ,B '}+ .  (49)

d a r s t e l l b a r ,  w o  A, B, . .  . i n v a r i a n t e  G e b i l d e  d e s  F o r m e n s y s t e m e s  
s o l c h e  d e s  S y s t e m s  (gr, h1) b e z e i c h n e n ,  d e r e n  

G r a d z a h l s u m m e n  <  m+n-hm! -\-n' s i n d .
D e n k t  m a n  . s i c h  d i e  F o r m e n  ( 4 8 )  d u r c h  d i e  S u b s t i t u t i o n  ( 2 1 )  

t r a n s f o r m i r t  u n d  d i e  C o e f f i c i e n t e n  d e r  t r a n s f o r m i r t e n  F o r m e n  m i t

m \ f  n \ .  f l  [xv\ 
a ß y j  \A fj. v)  9  Va/37/  ’

b e z e i c h n e t ,  s o  w i r d

6 4 *
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u n d  d e m z u f o l g e

m r + n + , , + , . [g> U] =  X ( ^ 7) ( j ” v ) ( ^ Y ) ( y ” , v , j -  p,

970 F. M e r te n s ,

w o

lJ\ « ß " l l h \a’P i ) !l U f i v /  U V 'v V .

E s  s e i  n u n ,  w e n n  m a n  gli, g'b! n a c h  ( 1 6 )  e n t w i c k e l t ,  

gh =  W + W a - W j - H  g'h' =  w ' + ux o j j +  .
und

im  +  m '\ fn -\- n'\ — f l  u. v

V a/37  )  V A p  y “  [ccßy

d e r  C o e f f i c i e n t  v o n  X “  U\ i n  d e r  d u r c h  d i e  S u b ­
s t i t u t i o n  ( 2 1 )  t r a n s f o r m i r t e n  F o r m  w . E n t w i c k e l t  m a n  d i e  D i f f e r e n z

A _  . P ^ v W Y A V / v' \ _ - / A + A /, ^ + /x/ , v +  v/
^ \ ( x ß y )  K a 'ß 'y 'J  \a. +  a ,, ß  +  ß ,, y  +  y r.

n a c h  ( 3 0 )  i n
S ä ( r „ ) + ( f ' j f ) S ä 1 ( r 1) + . . . ,

so kann man zunächst darthun, dass unter den Gebilden r o 

keine von geringerer als der n + n ' +  l t en Classe Vorkommen.

D i e s e  G e b i l d e  g e h e n  d u r c h  d i e  O p e r a t i o n e n  ( £  ) >  ( ^

a u s  P o l a r e n  v o n  A  h e r v o r ,  w e l c h e  ,  £ 2 , C3 n i c h t  m e h r  e n t h a l ­
t e n  u n d  i n  F o l g e  d e s s e n  l i n e a r e  F u n c t i o n e n  d e r  C o e f f i c i e n t e n  d e s  
A u s d r u c k e s  A °  s i n d ,  i n  w e l c h e n  A  n a c h  E r s e t z u n g  v o n  -m, £,■ 
d u r c h  3£1 -+ -  3£2 vj,-, -+ -  $2 v?{- ,  ^  Ki+Bz 'Qi ü b e r g e h t .  D e n k t  m a n
s i c h  e i n e  F o r m  n u r  d u r c h  d i e  S u b s t i t u t i o n

Xi =  Cj X j  -+ -  vj j X 2 +  C - X 3

t r a n s f o r m i r t  u n d  d e n  C o e f f i c i e n t e n  v o n  X “ X 2i l X j  i n  d e r  t r a n s f o r m i r -

( 7)1 \ b e z e i c h n e t ,  w o  u n t e r  m d e r  G r a d  v o n  

f  z u  v e r s t e h e n  i s t ,  u n d  s e t z t  m a n
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^a+a^ß+.V .T+Y ’ ( M)  “  " f "^1) * *; ^17* •> w)

s o  w i r d

A °  =  m ) l+x'‘ • ^ ( 3 £ i  ^  + 3 ^ ,  81̂  +  %-nv  • •,  8̂  + & » „ .  • ,  f u )
u n d  e s  i s t  k l a r ,  d a s s  a l l e  C o e f f i c i e n t e n  v o n  A °  l i n e a r  a u s  d e n  
C o e f f i c i e n t e n  d e s  A u s d r u c k e s

W ( 3 e ^ t + £ * » ? ! , .  + % -n u . 3 i ? i  +  <82v> i » • •> %’rd

z u s a m m e n g e s e t z t  s i n d , .  w e l c h e  a l l g e m e i n  m i t  ^  £ ’>?) b e z e i c h
/  Vn e t  w e r d e n  s o l l e n .  N a c h  ( 1 2 )  e n t h ä l t  n u n  J rp, w e n n  p<.n-bn ' ,  

d i e  D e t e r m i n a n t e n  ( £ v j ) t , .  w e n i g s t e n s  i m  e r s t e n  G r a d e  u n d  v e r -
{ /JQ

s c h w i n d e t  s o m i t  i d e n t i s c h  n a c h  A u s f ü h r u n g  d e r  O p e r a t i o n e n

Invariante Gebilde ternärer Formen. 97 1

* J}CC \) .  F e r n e r  i s t  n a c h  d e r s e l b e n  F o r m e l ,  v o n  G l i e d e r n  a b g e s e h e n ,  

w e l c h e  u5 o d e r  o d e r  d i e  D e t e r m i n a n t e n  {£n\ , . .  e n t h a l t e n ,
7/ \?i+ m '
£ . J  ^ =

u n d  d i e  G e b i l d e  T 0 ( w + w ' ) t e r  C l a s s e  s i n d  d e m g e m ä s s  a l l e  l i n e a r  
a u s  A u s d r ü c k e n  v o n  d e r  F o r m

C ip ( # ,  cc, u) -+ -  Kux

z u s a m m e n g e s e t z t ;  ^ ( o ? , # , ? < )  i s t  a b e r  e i n  C o e f f i c i e n t  v o n

W  (a?t (36j+ 3£g), • •, a’ j ( ^  -+- $ 2)> • •; ^1  ( 81  +  .82 ) ;  • • > u )

=  (3ei + 3 e Ä) “ + a ' . . ,P( a?1, . . ,  m)  =  (3£t + 3 e 2) a + a ' . . Q / A — w ) .

u n d  d a h e r  d u r c h  ux t h e i l b a r .  A l l e  G e b i l d e  r o (11+ n ' ) t e r  C l a s s e  
m ü s s e n  s o n a c h  v e r s c h w i n d e n  w e i l  s i e  d u r c h  ux t h e i l b a r  s i n d  u n d  
d e r  G l e i c h u n g  ( 1 1 )  g e n ü g e n .

E b e n s o  e r g i b t  s i c h

- / ( aß A  - , / a + a / > ß+ß'> y + Y
y \ l i x v j  VX'/jiV/ J \ A-t-A', ja+ja', v +  v'

=  2 a , ( r 'o )  +  ( & f ) 2 j ' 1 ( r ' ) + .
w o  u n t e r  d e n  G e b i l d e n  r '0 k e i n e  v o n  g e r i n g e r e r  a l s  d e r  
m + m ' + l t e n  C l a s s e  V o r k o m m e n .

E r s e t z t  m a n  d i e  P r o d u c t e
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972 F. M e r te n s ,

_ / ^ v \ - / A V ' v ' N  f * ß y \ j  f a ' ß ' f
a ß y ]  W ß 'y ' J  9  U txvJ U 'ix 'v

d u r c h

J + J ;  v + v 7 ' ) + v r o + ( & w ,(T D + • • -

s o  e r g i b t  s i c h

p _ J  A +  A ',  +  v +  v ' ^  ^ a  +  a ' ,  ß +  ß'f 7  +  7 '
a  +  a ' ,  ß +  ß', 7  +  7 V  \A +  A ', j u - f - j u / ,  v +  v ' , ,

+ s i ( r 0 ) ( M o + 2 i ' ( r ' ) ( c u )  +  W o )  T O  +  ( ^ ) s ä l ( r 1 ) ( w ' ) + .

D i e  V o l l z i e h u n g  d e r  O p e r a t i o n  y  ^ O T ,+W +” ’ ,  n a c h  w e l c h e r  
a l l e  G l i e d e r  f o r t f a l l e n ,  w e l c h e  G e b i l d e n  m i t  n i c h t  c o m p l e m e n -  
t ä r e n  G r a d z a h l e n  e n t s p r e c h e n ,  a l s o  n a m e n t l i c h  d i e  G l i e d e r  
ä ( r o ) ( w 0 >  & ' T O ( U ) ;  A r o ) ( r o ) >  z e i g fc n u n ,  d a s s  d i e  D i f f e r e n z

Y 7  m + 9 » '+ n + w ' p - - - \-y m+m'+n+n’ ’ ‘ ^  ’ ’ ’
r  U + « V . /  V A + A ' , . .

=  2 C\J « + » » ' + n + » ,- l  ( r i ) ( w / ) +  .

d i e  F o r m  ( 4 9 )  h a t .  D i e s e l b e  F o r m  b l e i b t  e r h a l t e n ,  w e n n  m a n  
m i t

m \  /  in' \ f n \ f  n! 
ctßy)  \ a ' ß 'y 'j  \A  fx v) V  Ax juJ v1

m u l t i p l i c i r t  u n d  i n  B e z u g  a u f  a l l e  W e r t h e  v o n  a , ß , y ,  <x,) ß,, y ,)
A ,  ix, v ,  A7,  ju.', v' s u m m i r t ,  w e l c h e  d e n  G l e i c h u n g e n

oc +  ß +  y = :m  ct '+ß '+y ' mr
A +  [X +  V 11 A7 -+ -  j u / +  v' = z  n'

g e n ü g e n .  E s  w i r d  d a n n

m V  m )f ?l )( H  ̂ V7»+»'+»+»'Pĉcß y ) \cc'ß'y'J \lfxv) \y[xfv' J V

—  V  ™ + m'+ n + n ' ^ -n C )m+ m' + n+ n ' [ g , f / ]  [h , h ’ ]

u n d ,  w e n n  z u n ä c h s t  d i e  G l i e d e r  z u s a m m e n g e f a s s t  w e r d e n ,  i n  
w e l c h e n
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Invariante Gebilde ternärer Formen. 9 7 3

«  +  « ',  ß - h ß ' ,  7 +  7 f>. +  iu'f v-t-v' 

d i e s e l b e n  d e n  G l e i c h u n g e n

a + b  +  c =  m-hm' b  +  e - + - f  — n +  nr

g e n ü g e n d e n  W e r t h e  a ,  b ,  c , b ,  e , f  h a b e n :

—  'y '  > »+ > » '+ «+ » ' (£riQm+m’-\-n-\-n' ^  w /  j_

E s  h a t  s o n a c h

^  „,+m’+n+n' (fyQn+m'+n+n'^gt]  ^  //]  _ [ w> w ' ] )

= [ M ]  —  [ w , w ; ] )
u n d  d a h e r  a u c h

\g>/] [h,h']— [o>,o)']

d i e  g e w ü n s c h t e  F o r m  u n d  d a  n a c h  ( 4 7 )  d a s s e l b e  v o n  [gh,g'h'] 
— [ w ,  w ; ] g i l t ,  s o  i s t  d e r  o b i g e  S a t z  b e w i e s e n .

1 3 .

E s  s e i e n  S, S' z w e i  S y s t e m e  t e r n ä r e r  G r u n d f o r m e n  u n d  0  
e i n e  g e m e i n s c h a f t l i c h e  I n v a r i a n t e  d e r s e l b e n .  B e z e i c h n e n  P, P' 
P r o d u c t e  v o n  C o e f f i c i e n t e n  d e r  F o r m e n ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  S u b ­
s t i t u t i o n  ( 2 1 )  a u s  d e n  F o r m e n  v o n  S, b e z i e h u n g s w e i s e Sf, h e r v o r ­
g e h e n ,  s o  h a t  m a n

0 . ( ^ £ r  =  s c p . p

N a c h  ( 3 0 )  k ö n n e n  n u n  P, P'  i n  d i e  F o r m

p  =  s j ( r )  +  ( ^ i ) s ! l ( r 1 ) + .  
p  =  2j'(r') -+■ (?»{)Sj'(r')+. . .

g e s e t z t  w e r d e n ,  w o  T ,  I ^ , . . .  i n v a r i a n t e  G e b i l d e  v o n  S, T', T ' .  
s o l c h e  v o n  S’ b e z e i c h n e n ,  u n d  e s  w i r d

0 . ( £ < T  =  2 C ( ^ C ) a + P ( r a) ( r ' a)
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974 F. M e r te n s

V o l l z i e h t  m a n  b e i d e r s e i t s  d i e  O p e r a t i o n  s o  e r 8 ’^ *

u n d  m a n  h a t  d e n  S a t z :
A l l e  g e m e i n s a m e n  I n v a r i a n t e n  d e r  S y s t e m e  S, S' l a s s e n  

s i c h  l i n e a r  z u s a m m e n s e t z e n  a u s  I n v a r i a n t e n  v o n  d e r  F o r m  [ w ,  w 'J ,  
w o  io, bi' i n v a r i a n t e  G e b i l d e  d e r  S y s t e m e  S, S' m i t  c o m p l e m e n -  
t ä r e n  G r a d z a h l e n  b e z e i c h n e n .

D i e  i n v a r i a n t e n  G e b i l d e  ©  e i n e s  S y s t e m s  S, w e l c h e  z w e i

v o n  S t r a h l e n c o o r d i n a t e n  e n t h a l t e n ,  e n t s t e h e n  a u s  d e n  G e b i l d e n  
d e s s e l b e n  S y s t e m s  m i t  n u r  e i n e r  R e i h e  v o n  P u n k t -  u n d  S t r a h l e n ­
c o o r d i n a t e n  cc3 ,  ut, uz, « 3 d u r c h  d i e  P o l a r e n b i l d u n g e n

z u  d i e s e n  P o l a r e n  t r e t e n  n o c h  s,n sz, t,n tz u n d  d i e  I n v a r i a n t e n  
v o n  S  i n  g a n z e n  V e r b i n d u n g e n  h i n z u .

D i e  g e n a n n t e n  G e b i l d e  s i n d  n ä m l i c h  I n v a r i a n t e n  d e s  S y ­
s t e m s  S  u n d  d e s  S y s t e m s  (u,n uz, sX) tx). D i e  i n v a r i a n t e n  G e b i l d e  
d e s  l e t z t e r e n  s i n d  g a n z e  V e r b i n d u n g e n  v o n

u n d  d e m z u f o l g e  i s t  j e d e  I n v a r i a n t e  0  l i n e a r  z u s a m m e n g e s e t z t  
a u s  A u s d r ü c k e n  v o n  d e r  F o r m

0  =  s c ' v ’s - t “ - ? ( r « ) ( r ö

1 4 .

R e i h e n
Vij Vzj Vz

v o n  P u n k t c o o r d i n a t e n  u n d  z w e i  R e i h e n

w o  r  e i n  i n v a r i a n t e s  G e b i l d e  v o n  S b e z e i c h n e t .
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1 5 .
W e n n  m a n  f ü r  j e d e s  v o n  z w e i  g e g e b e n e n  S y s t e m e n  S, Sf 

t e r n ä r e r  F o r m e n  e i n e n  g e s c h l o s s e n e n  B e s t a n d  i n v a r i a n t e r  G e b i l d e  
a n g e b e n  k a n n ,  d u r c h  w e l c h e  s i c h  a l l e  i n v a r i a n t e n  G e b i l d e  d e s  b e ­
t r e f f e n d e n  S y s t e m s  i n  g a n z e r  W e i s e  a u s d r ü c k e n  l a s s e n ,  s o  k a n n  
m a n  a u c h  f ü r  d a s  z u s a m m e n g e s e t z t e  S y s t e m  ( £ ,  S') e i n e n  s o l c h e n  
B e s t a n d  a n g e b e n .

E s  s e i e n  n a c h  A u s s c h l i e s s u n g  v o n  ux

B, Bt ,.  ( 5 0 )
C, C, D, D l : . . ( 5 1 )

d i e  i n v a r i a n t e n  G e b i l d e ,  d u r c h  w e l c h e  s i c h  a l l e  s o l c h e  G e b i l d e
d e s  S y s t e m s  S  b e z i e h u n g s w e i s e  ( S s x, u2) i n  g a n z e r  W e i s e  a u s ­
d r ü c k e n  l a s s e n ;  A, Ai}. C, Cv  s e i e n  I n v a r i a n t e n  u n d  B, Bv . 

i n v a r i a n t e  G e b i l d e  m i t  d e n  G r a d z a h l e n

m, n ,  ml7 nl m', n'} m[, n[

M a n  b i l d e  a l l e  m ö g l i c h e n  P r o d u c t e

P = B *  B\. P  =  D D \ ’

w e l c h e  c o m p l e m e n t ä r e  G r a d z a h l e n  b e s i t z e n  u n d  n i c h t  w e i t e r  i n  
ä h n l i c h e  P r o d u c t e  z e r f ä l l b a r  s i n d ,  s o  d a s s  n i c h t  g e s e t z t  w e r d e n  
k a n n

P = Q . N  P' =  Q '.N ',

w o  e i n e r s e i t s  Q u n d  Q a n d e r s e i t s  N  u n d  N' c o m p l e m e n t ä r e  
G r a d z a h l e n  h ä t t e n  u n d  Q, N  P r o d u c t e  d e r  A u s d r ü c k e  B, Bi} .
Q', N'  P r o d u c t e  d e r  A u s d r ü c k e  D, Dv . . . w ä r e n .  D i e  A n z a h l  
s o l c h e r  P r o d u c t e p a a r e  i s t  i m m e r  e n d l i c h  u n d  f ä l l t  m i t  d e r  A n z a h l  
d e r  ( a d d i t i v )  u n z e r l e g b a r e n  a u s  g a n z e n  n i c h t  n e g a t i v e n  Z a h l e n  
b e s t e h e n d e n  L ö s u n g e n  d e r  G l e i c h u n g e n

ma. +  mi ß +  . =  n!aJ +  n[ß/ +  .
na +  nx ß +  =  m!a! +  m[ß' +  . .

z u s a m m e n .  A l l e  L ö s u n g e n 1 d e r  e i n e n  d i e s e r  G l e i c h u n g e n  l a s s e n  
s i c h  d u r c h  G l e i c h u n g e n  v o n  d e r  F o r m

1 C r e l l e ’s Journal Bd. C, S. 225. Gordan, Math. Ann. Bd. V I, S. 23.
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cf. —  üX - f -  cij X ’ +  . . 
ß —  bX -+ -  f)1 X /  +  . .

a! — a 'X +  a [X +  . .

d a r s t e l l e n ,  w o

ci; b ,  a , c i j ,  bv  c ij,

b e s o n d e r e  L ö s u n g e n  u n d  X, X f, b e l i e b i g e  n i c h t  n e g a t i v e  
g a n z e  Z a h l e n  b e z e i c h n e n .  S e t z t  m a n  d i e s e  W e r t h e  v o n  a ,  ß, 
i n  d i e  z w e i t e  G l e i c h u n g  e i n , s o  e r g i b t  s i c h  e i n e  G l e i c h u n g  v o n  
d e r  F o r m

p X + p ’X ' + .  - 0 ,

w o r i n  p, p ' , . . . b e k a n n t e  g a n z e  Z a h l e n  b e z e i c h n e n  u n d  w e l c h e  
e b e n s o  w i e  d i e  e r s t e  G l e i c h u n g  b e h a n d e l t  w e r d e n  k a n n .

D i e s  v o r a u s g e s c h i c k t ,  s i n d  a l l e  I n v a r i a n t e n  d e s  S y s t e m s  
(S, S', sx, iiz) o d e r  d i e  i n v a r i a n t e n  G e b i l d e  d e s  S y s t e m s  (S, S') 
m i t  d e n  P u n k t c o o r d i n a t e n  z1} z%, z3 u n d  d e n  S t r a h l e n c o o r d i n a t e n  
< ? i , sz ,  s3 g a n z e  V e r b i n d u n g e n  d e r  I n v a r i a n t e n

A , A U . C , C l9 . ( 5 2 )

u n d  d e r  I n v a r i a n t e n  [ P ,  P 7] .
N a c h  ( 1 3 )  i s t  j e d e  I n v a r i a n t e  0  d e s  S y s t e m s  (S, S', sx, uz) 

l i n e a r  z u s a m m e n s e t z b a r  a u s  I n v a r i a n t e n  [ o > , w ' ] ,  w o  o>, w 7 i n ­
v a r i a n t e  G e b i l d e  v o n  S  u n d  ( S s X} ug) m i t  c o m p l e m e n t ä r e n  G r a d ­
z a h l e n  b e z e i c h n e n .  N a c h  d e r  A n n a h m e  i s t  w  e i n e  g a n z e  V e r ­
b i n d u n g  d e r  A u s d r ü c k e  ( 5 0 )  u n d  d e r  F o r m  ux, w 7 e i n e  s o l c h e  d e r  
A u s d r ü c k e  ( 5 1 )  u n d  d e r  F o r m  ux. H i e n a c h  e r s c h e i n t  0 ,  w e n n

T ’ =  D ? D ° . . .

P r o d u c t e  d e r  G e b i l d e  B, Bir b e z i e h u n g s w e i s e  D, Dx, 
b e z e i c h n e n ,  a l s  l i n e a r e  F u n c t i o n  v o n  A u s d r ü c k e n  d e r  F o r m

[ < T ,  uhT>] ( 5 3 )

m i t  C o e f f i c i e n t e n ,  w e l c h e  d i e  I n v a r i a n t e n  ( 5 2 )  i n  g a n z e r  W e i s e
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e n t h a l t e n ;  d a  a b e r ,  w e n n  a o d e r  6> 0 ,  d e r  A u s d r u c k  ( 5 3 )  s i c h  
n a c h  ( 4 6 )  a u f  A u s d r ü c k e  [ w ,  w 7]  z u r ü c k f ü h r e n  l ä s s t ,  w e l c h e  a u s  
G e b i l d e n  w ,  w 7 m i t  g e r i n g e r e r  G r a d z a h l s u m m e  h e r v o r g e h e n ,  s o  
d a r f  m a n  u n b e s c h a d e t  d e r  A l l g e m e i n h e i t  «  =  6 =  0  u n d  T, T' 
m i t  c o m p l e m e n t ä r e n  G r a d z a h l e n  a n n e h m e n .  S i n d  n u n  d i e  i n  d e r  
D a r s t e l l u n g  v o n  0  a u f t r e t e n d e n  P r o d u c t e p a a r e  T, T' a l l e  u n -  
z e r f ä l l b a r ,  s o  i s t  d i e  o b i g e  B e h a u p t u n g  b e w i e s e n .  I m  G e g e n f a l l e  
s e t z e  m a n

T = P . Q  T' =  P'.Q',

w o  P, P'  c o m p l e m e n t ä r e  G r a d z a h l e n  b e s i t z e n  u n d  u n z e r f ä l l b a r  
s i n d .  A l s d a n n  z e r f ä l l t  [T, T'] l i n e a r  i n  [P, P'] [Q} Q'] u n d  i n  
A u s d r ü c k e  [ w ,  w ' ] ,  w e l c h e  a u s  G e b i l d e n  w ,  w 7 m i t  g e r i n g e r e r  
G r a d z a h l s u m m e  h e r v o r g e h e n  u n d  w i e d e r  l i n e a r  a u f  A u s d r ü c k e  
[T, T 7] z u r ü c k f ü h r b a r  s i n d .  S i n d  Q, Q’ w i e d e r  z e r l e g b a r ,  s o  k a n n  
m a n  m i t  [Q, Q'] e b e n s o  v e r f a h r e n  u .  s .  f .

1 6 .

D i e  G r u n d f o r m  e r s t e n  G r a d e s  u n d  e r s t e r  C l a s s e .

E s  s e i  e i n e  t e r n ä r e  F o r m  m i t  d e n  G r a d z a h l e n  1 ,  1

f(x, U) : =  +  « 12̂ 1 M2 « 1 3 ^ 1  uz
+  an x z uv +  azz x z uz -4 -  az3 x % u3 
+  n3i x 3ux +  a3Zx 3u% +  « 33^3
—— ^  « a ß  Wß

g e g e b e n  u n d  e s  h a n d l e  s i c h  u m  d i e  E r m i t t e l u n g  d e r  a l l g e m e i n e n  
G e s t a l t  i h r e r  i n v a r i a n t e n  G e b i l d e .

M a n  s e t z e
Cl{x (t j /’■ I 0 , 2^2 1 «23 ^ 3 ' bik

lk ll+^ +^  = Um=!l{x’u) (54) 

'Z ± x i ^  =  Zhao x a (yz){i =  h(x, y z )

«11 «22 «33 -=

611  +  *22 +  ^33 =  « f l  +  « 2 2  +  « 3 3  +  2 «12«21  +  2 «13 «31 +  2 «2 3«3 2

=  B
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«11 «12 «13

«21 «22 «23 =  c

«31 «32 «33

2 + a ?
df_dg_

8W, « 3 -  ?

^± u ^ ß 3 =  -̂ 
E s  s i n d  d a n n  A, B,  C I n v a r i a n t e n  v o n  f ,  d a

A  ---- I law /  B  ---- | \xu {/

y'*) _ ¥  s  ¥ O v O  *f(y,u)  3  f{«, u) _  c(!Mn^
'  “  8  8?<2 0 Mg

a l s o  a u c b
3 7 t ( a ? ,w )  8 / 1 3 A ( a ? , t t )  8 / '  8 f t ( a ? , w )  8 / 1 _

3a7t 3 «« t 3 # 2 3 « 2 3a?3 3 w 3 x
i s t .

D i e  F o r m  h l ä s s t  s i c h  a u f  g z u r ü c k f ü h r e n .  A u s  d e r  I d e n t i t ä t

f {x ,u) f (y ,v )— f(x,v) f(y,u )  =  h(u‘v,ary)

f o l g t  n ä m l i c h  n a c h  V o l l z i e h u n g  d e r  O p e r a t i o n  u n d  h i e r a u f  Q ™  
Af— g — (Jin + h i2+ h S3)ux— h 
A %— B =  2 ( / i l t +  / i 22  +  / i 3 3 ) ,

w o r a u s
h =  g — Af  +  l/ z(A*— B)ux. ( 5 6 )

A u s  d i e s e r  I d e n t i t ä t  f o l g t

3 / i  8 /*  8 / 7  dg , 8 f  . . . .  m
8 ^  dux +  dx\ +  ^  ^

u n d  n a c h  ( 5 5 )

¥ - * r  +  s r 's r "  +  ^ P ~  =  A i i — i/t(.A l — B ) f + C u * i (57)daxdxx 8 w 2 8 # 2 3 m 3 8 ^ 3
d e s g l e i c h e n

^  +  S-t i  +  & 3t 3 =  4 > - W - * ) f +  C « ,  ( 5 8 )

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Invariante Gebilde ternärer Formen. 97 9

F e r n e r  w i r d

_  V  f y  8  f ¥  ¥
8 # .  8 u. ' i— 1 8  ."^oi 8 w a 8 « !1 1  a

_  y '  9 V
Z-j  8 # a 8?iß 8a?a 8w«

=  \ (59)
' 8w p  8a?p 8  ut )

= ^ w M ^ r KA2- B )i +Cui
=  | - ( ^ 2 + 5 ) ^ +  ( C + l ^ —  \A*)f+AOux.

A l l e  i n v a r i a n t e n  G e b i l d e  v o n  f  s i n d  g a n z e  V e r b i n d u n g e n  
d e r  A u s d r ü c k e

A, B, C, f } fl, <p} ux,

w i e  d i e  n a c h f o l g e n d e n  E r ö r t e r u n g e n  z e i g e n . 1
I .  E s  s e i  z u n ä c h s t  0  e i n  d e r  G l e i c h u n g  ( 1 1 )  g e n ü g e n d e s  i n ­

v a r i a n t e s  G e b i l d e  v o m  E x p o n e n t e n  0 ;  v o n  d e r  C l a s s e  n u n d  d e r  
O r d n u n g  p i n  B e z u g  a u f  d i e  C o e f f i c i e n t e n  v o n  f. M a n  h a t

© ( £ , £ ■ > ? )  =  ©

u n d  d a  ©  n u r  G l i e d e r  v o n  d e r  F o r m  K fl (K, K“n) £ ’ >?) e n t ­
h a l t e n  k a n n ,  w e l c h e  s i c h ,  v o r n  C o e f f i c i e n t e n  a b g e s e h e n ,  a l s  P o ­
l a r e n  v o n  fp(K, K"o) d a r s t e l l e n  l a s s e n ,  s o  i s t

6  ( £ , £ • » )  =  « ,  ( ^ )  fr ( i  £ ■ » )•

Z u g l e i c h  i s t  e r s i c h t l i c h ,  d a s s  n > 0  s e i n  m u s s .  V o l l z i e h t  m a n
/  u \n

d i e  O p e r a t i o n  ^  j,  s o  w i r d

u n d  m a n  s c l i l i e s s t ,  d a s s  n — p,  ja  =  0  u n d

i Vergl Math. Annalen Bd. I. Über biternäre Formen mit contrag're-
dienten Variabein von C le b s c h  uud G ordan .
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n

r %  i - i )

s e i n  m u s s .  N a c h  ( 1 3 )  f o l g t  h i e r a u s

0  cfn + u x $ x ;

d i e  F u n c t i o n  0 4 i s t  d e r  G l e i c h u n g  ( 1 1 )  g e m ä s s  z u  b e s t i m m e n  
u n d  e r g i b t  s i c h  d e n  G l e i c h u n g e n  ( 5 4 ) ,  ( 5 7 ) ,  ( 5 8 ) ,  ( 5 9 )  z u f o l g e  
a l s  g a n z e  F u n c t i o n  v o n

E b e n s o  h a t  j e d e s  i n v a r i a n t e  G e b i l d e  d e r  F o r m  g m i t  d e m  
E x p o n e n t e n  0  d i e  G e s t a l t

w o  0 j  s o  z u  b e s t i m m e n  i s t ,  d a s s  d e r  G l e i c h u n g  ( 1 1 )  g e n ü g t  w i r d ,  
u n d  e b e n f a l l s  e i n e  g a n z e  V e r b i n d u n g  d e r  A u s d r ü c k e  ( 6 0 )  i s t .

ü .  M a n  k a n n  i r g e n d  e i n e r  g a n z e n  F u n c t i o n  ©  d e r  C o e f f i ­
c i e n t e n  ( / ' )  i m m e r  d i e  G e s t a l t  2 ( / ) ®  g e b e n  u n d  d a  (f )  a u s  e i n e m  
P r o d u c t e  f(y, v) (t) (z) d u r c h  d i e  O p e r a t i o n e n  Q , , ,  Q 2U h e r v o r ­
g e h t ,  s o  k a n n  m a n

s e t z e n .  D i e  S u m m e  2  ( £ ) ( « ) ©  l ä s s t  s i c h  n a c h  1  d u r c h  d i e  P o l a r e n ­
b i l d u n g e n

a u s  A u s d r ü c k e n  v o n  d e r  F o r m  ( £ v ; £ ) 2 ( t f ) ( $  a b l e i t e n  u n d  m a n  h a t  
d e m g e m ä s s

Ay Bf C ,f ,  g, ux . ( 6 0 )

cgn+ u xQi ;

(61)

®  =  Q « D » A 2 / ,  ® )  f ( | ) ( ^ « ) S ( 0 ® +

V o l l z i e h t  m a n  n u n  d i e  O p e r a t i o n  s o  e r 8 ’i b t  s i c h

v s , t ®  =  ® )  ( 1 ) 2 ( 0 ® +  •  •
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V o l l z i e h t  m a n  f e r n e r  d i e  P o l a r e n b i l  d ü n g e n  ( 6 1 ) ,  s o  k ö n n e n  
a u s  d e n  S u m m e n  2 ( t f ) ©  n u r  l i n e a r e  V e r b i n d u n g e n  v o n  A u s ­
d r ü c k e n  e n t s t e h e n ,  w e l c h e  d i e  G e s t a l t

t, ©  , ( 0 / ‘(*> ’ J’ O  ®  vv)  ©

h a b e n ,  w o  d i e  D e t e r m i n a n t e n ( v j C ) 1 ?  . ( * > ? ) , •  • a u c h  d u r c h  a n d e r e  
v o n  d e m s e l b e n  B a u  s o w i e  Kv £ 3 d u r c h  riv . . o d e r  . .  e r s e t z t  
w e r d e n  k ö n n e n .  D i e  A u s f ü h r u n g  d e r  O p e r a t i o n  Q 3U g i b t  d a n n  
A u s d r ü c k e  v o n  d e r  F o r m

f(y,  < ) .  © ,  (t)g(y, v r 0 ® ,  ( * ) K*> £y)®>

w e l c h e  d u r c h  d i e  l e t z t e  O p e r a t i o n  Q v< i n

A%, (g)®, ( A ) @  

ü b e r g e h e n .  N a c h  ( 5 6 )  i s t  a b e r

( Ä )  =  ( . ' / )  —  A (f)+ b (A %— B){K-nC)

—  ^ ä ( 5 r)  +  ^ ^ ä / ( / ’)  
u n d  m a n  h a t  d a h e r  a l l g e m e i n

V w @  =  2 ( » © + i i . © .  ( 6 2 )

E b e n s o  e r h ä l t  m a n ,  w e n n  e i n e  g a n z e  h o m o g e n e  F u n c t i o n  
d e r  C o e f f i c i e n t e n  (cf) b e z e i c h n e t

=  2 ( i  ( ^ + ß ) ( ^ ) + ( c - H 3 + M W ) + ä ^ ^ c ) ) ®
+ B $  -  A * $ + B $  +  C 2 ( f )$ + A B 2 ( f)$ + A * 2 ( f )§ .  ( 6 3 )

I I I .  B e z e i c h n e n

Yp - p + .  Ap =  g P + . . .

d e r  G l e i c h u n g  ( 1 1 )  g e n ü g e n d e  i n v a r i a n t e  G e b i l d e  v o n  f  b e ­
z i e h u n g s w e i s e  g m i t  d e m  E x p o n e n t e n  0 ,  Pk e i n  P r o d u c t  v o n  k 
C o e f f i c i e n t e n  ( / * ) ,  Qk e i n  P r o d u c t  v o n  k C o e f f i c i e n t e n  ( < / ) ,  w o b e i  
V0= \ = P q — Q0 — 1 g e d a c h t  w i r d ,  s o  k a n n  m a n  j e d e m  P r o ­
d u c t e  Pp e i n e  s o l c h e  G e s t a l t  g e b e n ,  d a s s  e s  n u r  a u s  G l i e d e r n  
v o n  d e r  F o r m

b e s t e h t .

a i i ‘ 2 * ß c r ( & 0 « ( r , ) ( A , ) ( 6 4 )
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D i e  B e h a u p t u n g ’ g i l t  a l s o  f ü r  d i e  F ä l l e ,  w o  p-\-q—  1 .  G i l t  
d i e s e l b e  a b e r  f ü r  a l l e  F ä l l e ,  w o  p + q ^ n ,  s o  k a n n  m a n  s i e  a u c h  
f ü r  d e n  F a l l  p + q  — n - \ - 1  b e w e i s e n .  B e a c h t e t  m a n ,  d a s s  n a c h  ( 6 2 )

PpQq =  0 2 S 8 ( r p)  +  ( ^ O 2 8 P J, - a O 2+ i + ^ O s 5 ^ - i ö a -  ( 6 5 )

S e t z t  m a n  d i e s e n  W e r t h  v o n  Qq i n  ( 6 5 )  e i n  u n d  e r w ä g t ,  d a s s  
( r * )  =  2 § P p  i s t ,  s o  e r g i b t  s i c h

+  C(ßr)£)'%%Pp-{-i Ö 2—2 +  • • +  (£y?C)^P^> -2 Qq+1 + Ä ((n (ß iP r-xQt-

D a  n u n  PpQa- 1, .  .Pp- 2Qa+i b e r e i t s  d i e  g e w ü n s c h t e  F o r m  
h a b e n ,  s o  i s t  a u c h  P.p Qq a u f  d i e s e l b e  g e b r a c h t .

I V .  E s  s e i  n u n  0  i r g e n d  e i n  d e r  G l e i c h u n g  ( 1 1 )  g e n ü g e n d e s  
i n v a r i a n t e s  G e b i l d e  v o n  / ‘ m i t  d e n  G r a d z a h l e n  m, n u n d  d e m  E x ­
p o n e n t e n  r. D a

i s t  u n d  ©  n a c h  I I I  a l s  S u m m e  v o n  A u s d r ü c k e n  d a r s t e l l b a r  i s t ,  
w e l c h e  a l l e  d i e  F o r m  ( 6 4 )  h a b e n ,  s o  e r s c h e i n t  0  a l s  l i n e a r e  
F u n c t i o n  v o n  i n v a r i a n t e n  G e b i l d e n  v o n  d e r  F o r m

V  er,C Pp —  2 • Qi 1

i s t ,  s o  e r g i b t  s i c h  a u s  ( 3 1 )

pp =  s 5 ( r i , ) + ( ^ c ) 2 äp i ) _ 2 Qv + A {^ C ß iP p -i.

H i e n a c h  w i r d

F e r n e r  w i r d  a u s  d e n s e l b e n  G r ü n d e n

e ,  =  2 ä ( A s) + S j ß , - ,  H - Ä S j ß , - , ]  

+  ( f o < ) [ C 2 P , 0 2 _ 2 + . . . ] .
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fx'
C  =  l f J  U J

m i t  C o e f f i c i e n t e n ,  w e l c h e  g a n z e  V e r b i n d u n g e n  v o n  A ,  B, C s i n d ,  
u n d  e s  h a n d e l t  s i c h  n u r  n o c h  u m  d i e  E r m i t t e l u n g  d i e s e r  G e b i l d e .

W e n n j ?  o d e r  q —  0  i s t ,  s o  m u s s  —  w e n n  k e i n  v e r s c h w i n ­
d e n d e s  R e s u l t a t  e n t s t e h e n  s o l l  —  a u c h  p —  0  s e i n  u n d  m a n  e r ­
h ä l t  d i e  G e b i l d e

G e r p G =  c A 2 .

I s t  p  >  0  u n d  q >  0 ,  s o  h a t  m a n ,  u m  G z u  e r m i t t e l n ,  a n  d e m  
P r o d u c t

rp(y, V) A& ,  w) ( 6 6 )
e i n e  R e i h e  v o n  O p e r a t i o n e n

□ - D - Ö O Ö O t M ™

a u s z u f t t h r e n ,  a u s  d e r e n  R e s u l t a t e n ,  m u l t i p l i c i r t  m i t  P o t e n z e n  v o n  
ux, s i c h  G n a c h  1 0  l i n e a r  z u s a m m e n s e t z t .  D a s  P r o d u c t  ( 6 6 )  z e r ­
f ä l l t  n a c h  I  i n  l a u t e r  G l i e d e r  v o n  d e r  F o r m

%Aa B? Cf « J  w\ f a (y, v)  (f (y, v) f c (z, w) gd (z, w)

u n d  e s  e r h e l l t  u n m i t t e l b a r  a u s  d e n  F o r m e l n  ( 5 4 ) ,  ( 5 7 ) ,  ( 5 8 ) , ( 5 9 )  
d a s s  s i c h  n a c h  V o l l z i e h u n g  d e r  O p e r a t i o n e n  e i n e
g a n z e  F u n c t i o n  v o n

Ay B, C, vy, vZ) w,„ wz

f(y> v)> f(y, w\ f(*, v)> f ( * , « 0  
g(y> v)> g(y>w)> <?(*> « 0

e r g i b t .  D i e  A u s f ü h r u n g  d e r  P o l a r e n b i l d u n g e n

n a c h  w e l c h e n  e n t w e d e r  yv . . ,  zv . .  o d e r  vi 7 . . ,  wi} . a u s  d e m  
R e s u l t a t e  v e r s c h w i n d e n  m ü s s e n ,  e r g i b t  e i n e  g a n z e  F u n c t i o n  d e r  
G e b i l d e  ( 6 0 )  u n d  d e r  A u s d r ü c k e

x) IV,

f(x, v), f ix ,  w), (jix, v), gix ,  w) ( 6 7 )
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. XCV. Bd. I I .  Abth. 6 5
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b e z i e h u n g s w e i s e

Wy , U z

f(y, u)> f(?, u)> g{y>u), g(*,u)* ( 6 8 )

I s t  k e i n e  d e r  O p e r a t i o n e n  ^  a u s z u f ü h r e n ,  s o  m ü s s e n

yv . . , z v . .  u n d  wv . . z u g l e i c h  a u s  d e m  R e s u l t a t e  v e r ­
s c h w i n d e n  u n d  m a n  h a t  e i n e  g a n z e  F u n c t i o n  d e r  G e b i l d e  ( 6 0 ) .

I s t  d a g e g e n  d i e  O p e r a t i o n  ^  e i n -  o d e r  m e h r e r e m a l e  z u

v o l l z i e h e n ,  s o  f a l l e n  ( 8 )  d i e  m i t  vx ,  wx b e h a f t e t e n  B e s t a n d t h e i l e  
f o r t  u n d  m a n  h a t  n u r  e i n e  g a n z e  F u n c t i o n  F  d e r  A u s d r ü c k e  ( 6 7 )  
z u  b e h a n d e l n .  E s  i s t

(co\ (  3 ZF _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 3 *F \ y
\vwj \$f(x, v)  3g(xf w) df(oc, w)dg(x, o)J' i 3 uz 3 u3

N a c h  E r s c h ö p f u n g  d e r  V e r ä n d e r l i c h e n  vv . . ,  wv . e r g i b t  
s i c h  s o n a c h  c . a l s  R e s u l t a t ,

D i e  A u s f ü h r u n g  d e r  O p e r a t i o n e n  ^  u ^  a n  e i n e r  g a n z e n  F u n c ­

t i o n  d e r  A u s d r ü c k e  ( 6 8 )  f ü h r t  a n a l o g  z u  e i n e m  A u s d r u c k e  c$\

17.
Z w e i  q u a d r a t i s c h e  F o r m e n . 1

N a c h  1 5  l ä s s t  s i c h  f ü r  z w e i  q u a d r a t i s c h e  F o r m e n  e i n  g e ­
s c h l o s s e n e r  B e s t a n d  i n v a r i a n t e r  G e b i l d e  a n g e b e n ,  d u r c h  w e l c h e  
a l l e  m ö g l i c h e n  i n v a r i a n t e n  G e b i l d e  d i e s e r  F o r m e n  i n  g a n z e r  
W e i s e  a u s d r ü c k b a r  s i n d .  D e r s e l b e  e r g i b t  s i c h  f o l g e n d e r m a s s e n .  

E s  s e i e n

f  =  aixx z +  azzx z +  a33x 3-j-2az3x zx 3-h2a3xx 3x1-f-2axzx xx z 

f  — a'xxx\ +  a'zzx\-\-a'33x\ +  2a!Z3x zx 3 +  2a,3Xx 3x x+ 2 a ,xzx xxz 

d i e  b e i d e n  G r u n d f o r m e n  u n d  m a n  s e t z e

1 C le b s c  h -L in d e m a n n , Vorl. über Geom. S. 288.
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2 ____, j 2 __ . j 2 ___ A
«2 2  «33  «23 —  ^ 11  «33  «11 «31 — ^ 22  «11 «22  « 1 2 —  33

«12  «13  «11 «23  ~  ^ 2 3  «12  «2 3  «22  «31 “  ^ 31  «1 3  «23  « 3 3 « 1 2  —  "^12

n* n* ---- . — ■ A* (L (t ____ f t —  A f (i ft ____ft ̂  —  A*
u22 33 23 —  ^*11 33 II 31 —  22 11 22 12 —  33
r i f t  _ _  ai t i t i __________  ai / / i t ___ ai

a\2a\3 Cln a23 —  23 ^12^23 tt22tt3l — ^31 ft13 tt23 Ct3?> a\2 —  12

«2 2  «33  «3 3  «22 2  « 2  3 «23 ~  ^11 «1 2  «13 «1 3  «12 «11 «23 dz3Ctn —  # 2 3

«3 3  «11 I «11 «33  2 «31 «31 — ^ 2 2  «12  «23 «23  «12  «22  «31 «31 «22 ~ “  ^ 31

«11 «22  ”^ "«22  «11 2  «1 2  «12  —  ^ 3 3  «1 3  « 2 3 ‘^ '« 2 3  «13 «3 3  «12 «12  « 3 3 “  ^ 12

-^22^33  ^ 3 3 ^ 2 2  2 -^ 23 ^ 2 3 —  ^ 1 1  ^ 1 2 ^ 1 3  ^ 1 3 ^ 1 2  ^ 1 1 ^ 2 3  ^ 2 3 ^ 1 ]  —  ^ 23

-^33^11 1-^33 2 -^13^13 —  ^22 ^ 1 2 ^ 2 3  ^ 2 3 ^ 1 2  ^ 2 2 ^ 3 1  ^ 3 1 ^ 2 2 —  ^31

•^11^22 +  -^ 2 2 ^ U  ^ 1 2 - ^ 1 2  “  ^33 ^ 1 3 ^ 2 3  ^ 2 3 ^ 1 3  -^33^12 ^ 1 2 ^ 3 3  ~  ^12

2  A t fU a t iß  =  F(u )

2  ÄrfUaUp =  F\u)

2  Ba?uau? =  G(u)

2  6 a ß a?a ^ ß  =  g(x)

2  i ttu tt2 2 « 3 3  —
2 Z b # n ft22«33 —  D

■^11 « l l _ _̂ -^ 22«22_^ " '^ 3 3 « 3 3 ”^ "2 '^ 2 3 « 2 3 _^ 2j,^31 «31 2 "^12 «12 —  ^

•̂ 11 «11 "^"•^22«22‘ -̂ '^ 3 3 «3 3 '^ - 2 j !^ 2 3 «2 3 - _̂ 2 j^31 «31 ”^"2 -^12«12 —  F  ’

D e r  v o l l s t ä n d i g e  B e s t a n d  i n v a r i a n t e r  G e b i l d e  f ü r  d i e  F o r m / '  
i s t  d a n n :

D, f(x), F(u), ux 

u n d  f ü r  d a s  S y s t e m  ( / * ' ,  uz, sx) :

D, f'(z), F f(s), s, 

f\x), F'ix-z), F'iii), f{s-u) 

f i x ,  s'u), F'iu, x ‘z), ux 

f i x ,  z), F f(s, x-z), sx 

F'iS) u), f(* ,  s’u)t uz.

U m  a u s  d e n  i n v a r i a n t e n  G e b i l d e n  d e r  S y s t e m e  f  u n d  
if', uz, sx) a l l e  u n z e r l e g b a r e n  P r o d u c t e  P  u n d  P'  m i t  c o m p l e m e n -

6 5 *
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t ä r e n  G r a d z a h l e n  z u  b i l d e n ,  k a n n  m a n  f ü r  P  n u r  e i n e  d e r  A n ­
n a h m e n

P — f  P — F  P =  fF  ( 6 9 )

m a c h e n .  B e z e i c h n e t  n ä m l i c h  (p, q) z u r  A b k ü r z u n g  e i n e  F o r m  
m i t  d e n  G r a d z a h l e n  p, q, s o  m ü s s t e ,  w e n n  f  i n  P  m e h r  a l s  e i n ­
m a l  v o r k ä m e ,  P'  w e n i g s t e n s  v o n  d e r  C l a s s e  4  s e i n ,  a l s o  e n t w e d e r  
e i n e n  F a c t o r  ( 0 ,  2 )  o d e r  z w e i  F a c t o r e n  ( 0 ,  1 )  o d e r  z w e i  F a c t o r e n  
( 1 ,  1 )  e n t h a l t e n ,  w e l c h e  A n n a h m e n  a l l e  z u  z e r f ä l l b a r e n  P r o d u c t e n  
f ü h r e n .  D a s s e l b e  g i l t ,  w e n n  F  i n  P  ö f t e r  a l s  e i n m a l  v o r k ä m e .

D i e  f ü r  P'  z u  m a c h e n d e n  A n n a h m e n  w e r d e n  d a d u r c h  
w e s e n t l i c h  r e d u c i r t ,  d a s s  m a n  v o n  d e n  F ä l l e n  a b s e h e n  d a r f ,  i n  
w e l c h e n  P 1 d i e  Q u a d r a t e  u n d  P r o d u c t e  j e  z w e i e r  d e r  A u s d r ü c k e

f ’ (v, * ) ,  ? ( * ,  « * « ) ,  f ’ s-u)

o d e r  a u c h  d e r  A u s d r ü c k e

F' (s, u) ,  F'  ( s ,  x-z) ,  F' (u,  x-z)

e n t h ä l t .  E s  i s t  n ä m l i c h  n a c h  ( 4 1 )

f ( x ,  z f  — f  (z) f '  (x) —  F' (x-z)

f ’ (z, .s -w )2 f'(z) f'(s'u)— F ’ (s) ul +  2F'(s,u) uzsz— F ’ (ii)s\

f'(x, s-u)2 =  f '(x) f'(s-u)— F'(s) u l+ 2 F ' (s,u) uxsx— F'(u)sl

f  (x, z) f  (x} s-u) — f '  (x) f  (z, s-u) +  F'  ( w ,  x-z) sx —  F ’ (s, x-z) ux

f  (x, z) f  (zjS-u) = :  f'(z) f  (x, s-u) +  F' (s, x-z) uz— F' (ii,’x-z) sz

f'(x,s'u) f  (z,s-u) =  f'(x,z) f'(s-u)  —  F ' ( s) uzux —  F'(u)sxsz +
F'(s, u)(sxuz-\-szux)

F'(s,u)z =  F'(s) F'  ( u)— D'f'(s-u)

F' (s,x-z)2 =  F ' (s) F'(x-z)  —  D'(f'(z) s* —  2f' (x, z)sxsz +  f'(x) sl) 

F' (u,x-z) 2 =  F ’(u) F'(x-z) —  D '(f  (z) ul— 2f' [x, z) ux uz f  (x) uf) 

F' (s, u) F'  ( s ,  x-z) =  F ’ (s) F ’ (u, x-z) +  D’ ( f  (z, s-u) sx— f  (x, s'u) sz )  
F' (s,u) F' (tifX’z) =  F r (u)F' (s^x'z) D'(f'(x, s'u) uz— f !(z, s-u) ux)

F ’ (s,x'z)F' (u, x-z) =  F' (s,u)F' (x-z) —  D’ ( f  (x) uz sz -+ -  f  (z) sx ux —
f ' ( x )z)(sxuz-{-sz ux)).

I n  a l l e n  d i e s e n  F ä l l e n  i s t  d e r  A u s d r u c k  [P, P'] l i n e a r  i n  
m e h r e r e  e v e n t u e l l  m i t  i n v a r i a n t e n  G e b i l d e n  v o n  f  m u l t i p l i c i r t e
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A u s d r ü c k e  [P,P'] z e r l e g b a r ,  w e l c h e  d e n  ü b r i g e n  A n n a h m e n  f ü r  
P'  o d e r  a b e r  z e r f a l l e n d e n  P r o d u c t e n  P, Pf e n t s p r e c h e n  o d e r  e n d ­
l i c h  w e g e n  d e s  V o r k o m m e n s  v o n  ux i n  P'  n a c h  ( 4 6 )  i n  D u n d  
e i n  i n v a r i a n t e s  G e b i l d e  v o n  f  z e r f a l l e n .

D i e s  v o r a u s g e s c h i c k t ,  b e d i n g e n  d i e  A n n a h m e n  ( 6 9 )  f ü r  P' 
b e z i e h u n g s w e i s e  d i e  G e s t a l t e n  ( 0 ,  2 )  o d e r  ( 0 , 1 ) - ( 0 , 1 ) ,  ( 2 , 0 )  o d e r  
( 1 , 0 ) - ( 1 , 0 ) ,  ( 1 , 1 ) - ( 1 , 1 )  o d e r  ( 1 ,  l ) - ( 0 ,  1 )  * ( 1 , 0 )  u n d  m a n  h a t  
d i e  C o m b i n a t i o n e n

P r— f  (x, s'ii) F ’ (s, ti)sx, f  (x, s'u)  sxiiz, F 1 (u, x'z) f  (x, z) uz,

D e r  v o l l s t ä n d i g e  B e s t a n d  i n v a r i a n t e r  G e b i l d e  z w e i e r  q u a d r a ­
t i s c h e n  F o r m e n  e n t h ä l t  d a h e r  f o l g e n d e  A u s d r ü c k e :

1 .  D i e  v i e r  I n v a r i a n t e n

F f(u,  x'z) sxuz.

D, D'

[ F , f ]  =
\f, F'] =  '2aa*AU =  E'

[f,f'(s-u)] =  G(s)
[ f F , f ’ (x, s-u) F' (s,u)sx] —  2 ± F ( l , s )  F'(2,s) G(3,s).

3 .  D i e  v i e r  C o v a r i a n t e n

/ ' 0 ) ,  / * ' ( * )
[F, F'(x-z] =  g(z)
[fF ,f'(x ,z)F '(u,x 'z)uz] —  2 ±f(l,z)f'(2 ,z)g(?>,z )

4 .  D i e  n e u n  Z w i s c h e n f o r m e n

[f,F> ( » , « ) « . ]  =  A l , * )  +  m * )  F'(ß,s) +  f(3,z) F'(S,,)
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[F ,f'(x ,z)sx] =  / " ( 1 , * )  F (l ,8 )+ f '(2 ,z )  F(2, s)  + / ^ ( 3 ; * ) F ( 3 , . )

0 ,  * • « > » ]  =  2  d =  V ( 2 > * )  / ' , ( 3 ,  * )
W / ' / ( a?» * )  F 7 ( « , # ■ « ) ]  =  (2,z)g(3,z)

[fF, F '( u,x -z) sxkz] =  — S r i sxf(2,z)g(ß,z)

[ F ,  F r(s,x-z)s3\ —  — S  +  Z j F ^ s )  F 7 ( 3 , s )

[ft f 1 ( * > * ' “ )  ^  ( * ; « ) ]  =  —  S ± * 1 F / ( 2 ,  « )  G ( 3 s )
[ / ,̂ ,> r ( a7> s ‘ M ) 5 * M *] —  2 ± * i Jpl( 2 > » )  6 ( 3 , s ) .

S e t z t  m a n
/ * ( 1 , * )  F(\,u) +  f'(2 ,x)  F ( 2 , u) -h f 1 (3, x)  F ( 3,u) =  N  
f ( l , x ) F , { l ,u ) + f { 2 ,x ) F , { 2 ,u )+ f (3 ,x )F , ( 3 , u ) - N '  V '

2 ± F ( l , t i )  F 7 ( 2 ,  u) G ( 3 ,  w )  =  A 0 
£ 4 : ^ ( 2 ,  « )  F 7 ( 3 , « )  =  A j
^ ± x xF{2,ii) G(3,u)  =  Az

2  d =  F 7 ( 2 ,  m )  G  ( 3 ,  t t )  =  A 3
2  ±  f ( l , x) f ’ ( 2 ,  sc) g(3, x) — A'0
1 ±  ux f{2, x) f  (S,x) =  A[
2 zticif(2 ,x)g(3,x) =  A'z

2 ± u lf / (2,x)g( S,x) =  A 7 ,

s o  l a s s e n  s i c h  d i e  Q u a d r a t e  u n d P r o d u c t e  j e  z w e i e r  d e r  A u s d r ü c k e

• A ' . A ' . . .

s o w i e  a u c h  N 2,  NN', Nn a l s  g a n z e  F u n c t i o n e n  d e r  G e b i l d e

D, E, E<, D>, F , F>, G, f , f ,  g, N, N', « *  (72)

d a r s t e l l e n ,  w e l c h e  i n  B e z u g  a u f  N, N' l i n e a r  s i n d .
M a n  h a t

J V 2 = * / » □ » »  f ’ { y ,x Y F {v ,u f

=  ’ / » □ » »  [ f  ( « )  f ' ( y ) - F ’ (x-y)} [ f ( « )  F (v) -D f(u -v )]

=  f F . / % ) / ( « • » ) -
- F ■ % □ . ; »  I ” ( « • » )  F ( v ) + D %  □  *  F> (ary) f(u-v) 

=  Ep F — D f  G— gF+D f'F '— 2DN’ux+DE'ul.  (73)

E b e n s o  e r g i b t  s i c h
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N n ~  E 'fF ' —  D 'fG  —  g F '+ D 'f 'F  — W N u x+ D 'E u l  ( 7 4 )  

D a s  P r o d u c t  NN'  e r h ä l t  m a n  a u s  N z m i t  H i l f e  d e r  O p e r a t i o n

. 8 , 8  , 8  , 8  , 8  . 8
«11 Q  +  «22 K----------«33 ö------------ H «23 ö----------- f“  «3 i ^---------^ «12  ri-----

8^11  8 «22 8 «33 8 «23 « 3 1 «12

u n d  e s  w i r d

NN' =  \ ( D 'F -E F ') f + \ ( KDF’- E ’F ) f '+ \ G g +
+  (E 'N + E N ')u x— \(pD '+EE')ul.  1  J

B e h u f s  B e s t i m m u n g  d e r  P r o d u c t e  j e  z w e i e r  d e r  A u s d r ü c k e
( 7 1 )  i s t  z u  b e m e r k e n ,  d a s s ,  w e n n  (p, rp i r g e n d  z w e i  v o n  d e n  C o -  
v a r i a n t e n  f ’ f '  g,  O ,  W  i r g e n d  z w e i  v o n  d e n  z u g e h ö r i g e n  F o r m e n  
F, F ’ G b e z e i c h n e n ,  d i e  i n v a r i a n t e n  G e b i l d e

f ( l ,  a?)<&(l, u) +  f(2,  a?)<E>(2, w) +  y(3, a?)0(3, m)

s i c h  i n  A n b e t r a c h t  i h r e r  G r a d z a h l e n  l i n e a r  d u r c h  N, N', uX) d i e  
G e b i l d e

2  a aß < !> ( « ,  u) W(ß, u), 2  a'ap < I> (a , u) ( ß ) ,
2  <p(a, x) $ (ß, x),  2  Ä'a? p(cc, x) ^(ß, x),

a u s  d e m s e l b e n  G r u n d e  l i n e a r  d u r c h  F, F', G b e z i e h u n g s w e i s e  
/ '  f j  g a u s d r ü c k e n  l a s s e n  m ü s s e n .  H i e r a u s  f o l g t  z u n ä c h s t ,  d a s s  
d a s  P r o d u c t  A{Ak n a c h  d e r  M u l t i p l i c a t i o n s r e g e l  f ü r  D e t e r m i n a n t e n  
i n  e i n e  g a n z e  F u n c t i o n  d e r  A u s d r ü c k e  ( 7 2 )  ü b e r g e h t .  U m  A s- A * ,  

A'i Ai z u  e r h a l t e n ,  d e n k e  m a n  s i c h  n a c h  d e r s e l b e n R e g e l  d i e  P r o ­
d u c t e

2  d =  n x t «22 « 33 • A * A h =  D A £ A k 2  +  a \ , . A ,  A Ä =  D '  A e A *

2  ±  Ä n Ä 22Ä 33 A^ A i  -  D W A 'b 2  ±  Ä 'n Ä 22A ’33 A'i A i  =  D ' zA'£A i

e n t w i c k e l t ;  e s  e r g e b e n  s i c h  d a n n  g a n z e  F u n c t i o n e n  d e r  A u s d r ü c k e
( 7 2 ) ,  v o n  w e l c h e n  s i c h  d e r  F a c t o r  D o d e r  D', b e z i e h u n g s w e i s e  D% 
o d e r  Dn ( b e i  DzA'\ u n t e r  Z u h i l f e n a h m e  d e r  G l e i c h u n g  ( 7 3 ) )  a b -  
l ö s e n  l ä s s t .

1 8 .

I n v a r i a n t e n  d r e i e r  q u a d r a t i s c h e n  F o r m e n .
E s  s e i e n  f, f /  f "  d r e i  q u a d r a t i s c h e  G r u n d f o r m e n  u n d  e s  

w e r d e  u n t e r  B e i b e h a l t u n g  d e r  i n  1 7  g e b r a u c h t e n  B e z e i c h n u n g e n
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r  =  <  * * + « ? , * ! + ■ ■ 2a'{z x x x 2

D "  =  S ± « <

F "  =  —

« i :
a "“ 2.-
a'L

w i
%
M3
0

=  ^  u\+ . . . +  2 tt4 m 2

g e s e t z t .
U m  a l l e  s e l b s t s t ä n d i g e n  I n v a r i a n t e n  d e s  S y s t e m s  (f‘} f ,  f "y  

z u  e r m i t t e l n ,  b a t  m a n  z u n ä c h s t  a u s  d e n  i n v a r i a n t e n  G e b i l d e n

/ ' " ,  F "

v o n  f "  e i n e r s e i t s  u n d  d e n  i n  1 7  a u f g e s t e l l t e n  i n v a r i a n t e n  G e ­
b i l d e n  d e s  S y s t e m s  (f, f')  a n d e r e r s e i t s  a l l e  m ö g l i c h e n  u n z e r f a l l ­
b a r e n  P r o d u c t e  P, P'  m i t  c o m p l e m e n t ä r e n  G r a d z a h l e n  z u  b i l d e n .

D i e  P r o d u c t e  P  h a b e n  a l l e  g e r a d e  G r a d z a h l e n .  D a s s e l b e  
m u s s  d a h e r  a u c h  m i t  P'  d e r  F a l l  s e i n .  H i e r a u s  f o l g t ,  d a s s  m a n  
b e i  d e r  B i l d u n g  v o n  P'  v o n  d e n  A u s d r ü c k e n  ( 7 0 ) ,  ( 7 1 )  a b s e h e n  
d a r f .  D a  n ä m l i c h  d i e  A u s d r ü c k e  ( 7 1 )  e i n e  u n g e r a d e  G r a d z a h l e n ­
s u m m e  b e s i t z e n ,  s o  m ü s s t e n  s i e  i n  P'  i n  g e r a d e r  A n z a h l  a l s  F a c ­
t o r e n  V o r k o m m e n  u n d  i h r  P r o d u c t  k ö n n t e  d u r c h  e i n e  g a n z e  
F u n c t i o n  d e r  G e b i l d e  ( 7 2 )  e r s e t z t  w e i d e n ,  w e i l  d a s  P r o d u c t  j e  
z w e i e r  d i e s e r  A u s d r ü c k e  s i c h  i n  g a n z e r W e i s e  d u r c h  d i e  g e n a n n ­
t e n  G e b i l d e  d a r s t e l l e n  jlässtc D a  f e r n e r  N, N r u n g e r a d e  G r a d ­
z a h l e n  b e s i t z e n ,  s o  k ö n n t e n  s i e  i n  P'  e b e n f a l l s  n u r  i n  g e r a d e r  
A n z a h l  a l s  F a c t o r e n  a u f t r e t e n  u n d  m a n  k ö n n t e  i h r  P r o d u c t  n a c h
( 7 3 ) ,  ( 7 4 )  ( 7 5 )  d u i c h  e i n e  g a n z e  F u n c t i o n  d e r  G e b i l d e  ( 7 2 )  e r ­
s e t z e n ,  i n  w e l c h e r  N,N'  n u r  l i n e a r  u n d  d e m z u f o l g e  i n  V e r b i n d u n g  
m i t  ux V o r k o m m e n ;  B e s t a n d t h e i l e  m i t  vx k ö n n e n  a b e r  n a c h  ( 4 6 )  
ü b e r g a n g e n  w e r d e n .  M a n  b r a u c h t  s o m i t  P ! n u r  a u s  d e n  G e b i l d e n

f , f / g , F , F / G  

z u s a m m e n z u s e t z e n  u n d  e r h ä l t  f o l g e n d e  C o m b i n a t i o n e n :

P — f  
P - F "

P' — F, F ’, G

P  =  f, f ' , 9 ■
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D i e  F o r m e n  f, f ,  / ' " h a b e n  d e m n a c h  f o l g e n d e  1 1  I n v a r i a n t e n ,  
d u r c h  w e l c h e  a l l e  m ö g l i c h e n  I n v a r i a n t e n  i n  g a n z e r  W e i s e  d a r ­
s t e l l b a r  s i n d :

D, D D " ,  E, E'

[ f ' ,F}  =  Y,A^n%
[f", F] =  -Z 

[ f " ,G }  =  -ZB^a%
[ .F " , f  ] =  2  
[F",f'] =  2A"?u^

[ F " , g ] = 2 A ^ b a,.
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