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Uber Dreischaarcurven

von

Karl Bobek in Prag.
(Vorgelegt in der Sitzung am 13. December 1888.)

Die algebraischen Curven, welche eine einzige einfach
unendliche lineare Schaar von Gruppen zu drei Punkten ent-
halten, habe ich Dreischaarcurven genannt. Dieselben sind in
vieler Beziehung den hyperelliptischen Curven &hnlich. Sie sind
nach diesen offenbar diejenigen Curven, welche eine moglichst
einfache Specialschaar aufweisen.

Im Folgenden erlaube ich mir, der hohen Akademie einige
Betrachtungen iiber diese Curven vorzulegen, aus denen ersicht-
lich, dass die meisten S#tze, welche fiir die adjungirten Curven
(m—3)ter Ordnung einer hyperelliptischen Curve mter Ordnung
von mir bewiesen wurden, ! ihre Giltigkeit fiir die Dreischaar-
curven behalten, wenn an Stelle der adjungirten Curven (m—3)ter
Ordnung die adjungirten Curven (m—4)ter Ordnung der Drei-
schaarcurve mter Ordnung gesetzt werden. Fiir das Geschlecht p

m-+2 O .
5 ? damit eine

der Dreischaarcurve folgt hiebei offenbar p =

adjungirte Curve (m—4)ter Ordnung iiberhaupt existiren kann.

Die bewiesenen Sitze lassen iibrigens auch eine weitere
Verallgemeinerung zu, auf die ich noch zuriickzukommen
gedenke,

1, Uber hyperelliptische Curven¥, Diese Sitzungsber. Bd. 93, S. 601 —
617 und Bd. 94, S. 861—873, 1886, sowie Mathematische Annalen, Bd. 29,
S. 386—412.
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§. 1.

Verhalten der Curven y einer (3|1) gegeniiber.!

1. Ist auf einer algebraischen Curve € von der Ordnung m
und dem Geschlechte p eine lineare Schaar von Gruppen zu drei
Punkten (3|1) vorhanden, so ist dieselbe eine Specialschaar,
sobald p > 2 ist. Wir wollen hiebei stets voraussetzen, dass alle
drei Punkte einer Gruppe beweglich sind, dass also C» nicht
hyperelliptisch ist,

Fiir p = 3 existiren anf €} einfach unendlich viele von ein-
ander verschiedene (3|1), indem die adjungirten Curven (m—3)ter
Ordnung, welche durch einen festen Punkt von CJ* gehen, stets
eine (3|1) ausschneiden.

Auf Curven vom Geschlechte 4 existiren nur zwei Schaaren
(3|1), und (3|1),, die Restschaaren von einander sind. Denn
man kann jede €7 eindeutig umkehrbar in eine Curve bter Ord-
nung mit zwei Doppelpunkten verwandeln, auf welcher die
Strahlen durch jeden der Doppelpunkte eine lineare Schaar von
Gruppen zu drei Punkten ausschneiden, die zweien auf C auf-
tretenden Schaaren (3|1) entsprechen miissen.

Existiren umgekehrt auf einer Cr zwei von einander ver-
schiedene Schaaren (3|1), und (3|1),, so ist p < 4.

Denn seien p—2p, =0 und ¢’—puyp} =0 die beiden Biischel,
welche die Schaaren (3|1), resp. (3|1), ausschneiden, so besteht
zwischen 4 und p eine algebraisehe Gleichung £ (%, ) = O,
welche A und p hochstens im 3ten Grade enthalten kann, wenn
jeder Curve des ersten Biischels diejenige Curve des zweiten
Biischels zugewiesen wird, welche denselben Punkt von Cr ent-
hilt. Denn es werden dulch die Gruppen der (3|1), Jedem A drei
p und durch die Gruppen der (3|1), jedem p drei A zugeordnet.

Deutet man nun A und p als Coordinaten in einer Ebene, so
wird die Curve €7 auf die Curve f(}, p.) = O eindeutig umkehrbar
bezogen sein. Da nun die letztere hochstens das Geschlecht
(83—1).(3—1) =4 haben kann, so muss auch fir C» folgen,
p=4

1 Ich habe fiir die iibliche Bezeichnung g% einer linearen Schaar die
Bezeichnung (Q|¢) gewihlt.
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Ist also p>4, so kann C' nur eine einzige (3]1) be-
sitzen. Wir wollen im Folgenden an der Voraussetzung p > 4 fest-
halten, da die Fille p <4 hinreichend bekannt und einfach sind.

2. Wir wollen die Punkte einer Gruppe (3) von (3|1) mit
a, @, " bezeichnen, und dieselben ein Tripel nennen. Ferner sei
mit w die Anzahl linear unabhéngiger Curven 3 der Ordnung
(m—4), welche zu C» adjungirt sind, bezeichnet, so dass eine
solche y durch w—1 willkiirliche Punkte bestimmt ist. Dann
lisst sich folgender Satz beweisen:

Ist also w>0, so liegen «, &, a” stets auf einer
Geraden. Denn alle adjungirten Curven ¢ der (m—3)ten Ord-
nung, welche zwei Punkte eines Tripels enthalten, miissen auch
durch den dritten Punkt gehen. Wiirde ¢, durch «, «’ gehen, «”
aber nicht enthalten, so lege man durch «” eine willkiirliche
Gerade 4, diese bildet mit ¢, eine adjungirte Curve (m—2)ter
Ordnung, welche die Gruppe a, ', @ der vorausgesetzten (3|1)
enthélt. Durch den Restschnitt dieser Curve miissen also Curven
(m—2)ter Ordnung gehen, welche die (3|1) ausschneiden, Da sie
aber alle 4 als festen Bestandtheil enthalten, so konnten nur die
zwel Punkte «, « variabel sein, also eine (2|1) bilden. Diese
kann aber nicht auftreten, sobald eine adjungirte Curve (m—4)ter
Ordnung existirt. !

Sei nun y irgend eine Curve (m—4)ter Ordnung, die nicht
durch a, ¢/, «’ geht und 4 sei die Gerade, welche «/, ¢’ mit ein-
ander verbindet, dann ist 4.y eine adjungirte Curve (m—3)ter
Ordnung, welche zwei Punkte des Tripels enthilt, also auch den
dritten enthalten muss. Da aber y nicht durch « geht, so muss 4
den Punkt « enthalten.

Da w stets grosser als Null ist, sobald p>m—2 ist? so
folgt specieller:

Aufeiner cr, firweleche p >m—2,liegen die Tripel
ciner (3[1) stets auf Geraden.

3. Fir die hyperelliptischen Curven haben die adjungirten ¢
die charakteristische Eigenschaft, dass alle, welche einen Punkt &
der Grundeurve enthalten, noch durch den conjungirten 2’ gehen

! Vergl. die Abhandlung: ,Uber hyperelliptische Curven%, Mathem.
Annalen, Bd. 29, S, 387.

Ebendaselbst.



144 K. ' Bobek,

so dass #, 2/ eine Gruppe der vorhandemen (2|1) bilden. Das
Analogon fiir die (3|1) enthilt der folgende Satz:

Jede adjungirte Curve y der (m—4)ten Ordnung,
welche einen Punkt o der Curve cr enthilt, gehtnoch
durchdieconjungirten Punkte 2/,2" von €7, sobald , 2/, 2"
einer (3|1) angehdren.

Denn ist @, 2/, 2" ein Tripel der (3|1) und legt man die
Curve y durch & und sie ginge nicht durch 2’ und 2", so wiirde
eine willktirlich durch 2’ gelegte Gerade 4, die #” nicht ent-
halten soll, mit y zusammen eine adjungirte Curve (m—3)ter
Ordnung bilden, welche die @, 2/ enthdlt und nicht durch 2"
geht, was unmoglich ist. Wiirde aber y blos 2/ und nicht " ent-
halten, wenn sie durch « geht, so wiirde eine beliebige Gerade
der Ebene mit y eine adjungirte Curve (m—3)ter Ordnung bilden,
die bloss zwei Punkte eines Tripels enthilt,

4. Aus diesem Verhalten der Curven y folgt unmittelbar
der Satz:

Eine (3]|1) kann auf einer €7 nicht auftreten,
sobald eine zu Cm adjungirte Curve der (m—b)ten Ord-
nung existirt.

Ist p > 2m—D5, so existirt stets eine zu C adjungirte Curve
der (m—Db)ten Ordnung.

Denn unter der Voraussetzung p=>2m—>5 oder 5> 2m—p
schneiden die Kegelschnitte der Ebene auf C™ Specialschaaren
aus, und es muss also durch eine auf demKegelschnitte 6 liegende
Gruppe von 2m Punkten eine adjungirte Curve ¢ der (m—3)ten
Ordnung gehen. Diese muss nun, da § durch keinen vielfachen
Punkt zu gehen braucht, denselben in 2m Punkten schneiden,
zerfallt daher nothwendig in eine adjungirte Curve der (m—5)ten
Ordnung und 0, da 2m=> 2m—3 ist.!

1 Auxf analoge Art wird gezeigt, dass immer eine zu CI':' adjungirte
Curve der Ordnung m—i—38 existirt, sobald

1
P =>im— 5} 1(:~+3)
ist. Und zwar existiren, wie der Riemann-Rocl’sche Satz ergibt,

1
p—tm+ 35 1(E+3)+p
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Es ergibt sich daher der specielle Satz:

Ist p>2m—b, so kann auf C» eine (3|1) nicht
existiren,

sowie die Umkehr:

Existirt auf Cr eine (3[1), so ist nothwendig
p=2m—>.

Es wird sich spiter zeigen, dass der Fall p =2m—>5 nur
dann eintreten kann, wenn C einen (m—3)-fachen Punkt besitat.
Analoges findet auch bei den hyperelliptischen Curven statt, wo
fiir p—=m—2 nur ein (m—2)-facher Punkt auftreten kann, *

Diese volistindige Analogie der Dreischaarcurven mit den
hyperelliptischen, die im Folgenden noch mehr hervortritt, ldsst
auch die Umkehr des obigen Satzes vermuthen, worauf ich
spiter zurtickzukommen hoffe.

8. 2.
Die Curven .

1. Eine adjungirte Curve y der (m—4)ten Ordnung schneidet
Cr in 2p—2—m Punkten, die ausserhalb der vielfachen Punkte
von Cr liegen. Soll also iiberhaupt eine y existiren konnen, so

m -4 2

muss p= sein. Existirt ein Biischel von Curven vy, so muss

z _2'_ 2 +2. Denn wiirde pgm *2
Biischel von Curven y aus cr eine Schaar von Gruppen zu zwei
Punkten oder einem Punkte ausschneiden, die C;}" wire algo im
ersten Falle hyperelliptisch, im zweiten rational, was Beides un-
moglich ist, sobald eine 3 existirt. *

Eine y existirt immer, sobald p>m—-2 ist, und zwar
existiren wenigstens w =p—m+2 linear unabhingige y, denn

p> + 2 sein, so wiirde der

5

von einander linear unabhiingige Curven der (m—i—3)ten Ordnung, wenn

die Gruppen, in denen die Curven ¢ter Ordnung die CI’;‘ schneiden, einer
1

Vollschaar (imf 5 t(i+3)+p) angehdren.

1 Vergl. Mathem. Annalen, Bd. 29.
2 Vergl. 1. c.
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alle Curven (m—3)ter Ordnung ¢, welche durch (m—2) Punkte
einer willkiirlichen Geraden gehen, miissen in diese und in
Curven ¥ zerfallen.

2. Ist w=p—m-+2+r, wobei r =0 sein soll, also w um =
grosser als die obige Betrachtung es liefern wiirde, so schneiden
die Geraden der Ebene aus cr eine Theilschaar aus, die in der
Vollschaar [m|r+2] enthalten ist und umgekehrt, schneiden die
Geraden der Ebene die cr in Gruppen, welche der Vollschaar
[m|r+2] angehdren, so existiren w=p—m-+2-+7 linear unab-
hiingige Curven .

Diess ergibt obne weiters der Riemann-R och’sche Satz, in
dem die [m|r+2] Restschaar ist der (2p—2—m|w—1), welche
die y ausschneiden.

3. Es kann stattfinden, dass von den 2p—2—m Schnitt-
punkten der Curven y nicht alle beweglich sind, sondern dass ¢
derselben, die die Gruppe X bilden sollen, fest sind, so dass alle
+ die ¢ Punkte, welche zu den Schnittpunkten zéihlen, die niebt
in die vielfachen Punkte fallen, enthalten. Hiebei ist zu beachten,
dass wenn die y in einem vielfachen Punkt einen Zweig beriihrt,
dann einer von den 2p—2-—m Schuittpunkten der Curve y mit
Cr eben in den vielfachen Punkt fillt. Bertithren also alle  einen
Zweig, so ist der auf diesem Zweige liegende Punkt von Cr mu
2 zu zihlen,

Gehen alle y durch ¢ Punkte, so schneiden sie C» in einer
Schaar (Q|w—1), wobei

w—1 = p—m+1+7
QR=2p—2-m—gq

ist. Der Riemann-Roch’sche Satz ergibt dann als Restschaar
eine (m-+o|r+2+0), das heisst eine Schaar von Gruppen zu
m+-o beweglichen Punkten und der Mannigfaltigkeit t+2-+a.
Die m+o Punkte, welche eine willkiirliche ¢, die durch einc
Gruppe (Q) von (2|w—1) geht, ausschneidet, miissen alle be-
weglich sein. Denn wiirden ¢/ von ihnen fest sein, so miissten
alle ¢, welche durch (Q) gehen, diese ¢’ Punkte enthalten und in
Gruppen (m+o—q’) von m~+oc—ao’ Punkfen die C schneiden.
Die Restschaar dieser Gruppen (m+o¢—a’) wire cine Schaar von
Gruppen zu 2p—2—m—o+o’=Q~+d beweglichen Punkten,
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was unmdoglich ist. Denn nimmt man als specielle (m+a—d)
eine Gruppe, die durch eine y und eine Gerade der Ebene aus-
geschnitten wird, so sieht man, dass die ¢/ Punkte in der Gruppe =
enthalten sein miissten, und dass also diese ¢’ Punkte mit v
beweglich wiren, gegen die Voraussetzung beziiglich X.

Hilt man also von den die (m—+ |7+ 2+ 0) ausschneidenden
Curven ¢, die durch eine (2) gehen, o beliebige Punkte auf C»
fest, so erhilt man eine (m|r+2). Nimmt man speciell als die
o Punkte die Gruppe £ an, so erhélt man die Schaar [m|r+2],
in welcher anch die Gruppen enthalten sind, die die Geraden
der Ebene auf €™ ausschneiden.

Hieraus erkennt man, dass die ¢ Punkte von X genau ¢ von
einander unabhingige lineare Bedingung fiir diehindurchgehenden
¢ bilden miissen. Denn wiirden die ¢ Punkte nur ¢—e Bedin-
gungen fiir die durchgehenden ¢ sein, so konnten sie auch nicht
mehr fiir diejenigen ¢ bilden, welche noch durch eine (Q) gehen.
Da aber durch () noch genau r+2-+g Curven ¢ gehen, so
wiirden durch X und (Q) wenigstens 7+2+¢ Curven ¢ gehen,
die aus C» eine (m|q) ausschneiden wiirden, fiir die ¢ = r+2+¢
wiire, und diedie Gruppen enthielte, welche die Geraden der Ebene
aus C ausschneiden, von der wir voraussetzten, dass sie eine
[m|r+2] ist.

1), die von y Curven
ausgeschnitten wird, fiir welche

w—I]=p-—m+147c
Q=2p—2—m—g

ist, so zwar, dass die Geraden der Ebene Gruppen ausschneiden,
die einer Vollschaar [m!r+2] angehoren, so gehen alle y durch
eine Gruppe ¥ von ¢ Punkten auf cr.

Ist %, eine Curve (m—4)ter Oldnung, welche die Gruppe (Q)
ausschneidet, und 4 eine beliebige Gerade der Ebene, so schneidet
die aus 4 und y, bestehende Curve ¢, welche (Q) enthilt, die C*
in einer Gruppe (m—+g) von m-+o¢ Punkten, welche Restgxuppe
der Schaar (Q|w—1) ist. Die Vollschaar de1 Curven ¢, welche
durch (m+-o) geht, schneidet Cr in der (Q|w—1), da aber alle ¢
die Gerade 4 als Bestandtheil enthalten miissen, so zerfallen sie
in diese Gerade A und in die Schaar der Curven y, welche die
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(@ | w—1)ausschneiden, und welche daher alle durch die Gruppe =
gehen miissen.

Als Beispiel sei hier folgende Curve C7 erwidhnt. Man lege
durch 8 willkiirliche Punkte der Ebene eine Curve Tter Qrd-
nung, welche diese Punkte zu Doppelpunkten hat und durch den
9ten geht, welcher die 8 zu Basispunkten eines Biischels Curven
dritter Ordnung erg#nzt. Solche Curven kann man auch projec-
tivisch durch einen Curvenbiischel 3ter und 4ter Ordnung erzeugen,
welche die 8 Punkte gemeinschaftlich haben. Die Curven y sind
hier die Curven 3ter Ordnung, welche alle den 9ten Punkt ent-
halten und aus C! daher nur eine (4|1) ausschneiden, indem
o=—1 wird.

5. Es enthalte nun C» eine (3|1), dann miissen die
einem Punkte s von X conjungirten Punkte ¢/, s/ stets in
einen und denselben vielfachen Punkt von C» fallen.

Denn liegt s in X und wiirden s/, s” nicht in den vielfachen
Punkten liegen, so miissten sie doch unter den Punkten ¥ vor-
kommen,nach Satz 3 auf pag. 145. Dann wiirden aber alle Curven g,
welche durch s, s’ gehen, den Punkt s” enthalten, also konnten
die ¢ Punkte von X nicht ¢ Bedingungen fiir die ¢ bilden, da
s, &, s nun 2 Bedingungen fiir die hindurchgehenden ¢ sind.

Wiirden nun ¢/, s” in den vielfachen Punkten o und o, auf
den Zweigen z und #z, liegen, so miissten alle Curven ¢, welche
durch s und ¢ gehen, auch s” enthalten, d.h. die Curven o,
welche durch s gehen und in ¢ den Zweig z beriihren, miissten in
d, den Zweig z, beriihren. Nun bildet eine jede x und eine will-
kiirlich durch & gezogene Gerade eine ¢, die durch s geht und in
d den Zweig z beriihrt, also miisste jede x in 4, den Zweig z,,
und, wie ebenso folgt, in ¢ den Zweig z beriihren, dann wiirden
aber s’ und s” zu der Gruppe X zdhlen, was nach Obigem unmog-
lich ist. Es konnen also nur z und z, Zweige eines und desselben
vielfachen Punktes sein.

Umgekehrt liegen zwei Punkte s/, s” eines Tripels der (3|1)
auf verschiedenen Zweigen z und z, eines vielfachen Punktes d,
so gehen alle % durch den dritten Punkt s des Tripels. Denn da
s, ¢/, s" eine Gruppe der (3|1) bilden, so werden alle ¢, welche
C™ in s’ und s” auf 2, respective z, beriihren, nothwendig s ent-
halten miissen. Unter diesen ¢’ treten aber auch die Curven ¢ auf,
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welche aus einer willkiirlich durch ¢ gezogenen Geraden und den
Curven y; bestehen. Die letzteren miissen also alle durch s gehen.

§ 3.

Die Enveloppe €.

1. Liegen drei Punkte a, «/, 2’ einer Gruppe von (3|1)
nicht in einer Geraden, was nur dann stattfinden kann, wenn
keine adjungirte Curve y der (m—4)ten) Ordnung existirt, so ist
die Enveloppe der drei Geraden X, X/, X”, welche die
drei Punkte untereinander verbinden (X enthilt 2/, 2" u. s. w.)
eine Curve € der Classe ¢, =2m—2—p und demselben
Geschlechte p, wie die Grundcurve Cr. Dies Letztere
folgt daraus, dass jeder Tangente X von € der Punkt 2 von C;”
zugeordnet werden kann, welcher dieser Geraden in dem Dreieck
@, ', 2" gegenitberliegt, wodurch beide Curven ein-eindeutig aunf
einander bezogen sind.

Um ¢, zu bestimmen, beachte man, dass die durch (3|1) auf
C» hervorgerufene Correspondenz (2, 2),

a=2+4242p = 2p+4

Coincidenzpunkte aufweist. Projicirt man nun die (3|1) aus einem
Punkte ¢ der Ebene, so erhilt man im Strahlenbiischel (¢), eine
Correspondenz (2m, 2m), deren Coincidenzen aus den Strahlen
bestehen, die ¢ mit den « Coincidenzpunkten der obigen Corres-
pondenz (2, 2), verbinden und aus den doppelt zdhlenden durch ¢
gehenden ¢, Tangenten von €. Es ist also

2¢,+a = 2m~+2m
¢, = 2m—2—p

Es kann ein vielfacher Punkt von Cr zwei Punkte eines
Tripels auf verschiedenen Zweigen besitzen, so dass dies nicht
als Coincidenz der Correspondenz (2, 2),, wohl aber als Coincidenz
fir den Strahlenbiischel (¢) zéhlt. Und zwar zihlt jeder Strahl,
welcher einen solchen singulidren Punkt mit ¢ verbindet, als zwei
Coincidenzen im Strahlenbiischel. Sind also s solcher singulirer
Punkte der Cr vorhanden, so wird, wenn ¢ die Classe der
tibrigen Enveloppe ist,

¢ =2m—2—p—s
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sein, wie auch daraus klar, dass jeder solche singuléire Punkt zur
Gesammtenveloppe z4hlt, deren Classe ¢|+s = ¢, bleibt.

2. Die Enveloppe € und die Curve Cr sind durch Zuweisung
des Punktes # von Cr und der Tangente X von G, welche 2/, !
trigt ein-eindeutig auf einander bezogen, also gehen m—+¢, Tan-
genten von € durch ihre entsprechenden Punkte von C. Eine
Tangente X geht durch den Punkt & erstens, wenn « einer der
a Coincidenzpunkte der Correspondenz (2, 2), ist, zweitens,
wenn die drei Punkte x, 2/, 2/ auf einer Geraden liegen. Sind ¢
solcher Geraden vorhanden, so zihlen dieselben offenbar als

3 ¢ Tangenten von @, welche durch ihre entsprechenden Punkte
gehen. Es ist also

3t+a=m+c,
und

t =m—p—2.

Sind s singulire Punkte vorhanden, die auf verschiedenen
Zweigen die Punkte a, o' enthalten, wihrend «” ausserhalb liegt,
so zihlt ¢/, a” und «, a” als je eine der Tangenten von §, die den

entsprechenden Punkt enthilt, also wird die obige Gleichung die
Grestalt annehmen:

34+ at+2s =m+c|
also ist
= m—p—2—s,

oder die s Geraden a, «” zihlen mit unter die Geraden, welche
Tripel der (3| 1) enthalten.

Aus einem bekannten Satze der Algebra schliesst man
daher, dass, wenn mehr als m—p—2 Tripel einer (3|1)
auf Geraden liegen, es alle thun. In diesem Falle reducirt
sich die Classe von § auf % ¢

Fir p>m—2 ergibt sich ¢ negativ, da aber dann stets
wenigstens eine adjungirte Curve y der (m—4)ten Ordnung
existirt, so folgt, dass alle Tripel auf Geraden liegen.

3. Wir setzen »>0 voraus, so dass Curven y existiren, und
zwar mogen dieselben alle durch o feste Punkte von (7 gehen.
Dann treten o vielfache Punkte d von CI’)" auf, in welchen Paare
s', s entsprechender Punkte auf dem Zweig z und 2z, liegen.
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Projicirt man nun die (3 1) aus einem Punkte ¢ der Ebene,
so0 treten die ¢ Strahlen, welche ¢ mit den ¢ Punkten d verbinden,
doppelt, die « Strahlen, welche ¢ mit den « Cotncidenzpunkten
der Correspondenz (2, 2), verbinden, einfach, und die ¢ Tangenten
von @ sechsfach als Coincidenzstrahlen der in (¢) enstehenden
Correspondenz (2m, 2m) auf; so dass also

6e+20+c — 4m
oder
3¢e=2m—2—p—oqa ...a)

wird. Die rechte Seite ist stets durch 3 theilbar, wie sich aus
Folgendem ergibt.

Der bewegliche Schnitt einer y mit C7 muss aus 3w—3
Punkten bestehen. Denn ist x, 2/, " ein Tripel der (3|1) und legt
man durch & und »—2 willkiirliche Punkte von C:ay,a,...ap—s
die Curve y,, so schneidet sie ausser in 2/, 2 noch in 2(w—2)
Punkten aia/, a,a)  aw_sal_, und durch die 3(w—2) Punkte
gehen die Curven y, welche die (3|1), zu der x, #/, 2’ gehort,
ausschneiden. Die Curven y konnen daher nur in 3w-—3 beweg-
lichen Punkten die cr schneiden oder es ist @ = 3w—3. Daher ist

Q@ =38w—3 = 2p—2—m—0q . 2)
und da
w = p+2—m+r 1)
ist, so folgt:
p=2m—>b—3r—oa .8
und aus «)
c=r1+1 4

als Classe der Enveloppe.

4. Ist = = 0, so folgt, dass die Enveloppe ein Punkt sein
muss, dass also C” einen (m—3)-fachen Punkt besitzen muss,
dessen Strahlen auf C™ die (3|1) ausschneiden.

Dies ergibt sich auch folgendermassen: Ist + — 0, schneiden
also die Geraden der Ebene auf C;" eine Vollschaar aus, so
zerfallen alle adjungirten Curven ¢ der (m—3)ten Ordnung,
welche durch den vollstindigen Schnitt einer adjungirten 3 der
(m—4)ten Ordnung mit C» gehen, in diese und die Geraden der
Ebene. Nun bildet eine beliebige 4, mit der Geraden X, welche
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das Tripel , 2/, 2" von (3|1) enthilt, das nicht auf x, liegen soll,
eine ¢, die eine Gruppe der (3 |1) enthilt, und alle ¢, welehe
durch den Restschnitt der ¢, gehen, schneiden die (3|1) aus. Da
nun alle letzteren y, als festen Bestandtheil enthalten miissen, so
muss durch die (m—3) tibrigen Schnittpunkte von X mit C ein
Strahlenbiischel gehen, welcher die (3|1) ausschneidet, d. b, cr
hat einen (m—3)-fachen Punkt, durch den die Strahlen gehen
welche die Tripel der (3]1) tragen.

Ist hiebei p — 2m—3—g, so miissen nebst des (m—3)-fachen
Punktes d noch andere vielfache Punkte auftreten, die als ¢ Doppel-
punkte zihlen. Es lisst sich nun zeigen, dass nur Doppel-
punkte auftreten konnen. Punkte hSherer Vielfachheit als
drei konnen tiberhaupt nicht auftreten.

Da némlich C einen (m—3)-fachen Punkt o besitzt, so
zerfallen alle y in (m—4) durch d gehende Gerade. Treten o
Doppelpunkte d’ auf, so muss jede y die ¢ Geraden, welche d
mit den 4’ verbinden, als feste Bestandtheile enthalten, so dass
von einer y nur m—4—o Punkte willkiirlich angenommen werden
konnen, wodurch sich

0w =m—3—¢

ergibt. Da nun wegen des (m-—3)-fachen Punktes und der
o Doppelpunkte
p = 2m—bH—0
folgt, so ist
w=p—m+2,
also nach Gleichung 1) r = 0.

Wiirde aber ein dreifacher Punkt auf cr auftreten in ¢ und
iiberdies (6— 3) Doppelpunkte, so dass p = 2m—Db—a ist, so
miissten die Curven y die Gerade d, d” doppelt enthalten, es
wiren also nur m—3—o Gerade willkiirlich, oder es ist

»w —=m—2—a,
woraus mit Riicksicht auf p folgt:
0w = p—m+3,

also nach Gleichung 1) = =



Dreischaarcurven. 153

Enthdlt mithin eine C* mit (m—3)-fachem Punkt
noch einen dreifachen Punkt, so schneiden die Geraden
der Ebene auf C* keine Vollschaar mehr aus.

Ist daber - = O und enthilt C* eine (3|1), so konnen ausser
dem (m—3)-fachen Punkte nur noch Doppelpunkte auftreten,
sobald eine zu Cr adjungirte Curve der (m—4)ten Ordnung
existirt, und zwar treten, wenn p = 2m—b—oq ist, noch ¢ Doppel-
punkte auf. Die Gruppe X von Punkien, durch welche alle y
gehen, besteht sodann aus den ¢ einfachen Schnittpunkten der
Geraden, welche den (m — 3)-fachen Punkt von Cr mit den
o Doppelpunkten verbinden.

Hat die Curve C ausser dem (m—3)-fachen Punkte
noch ¢ dreifache und ¢ Doppelpunkte, so dass

p=2m—b—30—¢

ist, so ist = = 8. Denn es ergibt sich, wie oben:
w=m—3—2d0—g,

also mit Riicksicht auf p
= p—m+2+6,

daher nach Gleichung 1) = = ¢.

Umgekehrt hat C einen (m—3)-fachen Punkt, und
ist +>0, so treten noch r dreifache Punkte auf, sobald
w >0 ist. Denn wiirden ausser dem (m—3)-fachen Punkte nur
Doppelpunkte auftreten, so wire nothwendig = —= 0.

5. Die Enveloppe € ist, sobald die Tripel der (3|1) auf
Geraden liegen, rational und im Allgemeinen irreducibel. Sie
kann zerfallen in einzelne Punkte und in eine irreducible En-
veloppe oder sie kann auch aus einer mehrfach gezihlten ratio-
nalen Enveloppe bestehen.

Das erstere tritt ein, sobald die C einen Punkt hoherer
Vielfachheit als ¢ = =+ 1 besitzt, denn dann gehen durch diesen
mehr Tangenten von @, als ¢, die Geeraden nimlich, welche den
vielfachen Punkt mit den Paaren verbinden, die den einzelnen
Punkten der Zweige entsprechen. Es kann auch der Fall dann
eintreten, wenn drei Punkte auf drei verschiedenen Zweigen eines
und desselben vielfachen Punktes ein Tripel bilden.

Sitzb, d. mathem.-naturw. Cl. XCVIIL. Bd, Abth, IT a 11
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Tragt jede Tangente der Enveloppe zwei oder mehrere
Tripel der (3|1), so ist die Enveloppe doppelt oder mehrfach zu
zéhlen, wodurch ihre Classe dann ¢ = r+1 wird.

8. 4.
Specielles Verhalten der einer Dreischaarcurve cr
adjungirten Curven (m—4)ter Ordnung.

1. Wir setzen die rationale Enveloppe der Geraden, welche
die Tripel der (3|1) tragen, als irreducibel voraus, so dass ihre
Classe ¢ — v+1 ist, und ebenso sei

w=p—m+2+47 1)

grosser als Null.

Durch einen willkiirlichen Punkt y der Ebene ziehen wir
die ¢ Tangenten von @, die mit 7}, T, T. bezeichnet sein
mogen. Durch die ¢ auf diesen Tangenten gelegenen Tripel
(£), (t), (t.) gehen noch genau w—c linear unabhingige
Curven y. Es gilt nun der Satz:

Ist w > ¢, so gehen alle w—c linear unabhéingigen
Curven y, welche die ¢ Tripel (¢,), (%) (¢.) enthalten
auch durch den Punkt y der Ebene, von dem aus die
Tangenten 7}, T, T, der € gezogen wurden.

Man nehme noch w — ¢ willkiirliche Tripel (.41), (foy2) - .. (fo)
auf den Tangenten 7., T.io T, von § zu den obigen
¢ Tripeln hinzu und bezeichne die adjungirte Curve (m—4)ter
Ordnung, welche durch w—1 der Tripel geht, durch das Tripel
(¢;) nicht, mit ..

Dann sind

Ty31r Tytas T.y.

¢ linear unabhiingige Curven ¢, welche durch die w Tripel (¢)
und die Gruppe = von ¢ Punkten gehen.
Denn wiirde fiir constante « eine Identitiit

a Ly + o, Tyyy+ oo +aloy. = 0
bestehen, ohne dass alle « verschwinden, so wiirde, wenn man

1’,- p— |U‘fA — 'J;B
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setzt, wobei 4 =0 und B =0 irgend zwei durch y gehende
Gerade sind, aus derselben folgen:

A 2 pea; Ty, =B Z vio Tiys
1 1
d. b. es miisste

c

Z pia; Tiys = By
1

E vio, Toy, = A

1
sein, wobei ¢ eine adjungirte Curve der (m—5b)ten Ordnung wire,
diese kann aber, sobald eine (3|1) vorausgesetzt ist, nicht
existiren.

Durch die w Tripel (¢) und die Gruppe = von ¢ Punkten
gehen aber genau ¢ linear unabhingige Curven ¢. Die Curven ¢
schneiden nimlich die Cr in Gruppen von (m—3) Punkten, zu
denen auch die (m—3) Schnittpunkte der Tangenten 7 gehoren,
die nicht im Tripel (¢) verhanden sind. Durch den vollstindigen
Schnitt der 3, mit C» gehen genau 7+3 linear unabhingige
Curven ¢/, legt man dieselben noch durch das Tripel (¢.), so
bleiben 41 linear unabhingige durch die ¢ Tripel.

Das Tripel (¢.) bildet némlich fiir die durchgehenden ¢ stets
nur zwei lineare Bedingungen, aber auch fiir die Curven ¢/, welche
durch den vollstindigen Schnitt der y, mit cr gehen, bildet es
genau zwei lineare Bedingungen. Denn wiirden schon die
Curven ¢/, welche durch einen Punkt des Tripels gehen, die beiden
anderen enthalten, so kiime man zu dem Resultate, dass jede
Gerade, welche einen der Tripelpunkte von (¢,) enthielte, auch
die zwei anderen enthalten miisste, da diese Gerade mit y. eine ¢’
bildet, welche durch einen Tripelpunkt geht.

Mithin gehen durch die « Tripel und die Gruppe £ genau
T4+1 = ¢ linear unabhingige Curven ¢”, und es ist jede solche
Curve darstellbar in der Gleichungsform :

o= Yia;Tyys
~

11*
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Danun fir x = 1,2, w—c auch T.q.).4« €ine ¢” ist, so ist
J— )
Tepi Yot = Z BT s
1

Die Gerade 7., kann durch y nicht gehen, da schon die
¢ Tangenten T; der irreduciblen Enveloppe € durch y gehen
also muss zu Folge der Identitét ., durch y gehen. Nun waren
die Tripel (f.41), (fet2) (to) ganz willkiirlich, also ist y,
irgend eine durch die ¢ Tripel (¢,), (f,)  (¢.) gehende Curve y,
wodurch der obige Satz erwiesen erscheint.

Derselbe ldsst sich auch folgendermassen aussprechen: Legt
man durch einen willkiirlichen Punkt y der Ebene und
durch ¢—1 Tripel der €7, welche auf (¢—1) Tangenten
der Enveloppe € des Punktes y liegen, die Curven ¢,
so gehen dieselben stets noch durch ein weiteres Tripel
der (3|1), das auf der letzten Tangente von € des
Punktes y liegt.

Man erkennt aus diesem Verhalten der y die Analogie zu
dem Verhalten der adjungirten Curven (m—3)ter Ordnung einer
hyperelliptischen Curve, welches ich in einer der hohen Akademie
in der Sitzung vom 18. M#rz 1886 vorgelegten Arbeit bewiesen habe.

2. Auf demselben Wege wie dort beweist man nun folgende
Sitze:

Das Systemder Curveny,, welche durch die ¢ Tripel
auf den Tangenten des Punktes y gehen, bildet ein
lineares Netz. Jedem Punkte y entspricht eine durch
ihn gehende Curve y,, beschreibt y eine Gerade ¥, so
beschreibty, einen Biischel, von dem m—b Basispunkte
auf Y liegen,

Ebenso ergibt sich die projectivische Erzeugung der vor-
gelegten Clj" durch Biischel der y, und auch die Erzeugung einer
beliebigen Curve, fiir welche p = 2m—8 ist, also = = 1, und die
Enveloppe € ein irreducibler Kegelschnitt ist. Man hat nur stets
Curven (m—4)ter Ordnung statt der dortigen Curven (m—3)ter
Ordnung zu nehmen., Die Gleichung dieser Curven werde ich
noch in Folgendem aufstellen.
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§. 5.

Die Gleichung der Dreischaarcurven.

L. Ist f= 0 die Gleichung der Curve C, welche eine (3|1)
enthélt und fiir welche w =0 ist, so lésst sich, wenn C eine Con-
stante ist, dieselbe in der Form

C.f=Y{—oT ...B)

darstellen, wobei ¢ — O die Gleichung einer adjungirten Curve
(m—1)ter und ¢ = O die Gleichung einer solchen Curve (m—3)ter
Ordnung ist. ¥ = 0 ist die Gleichung einer Tangente der En-
veloppe € und I' = 0 die Gleichung irgend einer Curve dritter
Ordnung, welche dasselbe Tripel der (3|1) enthilt, wie ¥ = 0.
Ist ndmlich ¥ = O die Gleichung irgend einer adjungirten
Curve der (m—4)ten Ordnung und y, y’, y” ein Tripel der (3]1),
das nicht auf y liegt, so schneidet die Gerade Y, welche das
Tripel (y) trégt, die C noch in (m—3) Punkten und durch diese,
sowie das vollstindige Schnittpunktsystem der y mit Cr, geht
der Biischel adjungirter Curven (m—a3)ter Ordnung, welcher die
(8]|1) ausschneidet. Sei ¢ = 0 die Gleichung der Curve dieses
Biischels, welche das Tripel (¢) = a, &/, «”’ enthilt, so ist

Yy—pe =0 ...0)

die Gleichung des die (3|1) ausschneidenden Biischels.

Es sei ferner I' = O die Gleichung irgend einer, das Tripel (y)
enthaltenden Curve dritter Ordnung, so schneidet dieselbe C
noch in 3(m—1) Punkten, durch diese und das vollstindige
Schnittpunktesystem der y mit € geht sodann ein Bischel ad-
jungirter Curven der (m—1)ten Ordnung, welcher auch die (3]1)
ausschneidet. Ist ¢ — O die Gleichung der Curve dieses Biischels,
welche das Tripel («) enthiilt, so kann die Gleichung des Biischels
in der Form

yF—py =0 7)

geschrieben werden, indem jedem p. dasselbe Tripel der (3[1)
zugewiesen wird, wie in der Gleichung 6) des Biischels der
Curven (m—3)ter Ordnung.

Die Biischel 6) und 7) erzeugen nun, wenn Curven, die dem-
selben p entsprechen, einander zugewiesen werden, eine Curve
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(2m—4)ter Ordnung, die aus C* und y, besteht, indem fiir p. = 0
die Curve y — O beiden Biischeln gemeinschaftlich wird. Eliminirt
man p aus 6) und 7) und ldsst den Factor x weg, so wird der
Rest, gleich Null gesetzt, die Gleichung der C* darstellen, und
daher ist

C.f=Yy—ol. ...5)

2. Aus der Identitdt D) schliesst man, dass die Curven ¢
und ¢ einander in den singuliren Punkten der C* beriihren, d. h.
jeder der »—1 Zweige der Curve ¢ (in einem x-fachen Punkt
der Cr) beriihrt einen der (x—1) Zweige der Curve . Denn ein
Zweig der Curve ¢ — O schneidet in einem solchen Punkte f=0,
also auch Y{ = 0, in » aufeinander folgenden Punkten, d. h., da
Y = O nicht durch den »-fachen Punkt geht, $ = O wird von dem
Zweige der ¢ = 0 daselbst in » Punkten geschnitten, da aber
Y = O nur einen (x—1)-fachen Punkt dort besitzt, so muss der
Zweig von ¢ — 0O einen der Zweige von ¢ — O noch beriihren.
Dies folgt nun von jedem der (x —1) Zweige von ¢ = 0. Diese
konnen aber nicht denselben Zweig oder nur einige Zweige von
P = O beriihren, denn es folgt auch umgekehrt auf dieselbe Art,
dass jeder Zweig von ¢ — O einen Zweig von ¢ — O beriihren
muss.

Die iibrigen Schnittpunkte von ) = 0 und ¢ = 0 sind: das
vollstindige Sehnittpunktesystem der Curve y mit C» und das
Tripel (@), also 3 (w—1) 4+06+3 = 3w-+0 an Zahl. Da in jeden
singuldren Punkt nach Obigem x(x—1) Schnittpunkte der Cur-
ven fallen, so muss

Bw+o+3x(x—1) = (m—1)(m—3)

sein, was auch wirklich stattfindet, wenn man beachtet, dass
1 1
5 (m—1)(m—2)— 727.(7. -1 =p=2w+1l+r+g

ist, wobei nach Gleichung 1)
0 = p—-—'m+2+7

die Anzahl linear unabhingiger Curven (m—4)ter Ordnung
bedeutet.
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3. Wihlt man an Stelle von I' irgend eine andere (y) ent-
haltende Curve dritter Ordnung, d. h. setzt man

M=Tr4+0Y,

wo § eine quadratische Function der Coordinaten ist, an Stelle
von I, so wird, da

CF=Y(p+0p)—o(T+0Y)
ist, auch an Stelle von ¢ treten

¥ = ¢+,

so dass den oo® Curven dritter Ordnung durch (y) eben auch
o0 Curven (m —1)ter Ordnung zugewiesen sind. Alle diese haben
in den singuldren Punkten feste Tangenten und schneiden die-
selbe Schaar aus, wie die nicht adjungirten Curven I' durch (y).

Wir wollen im Folgenden uns TI', also auch ¢, fest gewihlt
denken, d. h. die Constanten in den Gleichungen festhalten. Ebenso
setzen wir von nun ab ¢ =0, d. h. setzen voraus, der ganze
Schnitt der Curve y mit Cr, der nicht in den singuldren Punkten
liegt, sei beweglich.

§. 6.
Erzeugung der Dreischaarcurven cr durch Curven-
systeme,
1. Die Darstellung
GF=Yy—ol ...D)

gilt fiir jede Tangente Y der Enveloppe G, ist diese daher irre-
ducibel, so kann man Y rational von einem Parameter A so
abhiingen lassen, so dass die Graden

Y() =0

die Enveloppe © einhiillen, wenn A stetig alle Werthe durchlauft.

Da nun ausnahmslos fiir jeden Werth von A sich auch ein
ganz bestimmtes ¢ ergibt, indem die Curve (m—3)ter Ordnung,
welche durch das Schnittpunktesystem der  mit Cr und das
Tripel () geht, vollstindig bestimmt ist, sobald sie noch die
Gruppe von (m—3) Punkten enthalten soll, die ausser dem Tripel
() auf ¥(%) =0 liegen, so hingt auch ¢ rational vom Parameter A
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ab. Aber auch ¢ und I" werden von A rational abhéingen, da auch
diese unter unserer Voraussetzung ganz bestimmt sind, sobald i
angenommen wird.

Der Parameter A tritt in £ nicht auf, kann also nur in der
Constanten vorhanden sein, so dass wir die Identitit 5) auch
schreiben konnen:

CO)-=YM Q) —e @I Q)

wobei alle Functionen rational von 2 abhingen.

Was die Ordnung betrifft, in der 2 auftritt, so ist dieselbe
fiir Y (%) offenbar ¢ = v+-1 die Classe der Enveloppe €. Da durch
jeden Punkt 2 von C ansser der Tangente X von €, welche das
Tripel @, &/, & triigt, noch ¢—1 = r Tangenten Y gehen, welche
Tripel tragen, zu denen x nicht gehdrt, so gehen durch jeden
Punkt von C nur r Curven ¢, also tritt 2 in ¢ (%) in der Ord-
nung r auf,

Ist p die Ordnung von 2 in I'(2), so kann in ¢(X) blos die
Ordnung (p—-1) von A auftreten, und es ist daher:

COY) [ = YO YO —g(OIT(R), .. d)

wobei die Ordnung des Parameters 1, in welcher er in den ein-
zelnen Functionen auftritt, ersichtlich gemacht ist.
2. Es wird nun £ = O erzeugt durch den Schnitt:

@) von Y(x+1) =0 und (A7) =0
b) Y(x+) =0 ') =20
c) Y1 =0 r(») = 0;

wenn man A alle Werthe durchlaufen lisst und Curven, die dem-
selben X entsprechen, einander zuweist.

(%) =0 und ¢ (1) = O konnen von £ = O nichts erzeugen,
da sie sich nicht in beweglichen Punkten von O treffen. Ihr
Erzeugniss zerfillt, wie wir spiter zeigen werden.

Es mbgen nun die einzelnen Erzeugungsarten von cr be-
trachtet werden,

a) Die Curvensysteme

Y+ =0 o(x) =0 ...8)
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erzeugen C» durch den Schnitt entsprechender Curven z-fach-
Denn durch jeden Punkt 2 von € gehen = Tangenten von € und
die ihnen entsprechenden r Curven ¢. Die letzte Tangente von €
durch @ ist diejenige, welche das Tripel 2, 27, 2 trigt und deren
entsprechende Curve ¢ nicht durch 2 geht.

Als Erzeugniss dieser beiden Systeme «) tritt ferner jede
Tangente Y(7;) auf, deren Parameter 2; so beschaffen ist, dass

(k) = Y (%)

wird, d. h. dass () =0 zerfillt in diese Tangente Y(3,) und
eine adjungirte Curve der (m—4)ten Ordnung. Dies geschieht
fir w = p—m~+2+7 Werthe von 2. Denn es moge unsere
Curve %, durch deren vollstindiges Schnittpunktesystem wir
alle ¢ legen, in den Tripeln (4,) (a,) (). .. (2w—1) die C* schneiden,
welche auf den Tangenten Y(2,),Y(2,)  Y(u—:) liegen. Die ¢
gehen ferner alle noch durch das Tripel (@), das wir mit (a,,)
bezeichnen wollen, und dem der Parameter 2, also die Tangente
Y (M), zukommt, Nimmt nun 2 einen der Werthe 2,2, X, an.
so muss offenbar ¢ (%) zerfallen in Y (2;) und die Curve y,, welche
durch die iibrigen Tripel mit Ausschluss von («,) geht. Ein Zer-
fallen kann auch nur fiir diese w Werthe von 2 stattfinden, denn
sonst wiirde aus
HOER 102
folgen, dass, da ¥(X) =0 durch keines der w Tripel (¢,)(a,)... (aw)
geht, ¥ = O durch die w Tripel gehen miisste, was unmdglich ist,
da eine adjungirte Carve (m—4)ter Ordnung nur in w—1 Tripeln
schneiden kann.
Eliminirt man 2 aus den beiden Gleichungen

Yty =0 w(d) =0, 8)
so wird das Resultat in den Coordinaten von der Ordnung
(r+1)(m—3)+r sein, und es ist auch

(r+1)(m—3)+7 = tm+uw,
wenn man beachtet, dass

w—=m—3—27
ist.
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Es sei noch bemerkt, dass fir die Werthe 1,2, %, auch
¥ (A) zerfillt. Denn setzt man in 1) fiir 2 einen der Werthe A, ein

so wird
CR)-F=YA) [ () — 1T,

und da f irreducibel ist, so muss

cix) =0, i=1,2, w .9
sein, also auch

P () = 1T, ...10)
sobald

e =Y, i=1,2, ... 11)
ist.

b) Die Curvensysteme
Y(&t) =0 r() =0 ...12)

erzeugen durch ihre Schnitte die cr einfach, und da sie sich sonst
nicht schneiden, konnen sie nur noch Gerade erzeugen, die sowohl
Tangenten von @ als Bestandtheile der entsprechenden Curve
I'(}) werden. Treten p. Gerade als Erzeugniss auf, so muss fiir
. Werthe des Parameters 2 2@ ... A+ die Identitdt bestehen:

[ (M) = Y(A®) 6, x=1,2 n ...13)

wo 9* eine quadratische Function der Coordinaten ist. Da fiir
A = A® die Identitit 4) die Form annimmt:

CQW). f=Y (W) [P W) — 9 (A®). 6],
so muss auch

C(\) =0, x=1,2 - ...14)

und daher auch

P(AW) = o (A®) 6@ x=12 ...1b)
sein.

Eliminirt man A aus den Gleichungen

Yty =0 r'(») =0,

so wird das Resultat in den Coordinaten die Ordnung 3 (r+1)4-p
besitzen, und es muss daher

3(r+1D)+p=m+p
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oder
p=u+m—37—3 ...16)
sein.

Es kann nun, sobald p > r ist, die Ordnung von A in ¢(2)
als auch in I'(2) in der Identitit 4) erniedrigt werden, wodurch
dann bewirkt wird, dass auch weniger als p Gerade erzeugt
werden.

Denn setzt man:

‘lb O) —-9 (X) 6t — .\PI(A)

A — 2
T () — Y (2)6® :
c)
e =00

so werden zu Folge der Identititen 15), 13), 14) ¢/(2), I'(3) und
C’'(3) ganze Functionen in 1, und da ¢(}) in der Ordnung p—1
von 2 ist, wihrend ¢(}) die Ordnung - aufweist, so wird ¢/(}),
ebenso I'(X) in A niedrigerer Ordnung sein, als $(2) und T'(3),
so lange p>r ist.

Da nun die Identitiit 4) auch geschrieben werden kann:

C0) =Y () [4 () — 9 (1) 6] — o ()L () — ¥ ()69,
so folgt durch Division mit A—®
O/ (++1). = Y () ¢/ (02) —p (1) /()
und es erzeugen wieder
YOt) =0 und V1) =0

die C™ und p' Gerade. Da nun I'(}) in A von der Ordnung p—1
ist, so folgt durch Ellimination von A, dass die Ordnung des Erzeug-
nisses 3(r+1)+p—1 wird, dass also

3(r+1)+p—1 =m+p/

oder p/ = y—1 ist, zu Folge 16). Es wird also durch das neue
System um eine Gerade weniger erzeugt.
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So lange also p>r ist, kann man sowohl die Ordnung p
erniedrigen, als anch die Anzahl der miterzeugten Geraden. Wir
unterscheiden nun folgende drei Ftille.

1) Ist m =< 37+3, so muss « >0 sein, da p =1 sein muss,
wobei

p=u—(3t+3—m)

ist. Nun kann man p und damit auch . so lange erniedrigen, als
p >t ist; geht man also bis zur Grenze p — ¢ herab, so erhélt man
als die geringste Anzahl Geraden, welche erzcugt werden muss:

p. =4r+3—m,
sobald
m=3r+3,

oder, wenn man beachtet, dass w = m—3—2« ist, ergibt sich

p=2r—uw, 17
wenn o =t ist.
2) Ist 314+3 <m<47+3, so kann in speciellen Fillen
# = 0 werden, im Allgemeinen werden aber auch
p=4r+3—m =2r—uw
Gerade miterzeugt, wobei p = r ist.
3) Ist aber m =41+ 3, so kann stets die Anzahl der erzeugten
Geraden auf Null reducirt werden, denn es ist dann
p—t =p+m—4r—3,
also auch fiir u. = 0 noch p =+. Es wird die Ordnung
p=m—3r—3 =w—r ...18)
gemacht werden konnen, sobald

w=2r.

Fiir diese Fille lassen sich nun auch leicht die Gleichungs-
formen der Schaaren aufstellen, in analoger Art, wie ich sie in
meiner Abhandlung , Uber hyperelliptische Curven“ in dem
29. Bande der Mathematischen Annalen angegeben habe.

Setzt man

1) = 03) (=) v O—leps) 1)
A0 = 0—2) ) v (—haceir)



Dreischaarcurven, 165

und /() = (Ed()_)o , so wird fiir den 3. Fall

42
Y0) = 1) Z ok

w—1+1 I 1

r@)=n® Z f{Ts‘») —x’

wobei Curven, die demselben A entsprechen, sich in Tripeln der
cr schneiden; ihr Erzeugniss wird von der Ordnung:

_I!

... 20)

3(r+2)+w—r+1=m,

da w = m—3—27 ist.
Fiir den 2. und 1. Fall wird

T+2

1
Y(2) =10 Z 700
.21)
J— f(l) - i_)\'v 2 @ { ) _Ar+2
)=y o [ + Zf ) A—h ]
1 P41

indem fiir A =2,,4, A, die Curve I'(}) zerfillt in Y,6(, ¥, 0
1Y, 00, so dass auch die p Geraden Y,,Y, Y, die eben fiir
=X, %, A, sich aus Y() ergeben, miterzeugt werden.

¢) Als drittes Curvensystem, welches C» erzeugt, erkannten
wir das System

Y1) =0 und T()=0.

Beide Systeme erzeugen f— 0 (p—1)mal, indem durch
jeden Punkt 2 von f=0 (g—1) Curven ¢(})=0 gehen und ;—1
ihnen entsprechende Curven I'(}) = 0. Die letzte durch & gehende
Curve I'(A) = O ist diejenige, welche das Tripel , 2/, 2" enthilt.

Aus den Identititen 10) und 13), 15) folgt, dass auch die
w Curven T(A) =0, i =1, 2, w, sowie die p Kegelschnitte
600 =0, 2=1,2, p miterzeugt werden durch die vorliegenden
Curvensysteme. Und da je zwei entsprechende Curven sich nur in
3(m—1) Punkten von €™ schneiden, so kinnen die Systeme auch
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nur soleche Curven, nebst /= 0, erzeugen, die Bestandtheile ent-
sprechender Curven sind.

Da das Eliminationsresultat von A aus der obigen Gleichung
die Ordnung p(m—1)+3 (¢ —1) aufweist, so folgt, dass

p(m—1)+3(g—1) = (¢—1)m+3w+2u

sein muss, welche Relation auch zu Folge 16) identisch erfiillt ist.
Wie schon bemerkt wurde, erzeugen die Systeme

=) =0 und ¢(»)=0

nichts von €™, da sie sich nicht in beweglichen Punkten dieser
Curve schneiden. Eliminirt man A aus beiden, so erhilt man ein
Resultat von der Ordnung (p—1)(m—3)+r(m—1) in den Coor-
dinaten. Dieses zerfillt in ein Product von Functionen, die gleich
Null gesetzt, die Gleichungen von Curven (m—3)ter und (m—4)ter
Ordnung darstellen, die zu cr adjungirt sind. Denn die Identi-
titen 10) und 11), sowie 15) zeigen, dass die w Curven (m—4)ter
Ordnung 3, =0 (¢=1,2, ) und die p Curven (m—3)ter
Ordnung (M) =0 (x=1, 2, ©) dem Eliminationsresultate
angehdren miissen. Sonst kann dasselbe nichts enthalten, da ein
weiteres Zerfallen der ¢ (1) und der entsprechenden ¢ (X) nicht so
stattfinden kann, dass beide einen Theil gemeinschaftlich hitten.
Es muss daher

(p—1) (m—3)+1(m—1) = w(m—4)+ p.(m—3)
sein, was auch wirklich stattfindet, denn es folgt hieraus

(p—1)(m—3) = (w+p) —w—rz(m—1)
= (w+p—7—1)(m—3),

also
p=ptwuw—r
= p+m—3—3r,
wie es nach 16) sein muss.
8§ 7.
Die Gleichung der Dreischaarcurven Cr o

1. Hat die Curve Cr das Geschlecht p; = 2m—8, und ent-
hilt sie eine (3]1), so ist Centweder =0 oder = 1.
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Ist = =0, so hat C™ nach §. 3, 4. nothwendig einen (m—3)-
fachen Punkt und drei Doppe]punkte

Die Gleichungen 20) des §. 6 fiir die Systeme der erzeugen-
den Curven werden:

Y()) = A—)\B

m—2

INOVEFAOY Zf/(x) )\—17\,

wenn 4 =0 B = 0 zwei Gerade durch den (m—3)-fachen Punkt
sind, und wir vorderhand keinen weiteren vielfachen Punkt voraus-
setzen. Eliminirt man aus beiden A und ldsst den Nenner Bm—3
weg, so wird, wenn man /7(};) in I'; aufnimmt:

m—2 I
F=D)YY —— _—
Z- (4—2: B) 0 ...22)
D = (4—\B).(A—)\,B)  (A—A\,_oB)

die Gleichung der Curve mter Ordnung mit einem (m—3)-fachen
Puankte in dem Scheitel des Biischels 4-—A B =0.

Bestimmt man dann die in (22) auftretenden willkiirlichen
Constanten so, dass I’ noch drei Doppelpunkte erhilt, so wird
sie eine cr.

Ebenso ergibt sich die Gleichung der cr, welche ausser
eines (m—3)-fachen Punktes noch einen dreifachen Punkt hat,
fiir die also =1 ist, in der Form 22).

2. Ist aber die Enveloppe irreducibel fiir die C;", also ein
Kegelschnitt €,, so kann cr nach §. 3, 5. nur einfache Doppel-
punkte haben. Thre Anzahl d ergibt sich

1 1
=5 (m—1)(m—2)—p = 5 (m—4)(m—1) —(m—T).
Legt man durch w—2 = m—7T Tripel der (3|1) den Biischel
adjungirter Curven 7, so liegen seine Basispunkte, die nicht auf
Cr sind, in den % (m—T)(m—8) Schnittpunkten der (m—7)

Tangenten von ©,, welche die obigen Tripel tragen (§.4, 1.) Es
ist auch
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d+3(m—T) + % (m—7) (m—8) = (m—4)*.

Hieraus ist die Lage der Doppelpunkte einer Dreischaar-
curve vom Geschlechte 2m—8 und - — 1 ersichtlich, sowie auch
die Moglichkeit gegeben, dieselbe projectivisch zu erzeugen.

Es kann dies auf dieselbe Art geschehen, wie ich es fiir die
hyperelliptischen Curven vom Geschlechte m—3 gezeigt habe in
einer der hohen Akademie im Jahre 1886 am 18. Mirz vorge-
legten Arbeit.

Die Gleichung der Dreischaarcurve G ergibt sich auf
analoge Art, wie dort.

Setzt man nach §. 6, Gleichung 20):

Y(\) == Ty+ SA+Ti%
) =rQ) Z : Ez,. ...28)
) =0—2)0—%) (k)

indem Y(3) =Y, =0 der Curve dritter Ordnung I'; = O ent-
spricht, wobei die Geraden Y (1) = O den Kegelschnitt

C,=8*—4T,T

einhiillen, so ergibt sich durch Elimination von i aus 23) die
Gleichung der Dreischaarcurve C™
Gehen nimlich durch den Punkt 2 von cr die beiden Tan-
genten
YO =Ty+S¥+T)*=0
YOO = T,+Sr+T)* =0

und die der letzteren entsprechende Curve dritter Ordnung
ro =re \ Lo
O=r® ) =5="0
1
so folgt, dass fiir den Punkt & auch

T 16 Y (TIT)F(T'_T) (o) = 0
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ist, oder
A T, .
D Z 3 —#)=0,
1

D=Y7%, Y,

wobei

ist, d. h. aber, da « auf der Tangente Y (%) jeder Punkt von C"‘
sein kann ausser dem Tripel, in welchem I'(X)=0 schneidet, die
Curve w+2 = (m— 3)-ter Ordnung

o(1) =D Z% (u—2) = 0 .. 24)
1

geht durch die (m—3) Schnittpunkte der Tangente Y () =0
mit €, welche nicht auf I'(2) = O liegen.

Nimmt nun ¥ alle Werthe von — oo bis + oo an, so erfiillen
die (m—3) Schuittpunkte der

e()=0 wd YO)=0

die Curve Cr. Hiebei aber geschieht es w-mal, dass ¢ (%) in
Y() und eme y der (m—4)ten Ordnung zerfillt, ndmlich immer
dann, wenn ¥ = A, wird. Diese w Geraden Y(},) = Y, gehoren
also mit zum Erzeugniss, welches von der Gesammtordnung
2(m—3)+1 = 2m—b = m+w ist.

Es ist klar, dass die Basispunkte des Biischels 24) Doppel-
punkte des Erzeugnisses werden. Da dieses Erzeugniss aus den

w Geraden Y, besteht, deren gegenseitige %w(w—l) Schnitt-

punkte der Basis des Biischels angehoren, ebenso wie die 3w auf
Y; =0 und I'; = 0 liegenden Punkte, welche auch auf cr liegen,
50 bleiben fiir letztere blos

(w+2)2—% w(n—1)—3w = % (0+1)(0+4) —(0—2)
1
= 5 (m—d)(m—1) — (m—T) = d
Doppelpunkte iibrig, woraus folgt, dass ibr Geschlecht p, —

2m—8 ist.
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. XCVIIL Bd. Abth. II. a, 12
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Eliminirt man nun aus 24)

: ST
o) =D 2 ¥ =)
1

und aus
YV)=T,+SK+T,\*

den Parameter ¥, wodurch man

oS s S 5] enln S ol
1 1

1 1

erhilt, so ist

=35

o+ S(h+4)+2T2:2,] =0 ...25)

‘<I 32

»2
D=Y,Y, VY,

die Gleichung der Dreischaarcurve vom Geschlechte p, = 2m—38.
Da alle Curven (m—3)ter Ordnung 24) durch die Doppel-
punkte von CP’" gehen, die Geraden Y, es aber nicht thun, so
sind die w erwihnten Curven y der (m—4)ten Ordnung zu .F
adjungirt.
Dieselben haben die Gleichungen:

DTy
=y Z ¥ G, ...26)
1

und sind von einander linear unabhingig. Denn wiirde eine
Tdentitit
ayfy F Yyt e F G Yo =0

fir constante « bestehen und wire «, z. B. von Null verschieden,
so setze man links an Stelle der variablen Coordinaten die Coor-
dinate irgend eines der dreiSchnittpunkte von ¥, — 0 und I, = 0,
da fiir diese y, =0 %, =0  yo =0 ist, wihrend x, 5= 0, so
wiirde o, x, =0 folgen, gegen die Voraussetzung iiber «,.

3. Es lagsen sich aber auch die Gleichungen der p, —2m—8
linear unabhéingigen adjungirten Curven ¢ der (m—3)ten Ordnung
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aufstellen. Sind 4 =0, B—=0, € =0 die Gleichungen irgend
welcher, ein Dreieck bildender Geraden der Ebene, und setzt man

=A%
50, B x »=1,2, w
. = B.y.,
¢'=C.yy ... 27)
17/ .
(P —DZ Yt"
1
50 sind
px=0 ¢.=0 ¢"=0 ¢"=0 ...28)

die Gleichungen von 2w+2 = 2m—8 — p, adjungirten Curven
der (m—3)ten Ordnung. Dieselben sind auch linear unabhingig.
Dass die ¢, und ¢/, linear unabhingig sind, istdaraus klar, dass
es die y, sind. Aber auch ¢,, ¢\, ¢” und ¢’ sind linear unab-
héingig. Denn wiirde bei constanten « eine Identitét:

Za, P+ 20(;_(10.’,_—1—0(” ?”+ 0‘”,30”/ —90
oder
AZ o,y BEe, ., + o' Oy, +e" " =0

bestehen, und man setzt linker Hand die.Coordinaten der drei
Schnittpunkte von ¥, =OundT, =0 (x=2,3, ) ein, so folgt
(e A+ B)y, =0
und da y, = O ist:
o, A+, B =0,
d. h. die Gerade Y, geht durch den Schnittpunkt von 4 = 0 und
B =0, was stets bei der Wahl von 4 und B vermieden werden

kann, Also muss a, =0, «, = O sein, und die obige Identitit
konnte nur die Form haben:

(ty A+, B+a"C)y +a" " =0.

Da aber ¢” —= 0 auch die drei Schnittpunkte von ¥, =0
und I', = O enthilt, die auf y, nicht liegen, so miisste

aAd+d B+"C=L.7,
12%
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sein, also wiire die Form der Identitit
BY+a"g" =0,

welche offenbar nur fiir «”/ =0 und =0 bestehen kann. Da
B =0 ist, so muss auch «”=0, o/ =0, «, =0 sein, d. h. die
Curven 28) sind linear unabhingig.

Hieraus ersieht man, dass die Schaar adjungirter Curven
(m—3)ter Ordnung

(0, A+ e B+a"C)y, +a" 9" = 0

bei variablen « die [m|3] aus C ausschneidet.
Man zeigt iibrigens auf dieselbe Art, dass auch die Curven:

« = Ay, =0
(P/ BX 0 x=1,2 w
Px = DY =
(p’”:DSj.-B =0
L A
1
™) T,
1 1

ein System von p, linear von einander unabhingigen adjungirten
Curven (m—3)ter Ordnung der Cy bilden.
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