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Directe Ableitung einiger Capillaritdtsfunctionen
K. Fuehs.

(Mit 1 Tafel.)

Die wichtigsten Capillarititsgrossen sind der Binnendruck
im Innern einer Fliissigkeit und die Oberflichenspannung. Die
Oberflichenspannung erldntert man gewdhnlich folgendermassen.
Ein Molekiil der Oberflichenhaut einer Fliissigkeit wird nach
innen gezogen, weil nach aussen zu weniger Molekiile liegen, die
es anziehen, als nach innen zu. Dieser Zug nach innen fallt grosser
aus, wenn die Oberfliche der Fliissigkeit convex ist, und kleiner,
wenn die Oberfliche concav ist. Von diesem Grundgedanken aus-
gehend, hat Laplace im Anhange an die Mécanique céleste den
Druck berechnet, welchen die Oberflichenhaut normal zur Ober-
fliche auf die eingeschlossene Fliissigkeitsmasse ausiibt und die
Formel gefunden:

1 2
iR np% ref(r) Or.

Aus dieser Formel folgt, dass die Fliissigkeit sich so ver-
halten wird, , als wenn® in ihrer Oberflichenhaut eine Spannung
bestiinde vom Werthe:

1 z
3 npzj r4f(r)or.

Fiir uns handelt es sich hier um dieses ,als wenn¥. Offen-
bar gibt nimlich obige Auffassung nicht den mindesten Anhalts-
punkt, der auf eine reclle Spannung schliessen liesse, Bei der
Laplace’schen Erliuterung sehen wir nicht, wie aus dem Zu-
sammenwirken der zahllosen Einzelnanziehungen sich eine wirk-
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liche Oberflichenspannung ergibt, und wir konnen also nicht
sagen, dass Laplace die Oberflichenspannung ,direct“ be-
rechnet habe.

Massieu hat einen anderen Weg eingeschlagen. Massieu
argumentirt folgendermassen: Freie Oberfliche kann man bilden,
indem man die Fliissigkeit zerreisst, wobei man ihre Cohsision zu
tiberwinden, folglich Arbeit zu leisten hat. Freie Oberfliiche kann
man aber auch dadurch bilden, dass man den Rand der vorhan-
denen Oberfliche erweitert. Da wir hiebei per Einheit der neu
gebildeten Oberfliche nothwendig dieselbe Arbeit verrichten
miissen, wie beim Zerreissen der Iliissigkeit, so muss notbwendig
in der Oberflichenhaut eine Spannung vorhanden sein, die wir
bei Erweiterung des Randes itberwinden miissen, wobei wir Arbeit
leisten. Dieser Gedanke fithit wieder auf die Laplace’schen
Formeln. Wir haben aber offenbar hier wiederum die Ober-
fliichenspannung postalirt, nicht aber direct aus den Einzeln-
anziehungen abgeleitet.

Wenn wir so die zahlreichen bereits vorliegenden Berech-
nungen der Capillaritdtsgrossen durchsehen, dann finden wir,
dass dieselben regelméssig den Binnendruck, die Oberflichen-
spannung, den Randwinkel etc. indirect entwickeln, ohne einen
tieferen Einblick in das Zusammenspiel der Einzelnanziehungen
zu gewihren, In der vorliegenden Arbeit sollen einige Capil-
laritdtsfunctionen auf moglichst directem Wege entwickelt werden.

Die Rechnungen gewinnen sehr an Klarheit, wenn wir die
Molecularkriifte in Elementarkrifte zerlegen. Dies ist folgender-
massen zu verstehen. Ein Molekiil wirkt auf anderes Molekiil
anziehend, wenn ihre Entfernung zwischen einer kleinsten Ent-
fernung r, und einer grossten Entfernung r, liegt. Moglicherweise
ist 7, =0 und », = oo. Die Intensitit der Anziehung ist eine
Function der Entfernung. Wir nehmen nun an, dass die Molecular-
kraft eine Summe unendlich vieler Elementarkrifte sei, deren
jede von einer gewissen Entfernung # nur bis zu einer unendlich
wenig grosseren Entfernung -+ 8r mit einer Intensitit £(s) thitig
ist, welche wir innerhalb des Intervalles 9» constant denken.
Jede Elementarkraft ist also nur in einer Kugelschale thitig, und
diese Kugelschalen sind so in einander eingeschachtelt, dass sie
zusammengenommen den ganzen Wirkungsbereich der Molecular-
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kraft ausmachen, Wir werden jede Rechnung zuerst nur fiir eine
einzige Elementarkraft durchfiihren.

Wir werden im Allgemeinen die gegebene Fliissigkeit in
Schichten parallel der ay-Ebene zerlegen und fiir ein Volum-
element 323y 0z den Druck berechnen, welcher per Flédcheneinheit
auf jede seiner sechs Seiten wirkt. Wenn der Druck nicht fiir
alle sechs Seiten gleich ist, dann liegt Spannung vor, welche
sich berechnen lisst.

Die Wechselwirkung von zwei parallelen geraden Fliissig-
keitsfiden.

Einleitungsweise betrachten wir einen diinnen, geraden, freien
Stab (Fig. 1). Zwei Punkte im Abstande « von einander sollen sich
mit einer Kraft p anziehen. Dann herrseht zwischen den zwei
Punkten auf der ganzen Strecke « im Stabe der Druck p, wihrend
ausserhalb des Punkipaares keinerlei Druck oder Zug erzeugt
wird. Nun soll es auf dem Stabe viele Punktpaare geben, deren
Punkte je einander mit der Kraft p anziehen. Dann herrscht in
irgend einem Punkte o des Stabes der Druck p so oft, innerhalb
wie vieler Punktpaare o liegt. Punktpaare, welche den Punkt o
nicht in sich fassen, haben auch keinen Einfluss auf den Druck
in 0. In Fig. 1 herrscht in o, der Druek 3p, in 0, und o, der
Druck 2p, in o, und o, der Druck p, in o; der Druck o.

Nun betrachten wir (Fig. 2) zwei diinne, gerade, endliche
Fliissigkeitsfiden #, und #, von den Querschnitten 8¢, und 9¢,.
Die Fliissigkeit 4 des Fadens », habe die Dichte p,, wiihrend die
Flussigkeit B des Fadens =, die Dichte p, besitzt. Die Féden
konnen wir uns in diinne, unendlich lange Rohren gefasst denken.
Die Molekiile des einen Fadens sollen auf die des anderen Fadens
mittelst einer Elementarkraft vom Wirkungsradius » wirken.

Wir zerlegen nun den Faden #, in gleiche Theilchen von der
Linge 8s,, welche also die Masse p, = p, 3¢, 0s, besitzen. Diese
Masse denken wir je in den Mittelpunkt des betreffenden Faden-
stiickes concentrirt. Eine solche Masse p, wirkt nun auf zwei
Massenelemente 1, des Fadens »,. Wie man leicht findet, ist
v, = p, 97 9¢, / sin «, wenn « der Winkel ist, den der Verbindungs-
radius von p, und p, mit dem Lothe macht. Die Intensitit, mit
der sich g, und p, anzieben, ist k = p, p,/(r)0r, wenn zwei
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Masseneinheiten einander vermdge der Elementarkraft mit der
Intensitdt f(») anziehen. Wir finden durch Substitution % =
£10299,9¢, f(»)0r9s / sin «. Die Horizontalcomponente & dieser
Kraft ist ksina oder & = p,p,08¢,9¢, f(r)8rds. Nichts hindert
uns anzunehmen, dass die beiden Massen p, im Abstande 27 sin «
oder 20 einander mit der Kraft £ anziehen.

Nun betrachten wir die beiden Fiden Fig. 3. Es ist sowohl
n, als auch n, in gleiche Elemente von der Linge 9s getheilt
und die Massen dieser Elemente je in den Mittelpunkt des Volum-
elementes concentrirt gedacht. Von jedem solechen Massenpunkte
sind die Radien nach den angezogenen Stiicken des gegeniiber-
liegenden Fadens gezogen.

Wenn wir von «, bis b, vorschreiten, dann treten wir suc-
cessive in so viel Massenpaare p, ein, wie oft s in der Strecke
«,b, enthalten ist. Das sei z,-mal der Fall. Dann herrscht in b,
der Druck z,& oder p,p,08¢,3g,f(r)8r&8s. Nun ist £8s nichts
Anderes, als die Strecke «,b,, welche wir mit v, bezeichnen
wollen. Der Druck in b, ist also v, p, p, 8¢,9¢,f(+*)8r. Dieser Druck
bleibt constant, wenn wir noch weiter nach links vorschreiten,
da wir dann in jedem Momente aus ebensoviel Massenpaaren
austreten, in wieviele wir gleichzeitig eintreten.

Auf ganz analoge Weise finden wir fiir den Druck, der in =,
links von b, herrscht, den Ausdruck v, g, p, 8¢,9¢, f(»)8r, wenn v,
das Stiick «, b, ist.

Wenn wir ¢,¢ = b,a, zeichnen, dann finden wir, dass stets
v+ v, = 2b ist. Die Summe der Drucke in 2, und #,, oder

(v v5) 103 99, 9¢, f () Or
ist also constant, d. h. unabhingig von der relativen Lénge der
Fiden. Wenn n, gegen n, sehr lang ist, dann ist v, =0, v, =2
und der Druck ist in », = o, in n, aber gleich 2bp, p, 3¢g,9¢, /(") 97
Wenn wir nun bestimmen wollen, welcher Druck im Faden
n, (abgesehen vom Endstiicke v,) herrscht, dann finden wir ein
fir kiinftige Uberlegungen sebr niitzliches Verfahren durch fol-
gende Uberlegung. Die Spannung in n, ist bekanntlich v p, p,
8¢,0¢, /(»)0r, wofiir wir auch schreiben konnen (2b—v,)p,p,
9¢q,0q, f(r)or oder
20p,p,8q,0q, () Or— vy £y 99,0, () O,
88*
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Nun bedeutet aber 26p, 3¢, die Masse M,, welche aus n, ausge-
schnitten wird, wenn wir aus einem von «, ferne liegenden Punkte
von n, eine Kugel K, vom Radius » beschreiben. Analog ist
v, p, g, die Masse m,, welche von », abgeschnitten wird, wenn
wir vom Endpunkte von », aus eine andere Kugel A, vom Radius r
beschreiben. Wir konnen also den Druck in =, auch schreiben

(My—-m,)p,8q, f(r)0r.
Per Einheit des Querschnittes aber ist der Druck in », gleich
(My—my) o, f(r)0r.
Wenn die Enden von n, senkrecht unter den Enden von », liegen,

dann ist m, = %Mz und folglich der Druck in =, gleich

1
5 My, ()

Wenn hingegen n, gegen », sehr lang ist, dann ist m, — M,, d. h.
in n, herrscht gar kein Druck. In #, herrseht dann, wie man leicht
findet, der Druck M,p,f(r)dr. Den Druck, den #, in », erzeugt,
konnen wir auch als contractive Spannung auffassen. Wenn
niémlich das Rohr, in welchem sich =, befindet, sich erweitert,
dann verkiirzt sich der Faden und zieht sich mit einer Kraft
gleich jenem Drucke zusammen. Wenn aber ein Faden unter
Kraftiusserung sich contrahirt, dann sagen wir, er sei gespannt.

Wohin diese Entwicklungen zielen, das mag folgende Be-
stimmung des Binnendruckes in einem Punkte o einer homogenen
endlichen Fliissigkeitsmasse von beliebiger Form klar machen
(Fig. 8). Wir betrachten einen Fliissigkeitsfaden », vom Quer-
schnitte 9¢,, welcher durch den Punkt o bis an einen beliebigen
Punkt der Oberfliche geht, und die umgebende Fliissigkeit bis
zum Abstande r zerlegen wir in unendlich diinne, dem Faden =,
parallele Faden n. Hiebei bedeutet » den Wirkungsradius einer
Elementarkraft. Jeder einzelne dieser Fiden » erzeugt in », einen
Lingsdruck. Um diese Drucke zu bestimmen, beschreiben wir
von o aus mit dem Radius r eine Kugel K, und eine gleiche Kugel
K, vom Endpunkte des 2, in der Oberfliche. Jeder einzelne
Faden n liefert dann in », einen Druck (M—m)pdg,f(»)dr, wobei
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M und m die Massen der Fadentheile sind, die durch X, und K,
aus dem Faden n geschnitten werden. Der Gesammtdruck in 7,
ist also Z(M—m)pdq,f(r)9r oder pdq,f(r)[EM—Zm]dr. Nun ist
aber M und Xm nichts Anderes, als die von den Kugeln K, und
K, eingeschlossenen Fliissigkeitsmassen. Es ist Zﬂ[:%nm“”
. 2 .
und bei ebener Oberfliche O ist Zm =g prd. Bel concaver
Oberfliche 0, ist zu diesem Werthe von Zm noch die Masse eines
Meniscus hinzuzuaddiren, bei convexer Oberfliiche 0, aber abzu-
ziehen. Fiir ebene Oberfldche ist also der Druck in », per Einbeit

des Querschnittes gleich —’z—np%'?'/'(r)ar, und alle Elementar-

krifte von » =, bis » =, zusammengenommen liefern bei
ebener Oberfliche den Binnendruck

é ﬂpﬁ/‘7lz7'3f(1’) o7,

Die Wechselwirkung von zwei parallelen ebenen Fliissig-
keitsschichten.

Die Fliissigkeitsschichten N, und N, (I'ig. 4) im Abstande H,
von den Dicken 9H, und 8H, und den Dichten p, und p, bestehen
aus den Fliissigkeiten 4 (in N,) und B (in A,), deren Molekiile
sich mittelst einer Elementarkraft vom Wirkungsradius » und dem
Wirkungsintervall 8» anziehen.

Zuerst berechnen wir dic Kraft, mit der sich die beiden
Lamellen per Flicheneinheit anziehen. In der Schicht N, ent-
spricht einem Oberflichenelemente 80, — 626y ein Volumelement
00, 0H, und dasMassenelement p, 90, 0 H,, welches wir uns in einen
Massenpunkt m, zusammengezogen denken. Nun wirkt m, ver-
moge seiner Elementarkraft auf cinen Ring in N, anziehend.
Dieser Ring hat den Radius Htg «, den Umfang 2x Htg «, den
Querschnitt 97 0H / sin «, das Volumen 2x H9H, 8r / cos « und die
Masse m, — 2z p H 08Il 0r / cos «. Jedes Element dieses Ringes
wirkt unter dem Winkel « anziehend auf m, oder p, 00, 9H,. Die
Summe dieser elementaren Anziehungen ist m m,f(r), und ihre
normale Componente ist m m, f(r) oder 2z p,p, HOH,0H, d0f (7).
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Lamelle », befinde sich ein Fliissigkeitselement vom Volumen
dxdyoH. Wir wollen fiir jede seiner sechs Flichen den Druck
berechnen, dem sie per Flicheneinheit ausgesetzt ist,

Der verticale Druck.

Je zwei Schichten im Abstande H ziehen einander vermoge
einer Elementarkraft per Flicheneinheit mit einer Kraft an, fiir
die wir oben den Ausdruck gewonnen haben

2rp p, HOH OH, f(r)0r.

Wenn die Schicht », in der Hohe 4, iiber n,, die Schicht », aber
in der Tiefe 4, unter n, liegt, dann lautet diese Formel fiir uns

2r p? (hy —+hy) QH?f (1) Br.

Diesen Druck iibertriigt die zwischenliegende Fliissigkeit als Ver-
ticaldruck auf n,. Wir finden den Druck, den », durch Wechsel-
wirkung mit der unter =, liegenden Fliissigkeit liefert, indem wir
von h, = o bei h, = r—Ah, integriren. Wir erhalten

mp?(r*—R%) f(r) 0r 0 H.

Hicr bemerken wir, dass mp(r*—A*) 8 H die Masse der Scheibe
ist, die durch eine von », aus mit dem Radius » beschriebene
Kugel aus », ausgeschnitten wird. Wir konnen diese Masse mit
S, bezeichnen. Eine Schicht =, iiber n, erzeugt also durch
Wechselwirkung mit der Fliissigkeit unter », den Druck in =,

pSif(r)er.

Den Druck, den alle innerhalb der Hohe » liegende Schichten
n, in n, erzeugen, finden wir durch Integration von i, = o bei
h, = » und erhalten

mp*r3f(r) or.

| ro

Hier ist nunmehr % = prd die Masse der Halbkugel, welche

durch eine von n, aus mit Radius » beschriebene Kugel aus der
Fliissigkeit geschnitten wird. Wenn wir diese Masse mit M,
bezeichnen, weil sie die Hohe » hat, dann ist der Verticaldruck,
den 2, erleidet, gleich
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p M. f(2)0r.

Alle Elementarkriifte von » = bei » =1, liefern dann einen
Druck, fiir den wir durch Integration finden

%npzfrzﬂ':sf(r) or.

Diesen Druck per Flidcheneinheit erleidet unser Volumelement
020y 0H an seiner oberen und unteren Fliche.

Der horizontale Druck.

Wir haben oben gefunden, dass in horizontalen Schichten,
deren gerade Rinder senkrecht untereinander liegen und nach
den x- und y-Axen orientirt sind, in den Richtungen der beiden
Axen in einander den horizontalen Druck erzeugen

1 .
9 TP1le (r*—H?)0H 0H, f(r) 0r.

Wenn wir die eine Lamelle mit », identificiren, konnen wir
den horizontalen Druck, den eine Lamelle 7 in », erzeugt, auch
schreiben

% mp? (r*—H?)OH?f(r) or.

Hiebei bedeutet aber mp(r*— H?)3H die Masse S einer
Scheibe, welche eine von z, aus mit dem Radius » beschriebene
Kugel K aus der Schichte » ausschneidet. Alle Schichten von
H—= —» bis H= +r liefern einen Druck in z,, welchen wir
durch Integration finden. Wir erhalten per Flicheneinheit den
Druck

Hier bedeutet %n‘pr:* die Masse der Fliissigkeit, welche

von jener Kugel eingeschlossen wird. Wenn wir diese Masse mit
2M, bezeichnen, dann ist der horizontale Druck in 7, sowohl
nach der x-Axe als nach der y-Axe gleich

p M, f(r)or.
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Alle Elementarkrifte von » =, bis » = », liefern dann den

Horizontaldruck
% ﬂpzf 27'3/"(1') or.

Diesen Druck per Flidcheneinheit erleidet unser Element
829y 8H auf jeder seiner verticalen Wiinde. Es ist derselbe Druck,
den auch die obere und untere Seite erleidet. Die Kriifte halten
sich folglich im Gleichgewicht. Wir konnen also sagen: Der
Binnendruck im Inneren einer homogenen Fliissigkeit ist

% np2f7.21'3f(1')37’.

Wir wollen das Integral das dritte Molecularintegral nennen,
weil in ihm der Radius » in der dritten Potenz vorkommt, und wir
wollen es mit J? bezeichnen. Der Binnendruck ist dann

2

? n.P2J3

Das zweite und vierte Molecularintegral.

1. Oberflichenspannung.

Die Oberflichenspannung einer Fliissigkeit mit ebener Ober-
fliche, bei der die Dichte p in der Oberflichenhaut dieselbe ist,
wie im Innern der Fliissigkeit, berechnen wir in genauem
Anschluss an den vorigen Abschnitt. (Fig. 6.)

Der verticale Druck.

Wir nehmen an, dass die Schichte », sich unter der Ober-
fliche in einer Tiefe & < r befindet. Von einem Punkte in #, aus
beschreiben wir eine Kugel A mit dem Radius r, welche aus jeder
Schicht innerhalb der Entfernung r eine Scheibe von der Masse
S, ausschneidet. Wir haben gesehen, dass jede ober n, liegende
Schicht durch ihre Wechselwirkung mit der unter z, liegenden
Fliissigkeit in #, einen Druck erzeugt gleich

pS,f(r)or oder 7w p* (r*— hE)f(r) 0r 0 H.
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Alle iiber », liegenden Schichten geben also einen Vertical-
druck, den wir durch Integration von %, = o bis &, = & finden.
Wir erhalten

re?(r*h— % 3 f(r)or.

Hier bedeutet rrp(?’zh—%]ﬁ) die Masse der Fliissigkeit,

welche in Form einer abgestutzten Halbkugel oberhalb =, in
unserer Kngel K liegt. Wir bezeichnen diese Masse mit M,, da
sie die Hohe % besitzt und schreiben den in %, herrschenden
Verticaldruck

pM,f(r)or.

Diesen Druck per Fldcheneinheit erleidet nnser Volum-
element 320y 0H auf seiner oberen und unteren Seite.

Der Horizontaldruck.

Jede Schichte 7, innerhalb der Entfernung A, << liefert in
n, den Horizontaldruck

1 :
5 mp? (r*—hE) O H?f (1) b7,

wobei 7 p(r*—A?) wieder die Masse obiger Scheibe S, bedeutet.
Alle Schichten von A, — — bis h, = -+ liefern einen Horizontal-
druck, den wir durch Integration bestimmen

1 2<2 8y pep_ L 3) 3o
S ety h— 3 h3 ) QH f(r)or.

. 2 1. .. o
Hier bedeutet 7p §7'3+r2h—§hs die ganze Fliissig-

keitsmasse M,,, welche in Form einer abgestutzten Vollkugel
in unserer Kugel K enthalten ist. Den Horizontaldruck konnen
wir also per Flicheneinheit auch schreiben

1
5 P Mt (1)1

Diesen Druck per Flicheneinheit erleidet also unser Element
020y oH auf jeder senkrechten Seitenfléiche.
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Die Spannung.

DerDruck, den 92 3y 9H in verticaler Richtung auf der oberen
und unteren Flidche erleidet, ist per Flidchencinheit

p=rp*(*h— %lﬁ)f(r) or.

Mit dieser Kraft sucht sich also die Fliissigkeit unseres
Elementes in horizontaler Richtung zu expandiren, d.h. wir kénnen
sagen, dass in », diese expansive Spannung herrscht. Der Druck
auf die Seitenflichen unseres Elementes ist aber per Flicheneinheit

1
g=5mp (2 3+72h—ih )f(1)81

und dieser ist mehr als hinreichend, um den Verticaldruck zu
paralysiren. Wir finden einen horizontalen Druckiiberschuss
q—p oder « gleich

1 2 1
— a2 (L = B3 £ O
“=5rp <31 1h+3h>f(1)81,

Hier bedeutet, wie wir auch ohne Rechnung hétten finden

konnen, mp <%a-3——1-2h+ %lﬂ) die Masse, welche von unserer

Flissigkeitskugel M, fehlt oder die Masse der Flissigkeit,
welche den iiber die Oberfliiche ragenden Theil der Kugel X
ausfiillen wiirde. Wir bezeichnen sie nach ihrer Hohe mit M, _,.
Der horizontale Druckiiberschuss ist per Einheit des Quer-
schnittes also

a = % M,_,f(r)0r.

Wenn die Schieht », sich zusammenziehen konnte, so wiirde
sie es mit der Kraft « thun. Darum konnen wir « als contractive
Spannung der Schicht », anffassen.

Die Spannung aller Lamellen zusammengenommen finden
wir durch Integration nach k, wobei «0h die Spannung fiir die
Lamellendicke 8A ist. Wir erhalten

h=7»r 1
f th——np rif(r)or,
h

=0
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Alle Elementarkrifte zusammengenommen liefern folglich
die Oberflichenspannung

a == —é— npzfﬁr“f(r) or.

Wir wollen das Molecularintegral als viertes Molecular-
integral J* bezeichnen, weil » darin in der vierten Potenz steht.
Wir schreiben daher die contractive Oberspannung

= %ﬂpz.]‘*.

Fiir den Druck in einer bestimmten Tiefe 4 unter der Ober-
fliche haben wir zwei Werthe gefunden, einen horizontalen und
einen abweichenden verticalen Druck. Nun kann aber doch fiig-
lich nur Ein Druck in einem gewissen Punkte herrschen. In der
Rechnung haben wir den Fliissigkeitsblock als frei angesehen,
und dann kann er nicht im Gleichgewichte bleiben. Wenn unser
Block aber ein Bestandtheil einer im Gleichgewichte befindlichen
Flissigkeitsmasse ist, dann wird der Uberschuss des horizontalen
Druckes, d. h. die horizontale Spannung der Oberflichenhaut,
durch den Gegenzug der umgebenden, d. h. fortsetzungsweisen
Haut paralysirt, so dass der wirklich in einem Punkte der
Oberflichenhant vorhandene horizontale Druck dann gleich dem
Verticaldrucke ist. Dieser ist nach einer Elementarkraft gleich

mp*(r*h— % 3 f(r)or. Alle Elementarkrifte zusammen geben

also in der Tiefe A unter der Oberfliche den Druck

0 pzhfrzrzf(r) or — % np”z‘*frzf(r) or,

Symbolisch schreiben wir
2 ? 1 273 70
rrphJ—37rphJ.

Wir nennen J? und J° das zweite und nullte Molecular
integrale.
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2. Randwinkel.

Die Figur 7 zeigt die ebene Oberfliiche o6’ einer festen Wand
B, und auf derselben liegt eine Fliissigkeit 4, deren freie Ober-
flichen mit e und ¢ bezeichnet sind. Dieselben bilden mit oo’
den Winkel ¢, den wir berechnen wollen.

Die Cohiision von 4 erzeugt in der ganzen Oberfléichenhaut
von 4, also nicht nur in den aufsteigenden Theilen ¢ und ¢/, son-
dern auch in der horizontalen, der Wand aufliegenden Haut eine
Spannung, welche wir mit

—é—ﬂ.@%ff
bezeichnet haben. Die Indices 1 bei p und J deuten an, dass vom
ersten Stoffe, von der Fliissigkeit 4 die Rede ist.

Die Spannungen in B kiimmern uns nicht weiter. Zu
berechnen ist aber noch die Spannung, die die Anziehung der
Wand auf 4 in den Grenzschichten von 4 erregt.

Suchen wir den verticalen Druck, den eine Schicht 7, in 4
in einer Hohe & < » ober der Wandoberfliche durch die ober ihr
bis zur Hohe r liegenden Schichten erleidet. Die Schicht 7 in
der Hohe »>h,>h in A erleidet durch die Schicht », in der
Tiefe &, unter oo’ in B den verticalen Zug

27 p,py (hy b)) 3R Bhy £, (r) O

Hier bedeuten p, und g, die Dichten von 4 und von B; der
Index am Functionszeichen weist auf die Adhésion hin (im Gegen-

satze zur Cohésion).
Alle Schichten n, von h, — o bis h, = r—h, liefern einen
verticalen Zug, den wir durch Integration nach A, bestimmen, zu

7 0y g (12— I}) Oy f5(r) O

Alle Schichten », von h, = & bis b, — 7 liefern den Vertical-
druck, den wir durch Integration nach k, bestimmen, zu

2 1
Y = mp,p, <§ r3—r*h+ 5 h3> f3(r)or.



Capillarititstunctionen. 1377

DiesenDruck perFlicheneinheit erleidet », auf seiner oberen
Flache. Mit dieser Kraft trachtet sich also n, horizontal aus-
zubreiten.

. Eine horizontale Spannung erzeugt die Wand B in », nicht,
da die Schichten in B unendlich sind in Bezug auf die Schichte ,,
in welchem Falle, wie wir gefunden haben, die kleinere Schicht
keine horizontale Spannung erhiilt. Die Wand erzeugt also in #,
nur obige expansive Spannung . Nun baben wir frither gefunden,
dass die Cohiision von 4 in derselben Schicht », eine contractive
Spannung erzeugt

1 2 1
a=5n P2 <j 3 — 24 5 h3> f1()or.

Die wirkliche Spannung in 7, ist also in contractivem Sinne
gleich «—v oder

1
= L (Zmne 1) i —nom).

Wie wir sehen, kann diese Spannung sowohl positiv, als
auch negativ, d. h. sowohl contractiv, als auch expansiv sein. Auf
die Lamellendicke 3. berechnet, ist diese Spannung gleich s34,
und fiir alle Lamellen von & = o bis & = » ist sie

h=ry 1 . ,
/ s0h = g (20t (1) 8 —2p, py v* £ (1) B27).
h=o

Alle Elementarkrifte zusammen liefern dann die Spannung,
die wir durch Integration von » =, bis » =, finden. Wir erhalten

%ﬂp’b"{—2 %"Pﬂz*’g,

wofiir wir kiirzer schreiben konnen a—2¢. Die Contacthaut kann
also sowohl contractiv, als auch expansiv gespannt sein. Span-
nungslos ist sic fiir « = 2¢. Die freie Oberfliche ¢ der Fliissig-
keit, welche mit der Wand den Winkel ¢ bildet, hat die con-
tractive Spannung «, und deren der Wand parallele Componente
a cos ¢ muss der Spannung der Contactschicht das Gleichgewicht
halten. So viel sehen wir sofort, dass ¢ <R sein muss, wenn die
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Contactlamelle contractiv gespannt, also ¢<<2¢ ist, dass aber
¢ > R sein muss, wenn die Contactlamelle expansiv gespannt,
d. h. ¢ <2¢ ist. Fiir ¢ = 2¢, d. h., wenn die Contactlamelle
spannungsfrei ist, muss ¢ = R sein. Wir haben im Allgemeinen
die Bedingung

a—2¢ = acos

oder
a—2¢

cos =
a

Das fiinfte Molecularintegral.

[.Wir wollen nun Druck und Spannung in einem orthogonalen,
nach den Hauptaxen orientirten Blocke (I'ig. 6) einer Fliissigkeit be-
trachten, in welcher die Dichte p nach der z-Axe, also von unten
nach oben sich dndert. Wir zerlegen wieder die Fliissigkeit in
horizontale Schichten von der Dicke 9H, wobei H nach der z-Axe
gemessen ist. In einer Sechicht n, betrachten wir wieder ein
Fliissigkeitselement von dem Volumen 82 8y 8H und berechnen fiir
jede der drei Hauptrichtungen den Druck, dem das Element aus-
gesetzt ist.

Der verticale Druck.

Dic Kraft, mit der zwei horizontale Lamellen », und =, von
den Dicken 34, und 8H,, den Dichten p, und p, und den Hghen
h, und b, iiber einer gegebenen Schichte z, sich vermoge einer
Elementarkraft vom Wirkungsradius » und dem Wirkungsintervall
8 per Flacheneinheit anziehen, ist

Z="2n0,p,(h—h,)0H,3H,f(r)or.

Da die Diclite mit der Hohe iiber #, sich nach irgend einem
Gesetze dndert, diese Anderung aber in der Praxis innerhalb der
geringen Wirkungsweite » einer Elementarmolecularkraft nur eine
sehr geringe ist, so konnen wir annehmen, wenn p die Dichte der
Flissigkeit in #, ist,

1

o =pth '+ 5

R2p"+ .

1
pr = pthy -+ 5 R p"

~
-
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Hieraus finden wir, wenn wir wieder nur bis zur zweiten
Potenz der Abstéinde gehen, fiir das Product p, p,

1 ,
iy = PPpp (hy+hy)+ o f P (R +h5)+ g% by b,
Wir vereinfachen uns die Rechnung, wenn wir einsetzen
1 1
h:=C+§H hz:C—?H.
Wir erhalten dann

(hy—hy)=H (h+h)=2¢ hh,= (gZ_%Hz>

1
RE4-hE: =2 <€2+ T Hz)-

Diese Werthe eingesetzt finden wir, wenn wir das Product
p, o, nach Potenzen von ¢ ordnen

1
Z=2r (P2 + - o —p*H +2p " CH[pp" + ") CZ) HOH,8H, [ (r) 8r.

1

Wenn ¢ zwischen + %H und —5
stets die Schicht », oberhalb, die Schicht n, aber unterhalb ),
und =, und », liefern fiir », eine verticale Druckeomponente. Die
Summe aller Druckcomponenten, welche aus solchen Schichten-
paaren vom Abstande H resultiren, finden wir, wenn wir Z von

H liegt, dann liegt

(= — —;-H bis { = + % H integriren. Die Integration betrifft

offenbar nur das Product p, p,, und wir miissen 9H, — 8H, — 8¢
setzen, Wenn wir die Integration ausfiihren und die erhaltenen
Glieder nach Potenzen von H ordnen, dann erhalten wir

3 1 1
f S Z=2x <92H28H+ — pp"— 5 ¢*| H" BH) f(r)or.
iy 3 2
2

Hier haben wir 8¢ wieder durch 9H ersetzt. Diesen Druck
liefern in #, alle Schichtenpaare vom Abstande H. Den ganzen
Druck, welchen alle Schichtenpaare von dem Abstande H-—= o

Sitzb, d. mathem.-naturw. Cl. XCVIII, Bd. Abth, IL. a. 89
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bis H—=r liefern, finden wir durch Integration nach H von H—,
bis H—=r. Wenn wir integriren und nach » ordnen, dann finden
wir den Druck in n,

<

i;np P3f(r) or + — 15 (p o'— —;— p'”) rof(r) or.

Den Druck, den alle Elementarkrifte von » —=#, bis » =,
liefern, finden wir abermals durch Integration, und zwar von » =,
bis # = »,; wir erhalten als Verticaldruck in »,

p= ;1 uzf 2 f(r) or + ]25 (pp"—— '2>f 3 f(r)or.

Dem ersten Integral sind wir schon einmal begegnet und
haben es als drittesMolecularintegral J3 bezeichnet. Analog wollen
wir das zweite Integral als fiinftes Integral J° bezeichnen, nach-
dem es » in der fiinften Potenz enthilt. Wir schreiben also diesen
Druck einfacher

1):E~P2J3 2 (PP 2 P/2>J5'

Diesen Druck erleidet also unser Fliissigkeitselement vom
Volumen 02 9y 8H per Flicheneinheit auf seiner oberen und
unteren Fliche.

Der horizontale Druck.
Eine Schicht n, zeigt unter der Einwirkung einer Schicht =,
im Abstande H in jeder Richtung, also sowohl in der Richtung
der a-Axe, als auch in der Richtung der y-Axe den Druck per
Flicheneinheit

X=Y—=R—= —;- mop (rP—H*)HOH, [(r)or.

Fiir p, schreiben wir p+h, o'+ %hfp” +. und fir 3H,

folgerichtig 8k,. Die Summe aller horizontalen Drucke, welche
von allen Schichten n, von h, — —» bis &, = +r in =, erzeugt
werden, finden wir durch Integration nach 2, von A, = —» bis
h, = +r und erhalten



Capillarititstunctionen. 1381

2 1 5
3 mp*3f(r) or + 5 mp "3 () or.

Fiir alle Elementarkriifte zusammengenommen finden wir

bS]
I

7

2 " . 1 7
3 rcpzA[ r3f(r)or + 5 app” [ 13f(r)or
2

. 1 5
= 3 nsz‘*+ —}—E)‘Trpp”.]‘.

Die Spannung.

Unser Fliissigkeitselement vom Volumen 329y8H in der
Lamelle », erleidet den verticalen Druck p per Flicheneinheit an
der oberen und unteren Fliche und den Druck ¢ per Flichen-
einheit an seinen verticalen Seitenflichen. Diese Drucke heben
sich nur theilweise gegenseitig auf, und es resultirt ein horizon-
taler Druckiiberschuss

Dicser horizontale Druckiiberschuss erscheint uns als hori-
zontale Spannung per Flicheneinheit. Wir lesen aus der Formel:

In einer nicht homogenen Fliissigkeit zeigen die (ebenen)
Schichten gleicher Dichte im Allgemeinen zwei Spannungen; die
erste hingt von dem Gefille o/, die zweite von 2"
Kriimmung der Dichtigkeitscurve ab.

Die Steigerung ' der Dichtigkeitscurve in irgend einer
Schicht », verursacht in derselben unbedingt contractive Span-
nung, welche dem Quadrate der Steigerung p’ proportional ist.

Die Spannung, welche von ¢/ abhéngt, ist unbedingt con-
tractiv; sie ist dem Quadrate des Gefilles der Dichtigkeitscurve
proportional und ist unabhéngig von der absoluten Dichte p der
Flissigkeit.

Die Spannung, welche von z” abhingt, kann sowohl expansiv,
als auch contractiv sein. Sie ist expansiv, wo die Dichtigkeits-
curve concav verlauft, wihrend sie contractiv ist, wo die Dichtig-

89+

, also von der
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keitscurve convex ist; die Spannung ist der Dichte p der Fliissig-
keit in der in Rede stehenden Lamelle proportional.

Die Spannung einer Lamelle ist = o, wenn p”’=o und o' = o
ist, d. h. wenn die Fliissiglkeit homogen ist oder wenn pp” = p'?
ist. Das kann also nur dort der Fall sein, wo die Dichtigkeits-
curve concav verlauft.

Wieder taucht die Frage auf, ob im Elemente d48y3H der
Druck p oder der Druck ¢ herrscht, da doch nur einer von beiden
herrschen kann, wenn Gleichgewicht vorhanden ist. Wenn unser
Fliissigkeitsblock nur ein Theil einer grosseren Masse ist, dann
wird der horizontale Druckiiberschuss, d. i. die horizontale
Spannung, durch den Gegenzug der sich nach allen Seiten
anschliessenden gleichartigen Schichten paralysirt, so dass dann
auf allen sechs Fldchen nur der Druck p, d. i. der Verticaldruek
herrscht. Dieser ist aber

_32 R,PZJ3 -+ % ’TPP”JS_ il_b PI2J5'

Der Druck in einer Lamelle wird also durch das Gefille der
Dichtigkeitscurve unbedingt erniedrigt, und zwar ist diese Er-
niedrigung dem Quadrat des Gefilles ¢/ proportional und von der
absoluten Dichte p unabhingig.

Die Kriimmung der Dichtigkeitscurve kann den Binnendruck
sowohl erhohen, als auch erniedrigen. Wo p” << o ist, d. h. wo die
Curve convex verlauft, dort wird der Binnendruck erniedrigt,
withrend er erhtht wird, wo die Curve concav verlauft.

Der Binnendruck ist derselbe, wie in der homogenen Fliissig-
keit, wo 2pp" = p’* ist. Das kann also nur dort sein, wo die Curve
concav verlauft.

2. Wir wollen nun annehmen, dass in.einem Gefisse iiber
der Fliissigkeit 4 sich die Fliissigkeit B befindet und dass an der
Grenze der beiden sich eine Mischungsschicht gebildet hat. Wir
wollenDruck und Spannung in dieserMischungsschicht berechnen.

Der verticale Druck.

Wir zerlegen wieder die Flissigkeit in Schichten von der
Dicke 9H. In einer Schicht #, seien die Fliissigkeiten 4 und B

G

>
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derart gemischt, dass in der Volumeinheit von gleicher Mischung
das Volumen w, von A und das Volumen w, von B enthalten wire.
Natiirlich ist dann o, +w, — 1. Wenn reine Fliissigkeit 4 die
Dichte p, besitzt, reine Fliissigkeit B aber die Dichte p,, dann
hat in der Schicht #, die Fliissigkeit 4 die Dichte w,p,, wihrend
B ebendaselbst die Dichte w, p, besitzt. In der Hohe &, iiber der
Schicht =, befindet sich eine andere Schicht »,, wo die Dichte a,
der Fliissigkeit 4 gleich ist

9w 1 ,98%w
ay = (@) + Iy 2o Blz“pi‘) + 5 I (3;291) +...
Nun ist g, constant und nur w, variabel, also

O(w,py) 0% (wy py) "
2

/ —
3z - P1w1 az - Piwﬂ
80 dass wir schreiben konnen

1 .
uy = o, p,+hpol+ —Q-hjp’m’i’+ -

=g, <w1+h1w’|+ % ol +.. )

Auf ganz dhnliche Weise finden wir die Dichte der Fliissig-
keit B in n, gleich

1
b, = p, <w2+h1w;+ 5 Rl +.. >
Nun gilt wegen o, +w, =1 auch w)= —of und o = —w;

also ist auch
1
b, = p, <w2—h1 w|— 5 h w’1’>-

In einer zweiten Schicht #, in der Hohe &, tiber %, ist analog
die Dichte von 4 oder «, gleich

1
a0 = p, <w1+h2 wh+ §Iz§w§'>
und die Dichte 4, von B gleich

b, = p, | w,—h w’—‘ihzw” .
2 = L\ P 5 Y
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Zwischen den Schichten », und =, finden nun vier An-
ziehungen statt:

I. Die A-Fliissigkeit in », wird angezogen

1. durch die 4-Fliissigkeit in #,,
2. durch die B-Fliissigkeit in #, .
II. Die B-Fliissigkeit in =, wird angezogen
3. durch die A4-Fliissigkeit in »,,
4. durch die B-Fliissigkeit in »,.

Die erste und vierte Anziehung beruhen auf Cohiisionskriften,
indem gleichartige Fliissigkeiten einander anziehen, wihrend die
dritte und zweite Anziehung auf Adh#sionskréften beruhen, nach-
dem ungleichartige Stoffe sich anziehen. Die allgemeine Formel
fiir Verticalanziehung zweier Fliissigkeitsschichten per Fldchen-
einheit ist

2z p, 0, HOH 0 H, f(r)0r.

Auf unsere vier obigen Anziehungen iiberschrieben, lautet
die Formel

A A,: 2raga, (hy—h,)0H, o H, f,,(r) 0r
A, B,: 2ra,by (hy— hy)0H,0H, f,, (1) or
B 4,: 2rbyay, (hy— hy,)8H,3H, f,,(r)dr
B/ B,: 2z 0,0, (hy—h,) 8H,0H, f,,(r) Or

Die vorgesetzten Symbole deuten die Fliissigkeiten an,
welche sich anziehen; dasselbe deuten die Indices der Functions-
zeichen an. Im zweiten und dritten Falle ist von derselben Kraft
die Rede, ndmlich von der Adhision von 4 und B; darum ist
auch in beiden Fillen die Indicirung dieselbe. Wir haben nun in
obige vier Ausdriicke die Werthe «, «,, 0, und b, einzusetzen.
Wir berechnen zunéichst nur die vier Producte «,a,, a,b,, b, a,,
b,b,, wobei wir nur bis zur zweiten Potenz des A vorschreiten.
Wir finden, wobei wir o’ und w” fiir ] und ! schreiben:

1 .

at, = o (m'i+[hi+hz] w o + 5 [R3+R2|w o + R D, w’z)

_ I, 2, g2 1 12
ab, = o1t (wth+[/L1w2—h2wl]w + hiw, ]LZU)I] hyhy o >
/

1
9 .
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ba, = h ; iy L L2 h? Dol '
18y = Py Py | 00y [y, — Ry ] o’ - §[I-zw2_ oy | —hhy o

1
b, b, = p? <w§—[h1 by |y ' — 5 [A2+RE)w, o + hyh, w’2>~

In diese Formeln fithren wir nun wieder ein

1 1
’l1:,L+—2——H er:h——-7H

&

und iiberdies noch vorkommenden Falles w,—w, = n. Unsere
vier Producte nehmen dann die Formen an, wenn wir nach A
ordnen

14
a0, = ¢ (w%+ — w0 — o2 H*+ 20w h4-[w, 0 + 07 hz>

1 171
aby = o8, (\w10)2+ =o' H — (T— w”n+w’2-’ H?+

2 42
/ 1 " - 1 " 2 p2
+ (Wit o H|h+ 5 o' —w h
1 . 11
bia, = p,p, (“’1“’2_‘2_"’/]{"' Z‘?“’””*'“’m} H?+

1 ;
+ {w’n+ 5 o H] h+ [% w''n— w’z} h2>
1
byb, = pg (wi— T [wzw”—l—o)’z]Hz— szwlh +[— wzw”—i-o)’z] kz>
Wenn wir diese Werthe in den Ausdriicken fiir 4, 4,... BB,

. . . . ., . 1
einsetzen, dann konnen wir dem % jeden Werth zwischen + 7h

1
und — - H geben, und stets fallt dann », unter, », aber ober n,,
so dass sie auf », druckerzeugend wirken. Durch Integration von
1 . 1 .
h = —5}1 bis h = + ?H finden wir den Druck, den alle

Lamellenpaare von dem Abstande H in », erzeugen. Wir erhalten

1 1
A A, 27 gt (wa+ ) [wloJ”—-Q— w»’z} H:’) H3Hf,,(r)dr

/

9

1, 11 1 ..., )
A\B,: 27p,0, <0)1w2H+ 5o H?*+ 5 '+ »—gme H") HOHf () 0r
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1 11 1
B 4,: 2mpp, (“’1 w, H— b} o H?+ 3 [5 o''n-4- —2—w’2J H3) HOHf,,(»)or

1 1

B,B,: 2rp} <w§ H— 5 [wzw”+ 5 w’z] H3> HeHf,,(r)or

Die Schichtenpaare von allen miglichen Abstinden von

H = o bis H = r liefern in », einen Druck, den wir durch Inte-
gration nach H von H = o bis H — r finden. Wir erhalten

1 1
A A, 2mp) (? w?rd4 1 [w ! — __wlz] 7'5\1‘;1 () or

1 1 1
A,B,: 2mp,p, (? Wy 3 - g ¥ 4+ — ’—w n+§wlzJ7'5>f12(")a"

B4

©

1 1 .
B,B,: 2rp} (? wlrd— 1 [m w”+% w’ J 1'“) foa () O
Alle Elementarkrifte von » — r, bis 7 =, zusammen-

genommen liefern einen Druck in n,, den wir durch Integration
nach » zwischen den obigen Grenzen erhalten. Wir finden

w2t (Sotrre Lo L] )

1 1 111 1
A 5[?‘*’”’” 7] 1)

1 3 1 /74 1, 1 /2 5
A,4,: 2'rplp2 - w,w,J3— s J 15 g o't o J?

1 s 1 1 .
BB,: 2”93(@‘”%"2 15[“’2“’”"‘ 0} /2]'];)

Diese vier Ausdriicke zusammengenommen liefern den ver-
ticalen Druck, den ein in der Lamelle 7, gelegenes Fliissigkeits-
element vom Volumen 8x3ydH an seiner oberen und unteren
Fliiche per Flidcheneinheit erleidet. Bei dem Buchstaben J deutet
der untere Index 1 an, dass das Integral sich auf die Cohésion
der ersten Fliissigkeit 4 bezieht; in der zweiten und dritten Zeile
hat J den unteren Index 3, welcher die Adhision der beiden

1 1 1[1 1
=2ﬂpipz<§w1wzr3—§ 4+17)[— w'nt o of ]7’5)]"“(7’)31'
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Tliissigkeiten andeutet, wihrend in der letzten Zeile der Index 2
die Cohssion von B andeutet. Ferner ist bekanntlich n — w,—e,.

Der horizontale Druck.

Wir gehen nun auf die Bestimmung des horziontalen Druckes
iiber, der in der Schichte #, herrscht. Derselbe ist fiir alle Rich-
tungen, also auch fiir die Richtung der « und die Richtung der y
derselbe, und zwar ist der allgemeine Ausdruck fiir denselben

1
g = 5 mpy pp (" —H*) 3H,OH, f(r) o

Als zweite Schichte wollen wir », ansehen, also den Index 2
durch den Index o ersetzen.

Nun wiederholen sich die Uberlegungen, die wir bei Bestim-
mung der Verticaldruckes machen mussten. Wieder haben wir
zwischen 7, und », vier Wechselwirkungen. Es wirkt néimlich

A, in n auf 4 in n,
4, = B, =,
s ”n, 4, n

B, n

0

7,

Die Dichte von 4,, B;, 4,, B, ist

0

A1 Pl (0)1+le+ —‘12—sz">

B G (w —Hw'—iﬂzw”>
1 ‘2 2 2 )

4, P19y

B, [N

Die obigen vier Wechselwirkungen liefern nun durch suc-
cessive Substitution im Ausdrucke fiir ¢ in », folgende vier
horizontale Drucke:

4,4, ; wpiw 1(‘” +Ho'+ - ! Hz ") (r*—H*)8H D H,f,,(r)or

A,B,: % TP, Py, <w1 +Ho'+ 5 sz”> (r*—H?*)3H,3H,f,,(r)or
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1
B 4y < mp 0w <°’2~H’J)/‘— 3 H%ﬂ) (r*—H?)0H,0H, f,,(r)or
1 2 / 1 2. 01 7.2 2 .
B B,: o mpyw, | w,—Ho'— ?H o) (#B—H*)OH, 3 H,[,,(r) o7

Die Schicht #, kann nun alle Abstéinde H von », von H = —»
bis H = -+ haben. Die Wirkung aller dieser zwischen diesen
Grenzen liegenden Schichten zusammengenommen finden wir
durch Integration nach H von H = —r bis H = +7. Wir erhalten
folgende Werthe:

N

, 2 ) 1 A
AiAO: npfwl <-3— /J_)l 1-"+ B 0)//7..))/1 1(),) o BHO

2 , 1 .
A By mpp,0 <€ TS w”r") f12(r") 87 8H,

2 s 1 AN
B A):  mppyw <§ 0, 73— ' m”r") [1.(8r 8H,

2 . 1 N
BB,: 7piu, <? g 1P — 15 g )/22(1') 0roH,

’

Wenn wir den Druck auf die Flicheneinheit beziehen wollen,
dann miissen wir den letzten Factor 8/, iiberall durch 1 ersetzen.
Alle Elementarkriifte zusammengenommen liefern einen Druck,
den wir durch Integration nach » finden. Wir erhalten

, 2 L1 ;
A 4y mpi, (3" w, Ji+ % 'JJ”J‘1>

A By: Tpp,m, (i w J3+ i w/ng)

3 15
9 o
B 4,: mpipe, (g 'J’ZJ};—E w"Jﬁ)

21 )
B B,: 71:0?4' 0, (\? U)ZJ;:_ 5 w”J;)

i

Die Spannung.

Wir wollen nun sowohl die verticalen, als auch die horizon-
talen Drucke zusammenstellen und hiebei folgende Abkiirzungen
anwenden:
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AJi=a A=« pipeds=c¢
Pl =10 el =

PiPng——c PleJg:?’
Der verticale Gesammtdruck ist
2 1
_ Vi 2
Z_+3r:wa+15 (ww—§w>a
2 1 1 ! A
+ — 3 T 0, C+ — T ’rwc+1—5n(w [wz—w1]+w“)'y
1 1
+ 5 71:(»10,\26—Z mwlc 4+ ﬁ'z’(w”[wz—wi]+w’2)'y
2 2 2 ( w, 1 /2>
+?n’wzb—ﬁn 2N +?w B

Der horizontale Gesammtdruck ist

2 1
X=Y=R=+ _nota+ _—rwoua

3 ! 15

2 1 "

3 ww JJ20+ 151:0)20.) v

2 1 "

g— T W, Wy, C— »Enwlﬁ Y
—I—znwzb———uw o B

3 2 15

In der Lamelle %, erleidet also das Fliissigkeitselement vom

Volumen 928y 8H an der oberen und unteren Seite den Druck Z,
wihrend es an den vier verticalen Seiten den horizontalen Druck

— Y = R per Fldcheneinheit erleidet. Der Druck R ist im
Allgemeinen grosser, und er wird durch Z nicht vollstindig
paralysirt. Es ertibrigt ein horizontaler Druckiiberschuss R—Z,
welcher als contractive Spannung von z, erscheint. Die Werthe
von Z und R konnen wir zusammenziehen und finden dann

7= + % m (ot a+nlb+20w,c)
—in(a+ﬁ—27) w'?
15

125 7 (o[ 7], [B—v]) o



1390 K. Fuechs,

X=Y=R=+ %n(w%u+wzb+‘)w w, ¢)

g5 (o [ ] g [ By

Fiir die contractive Spannung s per Einheit des Querschnittes
erhalten wir dann den Werth

s—= + R—Z7

_ 1 2
=+ 1—57(oc+('3—2'y)w

— gy a— )=y )"

Die Spannung in den Lamellen gleicher Mischung in der
Mischungsschicht zweier Fliissigkeiten 4 und B setzt sich also
hauptsichlich aus zwei Theilen zusammen: aus einer Spannung,
welche vom Gefille der Mischungscurve, also von ' abhiingt, und
aus einer Spannung, welche von w”, also von der Kriimmung der
Mischungscurve abhingt.

Das Gefiille ' der Mischungscurve verursacht unbedingt
contractive Spannung, wenn die Adh#sionsconstante ¢y kleiner
ist, als das arithmethische Mittel der Cohé4sionsconstanten « und
der beiden Fliissigkeiten 4 und B. Diese Spannung ist von der
absoluten Dichte der Fliissigkeiten w, p, und w,p, unabhingig,
aber dem Quadrate des Gefiilles w’ proportional,

Die Spannung, welche von »” abhéingt, ist eine interessante
Function, deren Discussion aber zu weit fithren wiirde.

Als Druck in irgend einem Punkte der Mischungsschicht
haben wir wieder den Verticaldruck anzusehen. Der Binnen-
druck ist also

7= + %n(uﬁa+w§b+2wlwz ¢)
—E n(a+ﬁ—2‘y)w’2
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K. Fuchs: Capillarititsfunctionen.
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Der Binnendruck ist also wieder vom Verlaufe des Dicbtig-
keitscurve abhingig.

Der Binnendruck in einem gewissen Punkte wird dem
Quadrate des Gefilles «’ der Mischungseurve proportional unbe-
dingt verkleinert, wenn die Adhésionsconstante ¢ kleiner ist, als
das Mittel der Cohisionsconstanten « und f; im umgekehrten
Falle wird der Binnendruck unbedingt vermehrt.

Wenn die Mischung der beiden Fliissigkeiten homogen ist,
also w’ = 0 and w” = o ist, dann ist der Binnendruck

2
3 7 (0 a+lb+20m,¢).
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