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75

Ueber den einfachsten semidefiniten Fall in der 
eigentlichen Variationsrechnung.

Von Arthur Korn.
{Etngelaufen 1. Märe.)

Das einfachste Problem der eigentlichen Variationsrechnung 
besteht darin, eine Funktion

y  (*)
so zu finden, dass das Integral zwischen zwei festen Grenzen 
xx und x%\

1) J = § f ( x ,  y> y ) d x  =  (d. h. Maximum oder Minimum) 
*1

wird, wenn f  eine gegebene Funktion von x , y  und der Ab­
leitung 

2 >

vorstellt.
Wir setzen fest, dass wir nur solche Funktionen y  in be­

tracht ziehen und nur mit solchen Funktionen y  -f· 8 y  ver­
gleichen wollen, die im Intervall xx x2 eindeutig und stetig 
sind und eindeutige und stetige erste und zweite Ableitungen 
nach x besitzen, für welche ferner die Ableitungen:

d£  j y  a y  a y  a y
a y ’ dy ’ d y d x '  d y d y ' 1 dy*

im Intervall xx x% eindeutig und stetig sind.
Das folgende Resultat ist durch die bisherigen Unter­

suchungen über den Gegenstand sichergestellt:
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Ist:
3) y — y (x c i c3)
die Lösung der Differentialgleichung 2. 0.:

*  dt - A - ( l L )  =  o
) 2 y  d x  \ 2 y )  ’

und bezeichnen wir die Substitution 3) und die Substitution 
der Auflösungen der Gleichungen:

5)1)
i I y  I *=*i — Vu
\ \ y \ x = z t  =  y2,

nach cx und durch Einschliessung in [ ] ,  so wird [y] eine 
Lösung des Problemes sein, wenn im ganzen Intervall xxx%

1) ein festes Zeichen hat und i  0 ist,
l * y %\

n) M O  K L = , r f ö ]  K L * , * 0 ist

und zwar ist (für xx <  x2) ein Maximum vorliegend, wenn

stets <  0, ein Minimum, wenn diese Grösse stets >  0 ist.
Ein Ma ist nicht vorhanden, wenn der Ausdruck I) posi­

tive und negative, von Null verschiedene Werte besitzt, oder 
wenn die oft mit

A (.xx j)

bezeichnete Determinante II) für einen in strengem Sinne der 
Ungleichung

*1 ^  ^  *. 
genügenden Wert von x verschwindet.

Eine weitere Untersuchung durch Betrachtung höherer 
Variationen als der zweiten ist notwendig, wenn

(1. semidefiniter Fall) der Ausdruck I) ein festes Zeichen 
hat und + 0 ist, und wenn der Ausdruck II) zwar in dem 
Intervall

!) V\ ya gegebene Konstanten.



A. K orn : Ueber den einfachsten semidefiniten F all etc. 77 

^  X ^  X*
+ 0 ist, aber für x  =  x2 verschwindet.

(2. semidefiniter Fall) der Ausdruck II) im ganzen Intervall

+ 0 ist, der Ausdruck I) ein festes Zeichen hat, aber auch 
verschwinden kann.1)

Die vorliegende Abhandlung wird sich mit dem 1. semi­
definiten Falle, dem einfachsten semidefiniten Fall der eigent­
lichen Variationsrechnung beschäftigen und für diesen Fall 
die nächsten Kriterien des M'a geben.

§ i.

Wir machen zur Vereinfachung der Ausdrucksweise etwas 
weitere Stetigkeitsvoraussetzungen über y  und /*, als eigentlich 
für das Endresultat erforderlich wäre, indem wir nicht nur 
alle Ableitungen von /*, soweit dieselben in betracht kommen, 
als eindeutig und stetig (im Intervalle xx x2) annehmen, son­
dern auch 6 J  als der Taylor’schen Entwickelung fähig an­
nehmen :a)

d J = d l J + d * J + d * J + d AJ + . . .
oder bei Substitution der Funktion [y ]

6) [<3 J ]  =  [Ä»J] +  [d 'J ]  +  [ d 'J ]  +  . . .

Hier ist:

oder:

7») [ i » J J - i f  (fu +  2f l tö y d y  +  f „ d y > ) d x ,
*1

*) Der allgemeine semidefinite Fall ist eine Mischung der beiden 
genannten Fälle.

*) Sobald , . -  , ,  ·abs. o y < i s , abs. o y  <C*>
wo e eine positive, im übrigen beliebig kleine Konstante ist.



78 Sitzung der math.-phys. Classe vom 1. März 1902.

wenn wir:

8) f»  =  [âÿây ] ’

- m
U

setzen; wir werden in ähnlicher Weise auch die höheren Ab­
leitungen von f  abkürzen, so dass z. B.

fin —_ L  _!!£
L dydy

W ir führen jetzt — geleitet durch die Jacobi’schen und 
Lipschitz’schen Transformationen der 2. Variation — an Stelle 
von d y  die Grösse d Z  durch die Substitution:

9)

ein, wobei wir z  und z  durch die Gleichungen:

=  r a y ]  \ A l ]  _  \ ± y j  \*1L\
l^c2\ x=xi La^iJ LacjJxs*,

10)
z  == d z

d x
definieren.

z  verschwindet nach Voraussetzung nirgends im Intervalle

wohl aber für x =  xx und x =  x2; da abe r  g l e i c h z e i t i g  
auch  8y  an diesen Grenzen ve rschw inde t  und z  wegen 
der leicht aus 4) folgenden Identität

11) f n z  4- f t i Z +  f n * ) ,  («, §  00 ^  x t)

für x =  xx und x =  x2 von null verschieden sein muss, so ist
3 Z  im ganzen Intervall xx x2 eindeutig und stetig und kann 
durch genügende Verkleinerung von e von der Art

endl. Konst. e
unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad herabgedrückt werden.
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Durch die Substitution 9) w ird:1)

[ » • n  =  d f »  d z * d x + i  - ^ 4 ^ * - ]  ^
oder:

12) |W ]  =  * j * f„dZ*dx .
*1

Es wird ferner:

[ 6 J l  =  } ? f „ ( l + E ) d Z ' d x  
«1

13) + S * I > ( f ) d x

+ i D ( w ) i z d * ·

wenn wir unter D( f )  und D  Ausdrücke [df]  und

nach Substitution von

8y  = ^ 8 y

verstehen, so dass:

D ( f i = D * ( f ) d y >  +  D*(f )dy* +  . . ,

14.) D ' ( f ) =  *{/,„ +  3 fm  j -  +  3 fin ( j j  +  fm  ( I ) 3},

•D*(/’) =  + V i « » Q  + f n n ( j j  J>

») Da:
+ *  , fn  e +  fn  z' _  r

— Tn~ ~ 1--------- 1 — /12»z s
und

fn ^ y +  ^ |~̂ 13 Z fw  ̂  j  __ fn ^ Z’ ^  | Z^ U 2 (f iiz ‘\~f22z )

=  fu-
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und wo ferner E  eine Grösse vorstellt, die ihrem absoluten 
Werte nach

Wir können die Formel 13) auch folgendermassen schreiben :

Nennen wir ex den absolut grössten W ert von 6 Z , e2 den 
absolut grössten W ert von 6 y , so werden offenbar die beiden

I. et <  «„
II. e, <

alle möglichen Fälle umfassen. In dem Falle I. muss nach
13) [ie7] das Zeichen von f22 haben, so dass wir nur den 
Fall U. noch zu untersuchen haben, in dem wir

16) abs. E  <  endl. Konst. e2

Die Gleichung 15) zeigt, dass jedenfalls [<5ĉ ] nur dann 
ein anderes Zeichen als f22 haben kann, wenn:

<  endl. Konst. e.

§ 2.

« 5 ^ (1 +  2?) +
15)

+  (1 +  2?) D ( f ) - i

Fälle

haben.



d ( ^ - \
^  dZ(  1 +  E)  = --------- Y'J-L  +  ö,

/ 22
wo:

A. Korn: Ueber den einfachsten semidefiniten Fall etc. 81

o% <  endl. Konst. j  (1 E ) D  (f )

also mit Rücksicht auf 14a), 14b):

17b) abs/o <  endl. Konst. e*.
8

Es kann nach 17 a) und 17b) mit Rücksicht auf den W ert 

14b) von D  dieser Fall jedenfalls nur eintreten, wenn:

18a) 8 Z = y z l)
und:
18b) abs. y endl. Konst. ef.

Aus 18a) folgt nun weiter:4)
19*) 8y  =  a · e% +  /*,
wo a eine bestimmte endliche Konstante ist und

19b) abs. r  endl. Konst. e\.
Da wir uns nur mit Funktionen y  (resp. y  ~f- 8 y) be­

schäftigen, welche mit ihren ersten und zweiten Ableitungen 
eindeutig und stetig ist, so folgt aus 19a) auch:
20») 8 y = a - z e %+  T \
wo auch:
20b) abs. I* <  endl. Konst.

Nur diese Fälle 19), 20) bedürfen einer besonderen Unter­
suchung.

*) Man kann S Z  mit z proportional setzen, da beide an den Grenzen 
verschwinden und im Intervall Xi x2 mit ihren ersten Ableitungen ein­
deutig und stetig vorausgesetzt werden.

*) Da nach 18a) und 9):

£ ( ? ) - *
somit:

d y  =  con8t. z r .
IMS. Sltznngsb. d. math.-phys. CI. 6



§ 3 .
Bevor wir zu dieser Untersuchung übergehen, füge] 

in der Formel 13) zu der rechten Seite noch den Aus

hinzu und subtrahieren denselben Ausdruck:

9  d ( F t d f \  Fsd y 9

wo jF3 eine e in deu t ige  und s t e t ig e  Funktion von 
Intervall

*1 J a *

sein soll, über die wir uns noch eine weitere Bestimmung 
behalten.

Es folgt dann:
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21)

I F  d v * \* =X2 P [ S J ]=  - + l S f n (l  +  E ) »Z *äx
I * \x =  xx xx

also:

+

W ir wählen jetzt Fs so, dass:

^ + i ( £ ) + 3 ¥ = ° ’
d F

oder:
d V

22) t =  “ * {f' " +  3 /" ’ *'* + 3 f™***  + f™

dann können wir 21) auch so schreiben (man vergl 
Formel 15)):
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[ÖJ]

23)1 + £i^?{i4 1+^ +Jk!'^  " ^

+ ( i + « ( B * (n v + . o v i ^ ^ !' % ·
/** )

An der Hand dieser Formel werden wir jetzt die Fälle 
19) 20) diskutieren.

§ 4.
Wir folgern zunächst aus 23) die für ein festes Zeichen 

von [& J ]  notwendige Bedingung, es muss

\ f s \x=** =  o8 'x = *i
sein, also:

24) X {fm  z* +  3f n i z ' z  +  3fxn s  dx  =  0 ;
*1

denn wäre dieser Ausdruck 4= 0, so folgte aus 23) nach den 
Substitutionen 19) 20):

[<5 J]  == c- e\ +  S, 

wo c eine von N u l l  verschiedene  Konstante und
__ 3 4- i

abs. d <  endl. Konst. e2 1 

wenn wir nur F  und r '  so einrichten, dass

abs. (1 +  E) d Z +  — V- ^ 7 ---- ---------
L  199

! <  endl. Konst e J ,
/ 22

was ja  stets möglich ist.
W ir können sogleich aus 23) eine weitere notwendige 

Bedingung ableiten. F$ ist nach 22) noch mit einer willkür­
lichen Konstanten behaftet, wir wählen dieselbe so, dass:

*) Das ist D  {f) abgesehen von den Gliedern 3. Ordnung D 8 (/*) d yB.
6*



25*) 1̂ 1* = * , =  0,
somit nach 24) auch:

25b) l**.1, = * “ <>.
dann folgt aus 23), dass [ 6 J ] ein festes Zeichen nur dann 
haben kann, wenn der Ausdruck:

26)

das Zeichen von f22 besitzt, denn nennen wir C den W ert 
dieses Ausdruckes, so folgt aus 23) nach den Substitutionen 
19), 20):

wo
abs. A <  endl. Konst. 

wenn wir nur r  und r '  so einrichten, dass:
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[(1 + Ä ) 4Ä + £ i f e + ^ ^ j
* * _

f n  J · ’
was ja stets möglich ist.

Die Bedingung, dass der Ausdruck 26) das Zeichen von 
f22 hat und von Null verschieden ist, ergiebt sich auch sofort 
als eine hinreichende Bedingung für das Eintreten eines 
da nach den Substitutionen 19) und 20) dann der Ausdruck

d x

das Zeichen von f22 besitzt und somit auch der Ausdruck [ <î J J. 
Wir erhalten so das folgende Endresultat:
In  dem semidefin i t en  Fa l le ,  in welchem f22 im 

In t e r v a l l e  xx x2 s te t s  dasselbe Ze ichen  bes i t z t  und 
n i rge nds  ve rschwinde t ,  und in dem

\ d y ' \ \ * y ' \  \ d y ' \ \ 2 y \
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31)

nirgends innerhalb des In t e r v a l l e s  xt x% ve rschwinde t ,  
wohl abe r  an den beiden Grenzen x  =  xx und x =  x21 
erhält m an die fo lgenden  n ä c hs te n  K r i t e r i e n  fü r  das 
Auftreten eines  M*a:

Es muss fü r  ein M la

28) X {/in z* +  3fu» ** * +  3 /is te z*  +  f i n z'%\ d x  =  0 
*1

sein. Es wird  dann  t h a t s ä c h l i c h  ein M %a s t a t t f i n d e n ,  
wenn der A u sd ruc k

in dem

30) F% =  —iS {ftlIz3+3fUizi/-i-3/’li3s/i+/'„i/3}(lx,
X1

& ( f )  =  ^ f n n  +  V M j  +  G f n n f f i + t f i m f e y  

+  f tm ( 7 )  /·

32) D%& )  =  * i f m  +  2/ii* 7  + f«  ( t ) ’}·
das Zeichen von f22 b e s i t z t  und von N u l l  versch ieden  
ist; h a t der Ausd ruck  ein von f22 versch iedenes  Zeichen,  
ohne zu ve rschwinden ,  so wird ein M %a n i ch t  v o rhan ­
den sein; v e r sc hw inde t  der Ausdruck ,  so ist  eine wei­
tere U n t e r s u c h u n g  e r f o r d e r l i c h  ( se m ide f in i te r  F a l l  
höherer Ordnung) .

§ 5.
Vor längerer Zeit hat bereits G. E rd  m a n n 1) Kriterien 

für den hier behandelten semidefiniten Fall aufgestellt, und

!) G. E r d m a n n , Untersuchung der höheren Variationen einfacher 
Integrale (Z.-S. f. Math. u. Phys. XXII, 1877, p. 324); ich verdanke einer 
freundlichen, brieflichen Mitteilung von Herrn A. M a y e r  den Hinweis 
auf diese Arbeit.
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ich möchte hier zeigen, dass die E r d m a n n ’schen Kriter 
aus den obigen Kriterien einwandsfrei folgen, während i 
der von E r d m a n n  gegebene Beweis nur für die no tw end ig  
Bedingungen streng erscheint. Zu diesem Zwecke werden 1 
die Bezeichnungen von E r d m a n n  einführen, durch welche 
Kriterien in einer wesentlich eleganteren Form dargest* 
werden können.

W ir definieren die Operation ~ ~~ durch die Forn

33) de

und setzen: 

34)

a ( - )  _ a ( - ) d y

ac, X  = d e 9 d c l C = J"2

u =

V =

w =

d y
~ d T '
d% y 
de1 ’ 
d*y 
d e 3 ’

dann verschwinden offenbar w, v, w für x =  xx1 und es

35) =  1 5 ] -  M·
so dass [u] auch für x =  x2 bei unseren Voraussetzungen \ 
schwindet:

W ir setzen ferner:
d"+»f  m =  0, 1, 2 . . .

36)

und:

37)

®mu — a i r a y ' » ’ n =  0, 1, 2 . . .

Q, =  j* («jo +  2 «11 U « +  «02 “  *) d x -1)
*1
*2

=  J K o +  3a tl u +  3 +  a ^ n '^ d x ,
*1

iix =  |  (a40M4+ 4 a 31!t3it '+  6a22it*M'*-f 4a ls«M,3+  a«*/4)

*) Bei der Festsetzung w' r— ~ j~  t analog v' “
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Dann ist wegen der (aus 4) analog der Gleichung 11) 
folgenden Relation:

Es ist weiter nach der zweiten und ersten Formel 37):

oder mit Rücksicht auf 39): 

oder schliesslich:

40) Qi — \aat{uv'—vii)\x=xi-jr \u(at , u*+ 2 a·,4u u +  aMu *)|*=^ · 

Wegen der Identität:

Wir können ferner — analog der Ableitung von 40) — 
die durch 30) definierte Funktion in der Form darstellen:

42) F s =  — i  f „  [w v —  v m'] — l  [u  (asl u % +  2 a u u  u  +  aos «'*)],

und wir gehen nun zur Vereinfachung des Ausdruckes 29) über.

zunächst:

oder:

39) =  +«o* « ' ) ! , = v

X  (/in ** +  3/n s z% * +  3/i*2 zz% +  i m  z 3) d x  =  [ ß s]

und der Relation 40) können wir jetzt die für ein not­
wendige Bedingung 28) in der Form schreiben:

41)



Wir bedenken hier zunächst, dass nach der dritten 
zweiten Formel 37):

=  -----3 $  (aS0 u*v +  a*l M (2 u'v +  u » )dC a-j

-f- al% u (uv 4" 2w t/) +  a03 u * v )  < 

- P d . .
<<■»· +  « . ·

+  «*1 «* +  2aI2 m w +  a03 u %) } d x

+  3 j *(«*0 v% +  2o„ V ü' +  «08 ®*) d x ’1)*1
somit mit Rücksicht auf 40) und 41):

[ ß j  =  - | / » * ' M U = * »

+  3 i V „  [»*] +  2/i* [««'] +  /* [* '» ]}  cl*,
*1

und da nach 31) und 37)

S ^ B * ( f ) d X =  ^ [ i J 4]:
XX

43) J*4 D 4 (/) =  Vi l/i* ̂  M  U=*i +  iX  {/ji K ]

+  2/*12[t;t;'] +  /2i [ W } ^ .

W ir brauchen jetzt noch diesen Ausdruck und den A 
druck:
, jv , s f ,  > * _  [ w - w ] ·
44) * \ D \ w )  +  ~ ~ ^ t - + * f n  ----- [^]T—

in 29) einzusetzen, um für 29) den folgenden W ert zu 
halten:
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!) Mit Rücksicht auf die aus 38) folgende Relation: 
OqqV +  an v' +  cijo u2 +  2 0^1 u M 2

=  («li v +  <?<>a »' +  fl2i **2 +  2 ai2uu' +  a*  u 'a).



«)  -  i i  I /» *' M I — . + i  f  { f„ M  +  2 /·,, M

+  -}< ·*

Nun ist leicht zu zeigen, dass das Integral in diesem 
Ausdruck verschwindet, denn es ist:

i? f uv  — v u \ %j  9  \ d ( v \ \ *
/ Htn X u  UJ/

(
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=  f  )ft 1 +  2 / i « +  /n® *

d f t;* tn  )
~  ~dx fn u f l dx'

= J* { fn «* +  2 / ;, w + » · }  d x,
*1

sobald v =  0 für x =  xx und x =  xr
Der Ausdruck 29) reduciert sich somit auf

Ä I fn* Ml*=*2·
Wir können hiernach jetzt den Kriterien S. 10 die elegante 

Form der E r d m a n n ’schen Kriterien geben:

Def in ie r t  man die Opera t ion  —-  durch  die 
Formel: C °

47) 1  ( - 1  -  a ( ~ )
de

a ( - ) J  dy
dCt 3c* ’ j 3C, X=X\

so ist in dem b e t r a c h t e t e n  sem idefin i t en  Fa l le  für  ein 
Ma no tw e n d ig ,  dass:

48) K l
[de* ]

=  0 ;
x = x%

es wird dann  t h a t s ä c h l i c h  ein Ma s t a t t f i n d e n ,  wenn
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und von Nul l  verschieden ist;  i st  der A u s d r u c k  4 
pos i t iv  und von Nul l  ve rsch ieden ,  so wird ein 1 
n i c h t  vo rhanden  sein; ist

^ 1  = 0  d e 3 \ X=H U’

so ist  eine wei te re  U n t e r s u c h u n g  e r fo rder l ich  (sen 
de f in i te r  F a l l  h ö h e re r  Ordnung) .
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