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75

Ueber den einfachsten semidefiniten Fall in der
eigentlichen Variationsrechnung.
Von Arthur Korn.

{Etngelaufen 1. Mare.)

Das einfachste Problem der eigentlichen Variationsrechnung
besteht darin, eine Funktion
y ()
o zu finden, dass das Integral zwischen zwei festen Grenzen
xxund X%

) J:§Jl(x, yy)dx = (d. h. Maximum oder Minimum)

wird, wenn f eine gegebene Funktion von X, y und der Ab-
leitung

vorstellt.
Wir setzen fest, dass wir nur solche Funktionen y in be-

tracht ziehen und nur mit solchen Funktionen y -f- 8y ver-
gleichen wollen, die im Intervall xxx2 eindeutig und stetig
sind und eindeutige und stetige erste und zweite Ableitungen
nach x besitzen, fiir welche ferner die Ableitungen:

dE jy ay ay ay

ay’ dy ° dydx' dydy'l dy*
im Intervall xxx%eindeutig und stetig sind.

Das folgende Resultat ist durch die bisherigen Unter-

suchungen uber den Gegenstand sichergestellt:
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Ist:
3) y —y(xcic3
die Losung der Differentialgleichung 2. 0.:
* gd-A-(lIL) =o0
) 2y dx \2y") ’

und bezeichnen wir die Substitution 3) und die Substitution
der Auflosungen der Gleichungen:

ily I*=*i — Vu
5)) ot

WWylx=zt = y2,
nach cxund  durch Einschliessung in [], so wird [y] eine
Losung des Problemes sein, wenn im ganzen Intervall xxx%

1 ein festes Zeichen hat und i 0 ist,
I*y 9%

n) MO KL=,rfo] KL *,*O0ist
und zwar ist (fir xx< x2 ein Maximum vorliegend, wenn

stets < 0, ein Minimum, wenn diese Grosse stets > 0 ist.

Ein Ma ist nicht vorhanden, wenn der Ausdruck 1) posi-
tive und negative, von Null verschiedene Werte besitzt, oder
wenn die oft mit

A (xx])
bezeichnete Determinante Il) fur einen in strengem Sinne der
Ungleichung
*1/\ AN *_
genligenden Wert von x verschwindet.

Eine weitere Untersuchung durch Betrachtung hoherer
Variationen als der zweiten ist notwendig, wenn

(1. semidefiniter Fall) der Ausdruck 1) ein festes Zeichen
hat und + 0 ist, und wenn der Ausdruck IlI) zwar in dem
Intervall

) W\ ya gegebene Konstanten.
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N X/\ X*
+ 0 ist, aber fir x = x2 verschwindet.
(2. semidefiniter Fall) der Ausdruck Il) im ganzen Intervall

+ 0 ist, der Ausdruck 1) ein festes Zeichen hat, aber auch
verschwinden kann.l)

Die vorliegende Abhandlung wird sich mit dem 1. semi-
definiten Falle, dem einfachsten semidefiniten Fall der eigent-
lichen Variationsrechnung beschéftigen und fir diesen Fall
die nichsten Kriterien des Ma geben.

§ i

Wir machen zur Vereinfachung der Ausdrucksweise etwas
weitere Stetigkeitsvoraussetzungen tber y und / als eigentlich
fir das Endresultat erforderlich ware, indem wir nicht nur
dle Ableitungen von £ soweit dieselben in betracht kommen,
ds eindeutig und stetig (im Intervalle xxx2 annehmen, son-
dem auch 6J als der Taylor’schen Entwickelung f&hig an-
nehmen : a)

dJ=dIlJ+d*J+d*J+dA + ...

oder bei Substitution der Funktion [y]
6) [KBI] = [A»J] + [d'J] + [d'J] +

Hier ist:

oder:

) [i»Jdd-if(fu  + 2fitéydy + f,dy>)dx,
1

# Der allgemeine semidefinite Fall ist eine Mischung der beiden
genannten Félle.

*) - .
) Sobald abs. 0y<is, abs. by <C*>

wo e eine positive, im Ubrigen beliebig kleine Konstante ist.
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wenn wir:

® = [ayay]”
U
- m
setzen; wir werden in &hnlicher Weise auch die héheren Ab-
leitungen von f abkiirzen, so dass z. B.
. L g
fin — Ldydy
Wir fuhren jetzt — geleitet durch die Jacobi’schen und

Lipschitz’schen Transformationen der 2. Variation — an Stelle
von dy die Grosse d Z durch die Substitution:

9
ein, wobei wir z und z durch die Gleichungen:
= ray] VALl _ \tyj \*1L\
Inc2\ x=xi Lanid LacjJxs*,
, = dz
T dx
definieren.
z verschwindet nach Voraussetzung nirgends im Intervalle

10)

wohl aber fir x = xxund x = x2; da aber gleichzeitig
auch 8y an diesen Grenzen verschwindet und z wegen
der leicht aus 4) folgenden ldentitat

11) fnz 4-ftiz + fn*), («, 8§ O™ xt)

far x = xxund x = x2 von null verschieden sein muss, so ist
3Z im ganzen Intervall xxx2 eindeutig und stetig und kann
durch geniigende Verkleinerung von e von der Art

endl. Konst. e
unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad herabgedrickt werden.
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Durch die Substitution 9) wird:])

[»en = df» dz*dx+i
oder:

D w1l

_/\4 /\*_]/\

*j*f,,dZ*dx.
*
Es wird ferner:

[6J] = }?df,,(I+E)dZ'dx
<

13 +S*1>(f)dx

+iD(w)izd™*

wen wir unter D(f) und D Ausdriicke [df] und

nach Substitution von

8y =" 8y
verstehen, so dass:
D(fi=D*(f)dy> + D*(f)dy* +

14)D'(f)= *{/,,+ 3fmj- + 3fin(jj + fm (1) 3},

D*() = +Vik»Q +fnn(jj >
» Da:

+ * 1 fne+fnz'_;
—Tn~~ ke d =12

und

fnr y + ~|YBZ fwhj __fn~AZ A~ | ZMU 2 (fiiz \~f22z2)

= fu-



80 Sitzung der math.-phys. Classe vom 1. Mé&rz 1902.

und wo ferner E eine Grosse vorstellt, die ihrem absoluten

Werte nach
< endl. Konst. e

8 2.

W ir kénnen die Formel 13) auch folgendermassen schreiben :

«5M(1+ 2?7) +
15)

+ @+ 22D (f)-i

Nennen wir ex den absolut gréssten Wert von 6 Z, €2 den
absolut gréssten Wert von 6y, so werden offenbar die beiden

Falle
l. e < «,

1. e <
alle moglichen Falle umfassen. In dem Falle I. muss nach

13) [ie7] das Zeichen von f2 haben, so dass wir nur den
Fall U. noch zu untersuchen haben, in dem wir

16) abs. E < endl. Konst. €2

haben.

Die Gleichung 15) zeigt, dass jedenfalls [<6cY] nur dann
ein anderes Zeichen als f2 haben kann, wenn:
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0% endl. Konst.j (1 E)D (f)

dso mit Ricksicht auf 143, 14hb):
1M abs/o < endl. Konst. e’;.

Es kann nach 17@ und 17b) mit Ricksicht auf den Wert

149 von D dieser Fall jedenfalls nur eintreten, wenn:
189 8Z=yzl
und:
189 abs. y  endl. Konst. ef.
Aus 18a) folgt nun weiter:4)
19 8y = a -e%t [

wo a eine bestimmte endliche Konstante ist und

199 abs. r endl. Konst. e\.

Da wir uns nur mit Funktionen y (resp. y ~ 8y) be-
schaftigen, welche mit ihren ersten und zweiten Ableitungen
eindeutig und stetig ist, so folgt aus 19a) auch:

20%) 8y=a-ze% T\
wo auch:
200 abs. I* < endl. Konst.

Nur diese Falle 19), 20) bedirfen einer besonderen Unter-
suchung.

# Man kann SZ mit z proportional setzen, da beide an den Grenzen
verschwinden und im Intervall Xi x2 mit ihren ersten Ableitungen ein-

deutig und stetig vorausgesetzt werden.
* Da nach 18a) und 9):

£(?)-*

dy = con8t. z r.

it

IMS. Sltznngsb. d. math.-phys. CI. 6
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§ 3.

Bevor wir zu dieser Untersuchung Ubergehen, fiige]
in der Formel 13) zu der rechten Seite noch den Aus

hinzu und subtrahieren denselben Ausdruck:

9 d (Ftd f\ Fsdy9

wo JF3 eine eindeutige und stetige Funktion von
Intervall

*1 Ja*
sein soll, Uber die wir uns noch eine weitere Bestimmung

behalten.
Es folgt dann:

| F dy*\*=x2 .
[SJ]= - SN EDzrax
I * \X = xx XX
21)
+
Wir wahlen jetzt Fs so, dass:
N+ T (E )+ 3¥ = °7
also:
dF
oder:
dVv
22) t = *{f' LI 3/"7*'* + 3fTM~k**+ fTM

dann koénnen wir 21) auch so schreiben (man vergl
Formel 15)):
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[OJ]

21 +E£iN?{ia 1+ +JKIN A

+(it«(B*h v + .0 v i~ ™ I'%

An der Hand dieser Formel werden wir jetzt die Falle
19) 20) diskutieren.

8 4.
Wir folgern zunéchst aus 23) die fir ein festes Zeichen
von [&J] notwendige Bedingung, es muss

\f §\§§*|*’f: o}
sein, also:

24) *)i{fm 7+ 3fniz'z + 3fxns

denn waére dieser Ausdruck 4=0, so folgte aus 23) nach den
Substitutionen 19) 20):
[6J] =c-e + S
wo ¢ eine von Null verschiedene Konstante und
abs. d < endl. Konst. e2" ' 1

wenn wir nur F und r' so einrichten, dass

y A — I'< endl. Konst eJ,

abs. 1+ E)dz+ — v~
L 122

was ja stets moglich ist.
Wir konnen sogleich aus 23) eine weitere notwendige

Bedingung ableiten. F$ ist nach 22) noch mit einer willkir-
lichen Konstanten behaftet, wir wahlen dieselbe so, dass:

* Das ist D {f) abgesehen von den Gliedern 3. Ordnung D8(*) dyB
6*
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25%) n ¥F=* =0,
somit nach 24) auch:
25h) I**1=*" <

dann folgt aus 23), dass [6J] ein festes Zeichen nur dann
haben kann, wenn der Ausdruck:

26)

das Zeichen von f2 besitzt, denn nennen wir C den Wert
dieses Ausdruckes, so folgt aus 23) nach den Substitutionen
19), 20):

WO
abs. A < endl. Konst.
wenn wir nur r und r' so einrichten, dass:

* *
[(L+A)4A + £ ife + ~ 7 j
fn J . ’

was ja stets mdglich ist.

Die Bedingung, dass der Ausdruck 26) das Zeichen von
f2 hat und von Null verschieden ist, ergiebt sich auch sofort
als eine hinreichende Bedingung fiir das Eintreten eines
da nach den Substitutionen 19) und 20) dann der Ausdruck

dx

das Zeichen von f2 besitzt und somit auch der Ausdruck [4JJ.
Wir erhalten so das folgende Endresultat:
In dem semidefiniten Falle, in welchem f2 im
Intervalle xxx2 stets dasselbe Zeichen besitzt und
nirgends verschwindet, und in dem

\dy "\\*y"\ Vdy"\\2y\
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nirgends innerhalb des Intervalles xtx%verschwindet,
wohl aber an den beiden Grenzen x = xxund x = x2
erhdlt man die folgenden nachsten Kriterien fir das

Auftreten eines Ma:
Es muss fur ein Mk

2) %{/in z*+ 3fu» *** + 3/istez* + finz'%dx = 0

sein. Es wird dann thatsdachlich ein M#&ostattfinden,
wenn der Ausdruck

in dem

) Fo= —iS {ftll23-3fUizi /--3/1ids/i+/',i/ 3(1x,
3 &(fy= Afnn+VMj+Gfnnffi+tfimfey

+ ftm (7)) /-

D ow& ) = *ifm+ 2/ii*7 + f« (1)}

das Zeichen von f2 besitzt und von Null verschieden
ist; hat der Ausdruck ein von f2verschiedenes Zeichen,
ohne zu verschwinden, so wird ein M#&nicht vorhan-
den sein; verschwindet der Ausdruck, so ist eine wei-
tere Untersuchung erforderlich (semidefiniter Fall
héherer Ordnung).

§ b.
Vor langerer Zeit hat bereits G. Erd mannl) Kriterien
fir den hier behandelten semidefiniten Fall aufgestellt, und

) G. Erdmann, Untersuchung der héheren Variationen einfacher
Integrale (Z.-S. f. Math. u. Phys. XXII, 1877, p. 324); ich verdanke einer
freundlichen, brieflichen Mitteilung von Herrn A. M ayer den Hinweis

auf diese Arbeit.
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ich mochte hier zeigen, dass die Erdmann’schen Kriter
aus den obigen Kriterien einwandsfrei folgen, wéhrend i
der von Erdmann gegebene Beweis nur fiir die notwendig
Bedingungen streng erscheint. Zu diesem Zwecke werden 1
die Bezeichnungen von Erdmann einfihren, durch welche

Kriterien in einer wesentlich eleganteren Form dargest*
werden konnen.

Wir definieren die Operation ~~ durch die Forn
33) a(-) _ a(-) dy
de ac, ‘= 9 @
und setzen: U= dy
©~dT!
d%
34 =
) Y del”’
- d¥y
YT et

dann verschwinden offenbar w, v, w fir x = xxXL und es

15]- M
so dass [u] auch fur x = x2 bei unseren Voraussetzungen \

schwindet:
Wir setzen ferner:

35)

d"+»f m= 0,12
36) T airay'»’ n=0,12...
und:
Q, = j\‘a‘-(«jo + 2l U« + «@“ *)dx-])
%4
37) =

giK o+ 3atl u+ 3 + a”™n'Ndx,
iix= | (adOMi+ 4 a 3Ut3it'+ 6aZit*M*-f4als«M3+ a«*/4)

* Bei der Festsetzung W —j~ t analog v' “
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Dann ist wegen der (aus 4) analog der Gleichung 11)
folgenden Relation:

zunéachst:

OCk:
) = +«0* «')!,=v

Es ist weiter nach der zweiten und ersten Formel 37):

odr mit Ricksicht auf 39):

oder schliesslich:
40) Qi —\aat{uv'—vii)\x=xi4r \u(at,u*+ 2 a-duu + aMu *)|*=" .

Wegen der ldentitat:

X(fin*=+ 3/ns2%* + 3/i222% + imz 3dx = [R]

und der Relation 40) konnen wir jetzt die fur ein not-
wendige Bedingung 28) in der Form schreiben:

41)

Wir koénnen ferner — analog der Ableitung von 40) —
die durch 30) definierte Funktion in der Form darstellen:
42) Fs= —if,, [wv—vm]—1I [u(aslu%+ 2auuu + aos«™)],

und wir gehen nun zur Vereinfachung des Ausdruckes 29) uber.
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Wir bedenken hier zunachst, dass nach der dritten
zweiten Formel 37):

= 4o 3% adurv + af M2u'v + u»)
f-abw (uv 4" 2w t/) + aBu *v) <

-Pd .
<m» + « .-

+ &l«*+ 2aRkRmw+ aBu 9o d x

+ 370w+ 20, Vi + 8@ dx ]
somit mit Rucksicht auf 40) und 41):
[Bj= -[/»*"MU=*»
+ 3;1v o D1+ 20 [««'] + [*[*'»]} cl*,

und da nach 31) und 37)

SAB*(f)dX= A[id4:

43) J*4D4A(/) = Villik~ M U=*i + iX {/ji K]
+ 2M2[tt 1+ /AW A

Wi ir brauchen jetzt noch diesen Ausdruck und den A
druck:

L v , sf, >*_ [Ww-wT]-
44) *\D \w ) + ~~~t -+*fn -—- [MT—

in 29) einzusetzen, um fir 29) den folgenden Wert zu
halten:

) Mit Ricksicht auf die aus 38) folgende Relation:
OggV+ an V'+ cjou2+ 2o~ u M2

= («li V+ &a»'+ fhi#2+ 2ai2uu’+ a u'a).
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«) - iil»*MI— . +if {f,M + 2/, M

+ -}<*

Nun ist leicht zu zeigen, dass das Integral in diesem
Ausdruck verschwindet, denn es ist:

i? fuv —vu\% I—i \d (v\\*
/- HOx. U
=f)(ft1 + 2/i«+ In®*

d f t*tn )
~ ~dx fn u fl dx’

= J:l‘{fn «*+ 2/;,w + » -} dx,

soeld v= 0 fir x = xxund x = Xr

Der Ausdruck 29) reduciert sich somit auf

A Ifn* MI*=*2.

Wir kdnnen hiernach jetzt den Kriterien S. 10 die elegante
Form der Erdmann’schen Kriterien geben:

Definiert man die Operation — durch die
Formel: ce
a7 1(-1 - a(~) a(-) J dy
7) ée dct 3c* "j 3C, X=X\
so ist in dem betrachteten semidefiniten Falle flr ein
Ma notwendig, dass:

| = 0;
* Ix=>%

es wird dann thatsdchlich ein Ma stattfinden, wenn

48) Fd ]
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und von Null verschieden ist; ist der Ausdruck 4
positiv und von Null verschieden, so wird ein 1
nicht vorhanden sein; ist

Aedxe

so ist eine weitere Untersuchung erforderlich (sen
definiter Fall héherer Ordnung).
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