
Sitzungsberichte 

der 

mathematisch-physikalischen Klasse 

der 

K. B. Akademie der Wissenschaften 

zu XT.ü riehen. 

Band XXXV. Jahrgang 1905. 

VI ü u c h e ri 

Verlag der K. B. Akademie der Wissenschaften 

190(1. 

In Kommission des G. Franz'scken Verlags (J. Kotli). 



315 

Note über die Konvergenz von Kettenbrüchen 
mit positiven Gliedern. 

Von Oskar Perron. 

(Eingelaufen 1. Jtili.) 

Wenn in dem unendlichen Kettenbruch 

in  
b1 -f- a2  

die Zahlen «,,, sämtlich reell und positiv sind, so gilt das 
fundamentale von Seidel und Stern auf verschiedenen Wegen 
bewiesene Konvergenzkriterium: 

Der Kettenbruch divergiert dann und nur dann, wenn die 
beiden Reihen 

£ 
a-2 

«i 

ch . . 

U:l   

(I o r 

a -2 y — 1 

l>-2 y -J- 1 

a-2 v 1 
und V 

«i  «a .. 

a -2  a .i . . 
  a-2v-1 
. . a -2 y 

 b-ly 

konvergieren.1) 
Aus diesem allgemeinen Theorem lassen sich leicht mannig- 

fache weitere Sätze herleiten, die wenigstens eine hinreichende 
Bedingung für die Konvergenz des Kettenbruches liefern.2) Alle 
diese Untersuchungen gehören aber eigentlich der Reihenlehre 
an. Im folgenden will ich nun durch höchst einfache Be- 

trachtungen unabhängig von der Reihenlehre eine unendliche 

') Vgl. Enzykl. d. math. Wissen.sch. Bd. I, pag. 127, 128. 
2) Pringsheim, Münchner Berichte 1899. 
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Folece von sukzessive schärferen Konvergenzkriterien aufstellen, 
deren Herleitung aus dem obigen Satz auch nur schwer ge- 
lingen dürfte. Diese versagen zwar in vielen Fällen, wo die 
von Pringsheim 1. c. gegebenen Kriterien die Konvergenz er- 
kennen lassen, sie geben aber auch umgekehrt vielfach eine 

Entscheidung, wenn die Pringsheimschen Sätze im Stich lassen. 

Größeres Interesse dürfte das eingeschlagene Verfahren jedoch 
aus dem Grund beanspruchen, weil sich mittels desselben, wie 
ich demnächst zeigen werde, nmtatis mutandis auch die Kon- 

vergenz der allgemeineren Jacobischen Kettenbruchalgorithmen 
streng beweisen läßt, was bislang nicht gelungen. 

§ 1. 

Bezeichnet man den rton Näherungsbruch mit ^ so be- 
Jjy 

stehen die Formeln 

A\ — (l\ , A.0 — &\ b-2, A y ~ (ly ui y _ 2 "F 6 y Ay — ] , 

' ’ By = hi, B, = b, b, + (H, B„ = aB„ _, -f- b„ B„ _ , ; 

(2) A,. Br - 1 — By Ay - 1 = ( 1 )v - 1 «1 a-2 .... a,., 

aus denen man in bekannter Weise schließt, daß die beiden 

Grenzwerte 

(3) lim - 
v = x -1^ 2 v 4- I 

K, lim 
A,,. 

Bi y 

existieren, und die Ungleichungen gelten 

A, 
(4) 

B, " 11. 
>  •  > K > lc >   

A. A, 
> 1 > 2 

B. B., 

Konvergenz oder Divergenz findet dann statt, je nachdem 

K = lc oder K> lc ist. 
Aus den Rekursionsformeln (1) folgt nun ohne weiteres, 

wenn zur Abkürzung 

by By „ y 

By 
= Xy, also 

gesetzt wird (/,, und 1 — lr sind notwendig positiv): 
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Ay — n _ ; 1 Äy-2 I ; 
JJ„ ~ ( ^ jy„_2 

+ ’ 

oder indem man gerade und ungerade Werte von r gesondert 
betrachtet 

(5“) 

(5») 

n ; >4-î , , -^äv-l 

-02r+l -02 v— 1 -02 r 

Bedeutet e eine beliebig kleine positive Zahl, so kann 

nach (3) und (4) v so groß gewählt werden, daß ^’ ~2 > 7r — e 
JJ2 y _ 2 

wird, außerdem ist auch 1 > W, < 7c. Hienach folgt 
-02 r- 1 -02r 

aus (5a) 

7c > (1 — A2,.) (7c — e) -f- 7.2v Ä, 

und durch eine analoge Überlegung aus (5b) 

/i < (1 — 7.0,.-gi) (KT —f— e) —ü 7.2 v+i 7*;. 

Sowohl für gerade wie für ungerade r ergibt sich hieraus 

übereinstimmend 

also 
7.,, (KT — 7c) < r (1 — 7.,,), 

lim (K - k) —= 0. 
7' — CO 1 A' 

Wenn demnach der Kettenbruch divergiert, also KT—k 

von 0 verschieden ist, so muß lim-—— — 0 sein, und wir 
)' — CO 'Lv 

erhalten somit das Kriterium: 

Der Kettenbruch konvergiert sicher, wenn 
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TD 

Da nach (1) ' 1 > b,,. 
By-2 

vergenz erst recht, falls 

sein muß, 

lim 
y “ CO 

h, b,. _ 1 

av 
>0. 

so folgt die Kon- 

§2. 

Bekanntlich ist es für die Konvergenz 

schon hinreichend, wenn die Reihe V] 
a-y 

des Kettenbruches 

1 divergiert; nach 

Pringsheim 1. c. genügt sogar die Divergenz von 

Der eben entwickelte Satz ist hieraus ohne weiteres zu ent- 
nehmen und von geringerer Tragweite; er ist aber auch nur 
das Anfangsglied der unendlichen Folge, die wir entwickeln 

wollen. Um die weiteren zu erhalten, dehnen wir das Ver- 
fahren in folgender Weise aus: 

Vermehrt man in Ar, Bv die Indizes sämtlicher a, b um 

eine Zahl y, so soll der entstehende Ausdruck mit AViybezw. 

B,.x bezeichnet werden, so daß der j,to Näherungsbruch 
B,.t « 

des Kettenbruches 

(ly. + I 

by-lf- 1 + Cty + 2 

jur- 

ist. Man findet dann leicht, etwa durch vollständige Induktion 
in Bezug auf y, die Relationen 

^0^ A I’ y. Ay   Ï’ -f- 1 Ay "I“ B y   ] ( J' -g 1 A y 1 

lly + y. = r+l 13y -p JJy _ ]_ 1 , 

und wenn man analog zu (3) die Grenzwerte 

(7) lim Akt1'* AV, lim jf' -- =kx 

einführt, so ist auch 
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(8) f'-~ > >->K,>K.> ->J
rl*> fr -  

fVus den Gleichungen (6) folgt, wenn abkiirzungswei.se 

• I fl I -*"*•/« — J, V -p « V 11 

- = /„ also   =1 — /.v. * 
By.    ] , y -J- 1 -ßy -f- I ^ n|   1, V -j~ 1 2ky 

B,+» 

gesetzt wird, 

(9) 

B y + y. 

L y. 

By. 
  (1   y) J, + K, y. y , 

By 

'±1 
+ 1 

Zunächst sei >; eine gerade Zahl; indem man demgemäß 2 * 
an Stelle von * schreibt, folgt aus (9) 

A-2,. + °K An,. Aoy+1 
r, —ft ~ hv,2 y.) 7> P '-2v,2y.J, : 

J>2v-\-2y -LA 2 v -^>2v-\-l 

(Qh\ ^2r+l+2*_n , ^ Aoy+l Aoy+o (9 ) TJ — (1   h r + 1, 2 y.) y, h *2,,+ 1,2 y. 7, • 
JJ2v + l +2x 2v+l -£>2v + 2 

Auf diese Gleichungen sind nun dieselben Betrachtungen 
anwendbar, wie auf (5a) und (51*); doch lehrt die folgende 
Überlegung noch etwas mehr. Läßt man in (9a) x ins Un- 
endliche wachsen, so folgt 

k 
- 12 v + 1 _ - * 2r 

B>y+l B>, 

( An ,, An + I 

B-lr Bor+] 

und hieraus auch 

lim hr, 2y. “h -i\ 
y. — £> J-^2 V 

lim (1 -l2y,2y) + y^-+J, 
y— ji AA'2 V -{- 1 

A} V 

B1:. 

= lim 
hr, 2* 

= lim 

Je — 

Bjy+l 

Boy- 1, 2r+ ! 

k 

Bn y -I f I 
*=a»l ^'2v, 2y. y.=zai -Pto y. — 1, 2 y -j- I Bn y 

Ebenso folgt aus (9b) 

1 Bn ,, _|_ 1 

Bn + ! Bo y 
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^2v+_i _ K 

j?2r + l   1 -Z?2r-|-2 

,r  An r + 2 -K2 v+ 2 i>2 r-f 1 

' /»'2, + 2 

Wenn der Kettenbruch divergiert, so konvergieren die 
linken Seiten mit wachsendem v gegen 0, also konvergiert 

auch — r>- sowohl für gerade als für ungerade v gegen 0. 
A,, A,. _ 1 

Daraus entspringt der Satz: 

Der Kettenbruch konvergiert, wenn die Ungleichung 

lim ~ ."f—— > 0 
r = œ A,. A,,__ 1 

statthat. In dieser Form dürfte der Satz kaum auf einen 
Kettenbruch anwendbar sein; allein vermöge der Ungleichungen 

(8) entspringt daraus die weitere Folgerung : 

Der Kettenbruch konvergiert, wenn für irgend 
einen Wert von X 

21 

il 

— l,v 

- l,v 

B, 

By - 1 
>0. 

Und wegen > by a fortiori: 

Der Kettenbruch konvergiert, wenn für irgend 
einen Wert von X 

1 * Bi l — 1, v 7 r, lim , — b,, > ü. 
V — CD -A-21 - ]1 ,, 

Aus (8) ersieht man weiter: Wenn eine dieser Bedingungen 

für einen gewissen Wert von X erfüllt ist, so ist sie auch für 

jedes größere X erfüllt, aber nicht umgekehrt. Für X — 1, 2, 3, ... 
erhält man also eine unendliche Folge immer schärferer Kriterien. 

Für X = l ergibt sich der Satz des vorigen Paragraphen; 
für X=2 folgt die für Konvergenz hinreichende Bedingung 
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lim 
by by-1-1 .  dy + zbyby + S 1 Q 

(ly + 1 tt y -f 1 (« V + 3 + by 4- 2 b,. + 3) j 

Danach ist z. B. der Kettenbruch, hei dein 

a2r = 1, (hv—i = y- 

b-2y=<J-r, h v-l=9' 

konvergent, während die Reihe 

(ÿ> 1) 

byby un(] auch 1 / — — I 

^ a y ^ y a,. 

konvergiert, also eine Entscheidung nicht gestattet. 

§3. 

Eine zweite Folge von unendlich vielen Konvergenz- 
kriterien erhält man durch eine analoge Behandlung der 
Gleichung (9) für ungerade Werte von y. Schreibt man dem- 
gemäß 2 * -f 1 an Stelle von y., so folgt 

(KP) 

(10b) 

A-Ir + iy 

Bir + 2* + l 
+1   ( 1 J \ ’’ I J Aoy -[-1 
 = fl *2y,2x+l) -r, “T /t2r,2x+1 ~ 

J3>v 

A2,. + 2x+2 n j WKr+1 
— = U  X2r+1,2*+U Ti Ihr + 2y.+2 Ihr + 1 

+ h 

7j » 
JL>2 v -1-1 

JA.O V _J_ 2 
2v+l, 2y.-\- 1 

JSov-\-2 

Geht man zur Grenze ^ = co über, so folgt ähnlich wie oben 

A-2v-\-l Tr 

V ~ K 

rr Aov A
 - JE: 

= IC- 
Bl r 

I , 
JL>2V 

lc - 
yi -j_ 

+ i 

B> v -|- 2 T Bo y + ]  = /c.,r + 2  , 
D —|— 1 T JjOy-{-2 

 K 
•2*2 V+I 

und da bei Divergenz des Kettenbruches die linken Seiten mit 
wachsendem v beide gegen 0 konvergieren, so erhält man 
den Satz: 

Der Kettenbruch konvergiert für 

lim Jcy 
By-l 

Br 

>0. 
V=J) 
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Mit Rücksicht auf die Ungleichungen (8) erhält man 

hieraus das brauchbarere Kriterium: 

Der Kettenbruch konvergiert, wenn die Bedingung 

lim 
V = X) 

> 0 

für irgend einen Wert von A erfüllt ist. 

Für /l = 1,2,3,... ist dies wieder eine unendliche Folge 
sukzessive schärferer Kriterien. Um sie für die Anwendung 
noch etwas bequemer zu gestalten, beachte man 

B,. j , Br- 
,, = by + °-y r, " 

By _l jj,.- T < b
" + by 

a,. by by - 1 4 

by _ 1 

a,. 

Mit Rücksicht darauf folgt aus obigem: 

Der Kettenbruch k o n v e r g i e r t, wenn die B e d i n g u n g 

lim 
A, by- 

^ J.lh-.ydy -f- by by _ 
> 0 

für irgend einen Wert von X erfüllt ist. 

Beispielsweise ergibt sich für 1 = 1 die Bedingung 

<z,,+ i o 
lim ; —7 w , / / N>0. 

V — X (ftr + 2 “h by-1-1 by.(-2) (P'V ~f‘ by Üy _ |) 
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