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A b h a n d l u n g e n  z u r  E l a s t i z i t ä t s t h e o r i e .

I.

Allgemeine Lösung des elastischen Gleich
gewichtsproblems hei gegebenenVerrücknngen 

an der Oberfläche.

Von A.. K o r n .

(Ringelaufen 18. Januar.)

Die Methode der successiven Annäherungen ist im An

schluß an die bekannten, grundlegenden Arbeiten von Schwarz, 

Picard, Poincarä mit größtem Erfolge zur Lösung einer Reihe 

der wichtigsten Probleme der mathematischen Physik heran

gezogen worden.

Versuche, diese Methode auch zur Lösung der in der 

Elastizitätstheorie auftretenden Differentialgleichungen, und zwar 

zunächst der statischen Gleichungen:

A u \-k  —  =  —  X ,
d X

1)
^  .  7 d S  T T  *  d u  d v  d w
A v 4- k — = —  Y . 0 =  - — b r ---- l · - -

r  d y  ’  d x  d y  ' d z

Aw -f- Tc —  =  —  Z ,  
dz

anzuwenden, sind von Lauricella1) und E. und F. Cosserat2) 

gemacht worden, aber sie hatten bisher noch zu keinem be-

l) Lauricella, Ann. della R. Scuola Norm. Sup. di Pisa 1894; N. C.

(4) 9, S. 97, 10, S. 5. Während der Drucklegung meiner Abhandlung 

erhielt ich Kenntnis von einer nenen, interessanten Untersuchung Herrn 

L&uricellas (Ann. di Mat. 1905), auf die ich hier noch hinweisen will; 

dieselbe beschränkt sich auf eine überall konvexe Grenzfläche.

*) E. und F. Cosserat, C. r. 126, S. 1089, 1898; 133, S. 145, 1901.
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friedigenden Resultate geführt. Die Konvergenz der Reihen, 

welche die Lösungen darstellen sollen, ließ sich bei den Me

thoden von Lauricella und E. und F. Cosserat zwar beweisen, 

so lange man sich in endlicher Entfernung von der Oberfläche 

hält, bei unendlicher Annäherung an die Oberfläche lassen uns 

diese Untersuchungen aber vollständig im Stich, und es bleibt 

durchaus unsicher, ob die aufgestellten Reihen wirklich an der 

Grenze die geforderten Grenzbedingungeh erfüllen, ja, ob die

selben überhaupt konvergent sind.

Um durch die Methode der successiven Annäherungen 

das elastische Gleichgewichtsproblem bei gegebenen Ver

rückungen an der Oberfläche in seiner ganzen Allgemeinheit 

zu lösen, ist ein von den früheren etwas verschiedener Ansatz 

nützlich. Mit Hilfe desselben gelingt es, wie in der vor

liegenden Abhandlung gezeigt werden soll, nicht bloß, die 

Konvergenz der für die Lösungen auf gestellten Reihen in end

licher Entfernung von der Oberfläche zu beweisen, —  wozu 

der Cosseratsehe Grundgedanke hinreichend ist — sondern auch 

die Hauptschwierigkeit zu überwinden, nämlich zu zeigen, daß 

die aufgestellten Reihen auch bei unendlicher Annäherung an 

die Oberfläche konvergent bleiben und die geforderten Grenz

bedingungen erfüllen.

Es wird in dieser Abhandlung gezeigt, daß die elastischen 

Gleichungen 1) bei gegebenen Grenzwerten von u, v, w an der 

Oberfläche ein und nur ein System von Lösungen m , v , w  zu

lassen, für jeden beliebigen Wert von k, der der Ungleichung 

entspricht:

— 1 <  k <  - f  ao,

und diese Lösungen werden in Gestalt von unendlichen, stets 

konvergenten Reihen gegeben, bei gewissen Stetigkeitsvoraus

setzungen über die Funktionen X, Y, Z , die Grenzwerte von 

u, vf w und ihre Ableitungen.

Damit ist das elastische Gleichgewichtsproblem bei ge

gebenen Verrückungen an der Oberfläche in seiner a l l g e 

m einsten  Form gelöst.



A. Korn: Lösung des elastischen Gieichgewichtsproblems. 39

81.

W ir  suchen drei in einem Gebiete t eindeutige und stetige 

Funktionen u, v, w mit endlichen1) ersten Ableitungen, welche 

in dem  Gebiete r den Differentialgleichungen 1) genügen und 

an der Oberfläche o j  von t gegebene Grenzwerte

2)

u  =  u ,

V =  V ,

w =  w 
annehmen.

Ü ber die als gegeben vorauszusetzenden Funktionen X , Yf Z  

der Stelle in t  wollen wir annehmen, daß sie (abteilungsweise) 

eindeutig und stetig sind, und zwar so, daß für je zwei Punkte

1 und 2 (eines Teilgebietes) die absoluten Funktionsdifferenzen

< Ar\*

sind, bei genügend kleiner Entfernung r12 der beiden Punkte, 

wo A  eine endliche Konstante, l  eine von null verschiedene 

positive Zahl vorstellt.2)

Über die als gegeben vorauszusetzenden Funktionen

u, v, w

der Stelle an co wollen wir annehmen, daß sie mit ihren ersten 

Ableitungen eindeutig und stetig sind, und zwar sollen die 

ersten Ableitungen derart stetig sein, daß für je zwei Punkte

1 und 2 der Fläche co die absoluten Funktionsdifferenzen (der 

ersten Ableitungen)

<A'r*  ;

sind, bei genügend kleiner Entfernung r12 der beiden Punkte, 

wo A* eine endliche Konstante, V -eine von Null verschiedene 

positive Zahl vorstellt.3)

1) Endlich im Sinne von „endlich und integrabel“ .

2) Diese Bedingung ist im Besonderen erfüllt, wenn die ersten Ab

leitungen von X , Y, Z  in r endlich sind.

8) Diese Bedingung ist im Besonderen erfüllt, wenn die zweiten 

Ableitungen von u, v, w an co endlich sind.
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Bezeichnen wir mit U, V, W  die Potentialfunktionen des 

Gebietes t, welche bezw. die Grenzwerte u, v, w an tu besitzen, 

so ergeben sich für die Funktionen:

u' =  u — U ,

3) v‘ =  v —  V ,

w ‘ = w — W

die Differentialgleichungen:

4)

wo wir noch:

5)

d O

3 x '

3 9

’

d e

A u ‘ +  k ~ -  =  —  X - k  
dx  

A v ‘ +  k —  =  —  Y — k 
dy  

Aut +  k —  — —  Z —  k ~  , 
dz dz

__  d u /  d V *  dW*

~  dx  +  dy  +  dz~ ’ 

dx dy dz

gesetzt haben. Dazu kommen noch die Grenzbedingungen:

6)

u* =  0 , 

=  0 , 

w* =  0

an o).

§ 2.

Das allgemeine Problem läßt sich somit auf das folgende 

zurückführen, das wir als das Hauptproblem des elastischen 

Gleichgewichts bezeichnen wollen:

W ir suchen drei in einem Gebiete r eindeutige und stetige 

Funktionen w, v} tv mit endlichen ersten Ableitungen, welche 

in dem Gebiete r den Differentialgleichungen genügen:
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7)

Au +  k £  =  - f l ,

A  , T . 3 9  ,

+  ä^=

A  , T . "  t

/1W +  h d-e = - f » '

8)

oder, was dasselbe ist, den Differentialgleichungen:

j t t_ f ~ - F t , -F, = ( l - D A ,

A v - t  * =  ~ ,  ^  = ( 1 - ^ , ,

J t c - f  F t =  { l - f ) f t ,

und an der Oberfläche co von r die Grenzwerte:

u =  0 ,

80 v =  0,

. w =  0

annehmen.

Über die als gegeben vorauszusetzenden Funktionen f Y f % fs 

der Stelle in t  wollen wir annehmen, daß sie in t  derart stetig 

sind, *) daß ftir zwei Punkte 1 und 2 in genügend kleiner Ent

fernung r „  die absoluten Funktionsdifferenzen

< A r \s

sind, wo A  eine endliche Konstante, X eine von Null ver

schiedene, positive Zahl vorstellt, und überdies im Innenraume

_L_ * U  , *f%8 " )

vorausgesetzt werden soll

d x  d y  dz

*) Diese Bedingung ist im besonderen erfüllt, wenn die ersten A b

leitungen von fi f2 fs in r endlich sind.



Nach Lösung dieses Problems werden wir im § 7 zeigen, 

daß man in der Tat auch für f x f% /*8 drei Funktionen von der 

folgenden Form wählen darf:

f ' ~ Z A r T i

wo X , Y, Z  drei ganz beliebige Funktionen der Stelle in t  

sind, die in r nur derart stetig sind, daß für zwei Punkte 

1 und 2 des Gebietes in genügend kleiner Entfernung rJS ihre

d X  d Y  3 Z
absoluten Funktionsdifferenzen, sowie die v o n ------ 1-  ------l· —

dx 1 dy de
A  endlich,

A positive, von Null verschiedene Zahl,

sind, und 0  eine allgemeine, stetige Potentialfunktion,1) deren 

Stetigkeit in r dieselbe Bedingung erfüllt, wie die Stetigkeit 

der Funktionen X , Y , Z.

W ir werden die Lösung des Problems geben für jeden 

beliebigen. W ert von k in den Grenzen

— 1 <  k <  oo 

d. h. für jeden W ert von ! in den Grenzen:

— 1 <  ! <  +  1 (in strengem Sinne),

wenn also ! einen beliebigen positiven oder negativen echten 

Bruch vorstellt.

§ 3.
Daß für

— 1 <  k <  oo

nur ein System von Lösungen vorhanden ist, wenn man von 

vornherein die Existenz eines Systems von Lösungen voraus

4 2  Sitzung der math.-phys. Klasse vom 13. Januar 1906.

< Är>i2’

!) D. i. die Lösung des Dirichletschen Problems für den Innenraum t 

bei gegebenen stetigen Randwerten O an
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setzt, ist bekannt, ich fiige den Beweis hier nur der Voll

ständigkeit halber hinzu.

Gäbe es zwei Systeme von Lösungen ux vx wx und u2 v2 wv  

dann w äre: , * / Ä n \ \

i>)

und:

10)

d x

A  (», —  vt) +  k =  0 ,

A ( w - w t) +  k - {e± f ^  =  0

m T,

( « 1— «» =  0 , 

| v, — vt =  0 ,

l M?,— W% =  0

an o).

W ir multiplizieren die erste der Gleichungen 9) mit ux— u2, 

die zweite mit vx — v2, die dritte mit wx —  w2, addieren und 

integrieren über r, dann folgt:

j  [ ( « !— «*) A ( « !— “ ») +  («I— »*) A (»,— V*) +  K -M '» )  A ( «  

oder mit Rücksicht darauf, daß:

11)

j  „  _  l ü  _  \ 1 -  ( l l  _  f  _  d ( ^ L
U dx  U yV 3 a : 3 y )  3£\3,?

r3» 

.3 *

auch:

: «) ] ■

?. (9w _  ^ ___-  (9v __ 3m>\1
V dy  [ dz \3y d z )  dx \dx d y ) \ '  

A _  3Ö _  r d_ /3m _  3w\ 3̂  (d_w _  3t>\l 
W dz 13a:\3ir d x )  3y\3y d z ) \ '

3(0,-Ö ,) 3(0,
*) —  d -dy ' v' ' , dz \

-  ( « 1 -« ,) [— f d(v'~vJ-  - ( “ c “ * )]_ l f 3(ur ui') _  30». 1
\ dX dy J dz y dZ dx J J

(V 3 3 (d (vr vt) 3(m,-m!)\ ]

3? d z ~ ) ~ d x {  dx * ~ s i ~ ) \

L3«V dx J d y \  dy dz )\\
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oder nach einer einfachen Greenschen Umformung:

12) J l ( 1 +  l ) W - V  +  j ^ - % 3 ) } ·

+ -  ^ ' 1 + -  ?(V l l  *  - 0 ·
sobald somit k -f- 1 positiv ist, solange also:

13) — 1 <  k <  oo 

fo lg t :
ux —  u% =  0 ,

14) vt =  0,

wx — w% =  0

im ganzen Innenraume von a); damit ist die Eindeutigkeit 

bewiesen.

§ 4.

W ir gehen nun zur Lösung der gestellten Aufgabe mit 

Hilfe der Methode der successiven Annäherungen über, und 

zwar gehen wir von den Gleichungen 8) aus. W ir bilden 

successive die folgenden Funktionen:

—  i x i Ft  T  ~  tr" ’
r

° -  =  r J F - T - r "

^ - ü F > v - w ‘ ·
r

1 3  Ca dx 

Ui =  2 ä d x )  t/j' +  Mj- 1’
T

Vj =  L  T  ~  V j +  v>~"

W> =  2 +

15)

3 =  1. 2 , . . .
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an (o

wo die U j V j W j  die Lösungen des Dirichletschen Problems 

bei den Randwerten:

u> -h S r ‘ T- v‘ - l k b ' T ·
X X

'«> { v ^ r J F - v ·  · ■’- 1·2· 

W° - Ü F’ V· w‘ - l h S ° ‘- 'T ’
X X

vorstellen.1) Können wir beweisen, daß:

· « ' ( * » - s ’j j ) “ 0 ·

in t  in irgend welcher, im übrigen beliebig kleiner Entfernung 

von der Oberfläche, und daß die Reihen:

E f V u j ,  TLj JVvj , 5 j JVtVj 
0 0 0

Funktionen darstellen, die in x eindeutig und stetig sind und 

endliche erste Ableitungen besitzen, dann werden diese Funk-

1) Die Existenz dieser Funktionen Uj Vj W j , ihre für uns in Be

tracht kommenden Stetigkeitseigenschaften, sowie die Formeln:

,  dß;-\

15')

werden w ir noch in diesem § beweisen.

.  d  f d  t

d x j
< b - i T

T

d z

J * - 1 7

X

.  d  f d x

3 *  J
r

* - i  r

d x
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tionen offenbar die Lösungen der gestellten Aufgabe darstellen. 

W ir werden zunächst zeigen, daß die Integrale:

17) = J Sjdi

die Ungleichungen erfüllen:

18) f

wo ! ein beliebiger echter Bruch ist, a eine endliche Konstante. 

Es ist in der Tat, wenn wir die Abkürzungen:

__ dtVj dVj

19)

Uj d y  dz ’

_ dUj 3 Wj

“  ä V  —  9 x  '

tOj
__  3  V j __  3  Uj

gebrauchen:

d x  dy

j *[üj +

=  — §(UjAuj  +  Vj A Vj -f- WjAwj)dx ,

-  - 2 ’- f r ) + *  - 2 - £ ■ )

+  wj { d  Wj —  2  ^ - J 1)  j  dt,

=  +  u i u i - 1  +  t y t y - i  - f -  tD jtO j-i  —  2  O j O j - 1 ]  d x ,

T

somit:

OAv f +  u] +  t)j +  tt)j] dx =  j* [— OjOj-\ +  UjUy_i
20 ) i » r

l +  Öy Üj—i +  ty t y - i j t f r ,

und hieraus folgt:



21) ' )  / w ■ + « ? + » ? + » ? ] 4 .  <  M - <  +  »*-. + +  » ■ - .)  <*·
T X

also:

i +  ui +  +  t f ]  &x
22) \

l <  +  Uo +  öo +  too] d% <  a J2·*,

wo !  einen echten Bruch und a eine endliche Konstante 

vorstellt.

W ir haben für die Gültigkeit dieser Ableitung nur noch 

zu begründen, daß bei unseren Voraussetzungen die in der 

Ableitung benützten Integrale einen Sinn haben, und daß die 

Greenschen Umformungen berechtigt sind.

W ir bedenken hierzu, daß nach Voraussetzung die Funk

tionen F x F % F s in t derart stetig sind, daß für zwei Punkte 1 

und 2 in genügend kleiner Entfernung ihre absoluten Funk

tionsdifferenzen

< Ä ' rl>2

sind, wo X einen ganz bestimmten ech ten  B ru ch , A  eine 

endliche Konstante bezeichnen möge. Es sind aus diesem 

Grunde (Satz I des zweiten Abschnitts der vorangehenden Ab

handlung) die zweiten Ableitungen der ßaumpotentiale

A. Korn: Lösung des elastischen Gleichgewichtsproblems. 47

l) Nach der bekannten Schwarzschen Ungleichung ergibt sich ja  

aus 2 i ) :

[ 5  (al + u; + üj + toJ) d r] 2 

<  J* (91 + uj + bj + toJ) dx S  + u) - i + - i +
X



in t  in ähnlicher Weise stetig, somit die zweiten Ableitungen 

von u0 v0 w0 ebenfalls, solange man sich in e n d lich e r , im 

übrigen beliebig kleinen Entfernung von der Oberfläche a> 

hält, und Gleiches folgt successive nach den Formeln 15) für 

die zweiten Ableitungen von Uj Vj W j , wenn die stetige, 

allgemeine Potentialfunktionen sind.1)

Die Gleichung 20), auf die es uns ankommt, wird durch 

einen strengen Grenzübergang erhalten, wenn wir zeigen können, 

daß die ersten Ableitungen der UjVjWj im ganzen Baume ein

deutig und stetig sind.

W ir haben also noch zu beweisen, daß die 0; infolge der 

Definitionen 15) stetige, allgemeine Potentialfunktionen1) des 

Innenraumes t und daß alle ersten Ableitungen von uj Vj Wj im 

ganzen Innenraume eindeutig und stetig sind.

W ir werden nun in der Tat zeigen, daß die Oj bei unseren 

Voraussetzungen stetige, allgemeine Potentialfunktionen und 

in t  derart stetig sind, daß für zwei Punkte 1 und 2 des 

Innenraumes in genügend kleiner Entfernung r12

abs. | 9j\1 ^  Cyrfj, (0  <  Xj <  1),

wo Cj bei endlichem j  eine endliche, von j  abhängige Kon

stante vorstellt, die natürlich, worauf es uns vorläufig nicht 

ankommt, möglicherweise mit j  unendlich wachsen könnte.2)

Die Funktionen U0 V0 W 0 haben Randwerte, deren erste 

Ableitungen (Satz II des II. Abschnittes der vorstehenden Ab

handlung) derart stetig sind, daß für zwei Punkte 1 und 2 

der Fläche co in genügend kleiner Entfernung r12 ihre abso

luten Funktionsdifferenzen:

<  a · abs. Max. ( F v F v  F t) · rj*

sind, wo A  einen ganz beliebigen echten Bruch und a eine 

endliche Konstante vorstellt, die lediglich von der Gestalt der

D. h. Lösungen eines Dirichletschen Problems mit stetigen Rand

werten 6j.

2) Diese Frage werden wir im späteren Verlauf der Abhandlung 

noch diskutieren.

48  Sitzung der math.-phys. Klasse vom IB. Januar 1906.
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Fläche co und der W ahl der Zahl A  abhängt. Die Funktionen 

U0 V0 W 0 sind somit1) Potentialfunktionen des Raumes t , die 

im ganzen Innenraum derart stetig sind, daß für zwei Punkte 

1 und 2 desselben in genügend kleiner Entfernung ria:

abs. 9 U .
d a

<  endl. Konst. rj2,

wenn o  eine ganz beliebige Richtung vorstellt, da ja X ein 

ganz bestimmter echter Bruch ist und wir A  größer als X 

wählen können. Außerdem ist:

A u0 =  — F x,

A v o =  — F „

4 w 0 =  — F 8 ,

somit:

24) A 60 =  0 , mit Rücksicht auf 8 " ) ;

es ist also 0O eine stetige, allgemeine Potentialfunktion des

Raumes t , deren Stetigkeit in der ganzen Ausdehnung des

Raumes t  derart ist, daß für zwei Punkte 1 und 2 des 

Raumes r in genügend kleiner Entfernung rx%:

25) abs. | ö0 |J <  endl. Konst. rj2 <  C0 r jo , 

Es ist nun weiter:

0 < A0< 1 ,

C0 endlich.

26)

. 1 3 f / »  T T

“ ' = “ * + 2 S ä i J 1’ ·  v  ~ u "
X

. 1 3 CA dz  „

' ■ = ' »  +  2 S ^ J 9" T - r "

,S9>V -W"

und die ersten Ableitungen der Randwerte der Potentialfunk

tionen U x Vx W x:

l) Zusatz 4 zu Satz III des I. Abschnitts der vorstehenden Abhandlung.

1900. Sitsnngsb. d. math.-phys. KL 4
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27 )

TT - I I  f i l i !

1 2Ti J 0 r '

r t =  

w , =

J L  L
2ndy

, JL_3 

2 n  3

/« •

Lj *

a r 

r ’

d t

r

an co

sind an der Oberfläche co derart stetig , daß :

28) abs.
Sh

<  (a C0 -f- b abs. M ax. 0O) ,

w o h eine b e lieb ige  tangentia le  R ich tu n g ,1) a b endliche K o n 

stanten vorstellen , die led ig lich  von  der Gestalt der F läch e co 

und der Z ah l A0 abhängen (Satz I I  des zw eiten A bsch n itts  der 

vorstehenden A bh an dlu ng). M it R ü cksich t au f den Zusatz A  

zu Satz II I  des I. A bsch n itts der vorstehenden A bh an dlu ng  

fo lg t  som it, daß die ersten A b le itu n gen  von  ux w1 in dem 

Raum e derart stetig  sind, daß fü r zw ei P unkte 1 und 2 in 

gen ü gen d  k le iner E n tfern u n g r 12:

2 9) abs.
du,

<  endl. K onst. <  (7, rfy ,
0 <  <  20, 

C j en d lich ,

wo o eine b e lieb ige R ich tu n g , C1 eine endliche K onstante 

vorstellt.

A ußerdem  ist:

A u,

A v.

A w.

■ 2 —  +  A u0 , 
dx 1 0

2 ^  +  A Wo

som it: 

30) A d1 =  0 ;

i) cos (h2x)  =  cos (/% x)  +  , . . .  w ö  ] e-j [ <  endl. Konst. rn , . .
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es ist also 0, eine stetige allgemeine Potentialfunktion des 

Raumes t , deren Stetigkeit in der ganzen Ausdehnung des 

Raumes x derart ist, daß für zwei Punkte 1 und 2 des Rau

mes t  in genügend kleiner Entfernung r :

31) a b s .! 0,  |f <  (7, r j j ,
0 <  i ,  <  1 ,

C, endlich.

In dieser Weise können wir nun weiter gehen und sehen, 

daß für jedes beliebige endliche j  die ßj stetige, allgemeine 

Potentialfunktionen sind, deren Stetigkeit in x die Bedingung 

23) erfüllt.

Es folgt auf diese Weise auch die Gültigkeit der For

meln 151) S. 45 für jeden Punkt des Raumes x in irgend

welcher, im übrigen beliebig kleiner Entfernung von co. Es 

folgt schließlich auch successive die Stetigkeit der ersten Ab

leitungen von UjVjWj in ganzer Erstreckung des Raumes r für 

jedes beliebige endliche j .

Damit sind nun aber alle Schlüsse dieses § streng be

gründet, und wir können bisher das folgende Resultat aus

sprechen :

D ie  d u rch  d ie F orm eln  15) d e fin ie r te n  su cce ss iv e n  

F u n k tio n e n  Uj Vj Wj s in d  m it ih ren  ersten  A b le itu n g e n  

fü r je d e s  b e lie b ig e  endliche j  in g a n ze r  E r s tr e ck u n g  

des R aum es x e in d e u t ig  und s te t ig ; die S te t ig k e it  ih rer  

ersten  A b le itu n g e n , im b eson d eren  die S te t ig k e it  der 

s te t ig e n , a llg e m e in e n  P o te n t ia lfu n k t io n e n  6j in x ist 

d era rt , daß fü r  zw ei P u n k te  1 und 2 in g en ü g en d  

k le in e r  E n tfe r n u n g  ria:

abs. i e} I« ^  CjriJ,

wo lj  e inen  ech ten  B ru ch , Cj e ine e n d lich e  K on sta n te  

v o r s te l lt .

D ie  F o r m e ln :
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8
d x j  1 r  dx

X

a * Ca d r —  Ä d9J 
d y j  1 r  n  d y '

A > ' t e , i l ------- 4 „ 33 ,
d e j  r de

X

b esteh en  fü r  je d e s  b e lie b ig e  e n d lich e  j  in irg e n d  

w e lch e r , im ü b r ig en  b e lie b ig  k le in e r  E n tfe rn u n g  von  

der F lä ch e  co.

E s b e s te h t  fe r n e r  die U n g le ic h u n g :

pj Jo* dr  ̂  a · F',
X

w o a eine von  j  u n a b h ä n g ig e  e n d lich e  K on sta n te  v o r -  

s te llt .

§ 5·

W ir suchen jetzt zu beweisen, daß die Funktion 6 eine 

stetige allgemeine Potentialfunktion des Raumes t darstellt, 

deren Stetigkeit die Bedingung erfüllt:

32) abs. 16 \* C  · rj2, | C  endlich, 

wenn wir:

33) e =  »0 +  t ß l - \ - V 6 ,  +  · .

setzen. Daß diese Reihe in n e rh a lb  r, d. h. in endlicher Ent

fernung von der Oberfläche co stets konvergent ist und mit 

allen Ableitungen innerhalb co eindeutig und stetig ist, folgt 

leicht aus der Ungleichung:

X

Denn denken wir uns um einen Punkt (x  y  z) innerhalb 

co eine Kugel vom Radius R , der nur klein genug gewählt 

ist, daß die Kugel ganz in dem Gebiete t  liegt, so ist:
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i n r S e* d T '

wo das Integral rechts über die Kugel zu erstrecken ist, somit:

J f - Ä . / i .  

< i /Z ^
oder:

34)
r1

ß  endliche Konstante,

wenn r die kleinste Entfernung von der Oberfläche co darstellt.

Analoge Formeln kann man sofort auch für die ersten, 

zweiten etc. Ableitungen von ßj in n e rh a lb  co ableiten.

Für uns ist es aber erforderlich, die Stetigkeit von 0 und 

zwar die Stetigkeit von der Art 32) in ganzer Erstreckung 

des Gebietes x zu erweisen, und zu diesem Zwecke müssen wir, 

ausgehend von der Formel:

Ä ^  j v L· echter Bruch,
35) abs. | »s !, <  C0r}2, (0 <  ru <  a), ^  endiiche Konstante,

in den successiven Formeln:

36) abs. 9j |* ^  Cj rn , (0  ^  rlt <  aj)

die Abhängigkeit der Größen C j i j o j  von j  näher erforschen.

W ir gehen aus Ton den Definitionsformeln:

1 3 r a dx  j j  

Uf  =  Ui - ' + 2 ^ d i i  e j l r  ~ U>'
T

K> -*»-■  + L
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Uj Vj W j  sind die Potentialfunktionen des Innenraumes 

mit den Randwerten:

38)

1 d X

Vj - 1 5 * ,

TF =  ^ r I  
" >  d z  ’

an a>,

wo wir zur Abkürzung:

39)

W j - i

dX

_  1 

2 Ti - fd X J V 4 f .

W j -X _  1 a ; * dz

3y 2 n 3 y J
X

Oj-i — ,

W i - i _  1

d [ ö d r
dz 2 71 d z J

Vj-1- ,

gesetzt haben, es ist somit nach der Methode des arithmeti

schen Mittels1):

JJ 1 cos(rv) ,

U>
CO

Af\\ V  1  f  d 'frj - t c o s ( r v )  ,  _

40) ! r ‘  = 2 ^ J  d “> + X i<
CO

™  1  C d W j- 1 c o s ( r v )  ,  _

v >” äsJ  +

l) Es hat in der Tat jedes - f y  \ nach Satz II des II. A b

schnitts der vorstehenden Abhandlung die Eigenschaft:

abs.
a f i - i

3f
<  a abs. Max. , (0 <  r12 <  a)

wo einen beliebigen echten Bruch vorstellt, a eine endliche Konstante, 

a eine Länge, die gar nicht von der Funktion ßj—i abhängig sind, und 

hierauf ergibt sich in der Tat 41) mit Hilfe des Satzes 1 des I. A b

schnitts der vorstehenden Abhandlung, wenn nur A  <  A u also überhaupt 

ein beliebiger echter Bruch ist.
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w o X ^ u X ^  Xj.$ Potentiale von Doppelbelegungen sind, deren 

erste Ableitungen nach dem Satze I des I. Abschnitts der vorr 

stehenden Abhandlung S. 1 im ganzen Raume derart stetig 

sind, daß für zwei Punkte 1 und 2 in genügend kleiner Ent

fernung rlt:

41) abs.
do

<  A  · abs. Max. r̂ 2, . .  (0 <  rl% <  a),

wo a eine beliebige Richtung, A  einen echten Bruch, A  eine 

endliche Konstante, a eine Länge vorstellt, die in keiner Weise 

von j  abhängig sind, und man kann, wenn man will:

42)

setzen.

A  =  X

„  . , , .. d V j - 1 a s ^  .. D . . _
Es sind andererseits — £— , —— — , — r —  die rotential- 

d X  d y  d e

W j - I
funktionen des Aussenraumes mit den Randwerten

d X

ay  ’ de  

des arithmetischen Mittels

an o), es ist daher wieder nach der Methode

43)

W i - i _  1 f
d x 2 n J

tü

d3 ^ ± =  - - 1  i
» y 2 7 1  J

CO

dVj-1 =  - ± (
de 2 7 1  J

a f

dt,

im 

Außen

raume ,

wo die <Pj,i #42 ^ 2 Potentiale von Doppelbelegungen mit den

selben Stetigkeitseigenschaften wie X j , j, Xjt2, X .s , im beson

deren an der Fläche co, sind.

Da mit Rücksicht auf den Satz I des II. Abschnitts der
ajir. 1 jjy , 1 a f t  ,

vorstehenden Abhandlung die Funktionen — 3z~,
dg d Yj a Q

auf der Fläche co erste tangentiale Ableitungen haben, von solcher
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Stetigkeit, das ftlr zwei Punkte 1 und 2 der Fläche in ge

nügend kleiner Entfernung r „ :

d £ d h
<  G}*\{, · ·  (0  <! ru  <  aj),

so ist an der Fläche co nach einem bekannten Satze (Lehrbuch 

der Potentialtheorie I S. 394):

3 CdWi-i  coa(rv) 3 r 3lft_i cos(rv ) , |
5”  I , 1·-------- » d(D =  —  \ — *= d a ) ' ,  . .
d v j  3£ r* . d v j  3 f  r%

00 * QJ I®

somit folgt:

44)

3 Uj d 'W j - ,

dv  = d x d v

^  _
dv d y d v

d W j ____

. dv dz dv

+  S , ,
I

l

+  *

wobei die 5} Hj Zj Funktionen vorstellen, deren erste Ablei

tungen an der Oberfläche a> derart stetig sind, daß für zwei 

Punkte 1 und 2 der Fläche in genügend kleiner Entfernung r]9:

45) abs.
d E‘i\
dh

<  B  abs. Max. i rfv  . .  (0 <  r12 <  a),

wo A eine beliebige tangentiale Richtung, A  einen echten 

Bruch, 0 eine endliche Konstante, o eine Länge vorstellen, 

die in keiner Weise von j  abhängen, und man kann, wenn 

man will:
A  =  X

setzen.

Da Uj vj Wj an der Fläche o) verschwinden, is t :

0 j  =  ^  cos(vz) - f  ^  cos (vy) -I- cos (vz),
dVj Bwj

dv dv dv

B j - 1 =  cos (yx)  +  - cos (vy)  +  cos (v*)
dv dv

an a>,
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und es folgt aus den Formeln 37):

. _ 1 9‘ r  * 1  I  ̂ .  d W j  ,  J

A o. 1 I 3* f« d l I -I- 1 ! 3* ffl dr| 4- TT
= Öj- 1 + 2 ^  ä r *J  ^  T  +  2 n . 9v* J ^  V  I +  ^  ’

I f I» I T I*
oder:

M) % i  1£  J V , [J + a,.

wo iZy eine Funktion der Stelle an c d darstellt, die derart 

stetig ist, daß für zwei Punkte 1 und 2 der Fläche im Ab

stand r 12:

47) abs. | S j  |J <  r *  abs. Max. dj- i  · rj2, (0  <  r12 <; o)

r  eine endliche Konstante, o eine Länge, die größer ist als 

eine bestimmte endliche Länge; JT, o g ä n z lich  u n a b h ä n g ig  

▼ on j .

W ir bringen jetzt den Satz IV  des II. Abschnitts der 

vorangehenden Abhandlung über Raumpotentiale, den eigent

lichen Schlüsselpunkt für die Lösung der gestellten Aufgabe, 

zur Anwendung. Besteht für zwei Punkte 1  und 2  des Raumes t  

in der Entfernung r18 die Ungleichung:

48) abs. | ty -i !i <  C j - i  , (0 <  r12 ^  oy-i),

so ergibt sich nach dem genannten Satze, den Formeln 46) 

und 47):

49) J)  abs.| < ; C j - i  +  ( e t - f  abs.Max.fy_, j r j i - i ,

( °  <! ri» <! ®i-i (1 — <5)).

wo d eine beliebig kleine Zahl, eâ   ̂ und d zwei Konstanten 

vorstellen, die bezw. mit oj- i  und & zu Null konvergieren, 

aber stets von Null verschiedene, bestimmte W erte haben, so

bald bezw. o j - i  und <5 von Null verschieden sind, es von j  

unabhängig.

*) ct Cf endliche Konstanten, die von j  unabhängig sind.



58 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 13. Januar 1906.

W ir können hieraus sofort die folgenden Schlüsse ziehen: 

W ir können

setzen, wo d eine beliebig kleine Zahl sein kann, und:

wo die Konstanten c und von j  ganz unabhängig sind und 

€j eine mit j  zu Null konvergierende Zahl vorstellt. W ir können 

jedenfalls, indem wir o von vornherein genügend klein wählen

machen und die Ungleichung 51) auch so schreiben:

wo Es  eine Konstante vorstellt, die zwar um so größer ist, je 

kleiner d gewählt wird, aber für jedes d +  0 einen bestimmten, 

von Null verschiedenen, von j  unabhängigen W ert hat; wir 

können dabei d im übrigen von vornherein beliebig klein 

wählen.

Diese Formel wird sogleich eine sehr wichtige Rolle spielen. 

W ir errichten in einem Punkte 0 der Fläche die innere Nor

male und markieren auf derselben in dem Abstande r, den 

Punkt 0'. Dann ist:

50)

51) abs.| « , ! · < ( ,
abs· Max' * ' - 1

(0  < r u < o ( l - d ) S ) ,

e j ' <  1

52)

(0 < r 18< o ( l - ^ ) ,

! |o =  ! öj |o- + 1 |o-

und mit Rücksicht auf 34) und 52):

53) j ,b s · *>< $  +  ( Ci- , +  e J -  i y  “ bs· “ “ · *

( 0 < t i ? . ( l - A ) 0 ,



oder, wenn wir mit S  einen echten Bruch

54) f <  Ä <  1

bezeichnen und

f abs. Max. ßj =  ,

“ > I V . C , - B ,

setzen, so daß:

i abs. Mai. <  A }

\ abs. | Ä 'fy  I? <  B } r\t , (0 <[ rlt ^  a (1 — «5)0, 

so erhalten wir die Formeln:

A. Korn: Lösung des elastischen Gleichgewichtsproblems. 5 9

57)

4  <  “ J ·  1 +  ( °  <  ri  <  ® (1 — W i

1

Bj  <  ‘BjM +  E t (1 — ·

W ir wählen nun <3 und einen echten Bruch L  so, daß:

58) $ t < L < ( l  —  <5)2* <  1

und setzen:

was ja  gestattet ist, da ja :

E ·  < 1 _ i ;

wir können dann die beiden Ungleichungen 57) so schreiben:

A* ßk ^ d l+ * - >y- 'E‘ +M 2 H60)

" i '

oder, wenn wir mit den größeren der beiden echten Brüche

Lm i
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bezeichnen:

A‘ <  [ß+ w  {Ai~i + E»'(1 _ ^
6 1 )

W ir multiplizieren die zweite dieser Ungleichungen mit

6 2 )

E a (1 — dy  und addieren, dann fo lg t :

A< +  E t (1 -  8 Y B t ^  Ju-i  +  E t (1 -  d)‘~ '  -B,_,

+  [ ß . +  jg- ( ^ - i  +  E s (1 -  <3)'-' £ ,_ ,) ]  fi*, 

oder, wenn wir:

6 3 ) r<  =  A i  +  E , ( l - d y B <  

setzen:

6 4 ) +  ^  +

W ir wenden jetzt den Kunstgriff an, der bereits von 

Liapounoff*) bei einer anderen Gelegenheit mit Erfolg benützt 

worden ist. W ir schreiben die Ungleichung in der Form:

r< +  ß -  +  ß E t) ( l  +  0

dann folgt:

r ,  +  P- B,  5  i n  +  ß  E J  ( l +  £ )  ( l  +  0  . .  ( l  +  .

Das Produkt:

65> « - ( * + S ) ( i + £ ) · · ·

ist konvergent, da p  <  1, und es wird somit:

66) r t +  ß . E t ^ ( T t +  ß E M

l) Liapounoff, Sur certaines questions qui se rattachent au problème 

de Dirichlet (Joum. de math. 1898, S. 278).
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so daß: 

67)

wo A  eine bestimmte, endliche, von j  unabhängige Konstante 

Yorstellt. Nun ist:

so daß, wenn wir wieder mit m  einen echten Bruch bezeichnen:

wo m einen echten Bruch vorstellt, a, b endliche, von j  unab

hängige Konstanten.

Durch die erste Formel 69) wird uns die gleichmäßige 

Konvergenz der Reihe:

gewährleistet, und sicher gestellt, daß 0  eine in dem ganzen 

Gebiet z eindeutige und stetige Funktion der Stelle vorstellt.

W ir verlangen von der Stetigkeit der Funktion 8 aber 

noch mehr, und wir wollen mit Hilfe der zweiten Formel 69) 

die Behauptung 32) nachweisen.

W ir teilen die Reihe 70) in 2 Teile:

68)

und wir erhalten das wichtige Resultat:

70)

V CO

71)
0 v-J-1

und wählen die Zahl v genügend groß, so daß:

00

£ /  V Oj <  endl. Konst. r18, 
*+i



wenn r ls die Entfernung zweier Punkte 1 und 2 des Raumes t  

vorstellt. Eine solche Zahl v läßt sich stets finden, da:

09

VBi ^  endl. Konst. m* ;
*4 -1

man hat eben nur v so groß zu machen, daß

72) my ^  endl. Konst. ria;

dann ist:
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73 a) 

und:

73 b) abs.

£ i  V  6j 
*+i

2

<  endl. Konst. rl2,

<  endl. Konst. r* , (0  <  r12 <  o (1 — <5)r)

mit Rücksicht auf die zweite Formel 69), und die Bedingung

kann noch fortgelassen werden, sie ist, wenn nur

1* — <5 >  m

ist, was ja stets dadurch erreicht werden kann, daß man von 

vornherein 6 klein genug annimmt, bei der Festsetzung 72) 

von selbst erfüllt, wenn r18<  bestimmte, endlicheKonstanteo'(<a).

Durch Addition der Formeln 73 a) und 73 b) folgt aber 

für irgend zwei Punkte 1 und 2 des Raumes t :

74) abs. | « | ;^  endl. Konst. r]2, 

und das wollen wir in diesem § beweisen.

W ir haben also das Resultat erhalten:

D ie  R e ih e :

75) ö =  ö0 +  ffll +  f » ö J +  . . ( _ i ^ t ^  +  i )

s te l l t  eine in der ga n zen  E r s tr e ck u n g  des R aum es r 

e in d e u t ig e  und s te t ig e  F u n k tio n  dar, und es g e lte n  

fü r  zw ei P u n k te  1 und 2 des R aum es r d ie F o rm e ln :

76) abs. | B ,J <  endl. Konst. rj2.
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D ie  e in z e ln e n  G lied er  der R e ih e  haben  d ie  E ig e n 

s c h a f t :

J abs. Max. V Bj <  a-t»*,

\ abs. | V  »j I* <  b - m i - rj2, (0  <  r „  <  o (1 - d y ) ,

wo d ie  o, 6 e n d lich e , von  j  u n a b h ä n g ig e  K on sta n ten , 

m e in en  ech ten  B ru ch  d a rs te llt .

§ 6.

W ir gehen nunmehr zu der Untersuchung der Funktionen 

Ui Vf Wi über, die successive durch die Gleichungen 15) de

finiert sind.

Es ergiebt sich zunächst wieder aus den Ungleichungen 77) 

für die Potentialfunktionen Uj V) W j  mit den Randwerten 16) 

an <o mit Rücksicht auf Satz Q und Satz I des I. Abschnitts 

der vorangehenden Abhandlung, daß die Reihen:

78) U = f > > V U j ( _ K f < + i ) ,
o

und
_ x 3 U  ® 3 Ui

79) 5 i  “ ? ' « ' ■ - *  ( - K K + 1) ,

wenn s eine beliebige Richtung vorstellt, für jeden Punkt des
d U

Gebietes x konvergieren, und daß die Reihen U  und im

ganzen Gebiete t  eindeutige und stetige Funktionen der Stelle 

vorstellen.

W ir multiplizieren jede der Formeln 15) bezw. mit V* 

(0 < ! < f  < 1) und summieren von 1 bis j ,  dann folgt:

1 3 _ dx  . 1 C — dx *



dann folgt, da auch:

( abs. Max. V* B4 <  a4 m H

81) 1 abs. < & '» * '% ,  (0 ^ r l t < o ( l - i y - » )

wo m * einen echten Bruch bedeutet:

82)
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I ui I en<̂ · Konst., 

| V* Vj | ^  endl. Konst., 

! wj ! <  en l̂* Konst.,

und auch:

83)

V* <  endl. Konst., 
ds

VJ ^  <  endl. Konst., 
ds

t'j <  endl. Konst.,

wo s eine ganz beliebige Richtung vorstellt. 

Setzen wir jetzt:

84)

so folgt:

85)

und:

86)

n =
f

r

\ V u j \ <  endl. Konst. n^, 

I ^  vj I <  endl. Konst. nJ, 

| Vwj  | <  endl. Konst.

V * % -
ds

<  endl. Konst. m*,

I <  en^ ·  Konst. w ', 
ds i ^

endl. Konst. »·*,
öS I

wo n einen echten Bruch bedeutet, und wir sehen, daß auch 

die Reihen:
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00
u =  V Uj ,

0

87) V  —  V  V j ,

0

w =  V wj
o

und:

88)

in ganzer Erstreckung des Raumes x konvergieren und ein

deutige und stetige Funktionen der Stelle darstellen.

Nunmehr können wir das Resultat aussprechen:

D ie  R e ih en  87) s te lle n , w ie b e h a u p te t , die L ö 

sungen  u n serer g e s te llte n  A u fg a b e  dar.

W ir haben bisher über die gegebenen Funktionen f x f % f s 

in den Differentialgleichungen 7) vorausgesetzt, daß sie der 

Differentialgleichung genügen:

und daß sie in ganzer Erstreckung des Gebietes x derart stetig 

sind, daß für zwei Punkte 1 und 2 in genügend kleiner Ent

fernung ris :

90) abs. | f x I* <  endl. Konst. r*2, . . .  | X echter Bruch;

für den Beweis ist aber von Wichtigkeit nur, daß die durch 

die Formeln:
1906. SÜBongab. d. nuth.-phys. Kl. 5

§ 7 .

89)
a f. 3 fL



l — l f  - d t  TT 

X

1— f C -  dx „

V° ~  )  fi  r  r ° ’
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91)

=  L J  ( 7  —  _
4 n J h  r

d x

definierten w0 f ft w0 in x mit ihren ersten Ableitungen eindeutig 

und stetig sind, und daß die stetige, allgemeine Potential

funktion :

90 =  3m« | dvo [ 3w«
^  ~° dx  1 dy ' dz

in x derart stetig ist, daß für zwei Punkte 1 und 2 in genügend 

kleiner Entfernung r12:

93) abs. | *o ft <  endl· Konst. r*2,

und daß schließlich in x in irgend welcher im übrigen beliebig 

kleinen Entfernung von co:

a dx  , 90o

d3C

94) a ( . / - ! ------- 4 » S- \
d y j  0 r dy

dz J 0 r de

W ir wollen jetzt zunächst weiter zeigen, daß diese Voraus

setzungen 92), 93), 94) auch erfüllt sind, wenn

d @
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X Y Z  wieder in t  derart stetig sind, daß für zwei Punkte 1  

und 2 in  genügend kleiner Entfernung r12:

96) abs. | X  |* endl. Konst. r*2, . . .

und 0  eine stetige, allgemeine Potentialfunktion vorstellen soll, 

von der wir nur wissen, daß ihre Stetigkeit in x die Be

dingung erfüllt:

97) abs. | 0  i* '<  endl. Konst. r j2

für zwei Punkte 1 und 2 in genügend kleiner Entfernung r12.

Es folgt nämlich in diesem Falle aus den Formeln 91) in 

derselben Weise, wie 46) aus 37) folgte,

98)

x x x

d_ 1 1 —  t f  3 0  <*r l  I J_ [ i n *  f  
S x [  J d z  r } dy  L J dy r J

_i_ r i z J  f  *1\  —  * 3 » _  iZ o  o
d z \ .  ±71 J  d z r  \  d X d y  d z '

wo H 0 eine Funktion der Stelle an q) darstellt, die derart 

stetig ist, daß für zwei Punkte 1 und 2 der Fläche in ge

nügend kleiner Entfernung rl%:

99) abs. | H 0 I* <  r  abs. Max. (0 ,  X , F, Z )  - rf2,

wo A  ein ganz beliebiger echter Bruch, r  eine endliche Kon

stante ist, die nur von der Gestalt der Fläche (o und der 

W ahl des echten Bruches A  abhängig ist, den man z. B. 

gleich X setzen kann.

Es ist ferner fl0 nach wie vor eine stetige Potential

funktion des Raumes, die nunmehr nach dem Satze IV des 

ü . Abschnitts der vorstehenden Abhandlung1) im ganzen 

Raume i  bei genügend kleinem rl2 der Bedingung 93) genügt.

*) Diese Berichte S. 28.
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Auch die Bedingungen 94) sind erfüllt, da X Y Z  die 

Bedingung 96) erfüllen und Ö nach Voraussetzung eine stetige, 

allgemeine Potentialfunktion des Raumes x ist.

Der Beweis bleibt also nach wie vor richtig, wenn f x f t f j 

von der Form 95) sind.

Es bleibt jetzt schließlich noch der Fall zu behandeln, daß

100)
d X  d Y  d Z  

F =  dx * 0 ’

aber eine derart stetige Funktion des Raumes r ist, daß für 

zwei Punkte 1 und 2 in genügend kleiner Entfernung r19:

101) abs. | F  |J <; endl. Konst. rj2.

W ir setzen in diesem Falle:

1 C ^ d x
102)

und:

V  =  — 4 w ( l + 4 )

103)

1 3 r  dx ,
«  =  v -----hU  +  M,

i n d x J  r
X

V =  — } ~ T ~  f*V' —  +  95 H-i n  dy  J r
X

1 3 C
V’ +  w‘

U, SB, SB Potentialfunktionen 

von t  mit den Randwerten:

ii 1 3 f  d 
U =  4 * 3 * J V’ -r

4 7i d y j

®  = r - r - f4 ji dz  J V

x

r ’

dx

r '

dx

an co,

dann ist:

104)

idO „  „ d y  A , 7 dB' 7 d (d\x a »J M + Ä _ = ( 1 +A;)_ + J M + Ä _ + Ä _ ^ _ + _ + _ j >

< 7 3 0  .1 l ^ v  A , , l d 6 '  7 9  ( M ·

-  ( i +*> 4 + ^ + *  s- + * 3J, ( , i + „ + 5 i ) ,

, 30  / ,  7n3V ,  , ,3 9 ' 7 3 /3U3U , 3®  3© \  

3y + 3 * / ’

und die neuen Funktionen u* v* w * haben die Differential

gleichungen zu erfüllen:
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* * * £ - [ * - <  , + « g ] + ± [ 9 . » @ + * + * ) ] !

das sind aber wieder Differentialgleichungen von der früheren 

Form 7), bei denen die Funktionen / i / i / i  die Form 95) haben. 

Dieser Fall ist damit auf den früheren zurückgeführt.

§ 8 .

T h e o r e m . Es sei v o r g e le g t  das fo lg e n d e  P ro b le m : 

W ir  su ch en  d re i in  einem  von  e in er s te t ig  g e 

krüm m ten F lä ch e  co b e g re n z te n  R aum e r e in d e u tig e  

und s te t ig e  F u n k tio n e n  u, v, w m it e n d lich e n  ersten  

A b le itu n g e n , w e lch e  in dem G e b ie te r  den D if fe r e n t ia l 

g le ic h u n g e n  g e n ü g e n :

a ö

106)

A u  + k ~  =  — X —  ^ ,
1 d X  d X

39 d e
A v  +  k —  =  —  Y —  

dy

Aw  +  Ä =  — Z  — 
d e

d&

d e '

und den  G re n z b e d in g u n g e n :

107)

u =  Uj

V =  V,

w =  w,

an co,

w o X Y Z ß  g e g e b e n e  F u n k tion en  der S te lle  des Raum  es r, 

u v  w g e g e b e n e  F u n k tio n e n  der O b e r flä ch e  co se in  s o lle n , 

und z w a r  m achen  w ir  ü b er d iese  g e g e b e n e n  F u n k 

tion en , d ie  fo lg e n d e n  V o ra u s s e tz u n g e n :
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X , F, Z , s o lle n  in  x d e ra rt  (a b te i-
$ x  dy o&

lu n g sw e ise ) s te t ig  se in , daß fü r zw e i P u n k te  1 und 2 

(der T e ilg e b ie te )  in g en ü g en d  k le in e r  E n tfe r n u n g  rIS:

108) abs. | X  \\ ^  endl. Konst. rj2, . . .  | X echter Bruch,

0  s o ll  e ine s te t ig e  a llg em e in e  P o te n t ia lfu n k t io n  des 

Raum es x se in , d eren  S te t ig k e it  im R aum e r der Be

d in g u n g :

109) abs. | G  endl. Konst. r}2 

bei g en ü g en d  k le in em  rJ2 g en ü g t.

u v  tv so lle n  m it ih ren  ersten  A b le itu n g e n  s te t ig  

se in , und zw ar so lle n  die ersten  A b le itu n g e n  d era rt 

s te t ig  se in , daß fü r  je  zw ei P u n k te  1 und 2 der F lä ch e  

in  g en ü g en d  k le in e r  E n tfe r n u n g  rJ2:

110) abs.
dU 

dÄ
 ̂<  endl. Konst. r*2,

w enn Aip)1) eine b e lie b ig e  ta n g e n tia le  R ic h tu n g  v o r 

ste llt .

D ieses  P ro b le m  h at, w enn der P a ra m eter  Je die 

U n g le ic h u n g  e r fü l lt :

111) —  l < k <  +  co

stets  ein und nur ein  L ö su n g ssy s te m , das m an a u f 

fo lg e n d e  W e ise  e rh a lten  k a n n :

Man fü h re  en tsp rech en d  den A u sfü h ru n g en  des 

§ 1 und des § 7 das P ro b le m  a u f das G ru n d p ro b le m :

112)
de

3 y

J t v + k ^  =  - f 9 ,

dx dy dz

*) cos (h2x) — cos (ht x) -+- c j , . . . ,  <  endl. Konst. ria, . . .
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113)

*  —  0 , 

v  =  0 , 

w  =  0

an a>

zurück und b ild e  dann su ccess iv e  die fo lg e n d e n  F unk

t io n e n :

_  1— t C .  dx JT 

“ ° i n  y '  r
r

t - w · ’
T

=  +  L ·  Yx J®'“1 T ~ Ui'
X

I 1 3 i\» d z  V

114)

Wj
dx

3 =  1 ,2 ........

wo d ie Uj Vj W j  d ie P o te n t ia lfu n k t io n e n  des R aum es x 

v o rs te lle n  m it den R a n d w e rte n :

115)

Un Ur-
1 _a_

I V

d t

l T ' 2 n 3 # 1>
X

• V ’

Vr-
1 3 r « d t

r  ’ = 2 n 3y*r
• v

c dx
W r -

1 9 Ipa d t
3 y » 2 Ti 3# J

i —  
r

an co,

dann e r fü lle n  d ie F u n k tio n e n :
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u = ' £ j S J c i v*,
o
00

116)
o
00

in t in irg en d  w e lch er , im ü b r ig e n  b e l ie b ig  k le in e r E n t -  

fe r n u n g v o n  der F l ä c h e «  die D iffe r e n t ia lg le ic h u n g  112) 

und an der F lä ch e  die R a n d b e d in g u n g e n  113). D ie  

F u n k tion en  u v w ,  d ie  d u rch  die R e ih en  116) d e fin ie r t  

w erd en , sind m it ih ren  ersten  A b le itu n g e n  in g a n ze r  

E rs tre ck u n g  des R aum es x e in d e u tig  und ste tig .

Es ist von Interesse, dieses Resultat mit dem entsprechen

den Resultat in der Potentialtheorie zu vergleichen:

Es sei V  die Lösung der Differentialgleichung:

annimmt; ist die in x gegebene Funktion f  derart stetig, daß 

für zwei Punkte 1 und 2 des Gebietes x in genügend kleiner 

Entfernung r18:

stetig, und zwar die ersten Ableitungen derart stetig, daß für 

zwei Punkte 1 und 2 der Fläche in genügend kleiner Ent

fernung rJ9:

abs. \f\* <  endl. Eonst. rj2, | X echter Bruch 

und ist V  mit seinen ersten Ableitungen auf co eindeutig und

L



wo Äi(2)*) eine beliebige tangentiale Richtung vorstellt, dann 

kann man aussagen, daß V  mit seinen ersten Ableitungen im 

ganzen Gebiete t eindeutig und stetig ist.

Es folgt dies leicht aus dem Satze IX  meiner Abhand

lung I zur Potentialtheorie*) mit Hilfe eines bekannten Theoremes 

von Holder.s)

Die Analogie wird noch größer, wenn man für V  die 

folgende Differentialgleichung in t fordert:
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wo $ eine beliebige feste Richtung, X  eine gegebene Funktion 

von ( x y z ) ,  0  eine gegebene, stetige allgemeine Potential

funktion in t vorstellt, bei den Voraussetzungen:

Auch in diesem allgemeineren Falle ist V  mit seinen 

ersten Ableitungen in ganzer Erstreckung von r eindeutig 

und stetig.

l) cos (/ij x) =  cos (ht x) et , . . . ;  | «t i <  endl. Konst. r19, . . .

*) Abhandulngen zur Potentialtheorie (Berlin, F. Dümmlers Verlag, 

1901-1902).

s) Daß bei der Voraussetzung über f :

A § f AY  =  - * * f '

abs. | X  \ <  endl. Konst. r*2, 

abs. | 0  j *  <  endl. Konst. r\2,
X echter Bruch.
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A n h a n g .

Die von mir in dieser Abhandlung gegebene Methode 

beruht auf der Umformung der Gleichungen des elastischen 

Gleichgewichts 7) auf die Form 8) :

A u  f  ( / f  m  2  =  . F , , 

A v - t ( A v  - 2 ^ )  = - F „ * - - 2A  
1— f ’

A w — I ( a w  —  2 =  —  F s ,
d z )

und der Reihenentwickelung von u v w nach Potenzen von !. 

Die Methode gilt für

—  1 < I < 1 

also für den Bereich von k :

-  1 < k <  +  oo.

Nach dem hier gegebenen Beweise kann man nun auch 

die früheren Entwickelungen, durch welche von Lauricella und 

E. und F. Cosserat die Lösung versucht wurde, in den Grenzen, 

in denen diese Entwickelungen konvergent sind, sicher stellen.

W ir wollen die Entwickelung, die von der Form :

117)

A u  +  k v x  =  - f ' 

^ + k r v  =  - f ”  

A w  +  k ^  =  - f >

ausgeht, nach Potenzen von k als die Entwickelung von Lauri

cella bezeichnen.



M an setzt bei derselben:

00

u =  £ · ' k ' «,·,
0

118) v  =  £ <  i't?,· ,
o
00

w =  £ *  ft* Wi,
0

wobei die Funktionen «,· v* w,· in der folgenden Weise ge

bildet w erden:
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119)

~  4*J^' r U°'

" ·  “  7 · ’

· · - i i S f ' T - w ”

- i i h S · “ * - * ’

1 3  f / ,  d t  V  

v< " F i· 

i n  d z J  r

Wi

Ui

Wi

Ui Vi W i  die Potentialfunktionen des Gebietes t mit den Rand

werten:



Für:

121) K K  +  l

kann man analog, wie in § 3, nach weisen, daß die Reihe:

; =  0, 1, 2 . . .

in der:

1 2 2 )  J i  =  J e «  d t
T

gesetzt ist, konvergiert, mit Hilfe der Ungleichung:

123) | a endliche Konstante.

Andererseits geht die Formel 46) S. 57, auf die es vor 

allem ankommt, in die folgende über:

,2 4 ) » , ------- ‘  | £  J V .  di ! )  +  H,

und hierauf die Formel 51) S. 58 in die folgende:

125)fabS' 10 < ^  "2 [ (1 +  C,) ° ‘~ l +  es o ( l - d y - '  abs-M ax· 0* -1 ] * « ,

l  ( O < r „ ^ a ( l - i ) 0 ,

wo €i eine Zahl ist, die durch Vergrößerung von i unter jeden 

beliebigen Kleinheitsgrad herabgedrückt werden kann, und 

hierauf ist es auch möglich, die Konvergenz der Reihen 118) 

und ihrer ersten Ableitungen zu beweisen.

Man kann also zeigen, daß die Lauricellasche Entwicke

lung für:
—  K k < +  1 

die Lösung des Problems darstellt.

W ir wollen schließlich die Entwickelung, die von der Form:
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126)

d u  —  X [ a u  —  =  — 9>,, <P, =  ( 1—x)/· ,,

=  —  <p2, =  (1 k =  

J w  —  X ( j w  —  =  —  <pt , <pt  —  ( 1 — x ) / ; ,

I
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ausgeht, nach Potenzen von x  als die Entwickelung von Cosserat 

bezeichnen. Man setzt bei derselben:

127)

u =  x*Ui,
0
ao

v =  £<
0
00

W —  2j '  X{ Wi,

wobei die Funktionen w, v, wt in der folgenden Weise gebildet 

werden:

r 0 ,

w 0 ,

1 d dx
128)

1 (* dx
«0 =  4 n j

T

1 1' dx
» 0 4 7lJ

T

1 (’  d x
wo i n j <P,V

, 1  3  Vi  =  Vj — 1 +  —  —

i  a

Ut Vi W i  die Potentialfunktionen des Gebietes t mit den Rand

werten:



Für:

130) —  1 <  x <  +  1

kann man analog, wie in § 3, nachweisen, daß die Reihe:

in der:

131) J { =  $ 6]  dz
X

gesetzt ist, konvergiert, mit Hilfe der Ungleichung:

132) x 2i Ji <  a · x2t't | a endliche Konstante.

Andererseits geht die Formel 46), auf die es vor allem 

ankommt, in die folgende über:

133)  « r t  - 1 -  i  j  £  J V ,  £ 1J  +  H„ 

und hierauf die Formel 51) S. 58 in die folgende:

abs. | |i <  g (̂1 + e>) C i - \ + e 0 ( i  J abs. M ax. 0,_ i j  r}2,
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134) o

(0 0 ( 1 - 6 ) * ) ,

wo e, eine Zahl ist, die durch Verkleinerung von i unter jeden 

beliebigen Kleinheitsgrad herabgedrückt werden kann, und 

hierauf ist es auch möglich, die Konvergenz der Reihen 127) 

und ihrer ersten Ableitungen zu beweisen.

Man kann also zeigen, daß die Cosseratsche Entwieke- 

lung für:

— K x < + 1 , — - | < * <  +  oo 

die Lösung des Problems darstellt.



Unser Beweis kann also auch dazu dienen, die Lauricella- 

schen und Gosseratschen Entwickelungen streng zu begründen, 

die Entwickelung von Lauricella für:

- K K + l

die von Cosserat für:

— oo.

Unsere Entwickelung ist die allgemeinste, sie gibt die 

Losung des Problems für:

—  1 <  k <  +  oo.

Für manche Untersuchungen wird noch die folgende Be

merkung von Wichtigkeit sein:

Es ergibt sich nach den Ausführungen des § 5:

| F0< | <  endl. Konst. A  · m4, 

abs. | f <; endl. Konst. m <  1,

( O < r l t ^ o ( l - i ) 0 ,
wenn _ _

abs.|0o|J< C0r}2, ( 0 < r J2< o )

und A  den größeren der beiden Werte C0 und abs. Max. 0Q 

darstellt; dabei sind die hier auftretenden endlichen Konstanten 

lediglich von der Gestalt der Oberfläche cü abhängig.

Bei der Definition von

8 =  — 0 4- —̂  4 - dw<>- 
0 dX dy d*

durch die drei ersten Formeln 15) S. 44 ist mit Rücksicht auf 

Satz n  des ü . Abschnittes und Zusatz 4 zu UI des I. Ab

schnittes der vorstehenden Abhandlung

A  ^  abs. Max. ( F x, jF2, jFs) · endl. Konst., 

und es folgt somit:

18 1 ^  endl. Konst. abs. Max. (jFl , -F„),

135) abs. 10 1J endl. Konst. abs. Max. ( i 7, , F %, F J  r*2,

(0  <  >·,» <! o1), (?'  <  o),
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wobei X ein ganz beliebiger echter Bruch sein kann und die 

endlichen Konstanten in keiner Weise von den Funktionen 

F x F % F $ abhängen.

Die Lösungen w, v ,  w  des Problems 7) S. 41 erfüllen also 

stets die Ungleichungen:

{
abs.Ma x . ^ v ^ D ^ D ^ D ^ v )  <  endl.K. abs.Max. (fv f y f z), 

abs. | 0 1® <: endl. Konst. abs. Max. (fx1 f9) r*2,

wenn D xu, D xv, D xw irgend welche erste Ableitungen von 

w, v, w bezeichnen.

Ist

i x  +  3 y  +  S » T  ’

so ergeben die Ausführungen des § 7 (Formeln 103), 105)) mit 

Rücksicht auf das soeben gefundene Resultat 136) die Un

gleichungen :

[abs. Max. (u ^ w ^ D ^ D ^ D xw) <  endl. K. abs. Max. ifvfv f&F),  

\ abs. 10 1J <  endl. Konst. abs. Max. (fx, f si F )  r\2 ,

wobei nach wie vor X ein beliebiger echter Bruch ist und die 

endlichen Konstanten in keiner Weise von den Funktionen 

abhängen.

Die Formeln 137) sind noch einer weiteren Verallgemeine

rung fähig, worauf ich bei einer späteren Gelegenheit zurück

kommen werde.
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