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Uher die Entwicklung einer willkiirlichen Funktion
nach den Eigenfunktionen des Turbulenzproblems.
Von 0. Haupt.

Vorgelegt von A. Somwmerfeld in der Sitzung am 4, Mai 19]2.

Vorbemerkung.

Gegehen sel ein stetiger Kern J(s, 7). Die Moglichkeit,
cine stetige Funlktion

[6) = fKGs. (0 dt,

wo auch ¢(f) stetig sein moge, nach den Eigenfunktionen ¢;
von I{(s, t), — ¢; gehidre zum Kigenwerte 2; —, zu entwickeln,
st gewiihrleistet, sobald

1. die ,Partialbruchzerlegung®  der losenden IFunktion
K (s, 1) des Kernes A{(s, #) gleichmiiliig fiir alle in Betracht
kommenden Wertesysteme s, ¢ konvergiert, solange nur 7 kein
Eigenwert ist;

2. die osende Funktion A (Z:s,7) durch eben diese Partial-
bruchzerlegung dargestellt wird.

Beide Bedingungen sind beispielsweise erfiillt fiir die reellen
symmetrischen Kerne, wie sie sich bei den sogenanuten Green-
schen Randbedingungen fiir homogene lineare Differential-
gleichungen 2. Ordnung ergeben. Die Bigenwerte sind siimtlich
reell und es bleibt 2 - K (Z;s,¢) in der komplexen i-Ehene,
abgeselien von einer bestimmten Nachbarschaft der Kigenwerte.



290 0. Haupt

unterhalb einer vorgegebenen Grifie). Infolgedessen konvergiert
das (‘auchysche Integral von K (Z;s, 1), erstreckt tiber dic Be-
grenzung eines Rechteckes 1i; i der komplexen Z1-Iibeue,
gleichmiibig gegen Null fiir alle s, , wenn die Rechtecke 12
ins Unendliche wachsen und ihre Begrenzungen keine Punkte
der erwiihnten Umgebung der Eigenwerte enthalten. K (4;s,?)
besitzt nur einfache Pole; mithin ist, wenn 2, kein Ligenwert,

lim "_{Z.J‘]\O . ﬂ YURENIET Z(/J(Q)(/JO‘) 0,

2
h—1, 2

k= =~

t

Ly,

die Summe rechterhand erstreckt iiber siimtliche Ligenwerte.

Nach dieser, auf Cauchy zurtickgehenden Methode?), lassen
sich nicht nur die Entwicklungssiitze fiir beliebige (stetige) reelle,
synetrische Kerne?) sondern auch fiir eine Reihe von unsym-
wetrischen und komplexen Kernen gewinnen.

Poincaré?) hat die Methode anf Kerne angewandt, dic
in der Theorie der particllen Differentialgleichungen auftreten.

Ferner hat auf iihnlichem Wege Birkho {f*) Entwicklungs-
sitbze bel linearen homogenen Randbedingungen und lincaren
homogenen Differentialgleichungen hergeleitet. ilh?®) hiat die
Methode bei inhomogenen Differentialgleichungen und inhomo-
cgenen Randbedingungen verwandt und sie zur Gewinnung von
Integraldarstellungen®) herangezogen.

Im folgenden soll die genannte Methode auf den Ansatz der
Turbulenzproblems angewandt werden, wie er von Sommer-
fcld) gegeben worden ist: in der Tat gelingt es mit ihrer

L) ¥ir Deliebige reelle, symmetrische Kerne vgl. Hilhb, Erlanger
Berichte, 40, 1908 (S. 84).

2y Vgl. Hellinger, Crelles Journal, Bd. 136 (3. 266 1.

3) Vgl. Poincard, Rendie. del Circolo Math. di Palermo, 25. Miirz 1891,

#) Birkhoft, Transactions of the American Math. soc., Vol. 9, No. 4,
(8. 3735 —395).

5) Hilb, Math. Annalen, Bd. 71, 1911, (K. 76 1) und Crelles Journal,
Bd. 140, 1911, (S, 205 {.).

) Hilb, Berichte der Phys-Med. Societ. in Erlangen 1911, (5. 68).

‘) Sommmerfeld, Atti del IV. conor. intern. dei Mathematici. Rom

1908, (S, 116).
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Hilfe nachzuweisen, dafi eine, gewissen in der Natur der Sache
liegenden Randbedingungen und Stetigkeitsforderungen unter-
worfene, aber sonst willkiirliche Funktion sich nach den schon
von Sommerfeld angegebenen ,Bigenfunktionen® des Problems
entwickeln Lif3t.

Herrn Professor Hilb bin ich fiir die Anregung und seinen
Rat hei der Bearbeitung vorliegender IFrage zu Danke ver-
plichtet, ebenso Herrn Professor Sommerfeld fiir Erkiuterungen
iiber die hydrodynamische Seite des Problems.

Formulierung des Problems. Aufstellung der Greenschen
Funktion.

Die Randwertanfgabe ist folgende.

Gegeben sind die Differentialgleichungen:

» Co g W)y =
() L) = g 2= Ui )y =
, PN
(-‘) ][(/) ({71 “ f | = 0.

Daber st /(y; «) eine ganze rationale IPunktion von
und «: «a ist ecine vorgegebene Grifie.

Gesucht werden Losungen f(i) von (2), welche die Rand
bedingungen

i fO) =0, ((‘j,’]'),/=0='»; 1) =0, ((;Z‘,/>'/:l=(»

erfitllen.
Wegen

/_(/, o {—(/ /,—":/_*_ j‘L( »rc\_—:,)_c+:¢(,-:,)](l ( dg’ H#O.

erhiilt man ¢, =¢, = 0 und mithin als Randbedingung fiir ¢

1
) S) = f o= ds =0, Jyg) = [ (@erde =01,

0 ) "

) Vgl Sommerfeld, 1 e.; R, von Mises, Beitrag zum Oszillations-
problem (Weberfestsehrift, Leipzig 1912, 8. 252--282; S. 275).
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Zusatz: Fiir den Sommerfeldsehen Ansatz hat man speziell
B=——ilp, 1(yia) =a*—illay:
« und I sind reelle Konstante?).

Dicjenigan Parameterwerte A%, filr welche Losungen ¢ der
gewiinschten Art existieren, heifien die Eigenwerte, dic zuge-
hirigen Lisungen ¢ die Eigenfunlktionen unseres Problems
(1), (I). Fiir alle Werte 2%, die nicht Bigenwerte sind, gibt
es eine Losung von (1): G (y, & 22), die eine stetige Funk-
tion von 5 ist, auterdem noch von dem (reellen) Parameter &
abhiingt und den Bedingungen (I} geniigt, wihrend die
1. Ableitung nach » an der Stelle 5y =% den Sprung
-1 erleidet.

Zur Bildung der ,Greenschen Funktion G (y, & i%)¢
dienen die beiden in folgender Weise normierten Partilular-
losungen ¢, und ¢, von (1):

P () =0, <d‘/ x) —1: (/\72(0) —1, <(l‘/'~3> —

d ju d I ]o

¢, und ¢, sind ganze transzendente Funktionen von 22
Setzt man

(73()/; E) = '/1(’/) r/'z(s) — ()/) {/‘1(5) = - ’/3(5; )/)
Dy(: ) = g4 (2 5), <&
Dy (3 £) = 0, n >,

s0 kommt
G £02%) = A g, () + BE ¢, () — Py (3 5),
und es sind hierbei A und I bestimmt durch
A (S = '/1 (([):s) J, (,(/ 2) — S, (D) ’]1 ((/2)
T B = T (), () — (B (1)
A= ’]1 ('/'1)’/2(’/ -z) ’]1 (7’2)‘72(1771)'

Ay 2((])3) = (f(/-i () dr-d :> 4o — <le “'a (Qe-d :) 7, (8)
]

U

= J.,(y Dq.(5) — i,y 2> 7, (8)
- 'llyg(’/:s;l.:: 5)3)

1) S, Note anf 82910 %) < bedeutet stets die Integrationsvariable.
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Demzufolge ist & (3, 51 4%) eindeutig bestimmt, solange 4*
kein Eigenwert ist; die Bigenwerte sind identisch mit den
Nullstellen von A(Z%). Sie sind Pole der in 2? meromorphen
Funktion Gy, £;29)1Y).  Verschwindet also 4 nicht identisch
in 22, so konnen die Kigenwerte sich nur im Unendlichen
hitafen.

Zu cinem Eigenwerte gibt es entweder eine einzige Eigen-
funktion (abgesehen von einem konstanten Faktor) oder es ge-
niigen siimtliche Lissungen der Differentialgleichung (1) unseren
Bedingungen (I).

Ist der betrachtete Kigenwert 22 ein Pol 1. Ordnung von
(+ (5, &; 2%), so stellt sich das Residuum G (22) als Produkt zweier
Funktionen ¢;(5) und 4;(%) dar; ¢ (y) enthilt nur 4, v;($)
nur & und beide sind 2mal stetig differenzierbare Funktionen
threr Argumente. ¢;(y) ist die bhzw. eine zu /;~’ gehdrige (nor-
mierte) Kigenfunktion unseres Problems. I'ir Pole von hiherer
als der 1. Ordnung gilt Entsprechendes.

Die Bedeutung von (%) ergibt sich, wenn man = als
Funktion von & betrachtet und 7 festhiilt. Solange 7* lkein
Eigenwert, ist

Lo Gy, £372) eine stetige Ifunktion von £(0 <& <1) fiir

alle 5 (0 <y <1):
3G (i, &1 4%) 3G (i, &7

8 JJ =ytu [ 3¢ J

8. OGO+ (T (g o) =Ty G} =0, )

= 1.

;.:ll_“

LG (=018 =0, (a(l.’> =0, 0<y<l;
R S /
(D
A bl A ("
Gy E=1;72%) =0, (if) =0, 0<y<L®.
s /i=1

1) Ist Zp kein Eigenwert, so Lifit sich zeigen, dufs G (5. &3 42) die zum
Kerne G(y, £522) cehorige 1osende Funktion ist.
oz

- QG .
2) ]st =0, s0 ist in (1): (_\ )__”= 1, izt hingegen =1, so

. G .
ailt: 3 ~) N 1 alles dibrige bleibt ungeiindert.

\
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Auch die y; (&) geniigen offenbar den Randbedingungen (1)
und befriedigen dicjenige Differentialgleichung (1), die sich aus
(3) fiir 2> = /‘j ergibt. (i, & 7%) kann demnach — als Funk-
tion von & betrachtet — als Greensche Funktion des zu (1),
(D) ,adjungierten® Randwertproblems (1), (I) angesehen werden,

welches die niimlichen Eigenwerte hesitzt.

2. Asymptotische Darstellung der Greenschen Funktion.

Zur Gewinnung der Partialbruchzerlegung von
(/ (4, & 2%) hat man nun das Verhalten von & (y, §: 2%) fiir
sehr grofie  4A* | zu untersuchen.

Wir betrachten zunichst .1(2?), welches sich i der
Gestalt schreiben lift

11
1 (7)) = —j‘fc"(:‘”(/,s (C.ndidr.

v

dy
Funktion von 5 (wie auch von &), der Differentialgleichung (1)
veniigh, so erhalten wir ¢, (y; &) aus ¢, (), indem wir in ¢,
den Ausdruck 3 — & an Stelle von 5 substituieren. Iline Dar-
stellung von ¢y (3 &) flir grolie Werte von
nach Liouville auf Grund der Formel

e do, (3§ :
Da 45, (&, & = 0, (777(/3 (-44'—)—> =1 und ¢, (y: %, als
=k

2% ergibt sich

(5) ¢, () = 555 {6t —emhu} — jsm/()/ CHE ) e (Ende,.

wober zur Abkiirzung

sin 2 (y — ¢,) i

. (’,l'/‘. (p—239) (/"il" (—
21 {

f
geschrieben wird.
Bezeichnet man den reellen Bestandteil von 4 mit R (4)
und setzt
A=A+ i3(4).
so 1st

:')‘L./"(/yl()/):(ﬂ;',/”_ ~:/1/ _*ﬂ /. ,/),l}"/'/



{Ther die Entwicklung einer willkiirlichen Funktion ete. 295

wobel im Restgliede das + oder — Zeichen steht, je nachdem
F(A)=0 isth) und

1 l 1 P -
| R(p)| <4 f11(0) d fir jedes [2|>2( {(0) d¢ und jedes 0 <y <1%).
v 0
Man hat also

1 . R o 1 55 o Ao (g —E
s (,)/; 5) —_ 5 (,/,u.(:/—q — iy s ,} n (71 — ;) et ] »)’
N<E<T, 0<y<1, J@)=0.

Nun wird
11 - '
{— ‘)li}f‘s*[c(f;.—{-u)(:ﬂ)_e(—i;.+~_)l:—7)+£J{(C_T)c(u(-f-.u.)(.»ﬂ](Z:(/T.
2ikd ]

Die Ausfihrung der Integrationen ergibt

= 1 il & " +
ST T2l A4 (A —a)
+)z'/'.

. o p ol .
P . - o
‘ [ (42— a)? + (i A+ u)i’] + (i 2 L ]},
weil die von der Integration des in ¢, auftretenden Restgliedes

herriithrenden Glieder mindestens mit hehaftet sind. Die

1
(i 2)?
dritte eckige Klammer rechter Hand ist eine F'unktion von 2
allein, die fiir alle /1 , die oberhalb einer bestimmten Grotie
liegen, absolut genommen stets unterhalb einer endlichen, von 4
unabhiingigen Groe bleibt. Man bemerke, dali das mit der
niedersten Potenz von (i4)~! behaftete Glied in A

4 y -
EEY: (0" —_— (3—14) (6' AN ,,—z/.)
2:4)

ist, wobei 4 so grofi sein soll, day man 1:(i2 % «)? nach

(83
entwickeln kann.

_ .
1) In gleicher Weise ist die Bezeichnung e" ' i1 allen weiterhin
anflretenden Resteliedern zu verstehen.
%) Vel Hilh, Math. Annalen, Bd. 71, 1911, (S, s2).
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Der gefundeuen Darstellung von A zafolge goibt es zu-
niichst in der komplexen 2-Ebene zu jedem |3 (2| eine reelle
Zahl m' >0 derart, dal Werte 2, fiir welche |3 (1) <3 (1)
ist und |4 >m' wird, niemals Eigenwerte sind. Die Null-
stellen von 4 (2%) werden, wie leicht zu ersehen?), asym-
ptotisch dargestellt durch die Quadrate der Nullstellen
von sin (4) und nur durch sie allein. Die Nullstellen
von .1 (4%, nach wachsenden absoluten Betriigen ge-
ordnet, sind von einer bestimmten an stets einfach.

Das Verhalten des Zihlers fiiv sehy grofie 1 er-
kennt man folgendermalien. s war
QG527 = T (5 (6 ) Sy () — o (95 (C5 8/, ()b, ()

110y (NI () — (g 5 ({s v:))lz(q)x)}(/)g(’])
= Ty T = Sy 5 DT g (Con))

= (f g8 E)d ]‘j/ “ep(rin)dT- %j‘c SIRES 7/)(ZTJ

[f(,’ (/3 a1 s (Z J[ff ”(/ [88)] (ZT-*-j](,"(/ 7 7]>(ZTJ
H@) GO & 2 )—fjﬂ” y(Cd)eslrin) —ylriE)gy(Con) il L dr

H—'{f [ — e gy () gy (i) d } -
0 1=

Es ist aber
s (£:9) Vs (3 7]) g (T§ §) '3 (<3 n) = g (&3 ) I (< 7).

Mithin ist das Doppelintegral an erster Stelle

1 < 55 (i (- — i oY (o —
5 5 @ G fleFor=n — d=iFat=n

[SIRY}

1. ~ ( {7 M)(‘ —~
(D -— )
+ ; I (¢ T)e

oder

) Vel filh, Lo, S 81,
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.lh . ‘;,J}.(E -y
(204)°
. ¢ = P c e L(_i‘,fi.f -
"= A . i :
(,l/.f ) e — [anticly U s = e “en |
l_ {((}u]'(l}" (~2M—a)“}+ {(z/.»}-u)' (—Z,Z-i—u)“}—*— (i4) { }

Wie in den Ausdriicken fiir A (2%) bleibt hier das in der
letzten eckigen Klammer nur angedeutete Glied, fiir hinrei-

e iR | j ]5(5——:/)0‘_[_’”'(5 ""] K

chend grofies
Groke.

Die Ausfithrung des Produktes fithrt nur zu solchen Ix-
ponentialfunktionen, in deren Argument der Faktor von * iz
absolut genommen niemals den Betrag 1 iiherschreitet: denn

%!, absolut genommen unterhalb einer festen

es war ja y > & vorausgesetzt.

Zum gleichen Ergebnisse fithrt die Auswertung des 2. Dopypel-
mtegrals.  Die siimtlichen in -/ (5, &) auftretenden Glieder

. . 1

hesitzen mindestens den Falktor i
il

Die Untersuchung beschriinkte sich hisher auf die An-
nahme y > & Die gewonnenen Krgebnisse sind aber auch
richtig fiir den Fall 4 <& wie man unter Benutzung der Ein-
deutigkeit der Greenschen Funktion leicht heweist.

3. Partialbruchzerlegung der Greenschen Funktion.

Man konstruiert nun in der komplexen Z-Ehene eine ab-
zithlbare Reihe von Quadraten @, » = 1,2,..., deren Seiten
bzw. den Koordinatenachsen parallel sind, deren Mittelpunkt
etwa der Nullpunkt ist und von denen jedes (), alle voran-
gehenden, also @, i, (), _o, ..., umschlieft. Die Seite von (),

20 4 n) 1
. M .. - .
moige die Liinge = -7 besitzen, unter » und 2 na-
tlirliche Zahlen verstanden; » ist dabei so grols zu wihlen, dat
2n 41
4 . - o . .
5 7 nicht Nullstelle von f(4?) ist. Unsern Ergebnissen

]

zufolge kann # stets so gewiihlt werden, dafi dann itherhaupt
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aut der Begrenzung keines der Quadrate (), ¢),, ... eine Null-
stelle von  (22) liegt.

Die Darstellung von Zihler und Nenner der Greenschen
Funktion fiir sehr grofic |1 lehrt ferner, dafy sich 2, im Rah-
men der ihm bereits auferlegten Bedingung, so wiiblen Lilit,
daly fiir alle 0 <yp <1, 0<&<1 auf der Begrenzung ecines
jeden der (uadrate ()

I . n,
(F (2250, 6 <0

bleibt, wobel m, eine feste, von 4, # und & unabhiingige Kon-
stante bedeutet.

Bezeichuet A einen im Innern von ¢, gelegenen Punkt,
welcher nicht Eigenwert ist, so liefert fiir den Fall nur ein-
facher Pole von & (2754, &) die Anwendung des Cauchyschen
Satzes

1 G2%5,8)

“) M o _
Doi rA—1,
0,

Ah =G, H 42, (qyj(?]) vi(®) _astn) '/'j(&')) :

P2\ (=) (A=)

Die Summe rechter Hand ist iiber alle im Innern von 4.
aelegenen Pole von G (425 97, &) zu erstrecken; ¢ (i) vy, (&) stellt
das Residnum von G (%) an dem betreffenden Pole dar.

Die oben getroffene Anordnung der Quadrate ), hewirkt
nun, daf das Integral linker Hand mit bestiindig wachsendem »
gegen Null konvergiert und zwar gleichmiiig fiir alle 0<<); <1,
0<E<]. Lis gilt also
(1 G, 8 =y O,

i Ly — /.j

Die zu Grunde gelegte Voraussetzung, daly die Pole siimt-
lich einfache seien, kanu nur fiir eine endliche Anzahl von
Eigenwerten nicht erfiillt sein. Fiir diese letzteren modiliziert
die Partialbruchzerlegung sich entsprechend, wiihvend alle
tibrigen Tatsachen in Richtigkeit bleiben.
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4. Die Entwickelung einer willkiirlichen Funktion nach den
Eigenfunktionen.

Auf Grund des gewonnenen Resultates erhilt man nun
in bekanuter Weise die Entwickelung ciner ,willkiirlichen®
Fuaunktion nach den ¢y bzw. y;

Gestattet die zu entwickelnde Yunktion ¢ (3) die Dar-
stellung

1
(6) g ) =[G G, g (9 d g,

1]
so crgibt sich wegen der gleichmiiliigen Konvergenz der Par-
tialbruchzerlegung

- | S
(V) o) =200, o= . f9(@yi(Hds; 0<y<l.
o A

Die Bedingung (6) ist beispielsweise immer erfiillt, wenn
¢ eine zweimalstetig differenzierbare Funktion ist,
dic den Randbedingungen (I) Geniige leistet. Der Green-
sche Satz ergibt niimlich?)

FLEG @) G018 — LIGE)-4 ()14

=1im“( (. ;) l'/ dG(y; g) o )‘|.-_,/_,

=1 d‘. =0

de dG@;8) .
2 GO e e

Wegen (I) bekommt man

1
F6 G 9 L @) ds
U

—_

et (- (g ) — em g (E) - (0 (G AE = 4 (1),

0

also zufolge (3)

1
f(r' s O L) dE=q ().
b

1) Vel Falinote S, 293,

Aitzungsb. d. math.-phys, Ki. Jahrg, 1912, 20
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Bezeichnet f; die zu ¢, gehorige, den Randbedingungen

(ID gentigende Losung von (2), so kann man eine Funktion
7 () nach den f; entwickeln, sobald f etwa zweimalstetig dif-
ferenzierbar ist und ‘
d2f

d )}g - ”2f = (/ ('})

die Darstellung (6) zuliifit!). Dann hat man

7 ) ~ 1 ! (3 e\ 7 e
V) 70 =260, 6= . fo(Hp(HdE, 0<y <1,
0 o

j
vorausgesetzt, dall f die Randbedingungen (II) erfiillt.

Die Entwickelungen (IV) und (V) konvergieren gleich-
miiig fir alle 0 <y <1.

5. Schlussbemerkungen.

Zum Schlusse soll auf die physikalische Bedeutung
der gewonnenen Ergebnisse hingewiesen werden.

Aus der asymptotischen Verteilung der Eigenwerte folgt
wegen

32

2= — i 1lp,

daly sich stets eine natiirliche Zahl j, angeben liifit, sodali fiir
jedes j > j,
., 1.
vy = — /.

I

ety

einen negativ reellen Teil besitat.
Die Tanktionen

(7) el ﬂjt — il i (,)/)7 j >j0‘

deren reellen Teil man als Stromfunktionen gewisser, der Haupt-
bewegung iiberlagerter (unendlich kleiner) Stérungen von dem
speziellen Anfangszustande RN (y;(y)) auffassen misge?®), fithren
also zu stabilen Bewegungen.

HoDies st der Fall. weun /4 mal stetie differenzierbar ist.
%) Velo A Sommerfeld 1. e, S, 119,
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Aus solchen speziellen Storungen lifit sich aber dem ge-
wonnenen Hrgebnisse zufolge die allgemeinste Storung ¢ (3)
zusammensetzen, wenn ¢ () auller den genannten Stetiglkeits-
forderungen noch den in der Natur der Sache liegenden Rand-
bedingungen (I) geniigt. Dementsprechend erhiilt man den
zeitlichen Ablauf dieser Storung ¢ (y) als Summe von Termen
der Form (7)) und schliett auf den stabilen Charakter der
Hauptbewegung unter der folgenden Voraussetzung: 1. daf
die oben gemachte Aussage iiher das Vorzeichen des reellen
Teiles von if; nicht nur f'L'n‘ J >4y, sondern allgemein, fiir alle
J >0 Geltung Desitzt?); 2. dals auch fiir beliebige Abhiingig-

keit in der &-Richtung dle Stabilitiit erhalten bleibt.

1) Auf die Untersuchung, ob
lim Z c e 7, (y) = Le e 7 (%)

=

ist, soll hier nicht eingegangen werden,

%) Vgl hierzu die Resultate der Vortriige von Hopf und v. Mises
auf der Versammlung der Naturforschergesellsehaft 19115 ferner Hamel,
(iott. Nachr, 1911,

20*
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