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Angeniherte Bestimmung entfernter Koeffizienten in
Entwicklungen nach der mittleren Anomalie in der
Theorie der Keplerschen Bewegung.

Von R. Kleeberg.

Vorgelegt von H. v. Seeliger in der Sitzung am 4. Juli 1914,

In einer in den Leipziger Berichten vom 31. Mai 1856
verGffentlichten und im 17. Band der Math. Annalen 1880
wiedergedruckten Abhandlung hat sich W. Scheibner damit
befakt, die asymptotischen Werte der Koeffizienten in den
nach den cosinus bzw. den sinus der Vielfachen der mittleren
Anomalie ¢ fortschreitenden Entwicklungen der Ausdriicke

(a) 7 ecos(fw - mu) und  oFesin(lor 4 mu)

zu bestimmen, wo » der Radiusvektor, « die wahre und u die
exzentrische Anomalie bedeutet, wiithrend % eine beliebige
positive oder negative Zahl oder Null ist, { und m aber posi-
tive oder negative ganze Zahlen bedeuten oder eventuell auch
der Null gleich sind.

Scheibner gelangt weniger mit Hilfe einer allgemeinen
Methode als vielmehr mittels einiger Kunstgriffe zum Ziel,
indem er durch imaginiire Substitutionen das Integral, welches
die Koeffizienten darstellt, transformiert, unter dem Zeichen
entwickelt und gliedweise integriert.

Im Jahre 1887 hat dann J. B. Flamme in seiner Pariser
These') dieselbe Aufgabe als Anwendung einer Erweiterung

1) Auch Bordeaux observ. ann. 2 (1887), p. 83 it
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der von (. Darboux im J. de Math. (3) 4+ (1878), Nr. 1,
p- 9—20 auseinandergesetzten allgemeinen Methode zur an-
genitherten Berechnung von Funktionen grofier Zahlen) noch-
mals durchgefiihrt. Die Anwendung der Darbouxschen Methode
erfordert aber eine recht komplizierte Rechenarbeit. .

Auf einem einfacheren und divekteren Wege erhiilt man
das Resultat, wenn man die von Cauchy in den C.R. 20
(1845), p. 691 = Oeuvres (1) 9, p. 84 and C. R. 38 (1854).
p. 990 u. 1083 = Oeuvres (1) 12, p. 160—166 gegebene Aus-
dehnung der Laplaceschen Methode zur Berechnung von
Funktionen grofier Zahlen auf das komplexe Gebiet hier an-
wendet.

Auf diese Methode hat in letzter Zeit H. Burkhardt?)
wieder anfmerksam gemacht, indem er sie zugleich nither aus-
einandersetzte und zur asymptotischen Darstellung der Koeffi-
zienten der Mittelpunktseleichung verwendete.

Auf die Auffordernng von Herrn Professor Burkhardt hin
unternehme ich es in nachstehender Avbeit, die Cauchysche
Methode auch auf die Entwicklung der allgemeineren Scheibner-
schen Ausdriicke anzuwenden und behandle auch noch den
Fall, dat die Exzentrizitiit der Einheit gleich wird, welcher
bei Scheibner und Flamme nicht beriicksichtigt worden ist.
Es zeigt sich dabei mit, daf die Scheibnersche Schlul-

1) Eine Darstellung der Methode von Darboux und Ilamme findet
sich auch bel H. Burkhardt, Entwicklungen nach oszillierenden Funk-
tionen, Bd. 1, p. 177 ff. und bei H. v. Zeipel, Entwicklung der Storungs-
funktion, Artikel 13 von Bd. VI, der Enzyklopii die d. math. Wissen-
schaften, p. 642.

2) Miinchener Sitzungsb. d. math.-phys. KL, Jahrg. 1914, p. 1 bis 11,
Wie mir Herr Professor Burkhardt mitteilte, ist die in dem Nachtrag
zu seiner Note durchgefiithrte Berechnung der Koeffizienten der Mittel-
punktsgleichung fiir den Vall, daB die Exzentrizitit ¢ der Einheit nahe
kommt, nur unter der Voraussetzung giiltig, dafs der Ziihler des betreften-
den Integranden zwar fiiv die angegebene Darstellung von = entwickelt
wird, dafs aber im Nenner diese Darstellung nur fiir das dort explizite
auftretende ¢ verwendet wird. withrend der Nenner als implizite Funktion
von ¢ fiir den Fall £ == 1 entwickelt werden darf.
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formel ) durch mehrere Fehler entstellt und dafi auch das
Resultat Flammes durch ein kleines Versehen mnicht ganz
richtig ist.

Zuniichst will ich die Cauchysche Methode folgendermatien
kurz darstellen :

Ist der Wert des Integrals

(1) frely topdn (e =2+ 1iy)

fiir grotie Werte von n kings eines Weges 117 zu bestimmen,
so verschiebt Cauchy den Integrationsweg nach einem iiqui-
valenten, welcher durch einen Punkt w, = 2, 4 iy, hindurch-
acht, der als senkrechte Projektion eines Sattelpunktes der
iiber der u-Khene ausgebreiteten I'liiche des absoluten Betrags
von ¢ (1) auf diese libene angesehen werden kann. Die Rich-
tung, in welcher der Weg durch einen solchen Punkt 1, hin-
durchliiuft, muf; so beschaffen sein, dafy dort lings des Weges
der absolute Betrag der Funktion ¢(x) die Kigenschaft eines
Maximums besitzt.

Die Entwicklung der in emem solchen Punkte i, als

0
analytisch vorausgesetzten Funktion ¢ (1) lautet dort dann im

allgemeinen
(2 () =g () [T —al 0B ],
wo ¢ den Parameter der Kurve bedeutet lings welcher inte-
griert wird, und der reelle Teil des Koeffizienten « positiv ist.
Ferner ist das Produkt
() @) et = @) [14 a,t® -F agtt + a 8>+ - - -
Von der Funktion f(x) sei vorausgesetzt, sie lasse sich
in der Niihe des betrachteten Punktes u, lings des Integra-
tionsweges in eine Reihe der Form entwickeln :

(4 f) =a-t"-[14+ At + Bt 4 O+ - -],

wo « einen konstanten Faktor und Z eine positive oder negative
Zahl bedeutet oder gleich 0 ist,

) Math. Ann. 17 (1880). p. 536. Bei nns die Reihe (7a).
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Dann 1st

t=4-1t
J‘f'(u) g GO diw = ¢, - a -fti (At B+ OB+ )
w t=—1
(5) (L4 a B 4 a, A a8 A e

wo £, und 7, positive Zahlen bedeuten.
Wird nun durch die Substitution

(6) nit? = o?

eine neue Integrationsvariable v eingefithrt und beachtet, dal;
fiir grofie Werte des Arguments » nur die Teile des Inte-
grationsweges einen merklichen Beitrag zum Integral liefern,
welche dem Punkt u, unmittelbar benachbart sind, so ergibt sich

J'./'(u.) [p Q) du oo ("‘(lf."’ll' “. fv;’v . l-l —+ 1{ [do 4 a o]
W . n_é o ' e
1 .
(7 -+ s [ B2 - (Ada,+ ay) ot + b, e8]

-+ ]“— [Cvd+ (Da, + Aa, + a) vd + (A b, + b,) v+ ¢, ]
0
b D (O By Ayt a) o (B Al )

(g o) v o] j Lt

Die Entwicklung in eine derartige nach Potenzen von
- fortschreitende Reithe, wobei die Koeffizienten nur eine
n:
endliche Anzahl von Summanden enthalten, ist nur deshalb
miglich, weil in der Reihe (3) die Glieder mit # und #* durch
die getroffene Wahl des Integrationsweges und durch die Multi-
plikation mit e*® entfernt worden sind. Durch gliedweise Inte-
gration von (7) erhélt man dann die gesuchte asymptotische
Darstellung der Koeffizienten.
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1.

Die Koeffizienten in den Entwicklungen der Scheibnerschen
o
Ausdriicke (a) bestimmen sichi, wie man leicht erkennt, durch
b 1+

Auswertung des Integrals

+
(8) ’[“ o 1 J).Ic Lpdetmand, (/'_”:idé,_.

271

=it

Durch Einfiihrung der exzentrischen Anomalie u als Inte-
grationsvariable mit Hilfe bekannter Formeln geht dieses
Integral tiber in

7
1
’[“ S . f 1 — fent k—I4-1 1— fe—ui k4141
2 (14 g2yt ( B ( i )
(9) . e(m-«}—l)ni . I"cz' (sing sinu——u)'Ju d?b g
dabei ist die numerische Exzentrizitiit ¢ = sin¢ und tg (/; =4

gesetzt worden. Die Integration findet in der (# — x4 iy)-
Ebene lings der reellen z-Achse statt. Dieser Integrations-
weg W wird durech die Substitution

10 w=1logf 4+ ¢

o

Je
I |
I 1
| |
I I
|

W
- . I
1 -llgp |
2 u, f
Lo, ;
! I
I
I N
|

| '
. !
I

Fie. 1.

Sitznngab. d. math.-phys. K1. Jahrg, 1914, 14
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in einen iiquivalenten, zu ihm parallelen ibergefiihrt, welcher
durch den Punkt log/ des negativen Teiles der y-Achse
hindurchgeht. Diesem Punkt entspricht niimlich, wie sich
leicht zeigen lifit, ein Sattelpunkt der Fliche des absoluten
Betrags der Funktion ¢(u):

(11) & = cy—sinq. coseSiny

und dieser absolute Betrag nimmt lings des Integrations-
weges W, in diesem Punkt ein Maximum an. [Aufier diesem
Sattelpunkt hat der zwischen den Parallelen z = — 2 und
& = -z liegende Flichenstreifen noch einen zweiten, der
iiber dem Punkt — logf aut dem positiven Teil der y-Achse
liegt. In diesem Punkt hat aber der lings eines zur a-Achse
parallelen Weges genommene absolute Betrag von ¢ (u) ein
Minimumn. |
Durch die Substitution:

(12) oR=—Fcatt

geht der Integrationsweg W, in einen Kreis um den Anfangs-
q
o I
©2
Kreis bereits Cauchy zur Integration bei Entwicklungen nach
der mittleren Anomalie empfiehlt.
Nach Ausfiihrung der Substitution wird das Integral

punkt der #-Ebene mit dem Radius » =t iiber, welchen

J‘ — /3”—("]:*—1) +1}€1 ___ct t')l:-l+1 . (1 _ﬂ2 e tl‘)lc+l+l L ptmD
i < 2Nk
(12) 2a(l+4%) v

/;n— (m--1)
. [‘ci (sinq sinll—i—ilgﬁ)—t)’]n dt =

-+
(1 ) (OLEOP AL
Durch Multiplikation der Reihenentwicklungen fiir etntbte
fiir

(L= elifemthl = (= gyt [1+ ; (h-1-+1)¢ --/"_éjl- (3(-1)+-4) 2

D v+ 904
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und fiir
<w>a—mwﬂww4=a—WWW+@+4ﬂw+7+Dt

7.+7+1 i (f++1)
+ e

(1=t po) 2= (1 =3 ety g (e ly (41—1) pe2)t?

+].

_ 1—cosq

wo

. o
(f0) 71— T 2cosg

gesetzt ist, ergibt sich fiir f(f) die Darstellung:

a9 ro=a—pree- ()7 Ak ey oo

WO

4141
S {m T "Jrcojf; J
B= [ TR U (S IS S A A XA RVIER)
B o cos g 2 costy

(— _ Z_)[,,1(21,+,+2+2m2)+(/.._+H—])(zz.-,+z+1+6m-)
12 2cosq

MELICGaESMERIN (/.Tzu)(7+1)(7+z—1)]

2eos? 4 cos®yq

Die Entwicklung der Funktion @ (#):

20) D) = oo [1 — Bl Loy el Song),

z(l—}-lOwsq) __10+4-cosp+15c0s’ ¢ +15cosdy
+ 5! 6! i ]

Ccos ¢

: . D Fth T :
gibt mit derjenigen von ¢ 2 multipliziert die Darstellung:

o8 g o

b@)-e? =14 aq £t 4+ 4o a0
(32) i 10 + cos ¢

—_1 — '[3 , €O0sg #

60 T a4 +1>o“" 720 O

14*
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Nach Vornahme der Substitution

cos ¢, i

(6a) n= 2=

kann man jetzt unmittelbar die Reihe angeben, welche der

unter (7) eutspricht. Diese lautet, wenn wir uns damit be-

gniigen, die Rechnung bis auf die Potenz ~ einschlieilich zu
nt

treiben:

2\ T E414+1 1
) 1+ : (cosff) 'K““L zzav,.> *zacos,,;iJ

11 [[27;—;—7-{—‘24—8;)19_1_m(/.‘—{-]—l—l) (k +7+1)(7v+[)] .
n Cosg 6 CoSs + 4 cos?p
2 E4+1+1  cosg .
)CC—;_(/V[M_F 2cosg + 4 ] +()cos @ )J
5) :1 a )
1 (__ ) “nz(’l+l+’+9 72 i (EHHD 2R+ 14+6m7)
,2‘-3 12 \cosg 2 cosyp
ml+14+1DE+1D (/—}—I+1)(/»+l)(7u—}—l-—1 "
i 2 cos? g T 4 )
i cos? ¢
[m cosy 35 h+251+41+60m* m(l+1+1) (7»+l)(7.+/+].)] Bl i
i P ST LR +_ +__ s ./U\?
2 60 cos ¢ 4 cos*qp  Jeosg

+[cos¢ 1 o Etl+1 ] 2 2.7;7_ 1/ 2 })3_’.9 e
12 6 " 2cosp cos ¢ 108\cosp)

e . o = e 1
Bel Scheibner sind die Koeffizienten von und durch
n

3

n:
mehrere Fehler entstellt. Flamme hat dies nicht bemerkt,
weil er nur die beiden bei Scheibner richtigen ersten Bestand-
teile dieser Reithe mit seinen Resultaten verglichen hat?).

Mit Zuhilfenahme der Formel

dw ‘

Je‘“- <1> dy = Z :
i & 1—

o ' ())

1) Vgl. p. 7 der These.
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wobei der lings der reellen Achse gefiihrte Integrationsweg
fir ¥ < —1 den Nullpunkt so umgeht, daB er den positiven
Teil der rein imaginiren Achse schneidet, lifit sich die glied-
weise Integration ausfithren, so dafi man erhiilt:

eneosy k41

(18) Jn = lo—14-2 . (tb n’ ) (tg (/’)_l : (2 « COS (]’)) 2
n ?

9 2 2

1 1 2 \! L+21 1 1 1 1
' N ( ‘ > '("”‘+3cos«> =1\ T cosg el 2
yi y<d ’/v) nt \coso s _[_v< ) > 59 < _>
L-l44m?  m [7(/U+91) 1 4§7c +21) (7&+21—2)~3(7a+Z)J
. { 4 T 3cosqp 36 costep

_1,< 2 > } = -{nzLS(h—i—l}—l-{—inzﬂ
COS - fl—h—25 )

n ! 24] < 5 )

1()()7V—1—7+] + Gm® (k420 —1) — (b —14+5)(Bh410{—: _)

15 cosp

G 2D — 120+ 20 — (Bl + 31— 5)]

3 cos? g

Ah+203—33E+202 4+ (91450 (k421 — 241
A 2P 3 200 4 (914 59) (b 20) h}

27 cos® g
Dieses Resultat stimmt mit dem von Flamme erhaltenen

o R 1
iiberein bis auf das Glied im Koeffizienten von ——, welches
n?

cos ¢ 1m Nenner enthiilt. Der Unterschied beruht auf einem
Versehen, welches Flamme beil der Zusammenziehung der beiden
ersten Integrale im Koeffizient von #°i in der Formel (8) auf
p. 57 seiner These unterlaufen ist. Dalz das Resultat Flammes
nicht richtig ist, erkennt man auch durch Annahme der
speziellen Werte =1 = m = 0, fiir welche die einzelnen
Glieder m den obigen eckigen Klammern fiir sich verschwinden
miissen.
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2.

Die gewonnene asymptotische Darstellung des Integrals J,
gilt nicht mehr, wenn die Kxzentrizitiit ¢ der Kinheit gleich ist.

Im Falle parabolischer Bahnen verliert zwar die mittlere
Anomalie ihre astronomische Bedeutung, jedoch ist es vom
rein mathematischen Standpunkt aus nicht uninteressant und
fiir die Erkenntnis der Leistungsfiihigkeit der Cauchyschen
Methode jedenfalls wiinschenswert zu wissen, wie sich das Ver-
fahren in diesem Falle modifiziert.

Die beiden Sattelpunkte des von den Parallelen 2 = — =
und x = + 7 eingefafiten Streifens der Fliiche des absoluten
Betrags von ¢ (u):

(11 a) & = el —rcos.:r ity

sind jetzt im Nullpunkt vereinigt, fiir welchen neben ¢*(u)
auch ¢*' (1) verschwindet, wihrend lings der z-Achse der ab-
solute Betrag von ¢ (i) den konstanten Wert Eins annimmt.
Der bisher angewandte Integrationsweg wird jetzt unbrauchbar.

Aus der Gestalt jener Fliiche in der Nithe der Punlkte
z=y=0, =1 ist zu ersehen, dal} der absolute Betrag von
¢ (#) lings eines jeden Strahles im Nullpunkt ein Maximum
annimmt, der auf der Seite der negativen y verliiuft, an der
z-Achse im Nullpunkt reflektiert wird und mit dem Einfallslot
einen Winkel vou mindestens 30° bildet. Jeder dieser Strahlen

liefert einen brauchbaren Integrationsweg. Welcher von ihuen
zu der bequemsten Rechnung fithrt, zeigt die ntwicklung der
Funktion ¢ () in der Nithe des Anfangspunktes. Lings eines
solchen Weges ist

und

. S 7378 i 1
—— plisinit—aily 4 75 45 76 46 RN
o) =c¢e = 1— 5 —{—120/.z‘+72/.t—l_—
Der reelle Teil des ersten von Null verschiedenen Koeffi-

zienten in der Entwicklung von ¢ (f) nach Potenzen von f,
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i

VZ2 -

Fig. 2.

o

also hier von £, mub. soll die Cauchysche Methode angewendet
werden konnen, negativ sein. Die bequemste Rechnung wird
also durch die Annahmen

bE)
i, = ¢ ° lings des einfallenden Strahls W,
Jy = ¢ © lings des reflektierten Strahls W,

erreicht.

Durch die Abbildung (12) der #-Ebene auf eine z-Ebene
gehen die auf diese Weise bestimmten Geradenstiicke in jene
zwel Bogen logarithmischer Spiralen in der z-Ebene iiber,
welche Cauchy als Integrationsweg fir den Fall e=1 em-
pfohlen hat?).

Die Rechnung gestaltet sich nun analog der im Fall ¢+1.
Das Integral

“+a
Jn — —f-]? f( 1—et z')l:——l-«}—] (1 ot z')l:—l—H—] LelmtDud ,Iei(sin u—u)]u du
zk . g i
—

spaltet sich in zwei Teile:

1) Man vergleiche die Ausfihrungen daviiber von 1. Burkhardt,
a.a. 0., p. 8
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fi==

Vi
—f(—izl.l)’f—’+‘ - (b, et
0

. [1 + imau, — »1172- O6m* 4+ 1)ui — jl)t; @Em24-k+Du +

éu, i
' [1— 6 " 120

Daber 1st

Durch Multiplikation der Reihen in den zweiten eckigen

. . . . P (e
Klammern in den beiden Integranden mit den Reihen fiir ¢ ©

u3

bzw. fiir ¢ 6 ersibt sich dann weiter nach Vornahme der
o

Substitution:
(6 b)

' 6\ 4, 6\
-[1+<7(> ”””'1”(n> .

dabei bedeutet

Gm*+h+l 6 mi

2

t=

e[ [ e,
[}

n:u'l
— — [
At ‘
) -2t
, =/_2t=(/‘

1
R Y
6
2n /%
= %
B I S —
1]

- = 2 v
o 1_,( e+ 1)y

?7

a
n

6
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Nun ist:
[1+A +1) + % ”3+---] : [1 N ::+]
: n?
+ A v —|— - [Bv? -+ a,0°] + - [Cv* 4 (ay + a, A)v®]

—I— [1)14—}—(@5—{—@2/1—1—(1 DyvT + - v“’J—}—---,

n¥
Wird diese Umformung auf die Produkte der heiden Reihen
in jedem der beiden Integrale in dem Ausdrucke fir ./, an-
gewendet, so nimmt dieser die Form an:

_k+} e

B (__ 1)1 — 20t . - 6\ . )
e <7Zl> Tokte, 4 e " J‘UN | n) e
0

6 3 PR
() o[ k4= B ]
12 5

n

6N m . ' 3
— ()l) . ’12 . [6(2 m? —’r I + 1)1!": + —5 1/'1J —}- . .j’c 3

5 w

Fa)
+ (/ 1 ; f "k-}—"{ } 4_13([7)}

0

Durch gliedweise Integration vermittelst der Formel

Jz" -"(Zz‘—— 1 ( _t]>

und Zusammenmehung ergibt sich dann fiir J, der gesuchte
Ausdruck :
2 k-

6\ — 54, gaf 2k
T )
+ (6)‘“" e 1) F( /'+ 4)

n
L6\ 10wk Sa 2k 45
F<”> g e ()l < 3 )
L o m(10m* 43k —1) G o-r/l. 2k 6\
M 10 2 3 ) - J
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welcher bei Benutzung der Relation:

ey -rq—p =

7
sin

auch in der Form geschrieben werden kann

T . dk=n
I — 6N (— D! ] L 3 1
N ) T3 ok . 37.;.7'1. — 9%
Sin 3 < 3 )
sin L
g Tl
6\ 4 :
-+ : m : : 1
I 112][‘*‘1 jv —2/1'—1
GRS 3
i Sk 2
‘ <b>s wome4-% S0 3 7 1
i , ) ) \ . . - 5] : . 7 == ©)
. =0 sin—]j—d-n 1'( N{, £
3] *)
e 5hn
S om(tomE4+ 5k —1) 2y 1
EEE- . . )
0 . 2k wf — 2k —: 3
8 . sin {37 Y < =
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