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Über die Äquivalenz der sogenannten Hölderschen und 
Cesàroschen Grenzwerte und die Verallgemeinerung 

eines beim Beweise benützten Grenzwertsatzes. 
Von Alfred Pringslieim. 

Vorgetragen in der Sitzung am 2. Dezember 1910. 

Der von Herrn J. Schur1) herrührende schöne Beweis für 
die Äquivalenz der sogenannten Hölderschen und Cesàroschen 
Grenzwerte — welche im folgenden mit lim 501* (s„) und lim 

n —► X tl —f 3D 

bezeichnet werden sollen (s. weiter unten Gl. (I), (3) und (II), 
(8), (9)) — beruht zum Teil auf der Feststellung, daß die 
„reguläre Operation“: 

yn = a E (xn) + (1 — a) 3)1, (xn) (wo : E (x„) = x„) 

für 91(a) >0 „reversibel“ ist (a. a. O., S. 453), mit anderen 
Worten, daß nicht nur aus der Existenz eines endlichen lim xn 

«—►3D 

diejenige eines damit gleichwertigen lim yn folgt, sondern daß 
n —f 3D 

auch das umgekehrte gilt. Es ist mir neuerdings gelungen, 
den sehr sinnreichen, immerhin auf verhältnismäßig schwierigen 
Sonderbetrachtungen beruhenden Sch urschen Beweis2) dieses 

') Math. Ann. 74 (1913), S. 447. Zu der daselbst S. 418 angeführten 
Literatur ist inzwischen noch ein Beweis des fraglichen Satzes von Herrn 
Georg Faber gekommen, welcher ungefähr gleichzeitig mit dem Schur- 
schen Beweise und zwar im Jahrgänge 1913 dieser Berichte (S. 519) er- 
schienen ist. 

2) Herr Schur erwähnt (a. a. O. S. 453, Fußnote) noch einen Be- 
weis des obigen Satzes für reelle a von Herrn J. Mercer (Proc. Lond. 
Math. Soc. (2), 5, p. 206) und für beliebige a von Herrn G. H. Hardy 



210 A. Pringsheim 

merkwürdigen Sates, der offenbar eine wichtige Ergänzung zu 
einem bekannten Cauchyschen Grenzwertsatze liefert, durch 
einen überaus einfachen und völlig elementaren zu ersetzen, 
welcher sich in Nr. 4 der folgenden Mitteilung findet. 

Für den zunächst vorliegenden Zweck, den oben genannten 
Äquivalenzbeweis, kommt lediglich ein besonderer Fall dieses 
allgemeinen Grenzwertsatzes zur Anwendung, nämlich der Fall 

a -= 
1 
k’ 

wo k eine natürliche Zahl bedeutet. Herr Edmund 

Landau, der in seiner kürzlich veröffentlichten lehrreichen 
und dankenswerten Schrift über einige neuere Ergebnisse der 
Funktionentheorie1) u. a. auch eine abgekürzte Darstellung 
jenes Sch urschen Äquivalenzbeweises gibt, behandelt diesen 
Spezialfall in Gestalt von zwei Hilfssätzen, die er seiner Dar- 
stellung voranschickt (a. a. S. S. 30). Aber auch der von ihm 
gegebene, von den allgemeinen Sch urschen Betrachtungen 
unabhängige Beweis läßt sich durch einen wesentlich natür- 
licheren und einfacheren ersetzen (s. Nr. 3 am Ende). Im 
übrigen bedient sich leider Herr Landau in der erwähnten 
Schrift, wie seit einigen Jahren in allen seinen Arbeiten, zur 
Kennzeichnung von Grenzwertbeziehungen und der damit vor- 
zunehmenden Operationen gewisser teils von englischen Mathe- 
matikern übernommener, teils wohl frei erfundener Bezeich- 
nungen und eines daran anknüpfenden Algorithmus, welche 
für den nicht vollständig daran gewöhnten die Nachprüfung 
der einzelnen Schlußfolgerungen zu einer recht zeitraubenden 
Beschäftigung machen. Es mag sein, daß diese Bezeichnungen 
für heuristische Zwecke sich als besonders geeignet erweisen 
und daß sie gewisse Vorzüge besitzen, wenn es sich nicht um 
bloße Grenzwerth-Beziehungen, sondern um asymptotische Ab- 

(Quart. Journ. 43, p. 143). Beide Beweise sind mir unbekannt und zur 
Zeit nicht erreichbar. Über einen lediglich auf reelle a bezüglichen, im 
Anschlüsse an die Sch ursche Arbeit erschienenen Beweis des Herrn 
K. Knopp vgl. die Fußnote 2 auf S. 221 dieser Mitteilung. 

1) Darstellung und Begründung einiger neuerer Ergebnisse der 
Funktionentheorie. Berlin 1916. 
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Schätzungen handelt, bei denen die Größenordnung der ver- 
nachlässigten Bestandteile eine maßgebende Rolle spielt. Aber 
ich kann darin keinen ausreichenden Grund erblicken, um auch 
überall da, wo es nicht den geringsten Vorteil mit sich bringt, 
altbewährte und jedermann geläufige Bezeichnungen mit einer 
Konsequenz, die einer besseren Sache würdig wäre, auszumerzen 
und durch neue (nach meinem Dafürhalten recht wenig charak- 
teristische) zu ersetzen. Und ich würde es aufrichtig bedauern, 
wenn jüngere Mathematiker, die ja erfahrungsgemäß nicht 
selten eine etwas übertriebene Neigung zeigen, sich der neuesten 
„Errungenschaften“ zu bemächtigen, in ähnlichem Sinne fort- 
fahren sollten, das gewohnte Bild funktionentheoretischer Unter- 
suchungen in wenig erfreulicher Weise zu verändern. 

Da ich annehmen möchte, daß die vollkommene Gewöh- 
nung an die Landauschen Bezeichnungen auch einigen anderen 
Mathematikern nicht ganz leicht fällt und daß es unter diesen 
sogar solche gibt, welche den dazu erforderlichen Zeitaufwand 
bisher gescheut haben, so glaubte ich den letzteren einen kleinen 
Dienst zu erweisen, wenn ich mich nicht damit begnüge, an 
dieser Stelle die oben angekündigten Beweisvereinfachungen 
mitzuteilen, sondern diese Gelegenheit benütze, um den ganzen 
Schur-Landauschen Äquivalenzbeweis mit den mir zweck- 
dienlich erscheinenden Vorbereitungen in möglichst einfacher 
Form darzustellen. 

1. Das arithmetische Mittel von n als beliebig komplex 
zu denkenden Zahlen x0, aq . . . x„ möge mit TO(æ„) bezeichnet 
werden, also : 

(Ii) TO(O = n («o + xi H + O- 

das arithmetische Mittel von TO (x0), TO (aq) . . . TO (xK) mit 
TO2(a;„), also: 

(U) TO2 (xn) = - (TO (x0) + TO (aq) + ■ • • + TO (*„)), 

und allgemein werde gesetzt: 
Sitzungsb. d. matli.-phys. Kl. Jahrg. 1916. 15 
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(I) 9)i* (%„) — —-j—r (3J1X—1 (X0) -)- 9Ux_i (.£,) -j- • • • -j- 9)l,.-_i (a?,,)). 
yi “j-1 

Diese letzte, zunächst nur für x > 3 einen Sinn habende 
Beziehung gilt auch noch für y. = 2 bzw. x — 1, wenn man 
9)1 ! (xv) mit 9)1 (%,.) bzw. 9)l0(a;v) mit xr identifiziert1). 

Ist sodann ^ciy eine unendliche Reihe mit komplexen 
Gliedern und im Falle ihrer Konvergenz : 

(1) lim sn = lim (a0 + «i + • • • + «») = s, 
n —► co )( —f co 

so hat man auf Grund eines bekannten Cauchy sehen Grenz- 
wertsatzes auch : 

(2) lim 9)1, (s„) = s 
n —f co 

und durch sukzessive Anwendung des nämlichen Satzes all- 
gemein : 

(3) lim 9)1* (s„) = s (x > 1). 
M —► CO 

Dagegen zieht die Existenz von Gl. (2) nicht umgekehrt 
diejenige von Gl. (1) nach sich und ebensowenig folgt aus der 
Existenz von Gl. (3) für irgend ein bestimmtes x = h > 1 die- 
jenige für irgend ein x < Je, insbesondere nicht die Konver- 
genz der Reihe 2ja„. Es liegt nahe, einen solchen Grenz- 
wert lim 9J1B(S„) = S, da er ja im Falle der Konvergenz mit 

11 —f- co 

der Summe der Reihe übereinstimmen würde, im Falle der 
Divergenz2) bei passender Gelegenheit als eine Art Ersatz 

x) Analog wie man z. B. beim Gebrauche der logarithmischen 
Infinitärtypen zu setzen pflegt: 

lg, x = \sx, Igo x = x. 
2) Selbstverständlich kann die fragliche Eventualität nur im Falle 

uneigentlicher Divergenz eintreten, d. h. wenn von den beiden Reihen 

H“,. (wo■av + ßvi = av) 
keine nach -(- CD oder —co divergiert. Im entgegengesetzten Falle ist, 
wie jener Cauchysche Satz lehrt, für jedes x auch: 

lim 9Ä*(Sb) = GO. 
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für die fehlende Summe zu betrachten, ohne deshalb die 
wenig empfehlenswerte Mode mitzumachen, die betreffende Reihe 
schlechthin als summabel („lucus a non lucendo“) zu be- 
zeichnen. Wir wollen etwa, wenn x = lc>l der kleinste Index 
der fraglichen Art ist, uns des Ausdruckes bedienen, die be- 
treffende Reihe sei durch /cfache Mittelbildung reducibel 
und s der ihr zugeordnete Grenzwert. 

2. Das Bildungsgesetz der iterierten Mittelwerte 31î„ (s„) 
gestaltet sich bei wachsendem x infolge des bei jedem ein- 
zelnen Mittelwerthe auftretenden Nenners äußerst verwickelt. 
Es erscheint daher für die Berechnung des einer reduciblen 
divergenten Reihe zugeordneten Grenzwertes nützlich, daß die 
Grenzwerte der iterierten Mittelbildungen sich durch diejenigen 
wesentlich einfacher gearteter Iterationen ersetzen lassen. 

Es werde gesetzt: 

(II) 

S»1 — S0 -f- Sj -j- • • • -f- s„ 

S? = So
11
 + àn + ■ • • + s»’ 

a£° = «r
,)
 + s

(
r

n
 + • • • + s{rl)- 

Dabei umfaßt die letzte zunächst nur für x> 2 gültige 
Beziehung auch den Fall * = 1, wenn man (v = 0, 1 . . . n) 

die Bedeutung von s,. beilegt. Ferner hat man: 

Fährt man nun hiervon ausgehend in der Weise fort, 
daß man die nächste Mittelbildung nicht auf die Ausdrücke 

— - (r = 0, 1 . . . n), sondern lediglich auf die sy ausübt, 
v -r 1 

so resultiert: 

1 
n -f-1 

rf ’ + • + s(„° s(2) 

n -j- 1 (n + 1)* 

und bei weiterer Fortsetzung dieses Prozesses eine Folge von 
Ausdrücken von der Form : 

15* 
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„(*) 

(y. = 2,3.. .). 
(n -\- 1)* 

Auf Grund der Stolzselien Verallgemeinerung1) des be- 
reits oben erwähnten Cauchyschen Grenzwertsatzes findet man 
sodann für h > 1 : 

(5) 
>) s(x) _ s(x) 

T °n i* n n—1 lim   ;—TT- = lim 7 —rr: -, 

n-+ cc (% -f- 1)* n-foo “j“ l)* 

falls der rechts auftretende Grenzwert existiert. Nun ist aber: 

„(*> <,M  y„ ,(*->) y\, ,(*-0  
«n ^n — 1 «y 

U 

(n -f- 1)* — nK , ...+ M 
\w 1 ■ 2 w2 

= K • nK~1 ^ * {n -f- 1)*_12), 

so daß die Gleichung (5) durch die folgende ersetzt werden kann: 

» 
(6) lim lim s, 

,(*-!) 

,wi(w -f 1)* «-► oc x (n -j-1)* 1 

immer unter der Voraussetzung, daß der rechts stehende 
Grenzwert existiert. 

Ist nun die Reihe üay konvergent und s ihre Summe, 
also : 1 • (0) 

lim Sn = S, 

so folgt aus Gl. (6) sukzessive: 

S(2) 

S"’ _ 1 
i O O * » • • • 

<£> 
lim —T“f = 

s. I™ -—= l‘m , I in ~~ o Q 
»-►00 » + 1 n-t-oo (w -p l)

2
 n-=o(« + l) 2-3 

und daher allgemein : 

') Math. Ann. 14 (1879), S. 234: Stolz-Gmeiner, Einleitung in 

die Funktionentheorie, Abt. I (1904), S. 31. 
2
) Eine Beziehung von der Form : 

lim ~ = 1. 
—* er, U ». 

hat die Bedeutung von: 
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(7) lim 
71 —f 00 

X ! s (XÏ 
n 

(n -j- 1)“ S (* = 1, 2, 3 . . .). 

Wenn dagegen (uneigentlich) divergiert und für 
irgend ein x=k>21) eine Beziehung von der Form (7) 
besteht, so kann man diesen Grenzwert mit demselben Maße 
von Berechtigung, wie zuvor im analogen Falle den Grenzwert 
lim 5DÎ* (#,,), als Ersatz für die fehlende Summe der Reihe 
k-¥ co , 

x ! 
ansehen. Dabei steht es offenbar noch frei, den Faktor 7——, - 

(» +1)* 
für jedes x durch einen ihm infinitär gleichen zu ersetzen, 
der sich für die weiteren Betrachtungen als zweckmäßiger er- 
weist, nämlich durch den reciproken Wert des Binomial-Koef- 
fizienten («•}-*)*> wegen: 

(n + 1)* ~ (n +1) (w + 2) • • • (n -)- x) _ N 
—77Ï  = 1 .0 : — V1 T X)x- 

Setzt man hiernach für x = 1, 2, 3 . . . : 

«00 / „(') \ 
(8) Sl? = -—~—v- (also speziell: Sl1 = ” = 9Jîj(.sn)), (n + x)x \ n +1 1 y 

so besteht gleichzeitig mit jeder einzelnen der Beziehungen (7) 
(x = 1, 2, 3 . . .) die entsprechende folgende: 

(9) lim S(„x) = s 
»1—► 00 

und umgekehrt. 

Da die Bildung der im wesentlichen (d. h. lediglich 

abgesehen von der Hinzufügung des Konvergenzfaktors 

auf einer iterierten Summation beruht, so wollen wir, falls 
eine Beziehung von der Form (9) für einen gewissen kleinsten 
Index x = 7c > 2 (und sodann nach Gl. (6) für jedes x > Tc) 
besteht, sagen, die betreffende Reihe sei durch fcfach ite- 
rierte Summation reducibel und s der ihr zugeordnete 
Grenzwert. 

Es erscheint nun wichtig, festzustellen, daß die beiden im 
vorstehenden besprochenen Reduktions-Möglichkeiten stets das- 

(n -f- x)Xj 
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selbe Resultat liefern bzw. auch gleichzeitig versagen, 
mit anderen Worten, daß aus der für irgend ein bestimmtes 
h>_2x) gemachten Annahme: 

lim IS?’ = s („Cesaroscher“ Grenzwert) 
M-f CO 

allemal folgt: 

lim 911/t(s„) = s („Hölderscher“ Grenzwert) 
n-f oo 

und umgekehrt. Ist dieser Nachweis geführt, so wird man 
eine divergente Reihe schlechthin als reducibel von der 
Ordnung h mit dem Grenzwert s bezeichnen können, unab- 
hängig davon, ob zunächst nur die Existenz von 

lim iïkfc (s„) = s 
n —f co 

oder von lim SÎ,k) = s feststeht. 
»l-f CO 

3. Die Grundlage des fraglichen Nachweises bildet eine o o 

Rekursionsformel, welche eine einfache Beziehung zwischen 

S£-'\ S£° und m (S{:]) herstellt. 

Aus (II) folgt für y. > 1 : 

also: 

sSrn - 

_ „w _ M 
0)1 oM on — 1 , 

—I 

(n -j- y, — l)^-i (n -j- x — l)*-i (n x — l)x-i 
I (x) (x) n -1- x 4 _ n   sn—1 

[n-\- x)x x (n — 1 -}- x)x 

n x C(K) n oC«) 
  *On — * —1 

^ X 

= ~ (Cn + 1) six) - » tfl,) +* —1 • s{;\ 

J) Der Fall lc = 1 würde ja nur auf die bereits erledigte Mittel- 
bildung 2k! (sn) führen (s. Gl. (4)). 
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Ersetzt man n sukzessive durch n — 1, n—ad- 
diert die resultierenden Gleichungen zu der vorstehenden und 
dazu noch die Identität: 

= l ■ St + "71 ■ st (wegen: St = St~l) = s0), 

so ergibt sich: 

= - (» +1 )st + 
X~1 bst 

0 K » 0 

und durch Division mit (n -f- 1): 

(10) m (S<r')) = ~ ■ st + 1 m {st) 
= (St), 

wenn zur Abkürzung gesetzt wird: 

(11) (x„) = ~ x„ + * ^ 1 iOc (x„). 

Wird jetzt aus 2),(;r0), %x (x^ . . . %„{%„) das arithmetische 
Mittel gebildet, so ergibt sich, wenn man beachtet, daß offen- 
bar allgemein: 

W (axn -f ßy„) = al («.,) + ß^l (2/M), 

aus Gl. (11): 

2)t (£„(*„)) = 1 3Ä {xn) + ^ (*„) = (2R (*„)), 
7i /i 

wofür wir mit Weglassung der äußeren Klammer schreiben 
wollen: 

(12) a&M*») = £»sra(*»)- 

Ersetzt man ferner x„ in dem Ausdrucke (xn) durch 
X>. (x„) und schreibt wieder: {x„) statt: SLX (2b. (x„)) bzw. 

%/. (x„) statt: 5Dt (Su (£„)), so folgt aus Gl. (12): 

(13) m %x %>. (x„) = %xm (x„) = 3:, (*„) 
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und durch wiederholte Anwendung dieser Schlußweise all- 
gemein: 

(H) mzxlzX2... (xn) = ... £*man (x„). 

Mit Benützung dieses Ergebnisses folgt aus Gl. (10) durch 

Bildung des arithmetischen Mittels von 9)1 (So* 9)1 ($1* ])) . . . 

= 9)i s^osS0) = ^SJIOS^), 

also durch nochmalige Benützung der Rekursionsformel (10), 
wenn man daselbst x durch x -j- 1 ersetzt: 

(15) 9J12 (Slr])) = 2,3:,+. (fl£‘+,)). 

Ebenso findet man durch nochmalige Mittelbildung aus 
Gl. (15) 

9iH3(S,tr1)) = 9)1 os,T+1)) = ÎÆ+,2:,+oOS,(r+2)) 

und durch Fortsetzung dieser Schlußweise: 

(16) 9Jl*_i (SjT0) = %xZx+i • • • Zx , n-2 (S"„+k-2)), 
scn 

also für x = 2, wenn man noch beachtet, daß S„ = 
= 9)1, (sn) (s. Gl. (4)): n + 

(17) m(s„) = %%a. . . MÄ 

eine Formel, welche also eine explicite Darstellung von 9)l/t(sn) 

durch Sx
!) liefert. 

Nun folgt aus der Definitionsgleichung (11), da nach dem 
erwähnten Cauchyschen Satze gleichzeitig mit lim x„ = s 
auch lim 9)1 (x„) = s, ohne weiteres, daß: 

n —► co 

(18) lim %x (x„) = s, wenn: lim xn — s. 
«—►co n —► co 

Wird also zunächst angenommen, daß 

(19) lim S(n] = s, 

so findet man sukzessive : 
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lim ^(fif) = s 
tl-4- 00 

lim Zk-1 Zk (S^) = s 

lim Z2Z3 . . . Zk{ST) = s 
n—► co 

d. h. mit Benützung von Gl. (17): 

(20) lim SOîfc (x„) = s. 
n-f co 

Kann noch nachgevviesen werden, daß die Beziehungen (18) 
umkehrbar sind, daß also: 

(21) lim xn = s, wenn: lim Zy (xn) — s1), 
n —► co 

so würde aus der zur Voraussetzung gemachten Gleichung (20), 
also mit Benützung von Gl. (17) aus der Voraussetzung: 

lim Z2Z3 . . . Zk(S^) = s 
11 —► co 

sukzessive folgen : 

lim 5£s £4 . . . Zk (Sf) = s 
n-f co 

lim $4 . . . Zt(S},t)) = s 

lim Zk (Sn^) = s 
11 —f co 

und schließlich : 
lim Sn] = s, 

n —f cc 

womit dann die in Frage stehende Äquivalenz der beiden Kate- 
gorien von Grenzwerten vollständig bewiesen wäre. 

Der noch fehlende Nachweis für die Richtigkeit der in den 
Gleichungen (21) enthaltenen Behauptung läßt sich folgender- 

b D. h. für irgend ein (für x = 1 hätte man ja nach Gl. (11) 

geradezu: xn = (.rH), also auch lim xn = lim 2;, (.rn) = s). 
n-t x j/-f x 
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maßen bewerkstelligen. Angenommen man habe für irgend 
ein bestimmtes * 2 : 

(22) lim (xn) = lim ( • xn -\-     9k (a;,,)') = s. 
t J —f CO ^ / 

Aus der Definitionsgleichung (Ii) folgt, daß: 

x„ = (n -f- 1) 9k (x„) — n 9k (xn-\) 

und daher: 

er \ _ (w + x) 9k (x„) — w 9k (£„_,) 
\^n)   

Multipliziert man Zähler und Nenner dieses Ausdrucks 
mit dem Faktor 

(» + x — 1) (» + x — 2) . . . (» + 1) 

und benützt für das im Nenner stehende * die Identität: 

»=(«+*)-», 

so nimmt die Voraussetzung (22) die Form an: 

(n+x) (ra+x-l)...(w+l)9k(:z»)-(M+x-l)(w+x-2)...M9k(a;„_i) 
(n+x) (n + x-l)...(w+l) -(n+x-l) (n + x-2)...n 

und man findet daher mit Benützung des bereits oben erwähnten 
Stolzschen Grenzwertsatzes: 

lim 
n —+ TJ 

(n 4- x) (n + y. — 1)...(» + 1) 
(n -f- x) (n fi- y. — 1)... (n 1) 

9k (xn) = lim 9k (x„) = 
n —► co 

.5. 

Durch Einsetzen dieses Grenzwertes in dieVoraussetzung(22) 
folgt sodann, wie behauptet : 

lim x„ = s. 
n —► cc 

4. Der letzte Teil des vorhergehenden Beweises ist als 
Spezialfall in dem folgenden allgemeineren Grenzwertsatze ent- 
halten : 

Sind a, b beliebige komplexe Zahlen, welche 
nur der Beschränkung 
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(23) * («Ts) > 
0 

unterworfen sind1), so hat man: 

(24) (a -f- b) lim xn = lim {ax„ -j- l ÜJè (#„)), 
»i —co n —► co 

sobald nur feststeht, daß einer dieser beiden Grenz- 
werte eine bestimmte Zahl vorstellt2). 

Beweis. Wird zunächst die Existenz eines endlichen 
lim xn vorausgesetzt, so lehrt der Cauchy sehe Grenzwertsatz, 
71 —f CO 

daß auch lim (xn) = lim xn, woraus dann die Richtigkeit 
71 —f X 71 —f CO 

der Beziehung (24) unmittelbar hervorgeht. Dieser Teil der 
ausgesprochenen Behauptung enthält also nichts neues und 
wurde nur der Vollständigkeit halber in die Fassung des Satzes 
aufgenommen. 

Es werde nun zweitens vorausgesetzt, daß der Grenzwert 
auf der rechten Seite von Gl. (24) (im engeren Sinne) existiere, 
und zwar möge er mit (a -\- b)s bezeichnet werden, so daß also: 

(25) lim ( • m (xS\ = s 
.,_►«> \a-\-b a -\-b ) 

oder auch: 

(26) lim Z (x„) = lim ( ^ • x„ -j- fl —'j -DÎ (#„)') = s, 
71 —► CO 71 —f CO \G \ C J J 

wenn gesetzt wird: 

(27) —a.—, = -, also: , =1 — wo jetzt: 3t(c)>0. 
a -\- b c a + o c 

1) Damit ist also schon implicite gesagt, daß nicht nur a|>0, 

sondern auch [a-(-&|>0, da ja andernfalls ^ - sinnlos wäre. 
2) Für reelle xv und a, b bzw. reelles c (s. Gl. (26)) wurde der Satz 

von Herrn Knopp (Math. Ann. 74, S. 459) durch Untersuchung der vor- 
handenen Grenzmögllchkeiten indirekt bewiesen. Das betreffende Er- 
gebnis läßt sich dann leicht auf den Fall übertragen, daß die xv oder 
n, b komplex sind. Es versagt aber vollständig, wenn die xy und 
o, b als komplex angenommen werden. 
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Führt man wiederum (s. oben hinten Gl. (22)) die Beziehung 

xn = (w ■+ 1) (x„) — n W Orn_i), 

so ergibt sich : 
(c + n) ÏÏJÏ (x„) — n (a;„_i) 

ÏW = — - - „ 

oder auch, wenn man Zähler und Nenner dieses Bruches mit 
dem Faktor 

(c -j- n — 1) (c n — 2) . . . (c + 1) 1 
1-2 . . . (n — 1) n 

multipliziert : 

(c 4- n)„ W (xn) — (c + n — l)„_i ?0t («„_,) 
(c + « — !)„ 

Mit Benützung der bekannten Rekursionsformel: 

(c + n)„ = (c -f n — l)„_i + (c + n —1)„ 

läßt sich dann die Voraussetzung (26) in die folgende Form 
setzen : 

/QQ\ r (c + w)-‘ W — (c + n —1)„_, 3JÎ («„_,) _ 
(28) (C + M)„—(c + nZ_ i)_ s- 

Ist c reell und zwar (in Folge der Beschränkung 31 (c) > 0) 
wesentlich positiv, so würde aus dieser Beziehung gerade so, 
wie in Nr. 3 für den besonderen Fall c = Je (d. h. ganz- 
zahlig) auf Grund des dort benützten Stolzschen Grenzwert- 
satzes sich folgern lassen, daß: 

lim 
>1-4- CO 

(c + n)n W (x„) 
(c + n)„ 

= lim ÏDÎ (xn) s. 

Das gleiche ergibt sich aber auch für komplexes c mit 
Hülfe einer von Herrn Jensen1) herrührenden Verallgemeine- 
rung des Stolzschen Satzes, welche folgendermaßen ausge- 

1) Par. C. R. 106 (1888), p. 834; s. auch: 0. Stolz, Math. Arm. 33 
(1889), S. 239 oder meine Vorlesungen über Zahlenlehre (Leipzig 1910), 
S. 231. (Der dort zunächst für reelle av, b gegebene Beweis gilt un- 
verändert auch für komplexe or, öv). 
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sprochen werden kann: „Versteht man unter av, bv (v — 0, 

1, 2 . . .) irgend welche reelle oder komplexe Zahlenfolgen, ist 
hl « 

ferner lim |&«j = co und lim U- • £]>• |bv— &,.-i endlich, 
71 —► CO 71—► X I ^71 I 1 

so hat man: 

(29) lim = lim 
1—tX U11 71—► CO 

dn dn—1 

bn bn—1 

falls der rechts stehende Grenzwert endlich ausfällt“. 

In der Tat sind die den Zahlen bv auferlegten Bedingungen 

erfüllt, wenn gesetzt wird: bv = (c -p v)v. Man hat nämlich: 

I (c + »),. 
c -|- 1 ! c + 2 

1 ' ‘ 2 " 
c -p w 

und, da [c —J- «| > w (wegen: 9t(c) > 0), so findet man zunächst, 

daß (c -p n)n gleichzeitig mit n monoton zunimmt. Da über- 

dies, wenn c = y öi (wo: y > 0) gesetzt wird, sich ergibt: 

i(c + w)"i> (* + i) {l + 2) ’ '- (* + »)} 

und das rechts stehende Produkt für n —1 co nach -p co diver- 

giert, so folgt, wie behauptet: 

(30) lim I (c -p n)„ | = -p 00 . 

Ferner ergibt sich: 

1  

(c + w)n 
•2> 

1 
(c + r-l)r|, 

also, da |(c -p n)»| mit w monoton ins Unendliche wächst, 

wiederum mit Benützung des Stolzschen Grenzwertsatzes: 

lim (c -p v - 
n-*-» |(c-p«)„ 1 

-1 ),. j = lim 
J (c -p n l)n j 

|(C-P«)»| — |(C+W— l)n—1 

l) Will man den oben bereits erledigten Fall eines reellen c, also 
den Fall c = 7 mit einschließen, so wäre das Ungleichheitszeichen ledig- 
lich durch das Zeichen = zu ersetzen, wodurch die weiteren Schlüsse 
keinerlei Änderung erleiden. 
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falls der rechts stehende Grenzwert existiert. Man findet aber, 
wenn man zunächst Zähler und Nenner mit n! multipliziert: 

j(c+»-l)„| ICH n -11 • • • jc+1 Mel 

\(c+ri)„\- (c+n-l)n_j |c+»|*|c+w-l|”-|c+l|-|c+»-l| 

_ Ie! 
\c + n\ — n 

\c+n\+n 

|c+l; 

= C\ |c + W;2—n2 

|c+w +n 

also : 

(31) 

2yn+y2-t- ö2 ’ 

«—►oo I v njn I 1 

Da somit die Voraussetzungen des obigen Jensen sehen 
Satzes für den Grenzwert (28) erfüllt sind, so ergibt sich mit 
Benützung von Gl. (29): 

(32) lim 
« —► CO 

(c M w)n 21t O^n) 

(c + n)„ 
= lim 2Ji (#„) = s 

«—►X 

und daher nach Gl. (25): 

(33) lim x„ = s 
«—►CO 

oder auch in Übereinstimmung mit der Behauptung (24): 

(a -j- b) lim x„ — lim (ax„ -|- b ÿjt (x„)), 

falls der rechts stehende Grenzwert eine bestimmte Zahl (näm- 
lich die mit (a-|-5)s bezeichnete) vorstellt. 
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