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Die Unbestimmtheitstelle der ausgearteten hypergeome-
trischen Differentialgleichung.

Von E. Winkler in Miinchen.
Vorgelegt von Herrn Perron in der Sitzung vom 17. Juni.

Die hypergeometrische Differentialgleichung:

m n
d" ary
(1) Z bmp—n x¥ d{?/ _Z Qn_y x¥¥1 szq:_,; =0 (gy=14y=

y=10 v=20

gehort im Falle 7 = 7 zur Fuchsschen Klasse und besitzt die drei
singulidren Stellen der Bestimmtheit x =0, 1,00. Im Falle #z == #
(,,ausgeartete hyperg. Diff.gl.”) besitzt sie die zwei singuldren
Stellen ¥ = 0, o und zwar fiir # < % die Unbestimmtheitsstelle
x = o und die Bestimmtheitsstelle x = o0; der umgekehrte Fall

s > 52 1aBt sich auf diesen durch die Substitution x = —, zurtick-
x
fuhren.

Als hypergeometrische Reihe wird die formale Reihenentwick-
lung bezeichnet:

o0
(2) F(U.lv gy oo n Up ﬁf) — \—7 [71] [Ur,] . [7,1] v
ieli xez: 300 Bm [Bl]l' [B ] . [Hm] )
o [ I'(a4+v)
wo [o], = F(J} bedeuten soll,

oder die von dieser nur um einen konstanten Faktor verschiedene:
3 £ Uo, C.LOp ) L ‘1 P+ (eptv) ... T (ot +v) .
Hly 2 - Bm P(Bl_*_ V)F( -1—V> F(r‘m ‘)/ !

Sie konvergiert im Falle m = 2 im Kreis x < 1; fiir 2 < m
ist sie bestindig konvergent, fiir »# > s bestindig divergent.

Dabei seien auch die Fille 2 = o und » = o nicht ausgeschlos-
Miinchen Ak, Sb. (1933), 1I
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sen; Zahler bzw. Nenner des Bruches ist dann durch 1 zu er-
setzen.

Die Differentialgleichung (1) wird durch Reihenentwicklungen
folgender Gestalt formal befriedigt:

0 o ftg T B, s 1— Py, .oy - 1— B
(4) at ”F(Bii . _g:’ B;i 1———(%;,, . le—_}: I——g;.} x) O=1,2,...m).
o1 —Py, 0T —Py, T — By (—I)”_’")
O Ty, tp I -—%, .. T —%y
(h=1,2,...2).

Far 2 > m liefern die Reihen (3) i. a. ein zur Bestimmtheits-
stelle x = oo gehoriges kanonisches Fundamentalsystem von
Integralen der Diff.gl. #2!** Ordnung. Das Ziel der vorliegenden
Arbeit ist nun fur diesen Fall 2 > m! die Untersuchung der Un-
bestimmtheitsstelle x = 0. Es sollen erstens »z i. a. lincar unab-
hingige partikuldre Integrale aufgezeigt werden, deren Ver-
halten in einem gewissen (sich {berschlagenden) Winkelraum
der Umgebung von x = o durch die asymptotischen Reihen (4)
charakterisiert werden kann. [Vgl. im folgenden (26), (27),
(39)]). Zweitens werden weitere (7 — #2) ausgezeichnete parti-
kuldre Integrale aufgestellt, welche innerhalb ecines gewissen
Winkelraumes fiir x - o ein einfaches asymptotisches Verhalten
besitzen. [Vgl. im folgenden (33), (34), (35), (40) mit der in
(19) angegebenen Bedeutung von £.] Drittens endlich mége die
Ubergangssubstitution bestimmt werden, welche die genannten
72 ausgezeichneten Integrale durch das zu x = co gehorige ka-
nonische Fundamentalsystem ausdrickt. [Vgl. (46), 48).]

Die Untersuchungsmethode besteht darin, daB die ausgeartete
hyperg. Diff.gl. 72! Ordnung durch eine Integraltransformation
auf eine nichtausgeartete hyperg. Diff.gl. derselben Ordnung
zuriickgeftihrt wird. Beziglich dieser werden alle Ergebnisse als
bekannt vorausgesetzt; man vergleiche die Inauguraldissertation
des Verfassers,? welche hier stets mit ,,D*‘ zitiert wird und weitere
Literaturangaben zur nichtausgearteten Diff.gl. enthilt.

(5) x4 K (

! In diesem Fall gestaltet sich nimlich die Anwendung der Integral-
transformation (14) etwas bequemer als fir 22> 7.

2 ,,Uber die hypergecometrische Differentialgleichung #'¢f Ordnung mit
zwel endlichen singuliren Punkten®‘. Minchen 1931.
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Die ausgeartete hyperg. Diff. gl. 7' Ordnung (1) mit m >z
haben in eciner groBen Anzahl von Arbeiten sowohl fiir spezielle
Zahlenwerte wie fiir allgemeine Werte 72 und #» Pochhammer!
und Beaupain? untersucht, und zwar gleichfalls durch Re-
duktion mit Hilfe von Integraltransformationen, jedoch ohne
Eingehen auf die genannten drei Punkte beziiglich der Un-
bestimmtheitsstelle (in diesem Falle x = c0). Pochhammer re-
duzierte die Ordnungszahlen ¢, » einerseits auf 7 — 1, 2, ander-
seits auf 2, 7 — 1, Beaupain auf m—1,m — 1 und auf m — 1,
m — 2. Die in vorliegender Arbeit angewandte Reduktion auf
w1, 72 (oder vielmehr 7, » fir den Fall # > #2) ist wohl die zweck-
miBigste, weil die Ubereinstimmung in der Ordnung zwischen
der gegebenen Diff.gl. und ihrer Transformierten cine einfachere
gegenseitige Zuordnung ihrer Fundamentalsysteme ermoglicht.
Uberdies wird, ausgehend von einer anderen Schreibweise der
Diff.gl. (1), die Reduktionsformel auf ungleich einfachere Weise
gewonnen als von Pochhammer oder in der besonders langwie-
rigen und nur fiir spezielle kleine Zahlenwerte 2, 2 wirklich
durchgefiihrten Herleitung von Beaupain. '

Der Vollstindigkeit halber seien auch die Arbeiten von Mel-
lin3 erwihnt, welche eine andersartige Integraldarstellung fir
die Losungen der hyperg. Diff.gl. geben und dabei die hier auf-
geworfenen Fragen beziiglich der Unbestimmtheitsstelle kurz
berithren.

§ 1. Umformungen und Integraltransformation der Diiferential-
gleichung.

S, (oy, tg,...%n) bezeichne fir ganzzahlige Indizes 1 <v <%
die v'®¢ symmetrische Grundfunktion der angegebenen » Argu-
mente (d. h. die Summe aller verschiedenen Produkte aus je v
derselben, versehen mit dem Vorzeichen (—1)"); ferner sei

Gy=1und G, = o fir v< o und v > 2.

! Math. Ann. 36 (p. 84); 38 (p. 586); 41 (p. 174; p. 197); 46 (p. 584); 350
(p. 285); Journ. f. Math. 108 (p. 50); 110 (p. 188); 112 (p. 58).

* Delg. Mém. S. E. 54 (2 Arbeiten); 56.

3 Math. Ann. 08 (p. 305); Acta math. 25 (p. 147—104).
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Es gelten die beiden bekannten und leicht zu beweisenden
Formeln:
(6) G, (poay, pos, ... pon) =p"S, (2, o, « .. %n);
(1) & (ay, toy - v v 0n) = XS5 (0g, gy v ) Sz (T, T2, - o2 )
’ (1 < m < n)

in letzterer soll der Summationsindex A alle Werte o durch-
laufen, fiir welche das Summenglied von Null verschieden ist
(also A <v, A< m, v— N m— ). Fir m = n—1 speziali-
siert sich die Gleichung (7) folgenderweise:

&, (o, oty -+ . y)

(72)
=G, (0g, tgy o+« Uyp—1) — 0ty Syt (o, gy .+ -+ En—1).

Mit Hilfe von (7a) findet man durch vollstindige Induktion
die bekannte Differentialformel:!

v

ary d*y
8 g = vh,,_; eV T
(8) v “,_/1 ©—i(1,2 v—1) @ In 7y
(8,—; =1 fir x=v auch im Falle v = 1),
welche folgende Verallgemeinerung zulafit:
PI an
o ar v ¥ —VJ/ V
(9) 2P T L S, (o, - .- o) (d Inx)yn—
=0
p+m—1
_ a/'p-%-'m—vy
= 2 €. (t‘/.l, ey 5,2, 00 p— 1 (dln_rji;+”z;;"
y=0

Die linke Seite von (9) 146t sich ndmlich nach (8) schreiben:

dz‘.«)—m—v iy

m P
Z 6;!(0.1, e O’.m) Z 6])—/'.(1, 2, .. .p‘ I) (dln _’()""g""";;

v=20 =1

1 Vgl. z. B. Nielsen, Handbuch der Theorie der Gammafunktion, Leip-
zig 1906, Gleichung (1) des § 27. Die hier auftretenden Koeffizienten sind
vom Vorzeichen abgesehen die sogenannten Fakultitenkoeffizienten oder
Stirlingschen Zahlen erster Art; vgl. ebenda § 26.
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ersetzt man den Summationsindex A durch p vermoge A =
» + v —p und vertauscht die Reihenfolge der Summationen,
so entsteht der Ausdruck:

p+m—1 &

S Z Sy o) Guu(1,2,...

p=20 v=20

dp+m—/ly
) Gy

der nach (7) in der Tat gleich der rechten Seite von (9) ist.
Nach (8) 1Bt sich nun die hyperg. Diff.gl. (1)auch in der Form
schreiben:

v + @y
(10) A/OBm—i (a’ln l) X A_‘/OAn——l (dl ) O(AO_BO—I>

Dabei sollen an Stelle der (m - 2) Koeffizienten A4,, B, der
Diff.gl. die (s - »n) Parameter «,, 8, als Wurzeln der algebrai-
schen Gleichungen eingefithrt werden:

n
D ,
l, An_y(—a)'=0; o=uay, t,...%p;
v =10
m
e
M B (1—87=0;8="L1, B .. B
v=2>0
Es ist also
(1) A,=C,(—oy,—dy, ...—uy); Bo=C, (1—F81, 1—L8,, ... 1—B,).

Die Diff.gl. (10) wird in der Tat, wie man unmittelbar besti-
tigt, durch die formalen Reihenentwicklungen (4) und (3) be-
friedigt.

Durch die Substitution: x = p* £ nimmt die Diff.gl. (10)
folgende Gestalt an:

m n
= vV _ 14
(12) N B R, s b SN SR
4 ms—=uv. (dln E)“ b3 A Nr==d) (dlrl :’;)), )
e 0 . v =0 N

wo A, =p"4,, B,=p"B,; also nach (6) und (11):

(13) A =C(—poy,—poy ... —p )
B,.= 'gx'@[l_lel]:p[I _@2]’ o p[I '—{-J)m])'
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Daraus folgt, daB3 die allgemeinere Form (12) oder:

m d n d
—y A‘.,}, v . ) v},
’ o v R—
P bm--V g dEr iy Fn—v ges dEr =0
v=20 v=0

sich in einfacher Weise auf die hier behandelte Diff.gl. (1) bzw.
(10) zurtickfiithren 1aBt.! Diese gestattet ihrerseits die in folgen-
dem Satz ausgesprochene Reduktion mittels Integraltrans-
formation:

Die ausgeartete hyperg. Diff.gl. %' Ordnung (10) besitzt das
partikuldre Integral:

(1) y(x) =./‘e_“_/([;j]px) du (p=n—m),

5
wenn /(x) ein beliebiges partikulidres Integral der nichtaus-
gearteten hyperg. Diff.gl. #'** Ordnung ist:

_ S d* ] ()
(15) NUBy = Ap_2) Sete
° = G ) (i = O
wo
, I 2 -1
(16) Bv:6v(1—ﬂ1) I— [, -‘-I—Bmypyp; p/) -

[ ]
Dabei ist S ein beliebiger Schleifenweg, der im Punkt 2 = oo in

einer der Halbebene 3 () > o angehérigen Richtung beginnt
und endet.
Das Integral (14) konvergiert, da die Stelle x = co ecine Be-

stimmtheitsstelle der Diff.gl. (15) ist, also die Funktion / (l:;j]l 1)

flir 2 - 0o héchstens von endlicher Ordnung unendlich groB
wird.

Die Diff.gl. (15) wird durch die 22 Parameter «,, 5, (v =1,
2, ..n) charakterisiert, wenn man B, =&, (1—p;,... 1 —,) und
(r7) Bm+V:V firv=1,2,...p

2
definiert. Das Argument 1 — 3, = o ist in der Darstellung (16)
unterdriickt. Insbesondere folgt B), = o.

1 Speziell fiir p = —— 1 erhilt man die zu Anfang erwihnte Transfor-
mation vom Fall » < 2 auf den Fall > 2.
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Der Beweis des hier ausgesprochenen Satzes kniipft an die
Feststellung, daB3 die Funktion /(x) = /(x?) der Diff.gl. geniigt:

08 Y [Brs— A gy =0 o=

v=20

wo A, der in (13) angegebene Koeffizient und

B, =6, (p[1—"Pl, ... pl1—Bm], 1,2, ...p—1)
ist. Diese Diff.gl. kann aber nach (9) auf die Gestalt gebracht
werden:

m — n —_—
ar N o av f (x“)__ w derg ?IV ](I)_
d xP 4/0 By (d In x)” 2—/0 An— (dln x)»

mit den in (13) angegebenen Koeffizienten 4,, B,.
Das Integral (14) fiir ¥(x) 148t sich nun in der Form schreiben:

(19) ye= e J(wE) du; x=(pE)r.
5
Geht man also von der Gleichung aus:

LD ORI R O

dur K T ) R AR I %)

V= y =
multipliziert sic mit ¢—¥%, integriert sie dann lings des Schleifen-
weges .S und beachtet die durch partielle Integration zu gewin-
nende Umformung:

[eudr dTC0 [T C) 5

dur (zz’lniz_t)" "= J

@intw) “" = (@ 1n 2"
so zeigt sich in der Tat, daBl ¥ (19) als Funktion von £ der Diff.gl.
g

(12), mithin als Funktion von x der Diff.gl. (10) geniigt.

§ 2. Die Hauptintegrale.

Im Integranden von (14) tritt eine Funktion /(#) mit den bei-
den endlichen singuldren Punkten # = 0,1 auf, wobei

(20) == i p. v = (n g)n
» (
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ist; der Integrand besitzt also im Endlichen die (p + 1) singu-

I
liren Stellen: # =ound # = - (w=o1,..p— 1 mod p), wo

1 Qimpn

1o I .
(21) = - 2P mit arg £ = » argxundeg,=¢ P sei.

Der Variabilitatsbereich von arg x oder arg £ wird spiter je-
weils flir das betreffende Integral y(x) geeignet festgesetzt wer-
den. Er umfaBt sowohl in x wie in € [vgl. (26), (31), (41)] zu-
nichst einen Winkelraum > 2w, der nachtriglich [vgl. (42)]
auf 27 eingeschriankt wird; das heif3t, die Integrale y(x) sind auf
einem geeignet ausgeschnittenen Stiick einer bei x = o ver-
zweigten unendlich vielblattrigen Riemannschen Fliche definiert.

Nachfolgend sollen beziiglich der Funktion /(#) [vgl. (DII)1]
und des Integrationsweges .S drei spezielle Annahmen getroffen
werden. Dabel sei stets vorausgesetzt, daf3 keiner der Parameter
o (1 S A< %), B (1 £ %< m) und keine der Parameterdiffe-
renzen o; — o, £ — By (A == v) ganzzahlig sei.? Der Vollstindig-
keit halber soll hier auch das zu x = oo gehérige kanonische
Fundamentalsystem in Integraldarstellung wiedergegeben wer-
den.

1. J(#) sei ein Integral des zu ¢ = co gehérigen kanonischen
Fundamentalsystems [vgl. (5) und (D 46)]:

o) S =10 W= f (L T e T,

Der Schleifenweg Soo verlaufe lings der positiven reellen
. . 1

Achse von # =00 bis zu einem Punkt » = »; > _, sodann
S

auf dem Kreis # = »; in positivem Umlaufsinn um alle end-
lichen singuldren Punkte und von # = »; lings der positiven

1 Die arabischen und rémischen Ziffern hinter D verweisen auf die ent-
sprechende Bezifferung der Gleichungen bzw. der Definitionen und Sitze
in der Dissertation. Es werden aus dieser alle Bezeichnungen iibernommen
nur mit Unterdriickung der auf die Ordnung der Diff.gl. beziiglichen In-
dizes 7.

2 AuBerdem macht der Fall, daB eine Parameterdifferenz o; —p, negativ
ganzzahlig ist, eine kleine Anderung in der Wahl des konstanten Faktors
bei den Funktionen ¢; (x), ¢; (x) notwendig, damit die Reihenentwicklungen
(30}, (39) sinnvoll bleiben.
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reellen Achse zuriick nach z = co. Mit Hinzunahme eines zweck-
miaBig gewihlten konstanten Faktors wird demnach:

y=x"%d; (x);

. P oinpa; u\—re; 2 |P
0 sirm g o

P

W',(#) ist fiir jeden nichtverschwindenden Wert x (einschlieB-
lich x = co) und jeden Punkt 2 des Integrationsweges wegen
£ > 1 cine eindeutige reguldre Funktion; die Potenz %7 = ¢rin«
sei so festgelegt, dafl im ersten Teil des Integrationsweges (positiv
reelles #2) § In 2 = arg 2= o0 ist. Damit ist ¢; (x) als eine fiir jeden
Wert x == o regulire eindeutige Funktion definiert und x—% 1, (x)
(x =1, 2,..#n) stellt daher das zur Bestimmtheitsstelle x = oo
gehorige kanonische Fundamentalsystem dar.

2. J(#) sei ein Integral des zu ¢ = o gehorigen kanonischen
Fundamentalsystems [vgl. (4) und (D 44)]:
(24) _/(t; — ll_ﬂ/(D,<f>, q)/Ct) :f (d-l + I —‘9/‘., R 29 + I—ﬁ,‘, t).

Brt1—0n. P+ 1—0s
Der Schleifenweg S verlaufe lings eines Strahles arg « = &

. . i I
von z = co bis zu einem Punkt 2, = #, ¢! mit 7, < _, sodann

]
auf dem Kreis # = 7, in positivem Umlaufsinn um den singu-
laren Punkt # = o und von # = %, mit arg # = 9 zuriick nach
# = c0. Dabei ist vorauszusetzen, daB3 der Strahl arg » = § der

. . . 1
Halbebene % () > o angehért und keinen singuldren Punkt -~
E[l

4>

-

trifft; er verlaufe etwa in dem durch die Strahlen arg « = arg .
s

und arg # = arg -s,:l bestimmten Winkelfeld, also:

T T I 1 T
(25) — <Y<+ ——arg x<9<{— argx-+-",

21 2 ? g ~Tp g ?
Hieraus ergibt sich fiir die Variable x die Einschrinkung:

T e
(20) ——pq<argx-<27:—}—p12.



246 E. Winkler

Unter zweckmiBiger Wahl eines konstanten Faktors wird
demnach:

| Vamr—t
7 y=2"le(x); e(r)="—7r—
/ Vp

(1—£p Z
T S [ s (U)p D, ([”]I x)du.
T e » ?
3

Dabei soll im ersten Teil des Integrationsweges #’ = ¢’ In
mit §ln 2% = arg # = & sein und in dem Teil |2 = 7y, also fiir
¢t < 1 die Funktion ®; (#) den durch die Reihe (24) bestimmten
Wert haben; mittels analytischer Fortsetzung ist daher der In-
tegrand fiir den ganzen Integrationsweg S eindeutig festgelegt.
Damit ist ¢;(x) als eindeutige regulire Funktion auf dem Teil
(26) der bei x = o verzweigten Riemannschen Fliche definiert.
Der Index » mdge auf die Werte 1 << A < s beschrinkt bleiben,
da fiir m < A < » wegen (17) @.(x) = o wird.

3. /() sei das bei # = 1 mehrdeutige Integral eines zum ein-
fach singuliren Punkt # = 1 gehérigen kanonischen Fundamen-
talsystems [vgl. (DII), (D7), (D48)]:

I
I'(s)
durch eine fiir [#— 1| < 1 konvergente Reihe nach Potenzen
von ¢ — 1 darstellbar! und

(28) [ (&)= (—1)"1Q, (), wobel Q, () = G(—r1)

n m n
\ 7 + 1
e cO=10=Y @G—u)= Yo— Yo+l
v=1 V=1 =1
ist. Auch o sei als nichtganzzahlig vorausgesetzt.
. . . I
Der Schleifenweg S, verlaufe lings eines Strahles arg (# — - E)
€
. . I .
= %, von # = co bis zu einem Punkt g = — - »; ¢;0¢ mit
Eud )
I 2 . - I .
7y < -, 73<- sin -, sodann auf dem Kreis #——' =4 in po-
i g7 o wG

! In (D 48) kann die Potenz x1—%n noch mit der G-Reihe nach (D 42)
verschmolzen werden. Die rekursive Definition (D 41a) der Reihenkoef-
fizienten spezialisiert sich fiir Q,(z) zu der Formel (D 51), die jedoch dahin
berichtigt werden muf}, daB [«;],_, durch [, + v]; _, zu ersetzen ist.
Die formal-symbolische Schreibweise (D 51a) ist demgemiil} zu streichen.
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o . . . . I
sitiven Umlaufsinn um den singuldren Punkt z = —_ und von
€ud
1

# = 13 auf dem gleichen Strahl zuriick nach # = co. Dabei
ist vorauszusetzen, daf3 dieser Strahl der Halbebene $(x) > o
angehort und keinen singuldren Punkt trifft; er verlaufe etwa

in dem Winkelfeld des AuBenwinkels, der zu der Ecke jlg des
;‘ll

durch die singuldren Punkte ;Ié (v = 0,1,...p — 1) bestimm-
ten reguldren p-Eckes gehért; also:

T T
— e

(30) o

T > ol T
_VZ—E—arg(syg)<3y<; —}—b——arg (e E).

Hieraus ergibt sich fiir die Variable x oder £ die Einschrin-
kung:

(31) " ar s,E<n—!——7—r—
» < arg (ex &) »
und es wird unter zweckméafBiger Wah! eines konstanten Faktors:

. 14
(32) V=g, <x> = :If_*{igzina / e ¥ ]1 ([%J x)du
K

"

Bei Einfithrung der Substitution: # = = + v wird

e &

u\P 2% \P . N
(p) x=(1+¢e£v)? und (;ﬁ) x—1=pelv-y (e.80),

L4

o EY I\ zv—1 . _
wo y (£) = , p(v) Er—1 4 (0) = 1, und man erhilt:

v=1

1

1

(33) () =e " (pef) T w (s )

v 1 I :
2=l oo
-G(p&v-x(iv))dv,
wo s der dem Weg S entsprechende Schleifenweg um v = o
ist. Dabei soll im ersten Teil des Integrationsweges % = ¢o°lnv
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mit § In v = arg v = &, sein und in dem Teil |o| = 7; sollen
¥°~! und G die durch ihre Reihenentwicklungen definierten
Werte (speziell die Werte 1 fiir 2 = 0) haben; mittels analytischer
Fortsetzung ist daher der Integrand fiir den ganzen Integrations-
weg s eindeutig festgelegt. Damit ist w(£) als eindeutige regulire
Funktion auf dem Teil:

™

(33) ;( argi<ﬁ+z€

»

der bel £ = o verzweigten Riemannschen Fliche definiert.

Diez2npartikuldren Integrale (23), (27) und (32) sollen
die ,,Hauptintegrale® der hyperg. Diff.gl. heiBlen; nach-
folgend werde ihr Verhalten in der Nihe des unendlich fernen
Punktes bzw. des Nullpunktes noch niher untersucht.

1. Der Integrand von (23) 1aBt sich nach (22) [vgl. (3)] fiir
jeden nichtverschwindenden Wert von x in eine fiir alle Werte #
des Integrationsweges S, gleichmidBig konvergente Reihe ent-
wickeln. Durch gliedweise Integration mit Beriicksichtigung
der Umformungen:

H F(oc, I—Bg-}—v):pﬁiP(oc;,—}—v-}-;)
0=0

e=m+1
_VpVar""
prla Lpaitpv);
ZZ'ne—inzm;_
e~ U P I gy == ()P T )
0 I'(pa,+pv)

Seo
erhilt man in Ubereinstimmung mit (5) die Reihenentwicklung:
w1 —Pqy ..oy TP [ (— TP

(36)  {a(x) = f( I—Si,. aﬁil_fﬂ E )(x_x,z,... 7).

2. Fiihrt man im Integranden von (27) fur ®,(¢) die (4 + 1)
ersten Glieder der Reihenentwicklung (24) mit Zufigung des
Restgliedes R, () ein, so erhilt man durch gliedweise Integration
mit Benutzung &dhnlicher Umformungen wie im vorigen Fall
die Entwicklung'

R T et TR JO T el R RO
# () = ZF(B+I—B».+V) T Buti—B+v"

+ Ry (:K),

(37)
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wo Ry (x) sich durch Ry (¢) mittels derselben Integraldarstellung
(27) ausdriickt wie ¢@; (x) durch ®@; (7).

Nun zerlege man den Schleifenweg S in die zwei Teile S®
und S®, wo SM aus dem Kreis |z| = 7,, S® aus dem doppelt
durchlaufenen, von #, nach oo erstreckten Strahl bestehe und

etwa 7y = ZIE gewihlt sei. Dadurch erhdlt man eine entspre-
chende Zcrlééung Ry (x) = RY) () + RD (x).
Fir alle Werte # von SO ist nun wegen |¢f| = [(#&)?] < 1

die Reihenentwicklung ®; (¢) gleichmafBig konvergent und der
Ausdruck #—* R, (¥) strebt fir x->o gleichmaBig nach Null,
woraus 331_‘;70 x—* RY) (x) = o folgt. Ferner gilt fiir jedes #« des
Integrationsweges S®), der ja auBler # = o0 keinen singuldren

Punkt des Integranden trifft, eine Abschitzung der Form: R (2)
< M- t¥, also:

(o)
R;{'DCU) <C- x.N'/‘e—u‘7‘p(1_ﬁ’.’+‘\')v’ AUy =+ 0]
L
o
=C e . N .| rUU—3+N) ]| ,—7 "Zj- pl—2; +N) .
X 2y e 1+ v|.
= . %,
0
Daraus folgt wegen
I _cos?
Uy =, 7 g7 =g 2l (cos & >0),

25
daB R (x) fir x>0 im wesentlichen wie die Exponential-
funktion ¢ ¢ (¢ >o0) nach Null strebt. Insbesondere ist also
lim x—* R® (x) = o und daher auch:
x—>0
limx—* Ry, (x) =o.

(38) i r(x) =o0

Die beiden Gleichungen (37), (38) lassen sich in die fiir alle x
des Winkelfeldes (26) giiltige asymptotische Reihenentwicklung
zusammenfassen:

) . o+ 1 —08, .o 1 —8;
(39) % () f(gi+1—s,~.,...am+:—.3;.*)‘
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3. Entsprechend wird der Integrationsweg s des Integrales
(34) in die zwei Teile s und s@ zerlegt, wo s aus dem Kreis
| v | = 3 und s® aus dem doppelt durchlaufenen, von v = »3et%
mit arg v = ¥, nach oo erstreckten Strahl bestehe. Da sich der
Integrand in eine fiir hinreichend kleine Werte | £v | konvergente
Potenzreihe nach £u entwickeln 1483t, ergeben dieselben Schliisse
wie im vorigen Fall, daBl w (§) in dem Winkelfeld (35) durch eine
nach Potenzen von § aufsteigende asymptotische Reihe darstell-
bar ist. Insbesondere folgt daher aus (34) die innerhalb des Be-
reiches (335) giiltige Beziehung:

) lim o @) =1.

§ 3. Fundamentalsysteme und Ubergangssubstitution.

Die folgenden Untersuchungen erfordern die Beschrinkung
auf ein gemeinsames Gebiet der Definitionsbereiche (26) und
(31) der s Integrale x'—/ ¢, (x) und der p Integrale o, (x).
Falls es ein solches Gebiet gibt, bilden die genannten # 4 p =
Integrale daselbst, wie leicht einzusehen ist, ein Fundamental-
system, mit dessen Hilfe sich das asymptotische Verhalten eines
beliebigen partikuldren Integrales der ausgearteten hyper-
geometrischen Diff.gl. %!’ Ordnung in der Nihe der Unbe-
stimmtheitsstelle x = o charakterisieren 146t.

Da der Winkelraum (31) in der x-Ebene durch die Unglei-
chungen definiert ist:
(41) —2np—pun—mn< argr< —2mp-fpw + 7,

so ist z. B. die langs der positiven reellen Achse aufgeschnittene
xz-Ebene:

(42) ol argx< 2w

ein gemeinsamer Definitionsbereich, wenn p auf die Werte

_?+3 P+
. SR

system soll daher aus den s Integralenx' =72 g, () (A =1, 2,...m)

eingeschrinkt wird. Das Fundamental-
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und jenen p Integralen w, (x) gebildet werden, deren Indizes
folgende Werte durchlaufen:

fur gerades p: fir ungerades p:

(43) I ——‘Z < ”éjz) __l?gl < Mg&?.

Dabei ist zu bemerken, dall cin solches Fundamentalsystem
von ausgezeichneten Integralen in der Umgebung der Un-
bestimmtheitsstelle (das gilt ganz allgemein) auf schr viele ver-
schiedene Arten gebildet werden kann. Denn in der Definition
(27) des Integrales x' =/ ¢; (x) wurde bezliglich der Richtung
arg 2 = ¥ beim Integrationsweg S eine in dem zweiten Un-
gleichungspaar von (25) ausgesprochene willkiirliche Fest-
setzung getroffen, fiir die von vornherein p gleichberechtigte
Moglichkeiten bestehen. Es gibt daher p zum gleichen Index x
gehérige Integrale x' 72 q; (x), die in verschiedenen, sich teil-
weise Uberdeckenden Winkelrdumen mit der gleichen Winkel-
offnung (p 4 2) = dieselbe asymptotische Darstellung (39) zu-
lassen. Das Analoge gilt fur das Integral o, (x) nur mit dem
Unterschied, daf} hier beziiglich des Integrationsweges .S, fiir
die Richtung argz =9, p bzw.p — 1 (je nachdem p ungerade
oder gerade ist) verschieden grofle Winkelrdume zur Ver-
fugung stehen, von denen nur der hier gewdhlte eine Winkel-
offnung > = hat. Unter den verschiedenen Integralen o, (x),
welche dieselbe asymptotische Darstellung (33) mit (40) in einem
gewissen Winkelfeld der £-Ebene besitzen, ist also nur fiir das
hier gewihlte der Offnungswinkel dieses Feldes grofBer als 2 7.

In diesem Zusammenhang sei noch erwihnt, daB3 die Integral-
darstellungen (27) und (32) auch die analytischen Fortsetzungen
der Integrale x'7/i @; (x) bzw. w, (x) iber die Definitions-
bereiche (26) bzw. (31) hinaus liefern, wenn nur bei variierendem
x die Integrationswege S bzw. S, in geeigneter Weise stetig de-
formiert werden ohne einen singulidren Punkt des Integranden
zu treffen. Dabel ist der von # = u, bzw. # == %, nach # = co
erstreckte (doppelt durchlaufene) Weg nicht mehr geradlinig
und die Integrale weisen daher, wie man leicht erkennt, ein an-

deres asymptotisches Verhalten als innerhalb der betrachteten
Winkelfelder auf.
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Es mégen nun auch die Potenzen x7, (—x)r und & fur die
aufgeschnittene x-Ebene (42) durch die Festsetzungen definiert
werden, daBl »” =1 fir x =1, (—a) =1 fiir x = — 1 und

b . I . o .
§ = e’ mit §Iné = arg & =]5 arg x sein soll. Damit ist in

der aufgeschnittenen x-Ebene sowohl das zur Bestimmtheits-
stelle x = oo gehorige kanonische Fundamentalsystem wie das
Fundamentalsystem ausgezeichneter, zur Unbestimmtheitsstelle
x =0 gehoriger Integrale eindeutig festgelegt, und es soll jetzt
die Ubergangssubstitution bestimmt werden, welche dieses durch
jenes ausdriickt.

Zur Bestimmung der Koeffizienten ¢, in der Gleichung:

n
(442) wo ()= &z~ &, (x)
v=1
sind zunichst die Parameter «,, 3, den folgenden Einschrin-
kungen zu unterwerfen:
Ra) <R firv=1,...0—1,241,...5;

(44b) R() =05 Re) = 1.

Ferner seien im Anschluf3 an (D 60) die Ausdriicke eingefihrt:

n m
II sinw(B,—a) II sinm(B,—a,)
o=1 ’ 0=1 b
a, = T—— —; a,=>—— -
Il sinm(ep— o) IT" sinw(o,— a,)
e=1(F») e=1 (Fv)

Der Akzent am Symbol II soll daran erinnern, daB fir den lau-
fenden Index p der Wert v auszuschlieBen ist.
Nach (32) {vgl. auch (28) und (44b)] ist nun:
oo
: "
(44¢) ©4(x) = / et (t—1)"1Q, (H)du [z‘ = (;) x= (ﬂa)”]
i
und nach (D 59) besteht die Ubergangssubstitution :

(444) t—r Q@ =" Y a0,

v=1
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Der Einfachheit halber mégen x und # auf positive Werte be-
schrinkt werden, also # > 1; die Potenzen # und (¢ — 1) sind
dabei in Ubereinstimmung mit den fiir den Integranden von (32)
und fiir die Giiltigkeit der Ubergangssubstitution (D 59) getrof-
fenen Festsetzungen durch die Festlegung des Wertes 1 fiir # = 1
bzw. ¢ = 2 definiert.

Mit Riicksicht auf die erste Voraussetzung (44b) folgt aus
(443, o):

oo

L= ——— lim ™o, (x) = lim /e““u—l’“u (B du,
(44e) cu o (o0) ] o (%) s>t ) £@)
(44f) g(z‘) % <i—1)"—1 Qn<t>

’ ( )
und analog aus (44d) [vgl. auch (3), (17), (22), (36)]:
¥, (o)
e (0)

lim g () = La
t=> 0o kS

T o=1

= qu',{pP"x H r (ocu-{— I -——P-) sin 7 (P—ay)
b ? ?

p—iﬁpuu ﬂlu

—

_HP~—M P)
00 (p T

also:
n—1 !
limg(5) = Vp (T o @
(44 g) t_;go & ? (2) I' (1 ﬁ ay) £(29).
Zur Bestimmung des Grenzwertes (44¢) soll nach Vorgabe

einer beliebig kleinen positiven Zahl e der absolute Betrag der
Differenz:

D = j eV P“Vg(t)a’u—g(oo)j eV TP d u
1/

abgeschitzt werden. Es sei » eine kleine positive, noch geeignet

zu wihlende Zahl und ég 7. Dann gilt:
oo
W) DX [ e tu i g(t)—g(o0)] du|

r . ‘
+ I .//‘E—u Zt—p“;;g<j>a7u: _+_ ’g <Oo)j‘e—u 20—P% Jy ]
1/3 0
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Das letzte Glied ist, da das hier auftretende Integral nach (44b)

konvergiert, kleiner als ;, sobald # kleiner als eine gewisse Zahl »/

ist. Fiir das zweite Glied mit = g # < r,also1 < ¢ < cogilteine
Abschitzung der Form |g (¢) | < M [vgl. (44b d, D], so daB

auch dieses Glied kleiner als A ¢z pt—p%(a )< ~ ist, sobald 7

kleiner als eine gewisse Zahl 7’ ist. Nach Wahl cmer festen Zahl
p

» < #,r <7’ konvergiert nun im ersten Glied g (¥) = ¢ ([Z] r)

mit r—>0o gleichmiBig fir alle # des Integrationsweges nach

g(c0), so dall auch das erste Glied < = ist, sobald éklciner als

P
eine gewisse Zahl &' ist. Daherist D < ¢ fﬁré < & oder x > (‘g) ,

wenn 8 < &', 8 < » gewihlt wird, und der Grenziibergang (44¢€)
ergibt:

i —1
_g(oo)/e Ug—pa, a’u—V}( )pza;.

Diese Berechnung der Konstanten ¢, wurde zwar nur unter
den Voraussetzungen (44b) ausgefthrt; doch gilt die Gleichung
(44a) nach dem Prinzip der analytischen Fortsetzung mit den
namlichen Konstanten ¢, auch fiir Parameterwerte ay, Bv auler-
halb des Bereiches (44b). Beachtet man tiberdies, daB o, (x) aus
©g (%) durch | u | Umldufe der Variablen x um den Punkt x = o
mit Uberschrexten des Verzweigungsschnittes arg x = o hervor-
geht, wobei der Umlaufsinn durch das Vorzeichen von u be-
stimmt ist [vgl. z. B. die Darstellung (33)], so erhilt man:

gt =
46 ()= Vﬁ(Z) P e g, ().
v=1
Ganz analog werden die Koeffizienten der Ubergangssubsti-
tution:
(47 a) (—) =729, (x) = ,,(—x) @, (x)

zunichst unter den einschrinkenden Annahmen:
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(47b)  R(o) < R(w,) firv=1, .. . %—1,x+1,...%;

RPH<1; REH I R(ew) 1 [festes » und 2]
bestimmt mit Hilfe der Gleichung (27):
p—1 2
10 () i () = V2T [ (=0, ()
Vy
0
und der Ubergangssubstitution (D 61):
n
— =0, = e Hy— %
wd b= 2 g el el 10}
Der Einfachheit halber mége x auf negative Werte (arg x = x)

beschrankt werden so dal} sich fur arg # = & nach (23) die Be-
schrankung ~ Ty <ﬁ ergibt; daher kann auBlerdem # auf
positive, also ¢ auf negative Werte beschriankt werden und die
Potenz (— #)7 ist durch die Festlegung des Wertes 1 an der

Stelle # = — 1 definiert.
Wie im vorigen Fall schlieBt man nun:

(47¢) o = lim (— )%t 1=/ g, (x)

b (00) 00
— T Uy~ P% g (£) du,
A‘——):\“
Var" ™! pre
(479) ; - NI RD
£0="y, w(oo>< ) “
V21 a2, \P‘ (:>O>
' ] Ve )(1 14
(47g) t;rr; Vp : sm"r(B,——O'y) ‘-'u('\O)

’

. TP Ay

~ osinm (Bi—a) D(1—pa,)
Zur Bestimmung des Grenzwertes (47¢) wird wieder die Ab-
schdtzung (44h) getroffen mit der einzigen Anderung, daB im

. . . I
zweiten Glied die untere Integralgrenze . durch o zu ersetzen
4

ist. Hieran schlieBen sich dieselben Uberl'egungen mit Bertck-
sichtigung der Voraussetzungen (47b), wobei insbesondere im
zweiten Glied die Funktion g (¢) (47f) fir alle # der negativen
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reellen Achse nach (47b) der Abschitzung | g (7) | < M geniigt.
Daher liefert der Grenzibergang (47e¢) den Wert d;, =

g (©0) I'(1 —po,) und es folgt, unabhingig von den Voraus-
setzungen (47b):

@ (o hm@ = 3o s ()T b )
=1

Die Gleichungen (46) und (48) stellen zusammen die gesuchte
Ubergangssubstitution dar. Es ist beachtenswert, da3 die Glei-
chung (48) auch im Fall p = o richtig ist und die entsprechende
Ubergangssubstitution der nichtausgearteten hyperg. Diff.gl.
liefert.

Zum Schluf sei daran erinnert, dafd man die ausgeartete hyperg.
Diff.gl. auch durch Grenzubergang aus der nichtausgearteten
ableiten kann,! indem man Bp.i1 = Bpi2 = ... B = w;
x = wP x’ setzt und zur Grenze w->c0 iibergeht. Auf diese Weise
erhilt man auch die Rethenentwicklungen (5) und rein formal
die asymptotischen Reihen (4) sowie die Ubergangssubstitution
(48) aus den entsprechenden Ergebnissen der nichtausgearteten
Diff.gl. Dagegen findet man auf diesem Weg weder einen Exi-
stenzbeweis fiir die Integrale ' 7% ¢, (x) noch die Integralew, (x)
(33) mit der zugehorigen Ubergangssubstitution (46).

1 Vgl Rajewski, Anz. d. Akad. d. Wiss. in Krakau 1901 (p. 423).
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