Sitzungsberichte

mathematisch-naturwissenschaftlichen

Abtellung

der

Bayerischen Akademie der VWissenschaften

zu Miinchen

1940. Heft 1

Sitzungen Januar-Juni

Miinchen 1940

Verlag der Bayerischen Akademie der Wissenschaften
- In Kommission bei der C. H. Beck’schen Verlagsbuchhandlung




23

Systeme von Partitionen und Gitterpunktfiguren I.

Rekursionsformeln.

Von Heinrich Tietze in Mtinchen.

Vorgetragen in der Sitzung vom 4. Mai 1940.

§ 1. Verschiedene Aufgaben iiber Partitionen.

1. Im Folgenden handelt es sich um Verallgemeinerungen
einer an anderer Stelle® besprochenen Frage aus der additiven
Zahlentheorie.

Sei m cine positive ganze Zahl. Ein System von positiven ganzen
Zahlen ay, a,, . .., a;, deren Summe gleich » ist, wird als eine
,,Partition‘‘ von 7 bezeichnet. Dabei kommt es auf die Reihen-
folge der Zahlen a, nicht an, so dal beispielsweise 2, 1, 2 und
2, 2, 1 dieselbe Partition der Zahl g darstellen®. Die Anzahl /
der Zahlen 4, geniigt natlirlich der Ungleichung 1 £/ < m
und kann jeden der Werte von 1 bis s annehmen, hat also
(wenn sz > 1 ist) nicht fiir alle Partitionen von s denselben
Wert. Trifft man aber die Vereinbarung, dall auch der Wert

! Monatshefte fiir Mathematik und Physik, 49 (1940), S. 1 ff.; vgl. auch
diese Sitzungsberichte, Jg. 1939, S. 16%,

2 Die Anzahl der verschiedenen Partitionen von 2 werde, wie 1. c.1, mit
P(m) bezeichnet; vgl. hiezu Monatshefte f. Math. u. Physik, 48, S. 487 ff,,
insbesondere Nr. 8. So hat man z. B. fiir 72 = 5 die verschiedenen Partitionen
(5), (4,1),(3,2), (3,1, 1,), (2,2,1), (2,1, 1, 1), (1, 1, 1, 1, 1), sodaB P(5) =
= 7 ist.

Will man diese Anzahl P () berechnen, ohne die einzelnen Partitionen
selbst aufzustellen, so kann dies nach der Rekursionsformel geschehen:

Pp(m) = Pyim—1) + Py(m—2)+ ...+ Pyom—17), far 2z Em) (1)

von der eine Verallgemeinerung an spiiterer Stelle (vgl. 1. c. 1) besprochen
werden soll; dabei bedeutet 2}, (»2) die Anzahl derjenigen Partitionen von #z,
deren simtliche Zahlen 2 < / sind, und es ist Py (m) = 1, Pp(m) = P(m)
fiir 2 = m; ferner ist P, (0) = 1 zu setzen.

Minchen Ak.Sb. 1940 I 4



24 Heinrich Tietze

null fiir die Zahlen ¢, zuldssig ist und daB} es auf die Anzahl
der in einer Partition auftretenden Nullen nicht ankommen soll,
so kann man (was verschiedentlich zur Vereinfachung der
Schreibweise bequem sein wird) irgend eine feste Zahl 2 = m
wiahlen und fir alle Partitionen von 7 annehmen, die Anzahl
ihrer Zahlen g, sei gleich £ Nimmt man noch an, die Zahlen
a, seien der GréBe nach fallend geordnet, so erhilt man jede
Partition von 2 in der Gestalt:

ayZay 2. Za 20,

ay+as+ ...+ aq, =m. @)

Die Partition (a4, @y, - . ., @) soll dann eine ,,z-gliedrige Par-
tition von #2'° heilen. Meistens werden wir speziell £ = m
nehmen3.

Sei demgemil

algazg"'gamgo’ ()

ay+as+ ... +a,=m 3
eine Partition von s und sei

by 2by=... 26, 20, 1)

byt byt kb, =m 4

ebenfalls eine Partition von 72 (die nicht notwendig von der Par-
tition (3) verschieden sein muB). Die an der genannten Stelle*
besprochene Aufgabe besteht dann darin, 7*® Zahlen g, .,
deren jede einen der Werte o oder 1 hat, so zu bestimmen, dal3
die Gleichungen gelten:

3

‘4\«1 Spapa = Y, (1S = m),
ta=
(5)

m

A
=

3 Es gilt dies aber nicht von den Uberlegungen in Nr. 11 sowie von den
in Nr. 13 ff. auftretenden =z-gliedrigen Partitionen Z', @”', ... einer Zahl
mq, die < m2 ist.

1 Vgl. Monatshefte fiir Mathematik und Physik, 49, § 3.
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Diese Aufgabe werde als das Problem ¥ (a4, . . ., @, | 65, ..., 6,
oder P (U | B) bezeichnet, wenn fiir die Partitionen die Abkiirzun-
gen (ay, ..., a,) =%, (6;,...,6,) =B verwendet werden. Gefragt
wird nach der AnzahlN =N (U |B) =N(ay, ..., a,|by, ..., b,)
der Losungen dieser Aufgabe P (U |B); vor allem, wann V =o
oder > o ausfillt, die Aufgabe P (Y| D) also unlésbar oder 16s-
bar ist; im besonderen, wann /V =1 ist, also nur eine einzige
Losung g, ,, vorhanden ist®.

2. In Verallgemeinerung dieser Frage betrachten wir 7z -+ 1
Partitionen (7 = 1) der Zahl m:

AV = (a0, . ., ") o= vZm

und stellen die Aufgabe P(U|U'|...|U™), »"*+! Zahlen
Euotts ... pp, SO 2 bestimmen, daf} jede einen der Werte o oder 1

hat und fiir jedes v und jeden Wert ., die Gleichung

X =a)  ©SvEm 1<y, <m) (6

gilt, wobei unter 3™ die #-fache Summe iiber alle Indizes
Uy (A == v) zu verstehen ist. Die Zahl 7 moge als Grad, die
Zahl #» + 1 als Dimension des Problems P (2| A'|...| U™
bezeichnet werden. Wieder kann man, so wie vorher im Fall
n =1, nach der Anzahl N =N (U |¥" | ... | A™) von Losungen
Eops ..., dieser Aufgabe P (U |. .. | A™) fragen®.

Die vorliegende erste Mitteilung betrifft eine Rekursions-
formel (vgl. Nr. 13) fiir die Zahlen N (| %'|...|UY™), die
eine Berechnung dieser Zahlen durch Zuriickfithrung auf Pro-

bleme niedrigeren Grades, letzten Endes auch auf solche niedri-
gerer Dimension gestattet.

® Die Antwort auf diese Fragen ist l.c. * in den Sitzen VII, bzw. (m),
(n), (0), (p) (S. 9, bzw. 25-27) enthalten. Wegen des Zusammenhangs dieser
Fragen mit dem Fundamentalsatz der Theorie der symmetrischen Funktionen
vgl. Monatshefte f. Math. u. Physik, 48 (1939), S. 487 ff., insbesondere Nr. 10,
sowie 1. c. 4, Nr. 17,

® Wegen Ausdehnung dieser Frage auf den Fall # = o, vgl. Nr. 12,
4%
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3. Die in Nr. 1 genannte Aufgabe kann folgendermafBlen geo-
metrisch gefaBt werden: Gegeben sind die Partitionen % und 9B
der Zahl 7. Im ersten Quadranten (x > 0, ¥ >> 0) einer Ebene
sollen dann s Gitterpunkte (Punkte mit ganzzahligen Koordi-
naten) so gewihlt werden, daB fiir jeden Wert von p, auf der
Geraden x = y; genau a, der gewdhlten Gitterpunkte liegen
und fiir jeden Wert von p, auf der Geraden y = p, genau ¢,
Gitterpunkte. Wenn man némlich g, ,, dann und nur dann
= 1 setzt, wenn der Punkt (x = py, ¥ = w,) zu den gewdhlten
Gitterpunkten gehort, so erhilt man aus einer Lésung der fiir
Gitterpunkte ausgesprochenen Aufgabe eine Losung der in Nr.1
genannten Aufgabe P (%|DB), und umgekehrt fithrt jede Lésung
der letzteren Aufgabe zu einer entsprechenden Gitterpunktfigur.

Analog ist die in Nr.2 angefiihrte Aufgabe in 2 4- 1 Di-
mensionen zu deuten und es handelt sich beispielsweise, wenn
N=(ay, .., @y, D=0y ... 8 €=(c ..., ¢, drei
Partitionen von  sind, bei P(U|[B|C) um die Aufgabe, m
Gitterpunkte im ersten Oktanten (x > o0, ¥y >0, 2> 0) so zu
wihlen, dal fiir jedes p; in der Ebene x =y, genau «, dieser
Gitterpunkte liegen, ferner genau 4, Gitterpunkte bzw. ¢, Git-
terpunkte in der Ebene y = p, bzw. 2 = p3. So stellt etwa
Fig. 4 (zu der Anm. 18 zu beachten ist) eine Lésung der Aufgabe

sp<7:4y2[7,4,2|7,4,2)dar.

4. Die genannten Aufgaben gestatten iibrigens, wie noch er-
wihnt werde, in verschiedener Hinsicht Verallgemeinerungen.

Beispielsweise kann man nach #z Gitterpunkten & des drei-
dimensionalen xyz-Raumes fragen, derart dafl fir jedes Paar
ganzzahlig-positiver Werte x, A auf der Geraden y = %, z =
die vorgeschriebene Anzahl a,,,,, auf der Geraden z = %, x =)
die vorgeschriebene Anzahl 4, ,, und auf der Geraden x = x,
y = A die vorgeschriebene Anzahl ¢,,, von Gitterpunkten G
liegt. Natiirlich sind, wenn die Aufgabe einen Sinn haben soll,
die vorgeschriebenen Systeme von Zahlen a5, &5 45, €435 VOR
vorneherein gewissen Bindungen unterworfen; nidmlich abge-
sehen von der vorgeschriebenen Gesamtzahl 7 der Gitterpunkte
noch dadurch, dal3 beispielsweise sowohl %bx*x als %‘c)\.,_* die

Anzahl der in die Ebene x = A fallenden Gitterpunkte darstellt.
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Der allgemeine Typus dieser Aufgaben sicht so aus, dall Zah-
lengy u, - - p, (gleich o oder 1) mit vorgeschriebener Summe 7

so gesucht werden, daB fiir jede Kombination vy, v, ..., v, von
% Indizes aus den # + 1 Indizes o, 1, ..., # und fiur jede Wahl
der Werte dieser Indizes der Wert der (# -+ 1 — Z%)-fachen Summe
2 vorgeschrieben ist, wenn summiert wird iiber alle
jene Indizes p,, bei denen v von jedem der Werte vy, vy, .. ., ¥y
verschieden ist.

Das soeben erwihnte Beispiel (mit den gegebenen Zahlen
Gy Orxw Cyos entspricht dann dem Fall # +1 =3, 4 =2,
wihrend die in Nr.2 genannte Aufgabe den Typus 2 =1
(% beliebig) darstellt.

5. Wenn man von ihrer Anordnung absieht, sind die #?2 Zah-
len g, ,, der in Nr.1 besprochenen Aufgabe P(U| W) in ihrer
Gesamtheit naturlich von vorneherein gegeben: es sind ihrer
gleich 1 und #2 (2 — 1) von ihnen sind gleich o. Die Aufgabe
besteht lediglich darin, diese Zahlen auf ein Schema von # Zeilen
und s Kolonnen so zu verteilen, daf3 die vorgeschriebenen Zei-
len- und Kolonnensummen (35) herauskommen. Analog kénnen
die Aufgaben von Nr. 2 und 4 aufgefalt werden als Probleme
der Verteilung von 7™ *! Zahlen auf gewisse Plitze, sodal3 ge-
wisse vorgeschriebene Summen herauskommen, wobei die Ge-
samtheit der Zahlen von vorneherein gegeben ist: es sind » Zah-
len gleich 1 und m (™ — 1) Zahlen gleich o.

Statt fiir eine solche spezielle vorgeschriebene Zahlengesamt-
heit von #" ** Zahlen (bei der also nur die Zahlenwerte o und 1
auftreten) kénnten fiir irgend eine andere vorgegebene Gesamt-
heit von M = "+ Zahlen v, v, . .., vy die entsprechenden
Verteilungsaufgaben gestellt werden. Speziell die so fiir # = 1,
/2 = 1 sich ergebende Verallgemeinerung der Aufgabe von Nr.1
hingt bekanntlich mit der Mac-Mahon’schen Verallgemeine-
rung des Cayley-Betti’schen Symmetriegesetzes in der Lehre
von den symmetrischen Funktionen zusammen?.

6. Nach einer anderen Richtung geht die folgende Verallge-
meinerung der in Nr. 1-4 besprochenen Aufgaben. Man kann

7 Vgl l.c.5, S. 490, Anm. 10 und 1. c.4, S. 2, Anm. 31.
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die Aufgabe der Nr.1 so deuten, daB ein in 2 Teilquadrate
zerlegtes Quadrat vorliegt und nun s von diesen Teilquadraten
mit schwarzer, die # (m — 1) librigen mit weiler Farbe zu ver-
sehen sind, sodaB in jeder Zeile bzw. Kolonne die Anzahl der
schwarzen und weilen Teilquadrate vorgeschrieben ist: gleich
ay, und m—a, bzw. gleich by, und m — by, Man kann
natiirlich ganz ebenso bei einem in Teilquadrate zerlegten Qua-
drat (oder Rechteck) eine Aufteilung auf mehr als zwei Farben
suchen, sodal3 fiir jede Farbe und jede Zeile (und analog fiir
jede Farbe und jede Kolonne) vorgeschrieben ist, wieviele Qua-
drate in der betreffenden Zeile (bzw. Kolonne) die betreffende
Farbe haben sollen. Man kann dann wieder nach der Anzahl
der Losungen einer solchen Aufgabe, oder einer entsprechenden
Aufgabe in mehr Dimensionen, fragen.

Die in Nr. 4-6 erwihnten Fragen sollen jedoch im Folgenden
aufer Betracht bleiben.

§ 2. Vorbereitende Feststellungen.

7. Wenn die Zahlen g, ,, , - - -, cine Lésung der in Nr.2

genannten Aufgabe P = P (U | A | A" | ... | AM™) darstellen, so
bilden die Zahlen

* .
Spohs pha by = S o e+ i

natiirlich eine Losung von P* = P (U | A | A | ... | A™), wor-
aus man sofort entnimmt, dall die beiden Probleme 9 und P*
die gleiche Anzahl von Ldsungen haben:

N UYWL Uy = WAL ARY ()
und daB NV (U | %" | ... | ™) {iberhaupt unabhingig ist von der
Reihenfolge8 der Partitionen o, A, ..., A,

8. Auch die folgende Feststellung liegt auf der Hand: Wenn

die Zahlen g, ,, .., ecine Lésung der Aufgabe P = P (¥|

8 Auf dieser einfachen Tatsache (speziell fiir den Fall # = 1) beruht das
Cayley-Betti’sche Symmetriegesetz in der Theorie der symmetrischen
Funktionen.
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| A7 ... | U™ darstellen, — wobei 7z > 1 und ¥ = (ay, a,, . . ., a,,)
sei, — und wir definieren die Zahlen g:o ...y, durch

* —
81 (J.;...[J.n—gQ Ma.. - p?
* p—
LTI ST AT

Bl = By gy (flir > 2),

dann bilden die Zahlen g , ., eine Losung von P* =
=PEA*| A" | ... |UY™), wenn unter U* die Partition (a,, a4, as, .

.. a,) verstanden wird. Offenbar haben P und P* wieder
gleich viele Losungen:

N (U] UMY = N (YU | U

und das gilt natiirlich ebenso fiir irgendwelche Vertauschungen
der a,,.

Diese und die in Nr.7 gemachte Feststellung besagen also, daB3
es fur die Anzahl der Losungen einer Aufgabe P(U|U'|. ..
... | 4™ weder auf die Reihenfolge der Partitionen %, &', ..., A™
ankommt, noch auf die Reihenfolge der Zahlen a%}), . . ., @) inner-
halb der einzelnen Partition Y™,

9. Wenn wir wie in Nr. 3 eine Aufgabe P =P (U | U'|...|U™)
deuten als Aufgabe, m Gitterpunkte des xyx; ... x,-Raumes
in geeigneter Weise zu wihlen, so lduft die in Nr.7 gemachte
Bemerkung darauf hinaus, daB eine Vertauschung in der Rolle
der cinzelnen Koordinaten unwesentlich ist, wihrend die in Nr.8
gemachte Bemerkung besagt, dafl beispielsweise die Rolle der
Ebenen x, = 1 und x, = 2 vertauscht werden kann, ohne daf3
die Aufgabe P sich wesentlich dndert.

10. Eine weitere cinfache Feststellung betrifft die schon in
Nr.1 erwihnte Hinzunahme von Nullen zu den Zahlen eciner
Partition. Seien A, A, ..., A™ Partitionen von =z, derart daB
4, die Anzahl der Zahlen der Partition AM also AM ecine
4,-gliedrige Partition sei:

SNSRI, 1)) (o £v < n);

ty
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dabei brauchen diese Zahlen nicht der GréBe nach geordnet zu
sein. Wenn die Partitionen A in dieser Gestalt vorliegen, ver-
stehen wir unter einer Losung der Aufgabe 9 (% | % | ... | A™)
(analog wie in Nr. 2, wo nur speziell by =4, = ... =4k, = m
gewihlt war), ein System von 4,4, ... 4, Zahlen Elopa* i
(1= py, < 4,), jede gleich o oder 1, die den Gleichungen (6) ge-
niigen (u. zw. jetzt fur allco <v <2, 1 < p, < A). Wird dann

WU* = (ay, ..., a, 0) gesetzt, so erhilt man natiirlich eine L6-
sung g8 b, e, (0= =&+ 1, 1 2 py = 4 fiir v>o0)
von P (A* [ A | ... | A™), wenn man

* . -
gHo;lJ-l:n-:U-n—g[l«ny(-l«h---)l"-n fir 1 guoééo’

* —
g’in"’l: Piseon by~ 0

setzt. Da umgekehrt jede Losung von P* auf diese Weise er-
haltlich ist, hat man AV (U* | U7 || YD)y = V(A | A |...]4™).

Die Feststellungen dieses Paragraphen zusammenfassend kén-
nen wir sagen:

Satz 1. Flirden Wertder Losungszahl M (| |... | A™)
ist weder das Hinzunehmen von Nullen zu den
Zahlen einer Partition oder das Weglassen von Nul-
len, noch die Reihenfolge der Zahlen 4f) innerhalb
der einzelnen Partition, noch auch die Reihenfolge
der Partitionen 4™ von Bedeutung.

11. Im Folgenden wird insbesondere die in Nr. 8 hervorgeho-
bene Moglichkeit, die Reihenfolge der Zahlen a, innerhalb einer
Partition von #: zu dndern, eine Rolle spielen. Wenn wir von
,,verschiedenen Anordnungen‘‘ der Zahlen einer ,,4-gliedrigen**
Partition (a4, a,, . . ., a;) sprechen, so sind dabei die Zahlen-
werte der ¢, maligebend (die ay, sind also nicht etwa als £
verschiedene BuchstabengroBen anzusehen). Dabei ist zu be-
achten, daBl von der Wahl der Gliederzahl 4 die Anzahl der
Nullen unter den Zahlen ay, abhidngt und dafl die Zahl £ mit
von EinfluB} ist auf die Anzahl der verschiedenen Anordnungen
der Partition. Nehmen wir etwa diejenige Partition von 2, die
m Zahlen = 1 enthilt, so ergibt sich, wenn £ = m also keine
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Null zu den Zahlen genommen wird, nur die eine einzige An-

ordnung (1, 1, ..., 1), wihrend beispielsweise fiir £ = m 4- 1,
d. h. bei Hinzunahme einer Null, die # 4 1 verschiedenen An-
ordnungen (o, 1, 1, ..., 1), (1,0, 1, ..., 1), ..., (1,3, ..., 1,0)

moglich sind.

Die Anzahl der verschiedenen Anordnungen ciner Partition
¥ =(ay, ..., a,) hingt also einmal von der Partition % als
solcher (unabhingig von ihrer Darstellung mit mehr oder weniger
Nullen) und dann von der Gliederzahl Z ab. Diese Anzahl der
verschiedenen Anordnungen soll demgemal mit A4, (U) bezeich-
net werden. Seien etwa w,, wy, .. .... , w, dic verschiedenen
Werte (einschlieBlich der Null), die unter den Zahlen z, von U
auftreten, dabei® ¢; mal der Wertw,, ¢,mal der Wertew,, ... ..
(g, = 1), so ist nach bekannter Formel der Kombinationslehre

A (), ..., w) =-—"— (wobei ¢, + ...+ g, = £);
n (21 N PRI . @

oder auch, wenn »; mal der Wert o, 7;mal der Wert 1, .. ...
7,, mal der Wert 7 unter den Zahlen a, der Partition U auftritt
(7y, 2 0):

yal . ‘
Ao, 1T, L mTm) = - (mitry+n-+...+7,=4).
m!

rolmlo .7

§ 3. Rekursionsformeln.

12, Wir betrachten nun zunichst den Fall, daB sich unter den
Partitionen U, A', ..., A™ auch die Partition (#, o, ..., 0) =
= (m) findet!?, dal also etwa Y = (m) ist. Es ist dann klar, da
die (# + 1)-dimensionale Aufgabe P (s | A" | ... | A™) sich voll-

® Die Partition 2% werde dann, wie iiblich, symbolisch mit A = (%1,

. ., Wgs) bezeichnet (natiirlich nur, soferne die symbolischen ,.Exponenten’
kein Miflverstindnis hervorrufen kénnen). Beispielsweise bezeichnet man so
mit (23, 1%, 0%) die 7-gliedrige Partition (2, 2, 2, 1, 1, 0, 0) der Zahl 8 und
nicht etwa die 3-gliedrige Partition (8, 1, o) der Zahl g.

1% Da es auf Nullen unter den Zahlen a,, a,, ... einer Partition gemal
Satz 1, Nr, 10, nicht ankommt, kénnen Nullen je nach Bedarf mit angeschrie-
ben oder weggelassen werden.
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stindig deckt mit der #z-dimensionalen Aufgabe P (%' | ... | U™)
und dal3 ,

N |W .. |9 =@ ... | A (8)
ist.

Diese Uberlegung, die zunichst nur fiir 2 > 2 gilt, da 9 (A’ . . .
.| Y™y zunichst gemiB Nr. 2 nur fiir # 2> 2 einen Sinn hat,
138t sich auch noch fiir # = 1 aufrechterhalten, wenn man die
in Nr. 2 fiir » > 1 gegebene Erklirung der Aufgabe P (U | U’ |
.| U™y auf » = o ausdehnt: Gegeben ist eine Partition 9[ =
(zzl, ... a,), gesucht sind die Zahlen &y (gleich o oder 1),
welche den (an die Stelle von (6) tretenden) Gleichungen g, = @,
geniigen. Diese Aufgabe P (%) ist offenbar lésbar, u. zw. ein-
deutig lésbar, nur in dem Falle, dal3 kein einziges ay > 1 ist,
die Partition U also = (1, 1, ..., 1) = (1™) ist. Man hat also

N () = o firr A== (™),
N (™ =1. ©

Es ist aber auch!?

NOon | =o fir U= 01™),
N (m | 1™ =1, (10)

womit die Gultigkeit von (8) auch fiir #z = 1 ersichtlich ist.

13. Wir wenden uns dem Hauptziel dieser I. Note zu, nimlich
dem

Satz 2. Unter den im Folgenden auseinandergesetz-
ten Voraussetzungen gilt die unten angegebene Re-
kursionsformel (11).

Diese Voraussetzungen sind: Es seien 2, A, ..., U™ Parti-
tionen der Zahl 2, wobei m = 2 sei. Von der Partition U =
= (ay, ay, . . ., a,,) setzen wir nunmehr (abweichend von Nr.12)
voraus, dal3 sie mehr als eine positive Zahl! a,, enthalte, dal3 also
A nicht gleich (2, 0, o, . . ., 0) sei. Die Zahlen a,, der Partition plf
seien dann in irgend einer Weise auf zwei Systeme U,, U, ver-

11 Es ist das unmittelbar einzusehen; natiirlich folgt (10) auch aus dem
allgemeinen Satz VII, 1. c.4, Nr.24, S.g.
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teilt, doch so, daB3 keines dieser Systeme nur Nullen enthalt.
Seien etwa 4%, a3, ... die Zahlen von %; und 2%, a%, ... jenc
von U, sodaB af, a3, ..., a%, &%, ... zusammen die Zahlen
von U ausmachen (abgesehen von der Reihenfolge, auf die es
nach § 2, — siche Nr. 8, oder Satz 1, Nr. 10, — nicht ankommt).
Sei a +ay+ ...=myund & +ab+ ... =my (m; =1,
my =1, my + mg =m). Es stellt also U, eine Partition der
Zahl 72, und Y, eine Partition der Zahl 2, dar.12

Fiir die Anzahl &V (U | %' |...|¥™) der Lésungen des
Problems P(A | A |... | UY™) gilt dann, wie wir zeigen
werden (§ 5), die ,,Haupt-Rekursionsformel”:

N W] Uy = (11)
= DTN | 3 W |8 — .. — 5o,
T al- )

die den folgenden Sinn hat: Es bedeutet &' eine Partition von
my, ebenso T, ..., T™ je eine Partition von 7, und die duBere

(mitZ:'bezcichnete) Summe ist zu erstrecken iiber alle Moglich-
()

keiten, 7 solche Partitionen von sz, zu wihlen!3; fir jede solche

Wahl der Partitionen 3/, ..., 3™ ist dann NV (U, | T/ |...|TM)

zu multiplizieren mit der zugehérigen Summe

DN | W~ |4 @), (12)

gV g

die wir sogleich erkliren wollen.

12 So wie fiir die Partition 2 selbst nur die positiven unter den Zahlen 4,
wesentlich sind, so kommt es auch nur darauf an, wie die positiven unter
den Zahlen @, auf die Systeme A; und 2, verteilt sind. Da es also belanglos
ist, wie die unter den Zahlen a, . . ., @, auftretenden Nullen auf %, und %,
verteilt werden, so kann man es, wenn man will, so einrichten, dafl 2, genau
aus 72y Zahlen und A, aus 72, Zahlen besteht.

13 Bezeichnet 2 (»:) die Anzahl der verschiedenen Partitionen von » (vgl.
Anm. 2), so ergibt sich also (P (#;))" als Anzahl der Summanden der duBeren
Summe in (11).
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Dabei sind zunichst die Bezeichnungen %' — I/, .. ., Y™ g0
zu erklaren. Wir gehen hiezu davon aus, daB wir die Partition
2’ der Zahl m, durch Hinzunahme von Nullen als ein System
von ¢ Zahlen schreiben kénnen:

T = (- L) (13)

wobei liberdies noch verschiedene Anordnungen der Zahlen f{;.
moglich sind®®. Wir beachten nun nicht nur diese Partition &’
von s, als solche, sondern auch eine bestimmt gewihlte An-
ordnung der Zahlen #, auf die m Plitze, die sich fiir p = 1,
2, ...., m ergeben. Das gibt also 4,,(%') verschiedene Mog-
lichkeiten, wenn wir die in Nr. 11 eingefiihrte Bezeichnung fiir
die Anzahl der verschiedenen Anordnungen einer m-gliedrigen
Partition beniitzen. Fiir jedes durch Wahl einer solchen An-
ordnung bestimmte Zahlensystem (13) bilden wir dann das Sy-
stem

Wyttt (1)

es kann natlirlich sein, daB3 sich unter den Zahlen a{,_ — t('_L in
(14) auch negative finden. Ist das nicht der Fall, sind also alle
rz{L — z‘;go, so stellt A’ — T’ eine Partition der Zahl m — 2, =
= m, dar. Wenn es nach dem oben Gesagten A4, (L") ver-
schiedenen Zahlensystem (14) gibt, so mége mit B, (%', )
die Anzahl derjenigen Systeme (14), die eine Partition darstellen,
bezeichnet werden. In ganz derselben Weise, wie %' — T, soll

jedes der Zahlensysteme
U0 = (@9 — 2D, o) — 2P, .., ) — 2D (19)

erklart sein, wobei das sich ergebende System (15) nattirlich
wieder nicht nur von der Partition ™ als solcher, sondern von
der gewdhlten Anordnung der Zahlen t&’) in der Partition

IO = (2, .., A

14 Bei der Unterscheidung dieser verschiedenen Anordnungen kommt es,
so wie in Nr. 11 besprochen, auf die bei den sz Zahlen #/ auftretenden Werte

an (die Zl', R tr'n sind also nicht etwa wie s verschiedene Buchstaben-
groBen zu behandeln).
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abhingt. Wenn wir fir jedes einzelne v unabhidngig eine be-
stimmte Anordnung der Zahlen von T wihlen, erhalten wir
eine Gesamtheit von Zahlensystemen

I JRN (s JOR (16)

insgesamt gibt es nach dem Gesagten 4, (¥). 4, (") .....
A, (T™) = A solcher Gesamtheiten; und unter ihnen befinden
sich B (W, T) . B,(W,T..... B, U™, T" =B von der
Art, daB (16) ein System von #z Partitionen der Zahl #z, darstellt.
Fiir diese letzteren hat das Zeichen

N @ | W —Z| ... | U™ — g™y

bereits einen Sinn als Anzahl der Lésungen des gemif Nr.2
erklirten Problems P (U, [U —F'|... | U™ —I™); fiir alle
anderen Gesamtheiten (16), d. h. wenn in wenigstens einem der
Zahlensysteme %™ — T wenigstens eine der Zahlen af) — 73
negativ ist, soll

Ny | W —F ... 9™ -2 =0 (17)

gesetzt werden.

Hiernach ist nun die Summe (12) so zu verstehen, dal3 sum-
miert werden soll iiber alle verschiedenen Moglichkeiten, fir
jedes der Systeme ™ (unabhingig von den anderen) eine An-
ordnung seiner Zahlen z‘;’ zu wihlen. Anders gesagt heiBt dies,
es ist zu summieren iber die 4 verschiedenen Gesamtheiten (16),

Lo

was durch die Bezeichnung der Summe mit 2 angedeutet
20— ()

werden sollte. Wegen (17) braucht man dabei aber von vorne-

herein von diesen 4 Summanden nur jene B Summanden zu

berticksichtigen, fiir welche (16) eine Gesamtheit von Partitionen
der Zahl m, darstellt.

§ 4. Beispiele.

14. Ehe wir den Beweis der Formel (11) bringen, was in § 3
geschehen soll, mége die Handhabung dieser Formel an einem
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Beispiel verdeutlicht werden. (In Nr. 16 wird noch ein anderes
Beispiel ohne Verwendung von (i1) behandelt.) Nehmen wir
etwa m =7, A=(3, 2,1, 1), W =(5, 2), W =(4, 1, 1, 1).
Die Zahlen von U verteilen wir nun beispielsweise auf %, = (2, 1)
und A, = (3, 1), sodaB »y; = 3 und my = 4 ist'5. Wir nehmen
an, daB uns fiir Werte von 2, die < 7 sind, insbesondere fiir
3 und 4, die Zahlen &V (U | W | ") bereits bekannt sind. Fir
2’ und "’ haben wir nun Partitionen von #2; = 3 zu betrachten.
Solcher Partitionen T gibt es drei, namlich (3), (2, 1) und (1, 1, 1)
oder, wenn wir diese Partitionen wie in Nr. 13 als Systeme von
m = 7 Zahlen schreiben:

(3, 0,0,0,0,0,0), (2, 1,0, 0, 0, 0,0) und (1, 1, 1, 0, 0, O, O).

Jede dieser Partitionen kann also fiir €/, ebenso jede fir T'' ge-
nommen werden, wobei aber auBerdem noch jedesmal die ver-
schiedenen méglichen Anordnungen der Zahlen von @ bzw. ¥/
auf die sieben Plitze zu betrachten sind.

Es ist aber sofort zu schen, dal3 die Anzahl der zu betrach-
tenden Moglichkeiten dadurch eine starke Einschrinkung er-
fihrt, daB beispielsweise fur ' alle jene Anordnungen weg-
gelassen werden konnen, bei denen das zugehdrige System
A" — T’ nicht aus lauter Zahlen > o besteht. Da %' = (5, 2) =
(s, 2, 0, 0, 0, 0, 0) aber nur an erster und zweiter Stelle Zahlen
>> o aufweist, scheidet zunichst die Partition (1, 1, 1) fir &
itberhaupt aus und die anderen Partitionen von #2; = 3 kom-
men nur in Anordnungen (#;, %) in Betracht, bei denen ihre
positiven Zahlen auf bloB zwei (statt auf sieben) Plitze verteilt
sind. Wir schreiben also ¥’ = (3) und &' = (2, 1) als zweiglied-
rige Partitionen und haben dann die Anordnungen

(3’ O)’ (O’ 3)’ (2’ 1)’ (1’ 2)'

15 Bei den allgemeinen Erdrterungen in Nr. 13 haben wir jede Partition
von s als sm-gliedrige Partition geschrieben gedacht, also gegebenenfalls
unter Hinzunahme der notigen Anzahl von Nullen. Bei den obigen Zahlen-
beispielen ist es bequemer, die Nullen wegzulassen. Andernfalls hitte man
etwa zu schreiben: ¥’ = (5, 2, 0, 0, 0, 0, 0), A"’ == (4, 1, 1, 1, 0, 0, 0) und
analog U; = (2, 1,0), Y, = (3, 1, 0, 0). Diese Schreibweise mit Nullen tritt
im Folgenden nur dort auf, wo es gemiB Nr. 13 auf die Verteilung der Zah-
len einer Partition auf zz = 7 Plitze ankommt.
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Aber auch hiervon entfillt noch die Anordnung ¥’ = (o, 3),
weil dann ¥’ — @' = (5, — 1) nicht lauter nicht-negative Zahlen
erhilt. Es bleiben also nur

T = (3: O); (183)
T = (2, 1), (1, 2) (18b)
mit den zugehdrigen Systemen:
AW —F = (2, 2), (193,)
W—T =31, 4 0. (19b)

Andererseits kommen, weil A" == (4, 1, 1, 1) vier positive
Zahlen enthilt, fiir '/ alle Partitionen von s2; = 3 in Betracht,
die sich auf vier Plitze verteilen lassen: (27, ¢, ¢3, ¢4). Be-
achtet man aber wieder, dal3 solche Anordnungen wegbleiben
kénnen, fiir welche U — 2" nicht durchwegs nicht-negative
Zahlen erhilt, so entfallen wieder viele Anordnungen, wie z. B.
alle diejenigen Anordnungen von (2, 1, 0, 0), bei denen die
Zahl 2 an einer anderen als der ersten Stelle steht. Es bleiben,
wie man feststellt, nur:

{I’” = (3) 0, O, O)) (203.)
T =(2,1,0,0), (2,0, 1,0), (2,00, 1), (20b)

"'={(1,1,1,0), (1, 1,0, 1), (1,0, 1, 1), (200)
T = (o, 1, 1, 1). (20d)

Bei (20a) ergibt sich &' — T = (1, 1, 1, 1). Bei jeder der drei
Anordnungen (20b) ergibt sich fir %’ — X' bis auf die Reihen-
folge, auf die es nachher bei Berechnung von V (%, | A — T’ |
| W — ) ja nicht ankommt, das System A" — T’ = (2, 1, 1, 0).
Bei jeder der drei Anordnungen (2oc¢) wird, abgesehen von der
Reihenfolge, A" — X" = (3, 1, 0, 0). Bei (20d) schlieBlich wird
A" — T = (4, 0, 0, 0). Bei den 8 in Betracht kommenden Mog-
lichkeiten (20a bis d) fiir die Partition "' und fiir die Anordnung
ihrer Zahlen t” erhalten wir also

A — " =(1,1,1,1) 1mal, (21a)
W — 3" =(2,1,1) 3 mal, (21b)
A — T = (3, 1) 3mal, (210)

A — T = (4) tmal. (21d)
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Gehen wir nun daran, in unserem Beispiel die Formel (11)

anzuwenden, so ist zunichst die dulBere Summezv zu bilden,
()

bei der es auf die Anordnung der Zahlen innerhalb der einzelnen

Partition ™ noch nicht ankommt. Es gibt das in unserem Falle

6 Summanden, da wir fur ¥’ die beiden Méglichkeiten (3) und

(2, 1), fur T die drei Moglichkeiten (3), (2, 1) und (1%) haben;

also gemalB (11)

N:N(271’3:1‘5>214»13): (22)
=N(2,1]3]|3).S1+N(, 1|32 1).5 +
+N(2,1|3]13.S;+N(2,1]2,1]3).5,+
+ N (2,12, 1]2 1).S;4+N(2,1]2,1]1%.8,

wobei die S, S, . .., Sg die noch zu berechnenden zugehérigen

Summen -S_ sind. Beispiclsweise ist

gy _g)

So= D NGAW—T[W—T), Gy

o)zl

wobei &' — T’ alle Méglichkeiten durchlauft, die sich fir @' =
(2, 1) durch die verschiedenen Anordnungen der #, ergeben,
hingegen A" — ¥'" alle Moglichkeiten, die sich fiir & = (1%) =
(1, 1, 1, 0) durch die verschiedenen Anordnungen der #, er-
geben. Fir %' — ' ergibt das (vgl. (19b)) entweder (3, 1) oder
(4, 0), fur A" — " aber die aus (20c) und (20d) sich herleiten-
den, unter (21¢) und (21d) angefithrten Zahlensysteme: 3mal
(3, 1) und einmal (4). Sonach ist

Se=3N(@3,1]3 13 1)+ (24)
+NG 13,114
+3NG 143, 1)+
+ NG44
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Analog findet man

51 =N(37 1 12:2114>’ (25)
Se=3N(3,1]2,2]2,1?,

Seg=3N(3,1]2,2]3 1)+N(3,1]2 2]4),
Sg=N(@3,1[3 1|19 +NGE 1]4]19,
Ss=3N@G,1]3,1]2,1)+3N(,1]4]2, 12).

Diese Ausdriicke fiir S, bis S in (22) eingesetzt liefern die ge-
wiinschte rekursorische Berechnung!® von N =N (3, 2,1% | 5, 2|
|4,13), u.zw. durch Zuriickfithrung dieser Aufgabe vom Grad m =
= 7 auf Aufgaben von den Graden 3 und 4.

15. Das Verfahren ist natiirlich nicht so umstindlich, als es die zu den
einzelnen Schritten gemachten ausfiithrlichen Erliuterungen erscheinen lassen.
Bei Kenntnis des Sinnes von (11) kann man niamlich sofort hinschreiben

N(2,1,,3,1]|5,2]4,1% =
=N(2,1}3]2,1) ZTN(31]|2%](2, 12 3mal) +
+N(z,1|3]15)ZN(3, 1] 22 (3, 1) 3mal; (4)) +
+N(2,1]2,1[3)ZNGE,1|(3,1); (4) [ 14) +
+N(z,1]2,1]2,1) NG, 1] (3, 105 (4) | (2, 12) 3 mal) +
+N(2,1]2,1[1)ZNEGE, 13 1); (4)](3,1) 3mal; (4)).

Hier ist die dufiere Summe in (11) sofort ausgefithrt und im Hinblick auf
N (21]3]3) =0 (vgl. (26)) der betreffende Summand sofort weggelassen;
die noch verbleibenden inneren (auf die M -— AV beziiglichen) Summen
stehen auch schon da, weil die verschiedenen Méglichkeiten fiir ' — I’
und A" — ', die sich sofort hinschreiben lassen, bereits ersichtlich gemacht
sind, sodaB man in diesen inneren Summen sofort die Ausdriicke (24), (25)
fiir §, bis S erkennt. Man braucht also nur mehr die Zahlenwerte aus (26),
(27) einzutragen.

18 Unter Beniitzung der Werte

N(21|3]3)=0, N(21|3]21)=1, N(21]|3]|1%) =3,
N(21f21]21) =4, N(21|21]1%) =09 (26)
und der Werte

N(31]4]4)=0, N(31]4]31) =0, N(31]|4]22)=0,
N@3ila|21f) =1, N(31]4]1%) =4, N(31]31{31) =1, N(31]31]22)=2,
N(31]31]213) =6, NV(31]|31]1% =16, N(3t]|22]21%) = 10, (27)

aus denen man S, = 30, S; =6, .S, = 20, S§; = 21, S, = 3 erhilt, ergibt
sich V = 179. Ubrigens ist das ein noch recht kleiner Wert unter den Zahlen
N (A B | C) fiir 72 = 7, da diese Zahlen bis zu 25,401.600 = (71)° ansteigen;
vgl. Nr. 27, Formel (43) und Anm. 23.

Miinchen Ak, Sb.1940 I 5
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16. Es sei jedoch bemerkt, daB es auch Fille gibt, wo bei
einer Aufgabe P (¥ | ®B|€) die unmittelbare Aufsuchung der
Losungen rascher als die rekursorische Berechnung gemil
(11) zur Bestimmung der Losungszahl &V (2 | B | €) fithrt. Das
zeigt u. a. das folgende Beispiel, auf das wir bei spiterer Ge-
legenheit noch zurlickzukommen haben??.

Wir nehmen 7 =13, 4 =B =€ = (7, 4, 2), es sei also
Gy =0b,=c1 =17, Gy =>0y =1c¢y =4, a3 =by = ¢g =2. Wenn
wir eine Losung der Aufgabe  =P(7, 4, 2|7, 4, 2|7, 4, 2)
gemiB Nr. 3 durch ein System £ von Gitterpunkten deuten, so
kommen ersichtlich nur Gitterpunkte (x, y, 2) in Frage, fiir
welche jede Koordinate einen der Werte 1, 2, 3 hat. Das ergibt
eine Gesamtheit M von 27 Gitterpunkten, unter denen die 13
zu ¢ gehdrigen Gitterpunkte zu suchen sind. Wir unterscheiden
die Gitterpunkte von M in eine Kategorie I, die alle 8 Gitter-
punkte von M mit Koordinaten < 2 umfaBt (es sind die Ecken
des in Fig. 1 dargestellten'® Wirfels 777) und eine Kategorie 11,

E F
z H
H 4 <
J X
B F
¢
c G
LoD i G J s
A“ X
e 5Py x
5—¢ ° ; §
y y/ F H
Fig.1 Fig. 2

in die alle 19 Gitterpunkte von 9 mit mindestens einer Koordi-
nate = 3 aufgenommen sind (die in Fig. 2 mit £, F, G, H, /, K
bezeichneten Punkte). Aus den Figuren sind noch die Einzel-

17 Vgl. die demnichst folgende Note: ,,Systeme von Partitionen und Gitter-
punktfiguren II. Komprimierte Gitterpunktmengen.*

18 Der Einfachheit halber sind in dieser und den folgenden Figuren an
Stelle der drei Koordinatenachsen die ihnen parallelen Geraden durch den
Punkt 4 = (1, 1, 1) gezeichnet.
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typen der Punkte von M ersichtlich: 4 ist der Punkt mit lauter
Koordinaten = 1, zum Typus B gehéren die Punkte mit zwei
Koordinaten = 1 und einer Koordinate = 2, usw. Die Kate-
gorie II zerlegen wir noch in IIa mit allen Punkten, bei denen
genau eine Koordinate = 3 ist (Typus £, F, G) und IIb mit
jenen Punkten, bei denen mehr als eine Koordinate = 3 ist
(Typen H, ], K).

Unm alle Losungen £ zu gewinnen — wir werden sehen, dal3 es
nur zwei gibt, die durch Fig. 4 und 5 dargestellt werden —, iiber-
legen wir zunichst, daB zu £ héchstens 6 Punkte der Kategorie 11
gehdren kénnen, da ja in jeder der Ebenenx =3,y =3, 2 = 3
nur zwei Punkte von £ liegen; genau 6 Punkte werden es sein,
wenn kein Punkt aus IIb zu £ gehort, andernfalls offenbar we-
niger als 6, da ja jeder Punkt von IIb in mindestens 2 der ge-
nannten Ebenen mitzdhlt. Aus dem Gesagten folgt, daBl min-
destens 13 — 6 = 7 Punkte von £ zu I gehdren. Wenn also nicht
alle 8 Punkte aus I zu £ gehéren (was, wie sich zeigen wird,
nicht moglich ist), so kann doch héchstens ein Punkt von I
unter den Punkten von £ fehlen.

Nunmehr betrachten wir von den 6 Randquadraten des Wiir-
fels W der Fig. 1 jene drei, die den Punkt D enthalten, also in
der Ebene & = 2, bzw. y = 2, bzw. z = 2 liegen. Wir wollen
feststellen, daB3 es bei einer Losung £ nicht moglich ist, daB
zwei dieser ,,vorderen‘‘ Quadratflichen lauter Gitterpunkte von £
zu Ecken haben. Nehmen wir dies nidmlich beispielsweise von
den in ¥ = 2 und z = 2 liegenden Quadratflichen an, was also
bedeutete, daB alle Punkte vom Typus € und D und von den
Punkten B alle héchstens bis auf den einen mit den Koordinaten
(2, 1, 1) zu ¢ gehoéren. Jede der Ebenen y = 2, z = 2 enthielte
somit 4 zu £ gehérige Punkte der Kategorie I und kénnte daher
wegen b, = 4, ¢, = 4 keine weiteren zu £ gehdrigen Punkte, also
keine der Kategorie II enthalten. Insbesondere miifiten also die
in der Ebene x = 1 liegenden Punkte # mit den Koordinaten
(1, 2, 3) und (1, 3, 2) in £ fehlen. Alle anderen von den 9 in
z =1 liegenden Punkten von R miiiten dann wegen a; =7
zu € gehéren, insbesondere also die in x = 1 liegenden Punkte
Hund E, d.i. (1, 3, 3), (1, 3, 1) und (1, 1, 3). Die letzteren

Punkte wiren dann wegen 6, = 2 und ¢; = 2 die einzigen in
5t
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¥ = 3 und z = 3 liegenden Punkte von £. Sieht man aber jetzt
nach, welche in der Ebene x = 3 liegenden Gitterpunkte allen-
falls noch zu £ gehéren kdnnten, so bliebe, da alle in einer Ebene
y=2,2=2,y =3, 2=3 liegenden nach dem Gesagten aus-
scheiden, nur der eine Punkt £ = (3, 1, 1) {ibrig, was wegen
a3 = 2 zu wenig ist. "

Aus dem, was eben festgestellt wurde, dall nimlich nicht zwei
,vordere’ Quadratflichen mit allen ihren Gitterpunkten zu £
gehéren konnen, geht zunichst hervor, daf3 nicht alle 8 Punkte
der Kategorie I zu & gehéren kénnen, — was nach dem friiher
Gesagten nach sich zieht, daB 7 Punkte von I zu £ gehéren,
jedoch kein Punkt I b, — ferner, daB der eine nicht zu £ gehdrende
Punkt I weder der Punkt 4 noch ein Punkt A sein kann, viel-
mehr nur ein Punkt C oder D (wir werden spiter sehen, dal3 es
der Punkt D sein muBl). Wenn wir den Wirfel von der Seiten-
linge 2, der alle Gitterpunkte von M enthilt, in seine 8 Teil-
wiirfel von der Seitenlinge 1 zerlegen, so kommen also fiir £
nur Gitterpunkte in Frage, die entweder dem Teilwiirfel ¥ an-
gehoren oder einem der drei Teilwiirfel, die lings einer vorderen
Quadratfliche an ¥ anstoQen.

Darliber hinaus 14Bt sich nun zeigen, dall {iberhaupt keine
einzige ,,vordere'* Quadratfliche von W mit allen ihren 4 Eck-
punkten zu £ gehéren kann. Nimmt man namlich beispielsweise
an, dafB alle 4 in der Ebene z = 2 liegenden Gitterpunkte I zu £
gehoren, dann sind damit wegen ¢, = 4 schon alle in z =2
liegenden Gitterpunkte von £ erschoépft und es kénnen die in

4

Y3
F
x

Fig. 3
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z = 2 liegenden Punkte / (in Fig. 3 durch kleine Kreise mar-
kiert) gewiBl nicht zu & gehéren. Wegen a, =7 und 4, =7
miilten dann aber alle anderen in Fig. 3 gezeichneten Gitter-
punkte der Ebenen x = 1 und y = 1 zu £ gehdren, was auf drei
in der Ebene z = 3 liegende Gitterpunkte von ¢ fiithren wiirde,
in Widerspruch zu ¢; = 2. Das Gesagte zeigt, dal der eine nicht
zu § gehoérende Gitterpunkt I nicht ein Punkt C sein kann, son-
dern der Punkt D sein muB.

Weiters zeigen wir, daB kein Punkt G zu £ gehért. Denn aus
der Zugehorigkeit beispielsweise des Punktes G = (2, 2, 3) zu &
ergibe sich, daB mit diesem Punkt und den in der Ebene y = 2
liegenden Punkten B, C, C bereits alle 4, = 4 in y = 2 liegenden
Punkte £ erschépft wiren, der Punkt 7 = (3, 2, 1) also sicher
nicht zu £ gehérte. Auf Grund der analogen Uberlegung fiir die
Ebene x = 2 koénnte auch F# = (2, 3, 1) nicht zu £ gehéren. Da
aber, als Punkt von der Kategorie IIb, auch /7 = (3, 3, 1) nicht
zu £ gehoren kann, so blieben von den g in z = 1 liegenden
Gitterpunkten von N nur 6 fir £ Ubrig, was mit ¢; = 7 un-
vereinbar ist. — Somit gehéren zu £ auBer den 7 Punkten von
den Typen A, B, C nur noch Punkte von den Typen £ und &
(also durchwegs Punkte, die in wenigstens einer der Ebenen
x =1, y =1, 2 =1 liegen).

Insbesondere kann kein Punkt Z in £ fehlen. Gehérte nim-
lich beispielsweise £ = (1, 1, 3) nicht zu £, so miiiten wegen
¢3 = 2 die beiden in z = 3 liegenden Punkte & = (2, 1, 3) und
(1, 2, 3) in ¢ vorkommen, woraus wegen @, = 4 bzw. 6, = 4
folgen wiirde, daB die Punkte (2, 3, 1) und (3, 2, 1) in £ fehlen.
Dann blieben aber in z = 1 nicht genug Punkte fur £ {ibrig.

Sonach besteht £ aus den 10 Punkten von den Typen 4, B,
C, E und auBerdem aus 3 von den 6 zum Typus / gehdrenden
Punkten. Nun liegen in jeder der Ebenen x = 1, x = 2, x = 3
(und dasselbe gilt fir y und z) genau 2 Punkte F; zu £ kann
dabei immer nur einer von diesen beiden Punkten # gehéren,
da durch die Punkte 4, B, C, E entsprechend den Werten von
ay, as, asz (bzw. by, by, b3 und ¢4, ¢, ¢3) schon alle anderen zu £
gehdrenden Punkte der betreffenden Ebene verbraucht sind. Man
ersieht nun leicht, da man in irgend einer unserer Ebenen einen
der Punkte # frei wihlen kann und daB dann schon fiir alle
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Fig. 4 Fig. 5

anderen Punkte # mit entschieden ist, ob sie zu £ gehéren oder
nicht, was auf die zwei in Fig. 4 und 5 dargestellten Ldsungen
fithrt,  Somit ist

N 42742742 =2 (28)

Da sich die zu diesem Resultat (28) fithrenden Uberlegungen,
besonders an Hand von Skizzen, sehr rasch {iberblicken lassen,
so ist (28) damit viel einfacher gewonnen, als es bei Anwendung
der Rekursionsformel (11) méglich wire, wo z. B., wenn man
A=y, 4, 2)in U = (7) und U, = (4, 2) zerlegt, nun fiir eine
Anzahl von Systemen U, %, € vom Grad »; = 7 und vom
Grad m, =6 die Werte der Zahlen NV (2| ¥ | €) benétigt werden,
die also ihrerseits vorher berechnet werden miilten.

§ 5. Beweis der Haupt-Rekursionsformel.

17. Wir kommen zum Beweis von Satz 2, d. h. der Formel (11).
Dabei mégen U;, U, aﬁ, a, die gleiche Bedeutung haben wie
in Nr. 13, es sei also (vgl. auch Anm. 12):

0 0 0
A = (), as ..., a,),
U= (a%, 0%, ..., 0%

und, da es ja auf die Anordnung der Zahlen in der Partition A
nicht ankommt, sei

y) - 0 0 * *
U=(ay, ..., ap,af, ..., a%
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oder
a‘?.:ay. (1 él’-émﬂ, a(_}. m1+y.(1 <l"'<m2) (29>
A =(ay, ..., ap), ‘ﬂz—(amlJrl, sy Q)
18. Betrachten wir zunichst den Fall, daB N (U U |...]|
[ UMY >0 also P =P | U |...]UY™) 1ésbar ist. Es mégen
die Zahlen g, ,, ..., eine Losung £ von P bilden. Sei v eine
der Zahlen 1, ..., #. Wir fithren dann die Zahlen

ng)gpnp,...pn:tm 1=vEn 15p,Sm) (30

ein, wobei X% jene n-fache Summe {iber alle Indizes y, (A == v)
bedeutet, bei der iiber g, von 1 bis 7z, {iber alle anderen y, von
1 bis 7 summiert wird. Analog wollen wir mit 3¢ jene #n-fache
Summe {iiber alle Indizes p, (A ==v) bezeichnen, bei der iiber
U von #z; + 1 bis s, {iber alle anderen y, von 1 bis # summiert
wird. Wegen (30) ist dann

2V = — 8 (0 SvEn, 1Zp,Sm). (31)
Aus (30) und (31) ist ersichtlich, daf
o< <aff) (32)
ist, und aus (30) folgt
W t;‘;)=al+ eontay =my.
Es stellt also
W=D, ... 8) svEn (33)

cine Partition von =z, dar, wobei wir im Folgenden auch auf
die Anordnung zu achten haben, in der die Zahlen t(;j_) in der
Partition auftreten.

19. Betrachten wir von den Zahlen Euopa -+ u, der oben ge-

bn
nannten Lésung £ nur diejenigen, fur welche 1 < py < sy ist,
so liefern sie uns, wie aus (30) hervorgeht, eine Lésung £, des
Problems

PEANET .. [ED), (34)
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wobei natiirlich bei jeder der Partitionen %, T/, ..., ™ die
durch (29) bzw. (33) gegebene Reihenfolge der Zahlen 4, bzw.
z,‘(ﬁ) zu beachten ist. Damit haben wir eine erste Feststellung:

(a) Zu jeder Lésung € von P =P | A |...|U™) ge-
hort ein System von 7 Partitionen (33) der Zahl m; (in
bestimmter Anordnung der Zahlen jeder Partition ™)
und eine bestimmte Lésung £; von (34).

20. Aus den Zahlen der Partition @ (in ihrer bestimmten
Anordnung) ergeben sich die gemaB (32) nicht-negativen Zahlen
) — #), wobei das System dieser Zahlen, das wir mit _M — g»
bezeichnen, also

WO — TV = (@ — Y, .., D — D) (39)

offenbar eine Partition der Zahl 7,4 (in bestimmter Anordnung)
darstellt. Diejenigen Zahleng, , ..., , flr welche 72, 41 LTI

< s ist, liefern dann wegen (31) eine Losung ¥, des Problems

P U [ W— .| UD — ), (36)

Sonach:

(b) Zu jeder Lésung £ von P gehért eine bestimmte
Losung £, von (36). Dabei sind die gemiB (a) durch &
bestimmten Partitionen ¥ (nebst der Anordnung
ihrer Zahlen) stets so beschaffen, daBl die durch (335)
bestimmten Zahlensysteme keine negativen Zahlen
enthalten, also Partitionen von mz, sind.

21. Nehmen wir nun umgekehrt an, wir hétten ein System
von 7 Partitionen (33) der Zahl #,, so beschaffen und in solcher
Anordnung der einzelnen Zahlen t(&), daB3 die Zahlen a(;')— ti‘?
samtlich 2> o ausfallen; ferner so, daB3 sowohl das Problem (34)
als auch das Problem (36) lésbar ist. Wenn dann &, eine Losung
von (34) und £, eine Lésung von (36) ist, dann bildet die Gesamt-
heit der Zahlen g, ,, ..., von £; und £, zusammen natiirlich
eine bestimmte Losung £ von 9.

Deutet man eine Losung £ von P geometrisch (gemal3 Nr. 3)
als eine Figur von Gitterpunkten des (z -+ 1)-dimensionalen
Raumes, so beziehen sich die Betrachtungen von Nr. 19, 20
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darauf, daBl man die Gitterpunktfigur zerlegt in die Figur £,
derjenigen Gitterpunkte von &, die den Ebenen zy = 1 bis x, =
m, angehéren, und in die Figur ¢, der Gitterpunkte von £ in
den Ebenen xy =, + 1 bis xy = m. Und was wir zuletzt fest-
gestellt haben, bedeutet nur, daB3 durch zwei solche Gitterpunkt-
figuren £, und £, umgekehrt eine Gesamtfigur ¢ bestimmt ist,
die eine Losung von P darstellt.

22, Zur Formel (11) aber gelangt man einfach dadurch, da8
man die Losungen £ gruppiert nach den auftretenden Partitionen
%', ..., T™ von m,. Achten wir dabei zunichst nur auf die
Partitionen T selbst ohne Riicksicht auf die Anordnung ihrer
Zahlen, so kénnen zu einer Ldsung £ von P gemidB (a) nur
solche Partitionen 3/, . . ., ™ gehoren, fiir die NV (Y, [ '] . .| T™)
> o0 ist. Unter diesen Systemen von Partitionen %', ..., T™
kommen gemidB (b) wieder nur solche in Frage, fiur die es
wenigstens eine Anordnung ihrer Zahlen £ gibt, sodaB V (¥, |
[ — @], YW — Wy > o jst?o.

Wenn entweder eine solche Anordnung der £ nicht méglich
ist oder wenn V (U, | T |...| T™) = o ist, dann kann P keine
Losung € haben, die gemiB (a) auf die Partitionen &/, ..., T™
fithrt. Dann wird aber auch auf der rechten Seite der Gleichung
(11) der auf das System der Partitionen %', ..., T™ beziigliche
Summand gleich null, entweder weil die innere Summe

DN W — ] A )
pa—
) - ()

keinen von null verschiedenen Summanden enthilt, oder weil

diese Summe mit &V (U, |2’ |... | E™) = o multipliziert ist.

23. Liegt aber ein System von Partitionen ¥/, ..., M vor,

sodaB &V (U, | T |... | ™) > o und fiir wenigstens eine An-
ordnung der £} auch N (U | WA —T'|...| U™ — gy > o

1 Nach der Festsetzung in Nr. 13, daB (17) gelten soll allemal, wenn
wenigstens eine der Zahlen a( — #V) negativ ausfallt, ist darin schon ent-

halten, daB bei wenigstens einer Anordnung der Zahlen #M sich lauter Parti-

tionen AV — TM von m, ergeben, fiir die also das Problem (36) einen
Sinn hat.
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ist, dann gibt es tatsdchlich wenigstens eine Lésung £ von 9P,
die gemiB (a) auf die Partitionen ¥/, ..., T™ fithrt. Um alle
diese Losungen £ zu finden, braucht man nur so vorzugehen:
Man sucht alle Anordnungen der Zahlen £ auf, fiir welche alle
a) —#) > o ausfallen; unter diesen Anordnungen dann jene,
fiir welche (36) lésbar ist. Das gibt NV (U, | A — T |...
| A0 — Ty Losungen £, von (36); durch jede dieser Losungen
sind die Zahlen g, ..., fir m; + 1 < py £ 7 festgelegt,
anders gesagt die Gitterpunkte in den Ebenen xy = 2, 4 1 bis
%9 = m. Um diese Lésung £, zu einer Lésung £ zu vervollstin-

digen, hat man dann nur noch die Zahlen g, . ... w, fir 1 T

< m, so zu wihlen, daB sie den Gleichungen (30) (u. zw. fiir
die gewihlte Anordnung der Zahlen tg)) sowie den Gleichungen

3
2 Suapie.py,
s Te o b

prod le.o

fur 1 < py < e, gentigen. Das heiBt aber nichts anderes als:
man hat das Problem (34) zu I6sen. Jede Losung £, von (34)
liefert dann zusammen mit ¢, eine Losung £ von P. Da es

N 2. .. 1 T™) Losungen von (34) gibt, so fiihrt jede Lo-
sung £, auf &V (U, | |.. .| E™) Losungen £ von P. Da jede
Losung £ von 9, die gemilB (a) auf die Partitionen ¥/, ..., T™

fihrt, auf diese Weise herauskommen mul, u. zw. jede genau
einmal, so ist die Anzahl dieser Lésungen gleich

N T ...|2™) E N W —F .|y gmy,
g ()

wobei die Summe so zu verstehen ist, wie in Nr. 13 erklirt.

Die Gesamtzahl aller Losungen erhilt man offenbar, indem
man {iber alle Systeme ¥/, . . ., 2™ von Partitionen der Zahl 7z,
summiert, womit Formel (i1) nachgewicsen ist2?.

20 Fiir # = 1 deckt sich (11) mit der 1. c. %, Anm. 84a, S. 42, angefiihrten
Formel (n3), wobet dort By geschrieben wurde fiir ein Zahlensystem, das wir
jetzt mit B — X bezeichnen. Dabei ist die dort gegebene Erklirung der
,,inneren‘ Summe in (n3) nur der Form nach verschieden, dem Sinne nach
aber dieselbe, wie fiir die innere Summe in (11).
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24. Auler dem Nachweis der Formel (11) fiir die Anzahl der
Lésungen von P geben die letzten Entwicklungen auch ein Ver-
fahren, um diese Losungen selbst mit Hilfe der Lésungen der
Probleme niedrigeren Grades (34) und (36) aufzustellen.

Es moge das etwa an dem in Nr. 14 behandelten Beispiel
P=P(2, 1,3 1|5 2|4, 1,1, 1) auseinandergesetzt werden,
wobei wir diejenigen Lésungen £ herausgreifen, die bei der An-
zahlbestimmung unter &V (2, 1 |2, 1 |2, . Sy =N (2, 1|2, 1|
[2,1) (3N, 13,112, 1D 43N, 1]4]2, 12)) aufgezihlt
erscheinen; unter diesen wieder wollen wir uns beschrinken auf
die unter '

N(2,1]2,12,1). 3N(@3,1]4]2,13 37

aufgezidhlten. Dabei beachten wir, daBl S; ganz analog zu bilden
ist, wie die in (23) angegebene Summe Sg, nur daB jetzt '/ nicht
wie dort = (1%), sondern gleich (2, 1) ist, wihrend so wie dort
T = (2, 1) ist. Da wir uns, wie gesagt, auf die unter (37) auf-
gezdhlten Ldsungen beschrinken wollen, ist dabei die Anord-
nung der Zahlen von &' so zu wihlen, daB ¥’ — ' = (5,2) — T’
gleich (4) wird, was auf 3’ = (1, 2), A’ — T’ = (4, o) fiihrt.
Andererseits kommen fiir die Zahlen von &' alle jene Anord-
nungen in Betracht, fir welche %" — " =(4, 1, 1, 1) —T"
auf die Partition (2, 12) fiihrt; es sind das ihrer 3, — entsprechend
dem in (37) auftretenden Faktor 3, — namlich die unter (20b)
aufgefithrten Anordnungen.

Beachten wir die Anordnung der Zahlen von %', so ist also in
unserem Beispiel das Problem (34) gegeben durch

Sp:l:sp<2,1[1,2I2,l); (38)
greifen wir ferner fiir die Zahlen von '’ von den drei Anord-
nungen (20b) die erste, (2, 1, 0, 0) heraus, so wird 4" — T =
(2, 0, 1, 1) und das Problem (36) wird

Po=PG,1[40[201,1) (39)

Die NV (2, 1 |1, 2 | 2, 1) = 4 Lésungen von ¥, sind in Fig. 6a
bis 6d dargestellt,
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Fig. 6¢ Fig. 6d

wobei durch kleine schwarz ausgefiillte Kreise @ die zur Losung
gehorenden Gitterpunkte, hingegen durch kleine innen weil3 ge-
lassene Kreise 0 nicht zur Lésung gehoérende Gitterpunkte ge-
kennzeichnet sind2!. Zu P, gibt es, gemidB NV (3, 1] 4] 2, 13) =1,
eine einzige Ldsung. Nun werden die Lésungen £ von 9 er-
halten, indem man ihre Gitterpunkte in den Ebenen x = 1 bis
x = m; (in unserem Falle also in den Ebenen x =1, x = 2)
aus Losungen ¢; von 9P, entnimmt und ihre Gitterpunkte in
x =mq, + 1 bis x =m; + m, (in unserem Falle in x = 3
und x = 4) aus Losungen &, von 9P, Dementsprechend
moége in Fig. 7 die eine Lésung von %P, sogleich nach x = 3
und x = 4 verschoben dargestellt werden, also als Lésung von
P(0,0,3,1]|4,0]2,0,1,1).

21 Dargestellt ist der Wiirfel 1 < z, ¥, z < 2; wie in Fig. 1 sind anstelle
der Koordinatenachsen die ihnen parallelen vom Punkt (1, 1, 1) ausgehenden
Geraden eingezeichnet.
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Z

\J

|-

Fig. 7

Aus dieser einen Lésung £, von P, erhilt man dann (gemi0
Nr. 23) 4 Lésungen £, indem man £, zusammensetzt mit den 4
in Fig. 6a bis d dargestellten Losungen £, von P,. Fiir die erste
in Fig. 6a dargestellte Losung £, ist das Ergebnis der Zusam-
mensetzung in Fig. 8a dargestellt; die drei anderen Losungen

Fig. 8a

erhilt man, indem man die im Wiirfel 1 <, y, 2 < 2 gelegenen
Gitterpunkte, entsprechend den Figuren 6b, 6¢ und 6d, um-
gruppiert.

Die so erhaltenen 4 Lésungen £ entsprechen der Anordnung
(2, 1, 0, 0) der Zahlen von ''. Genau cbenso viele Losungen
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entsprechen den Anordnungen (2, o, 1, 0) und (2, o, o, 1) und
werden also aus jenen 4 Lésungen erhalten, indem man in der
Figur die Ebene z = 2 mit der Ebene z = 3 bzw. 2 = 4 ver-

z

z
Q > 0 ® e
‘—c D) O C/ @ ﬂ)
o0—0 O Gt

Oo—0 L =% A O——8—— X
y
Fig. 8b Fig. 8¢

tauscht. Aus der einen in Fig. 8a dargestellten Lésung entstehen
durch diese Vertauschungen die in Fig. 8b und 8c dargesteliten
Lésungen £; und analog hat man mit den tibrigen Lésungen £
zu verfahren, die den anderen Lésungen £, entsprechen.

Damit sind alle jene 12 Lésungen von P gewonnen, die dem
Ausdruck (37) in der Rekursionsformel fiir die Anzahl der L&-
sungen entsprechen. Ersichtlich kénnte man genau so alle 167
anderen Loésungen von %, gruppiert nach den {brigen Aus-
driicken der Rekursionsformel, gewinnen.

25. In der Rekursionsformel (11) wird vorausgesetzt, dal} die
Partition Y mindestens zwei positive Zahlen, jede der Partitionen
A,, A, aber mindestens eine positive Zahl enthalte. Bei jeder
der Partitionen U, ¥, muBl demnach die Anzahl ihrer positiven
Zahlen kleiner sein als bei Y. Achten wir nun bei den auf der
rechten Scite von (11) sich ergebenden Zahlen

N T und N Q| W —F7|. .| U® — W) (40)

darauf, ob bei ihnen eine Partition mit nur einer einzigen positiven
Zahl vorkommt, so kénnen wir bei einer solchen Zahl N gemil
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Formel (8), Nr. 12, die Anzahl der Partitionen (also die ,,Di-
mension‘’ des Problems, vgl. Nr. 2) verringern. Wenn wir aber
zwecks Berechnung jener Zahlen (40), bei denen dies nicht zu-
trifft, neuerdings die Rekursionsformel (11) anwenden und schritt-
weise so fortfahren, so folgt aus der eben tber U; und U, ge-
machten Bemerkung, daB wir notwendig einmal auf Partitionen
mit nur einer positiven Zahl stoBen miissen. Gemif (8) kommen
wir damit immer wieder zu Verringerungen der Dimension # -+ 1
(worauf schon im voraus am SchluB von Nr.2 hingewiesen
wurde), sodaB schlieBlich eine Zuriickfithrung auf die in Nr. 12
besprochene Dimension # 4 1 =1 und die zugehdrigen For-
meln (9) geleistet ist.

§ 6. Besondere Fille.

26. Wenn unter den Partitionen U, &', ..., U™, auf die sich
die Rekursionsformel (11) bezieht, eine Partition A" vorkommt
(o £v £ »), unter deren Zahlen a(“f sich die Zahl 1 findet, dann
kann man eine gewisse Vereinfachung der Formel (11) beniitzen.
GemiB (7), Nr.7, kann man niamlich annehmen, es sei 2 die
fragliche Partition, und man kann dann m; = 1, A} = (1), m, =
m — 1 wahlen. Die Partitionen ¥/, . . ., 2™ sind dann alle gleich

(1), die duBere Summe E in (11) reduziert sich auf einen ein-
()

zigen Summanden und es wird NV (%, | %' |...| &™) = 1. So-
nach gilt, wenn wir ¥ = (1, U,) schreiben:

N (1, U U] | U= EN(OIW .. AW O, (41)

70—z

dabei kommen fiir jedes ™ nur die 7 Anordnungen (1,0, . . ., 0),
(0,1, 0, ..., 0), ..., (0, ..., 0, 1) und fiir jedes A — TV die-
jenigen unter den 72 Zahlensystemen (% — 1, &, ..., &),
@, aP—1,a9, .., a), .., @ ., d a8 — 1) in Be-

tracht, die keine negatlve Zahl aufweisen.

Beispielsweise ergibe sich fiir das in Nr. 14 behandelte Beispiel P (3,2, 1, 1 |
[5,2]4,1,1,1), wenn man U, = (1), Ay = (3, 2, 1) wihlt, daB A' — T’ =
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= (4, 2) oder (5,1), W' — =(3,1,1,1),(4,0,1, 1),(4, 1,0, 1) oder (4,1, 1, 0)
sein kann, was auf
NV (3212 52| 41%) = V(321 ] 42| 31%) + 3. V(321 | 42 | 41%) + (42)

+ N (321]51]313) + 3. V(321 {51 ]41%)
fithrt. Hat man die auf der rechten Seite auftretenden Zahlen &V berechnet,
— sie ergeben sich?2 zu V(321 | 42 | 313) =97, V(321 42 | 41%) =14, IV (321

| 51| 313) =31, V(321] 51| 412) = 3, —so erhiilt man /V(3212| 52| 413)= 179,
in Ubereinstimmung mit Nr. 14, Anm. 16.

27. Es werde (41) auf den Fall angewendet, dal3 alle Zahlen
a®) aller Partitionen UM gleich 1 sind, also A =AY = ... =
= UM =(1™), Y, = (1™1) ist. Fiir jedes AN — T ergeben sich
dann die 22 Méglichkeiten (0, 1, ..., 1), (1, 0, 1, ..., 1), ...

, (1, ..., 1, 0) und somit

NQA™ ™| ™ =m"NQQ™ ™™,
was wegen NV (1|1 |...]1) =1 die Formel??
NG@™| ™| ... 1™ = ()" 43)

ergibt (links stehen # + 1 Partitionen = (1™)).

So ergibt sich beispielsweise im Falle 7 = 2, » = 2 fiir das
Problem P (1,11, 1|1, 1) die Anzahl der Lésungen = (21)? = 4;
die Losungen £ selbst erhdlt man ubrigens, indem man im
Wiirfel 1 < x, ¥, 2 < 2 eine der 4 Diagonalen wihlt; ihre beiden
Endpunkte stellen dann eine Lésung dar.

Weitere Folgerungen aus der Hauptrekursionsformel (11), so-
wie eine kleine Tabelle sollen bei spiterer Gelegenheit mitgeteilt
werden?4,

22 Da es sich hier um Aufgaben vom Grad 6 handelt, ist die rechnerische
Vorarbeit hier natiirlich groBer als jene zur Berechnung der in Anm. 16
unter (26), (27) angegebenen Zahlen 2V, bei denen es sich nur um Aufgaben
vom Grad 3, bzw. 4 handelte.

23 Ubrigens gilt fiir alle anderen Systeme A, ', . .., UM von » + 1 Parti-
tionen der Zahl » die Ungleichung
N@A ... ] ANy < (mh)n;

vgl. hieriiber die in nichster Zeit vorzulegende Note ,,Systeme von Parti-
tionen und Gitterpunktfiguren. III. Ein Satz tber das Verhiltnis der
Losungsanzahlen gewisser Partitionsaufgaben®.

24 | Systeme von Partitionen und Gitterpunktfiguren. IV. Formeln und
Tabellen.*
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