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Betrachtungen iiber Flichenabbildungen.

VIII. Bestimmung der einer gegebenen Fliche gleichmiBig
entsprechenden Flichen.

Von Frank Lébell in Miinchen.

Vorgelegt am 4. Juni 1948.

Wie man weil}, ist bei einem geordneten Paare punktweise
aufeinander bezogener Flachen ¢ —v von bestimmter relativer
Lage im euklidischen Raum sowohl der RilmaBstab # als auch
der Querri3mafstab ¢ eines Linienelementes 4¢ im allgemeinen
nicht nur von seinem Ort, sondern auch von seiner Richtung
abhéngig.! Wenn an einer Stelle bei einer dieser Gréen — und
dann, wie bekannt, stets auch bei der andern — Unabhingigkeit
von der Richtung des Vektors &t vorliegt, haben wir es mit dem
besonderen Fall der ,,GleichmaBigkeit' der Flachenabbildung
an dieser Stelle zu tun.?

Dic folgenden Ausfithrungen befassen sich mit der Aufgabe,
zu einer gegebenen Fliche g (#, v) alle Fldchen y (%, v) zu suchen,
die ihr durch gleiche Parameterpaare tberall gleichmiBig zu-
geordnet sind. Es wird sich zeigen, da3 dabei entweder der Ri3-
maf3stab #(z, v) oder der QuerriBmaBstab ¢(z, ) als Orts-
funktion auf ¢ vorgeschrieben werden kann; diese Funktionen
miissen nur gewissen Stetigkeits- und Differenzierbarkeits-
anspriichen gentigen, die sich von selbst ergeben werden.

1. Zunichst wollen wir unter der Voraussetzung einer ganz
allgemeinen reguliren Abbildung ¢ (x,v) — v(x,v) das vek-
torielle Linienelement &y durch seine Komponenten nach den
drei zueinander senkrechten, linear unabhingigen Richtungen

dr, dr* = e¢Xdg, ¢

1 Diese Begriffe wurden eingefihrt in einer Arbeit, die in diesen SitzBer.,
1947 S.15ff., verdffentlicht ist; man kann sie durch die auf der niachsten
Seite stehenden Ausdriicke fiir « und B, aber auch einfach mittels der
Beziehung (1) definieren. Vergl. auch Arch. d. Math. I (1948), S.73f.

2 Vgl. diese SitzBer. 1947 S. 25 ff,
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228 Frank Lébell

ausdriicken, wo wie {blich ¢==¢,Xt,: W einen der Einheits-
vektoren der Normalen der Fliche g an der Stelle (%, v) bedeute,
so dafl dg® = Jr*? ist; es sel

dy = ady -FBdr* + ye.

Dies ist im Rahmen solcher Untersuchungen, die sich die
relativen Lagen entsprechender Linienelemente eines Fldchen-
paares zum Gegenstand wihlen, eine naturgemifle Aufgaben-
stellung. Wir finden, daf3

o =dr dy:ds* = n der RilmaQstab,
B = dr*dy:dx® = ¢ der QuerriBmalstab

fiir das Linienelement &g ist; 2 und ¢ sind bekanntlich im
allgemeinen Quotienten quadratischer Differentialformen in du
und dv. Ferner ergibt sich

v = cdy;

v ist also eine lineare Differentialform in &# und dv.

Nun kann man den Vektor vy ¢ stets auf unendlich viele Weisen
als Vektorprodukt cines Vektors v, der der Berithrebene e von ¢
im Punkte (#, v) angehért, mit &r darstellen:

Ye = vXdL;

es stellt sich aber sogar heraus, daB3 es genau einen Vektor v
gibt, der dieser Bezichung fiir simtliche Vektoren &x von ¢
geniigt, ndmlich den einzigen gemecinsamen Lésungsvektor der
Gleichungen

th, ¢ = vXy, und cp, ¢ = vXIL,,

der unter der als erfiillt vorausgesetzten Regularititsbedingung
T.XI,== 0 sicher existiert. Fiir diesen Vektor v gilt namlich
ersichtlich, und zwar fiir alle Werte von 4« und von dv,

c(p,du +y,dv) ¢ = oX I, du -+ 1,d0)
oder
cdy-¢c = vXdg.
Es ist also stets

dy = ndy + gdr* + v Xdg, (1
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wobei die Skalare # und ¢, wie schon hervorgehoben, im all-
gemeinen sich mit der Richtung von &t dndern, der Vektor v
aber von dieser in jedem Falle unabhingig ist.®

Wie driickt sich nun 9 durch ¢t und y aus?
Zunichst gilt flir v als tangentialen Vektor von g

v o= pl, + Vi,

und es mufBl nach dem Obigen sein:

€hy €= (BT, + V&,)X?;u = VL XLy = —ve W,
c")v.C=<ng+vgv)xzv=(j~gu><gv: pe- W,
mithin
== Oy W= tutydy: we, v= ey i W= — 1, R

Hiernach gilt, da W2 = (r,X1,)?* ist,

v = (gugvt)v Ty Luly Dy Zv) : <EILXZU>2' <2)

Dieser Vektor hat folgende geometrische Bedeutung: Er weist,
wenn die einander entsprechenden Berithrebenen e und &' nicht
parallel sind, in diejenige Richtung von ¢, der die Schnittrichtung
von e und &’ zugeordnet ist; denn diese wird ja durch den Vektor

@uXEU> X I:vux ")v) = W Ly ke Dy Uyt Luly by = (5" 0y T Vl)v) "R

angezeigt. Zu der gleichen Einsicht fithrt die Uberlegung, da3 &y,
um die Schnittrichtung von ¢ mit €' annchmen zu kénnen, zu ¢
parallel sein muf3, was nach (1) erfordert, dall v Xdy = o wird;
d.h. vy muB3 die Richtung derjenigen Vektoren &£t haben, denen
Vektoren &y der Schnittrichtung entsprechen. Im Einklang mit
dem Gesagten steht es, dall nach (1) das Verschwinden von v
notwendig und hinreichend dafiir ist, dal € und ¢’ untereinander
parallel sind.

3 Mit den Bezeichnungen, die in diesen SitzBer., 1947 S. 19 f., gebraucht
wurden, wird also

fi = omfy+afa+oxf, fi=ifa—gf +vXf,
somit
frofe—fox il = On +om)e -+ fix(oXfy) + fox(fixy), dh

~

I = () e Hoxe.
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Nach (2) kann man v auch durch die absoluten Differential-
invarianten J; = L, Xt,: W und I = (T, X9, — L, Xvy): W aus-
driicken; es wird, wie man leicht nachrechnen kann,?

‘JZSIXS‘. (_2’)

Der Vektor v ist also selbst invariant gegeniiber der Gruppe
der gemeinsamen Parametertransformationen der beiden Flachen
r und 9.

Fiir die skalare lineare Differentialform v erhalten wirt®
v = cvdp = — Jd1.

2. Von nun an sci die affine Abbildung ¢ — ¢’ als gleich-
miBig angenommen. Dann sind, wie schon anfangs gesagt,
auBer v auch 7 und ¢ von der Richtung von &t unabhingig.

Es sei daran erinnert, da3 unter dieser Voraussetzung dic
Ebenen £ und ¢ nicht aufeinander senkrecht stehen koénnen,®

4 Auch aus (2') flieit im Hinblick auf das in diesen SitzBer. 1943 S. 222
und 233 Ausgefiihrte die bereits oben im Text angegebene geometrische
Deutung des Vektors v.

DaB v = o charakteristisch fiir die parallele Lage entsprechender Be-
rithrebenen ist, ergibt sich ebenfalls aus den an derselben Stelle auf S. 225
bewiesenen Tatsachen. .

Nach der Zerlegungsformel der Vektorrechnung finden wir aus (2) wegen
Sy=r B

o¥e =3 —(3;3) -3
dies steht bei Beriicksichtigung desin diesen SitzBer. 1947 S. 23 angegebenen
Ausdrucks fiir 7, -+ 7, in Ubereinstimmung mit der in der vorigen Fulinote
abgeleiteten Formel.

18 Wie demnach 3dt + 3,4y = o ist, so gilt auch

o

Idy 4+ 3J,dy =0 mit I, = yy X, W

5 Siehe diese SitzBer. 1947 S.27.

Es folge hier ein allerdings nur im Bezirk des Reellen giiltiger Beweis
fiir die oben genannte Tatsache: In diesen SitzBer. 1947 S.23 wurde eine
Verallgemeinerung des Gaufischen KriimmungsmaBes eingefiihrt, die fir
beliebige, regulir aufeinander bezogene Flichenpaare r—y gilt:

313, = nu* 4 gg*.
Es ist aber, wie unmittelbar aus der Bedeutung von J; und 3, zu erkenncn,

3132 = M cos ¥,
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und daB die Abbildung e — ¢’ in diesem Falle sich aus einer
Drehstreckung in € vom Berithrpunkt aus und eciner Parallel-
projektion in der zu e senkrechten Richtung nach &’ zusammen-
setzt, wobei man sich ¢ und &’ parallel verschoben denken muf3,
bis dic Beriihrpunkte zusammenfallen.® Dic Formel (1) macht
dies sogar evident,

Es ist fiir unsere Zwecke angemessen, den Normalvektor g¢
und den tangentialen Vektor v zu einem Vektor zusammenzu-
fassen:

=9 -+ gc
Wir kénnen dann statt (1) auch schreiben”’
dy = ndy + yXdg. (1"
Im besonderen gilt sonach

v, = 1L, 31Xy, und v, = ur, + 3XL,.

Y/

wenn A/ den Flichenmalstab der Abbildung ¢ —¢’ und & den Winkel zwischen
den orientierten Ebenen = und ¢’ bedeutet. Also ist

M cos & = ni* - gg*.

Wenn die Abbildung z—¢' gleichmiBig ist, wird daher
Mcos & = n® + g
Wire cos % = 0, so miifite demnach, sofern nur reelle Werte in Betracht
kommen, 7 = ¢ = o sein;.dann wire jedoch wegen drdy = dy*dy = o
sowohl dx als auch 4r* senkrecht zu &y, d. h. alle Vektoren &y miiiten die
Richtung ¢ haben, wie iibrigens aus (1) unmittelbar hervorgehen wiirde.
Das ist aber bei einer reguliren Abbildung unméglich.
Bei GleichmifBigkeit der Abbildung hat also 3,3, einen positiven Wert.
Nebenbei erkennt man, daf3

nn* - qg* =
eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Senkrechtstehen ent-
sprechender Flichenelemente ist, sofern die Abbildung regulir, mithin
M o= o ist,

b Vgl. diese SitzBer. 1947 S. 20 ff.

7 Die Relation (1') stellt eine Verallgemeinerung einer fiir den Fall des
Entsprechens der Flichen ¢ und g durch Orthogonalitiit der Linienelemente,
der durch das Verschwinden von 2 gekennzeichnet ist, seit langem bekannten
Beziehung dar.

[6*
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Differenzieren wir unter der von nun an zu machenden An-
nahme, dafl die Abbildung r —t iberall gleichmiBig sei,
die erste dieser Gleichungen nach v, die zweite nach #, und
subtrahieren wir sie dann voneinander, so finden wir, sofern
wir die Existenz einer stetigen gemischten Ableitung von
voraussetzen:

My Xy — 7y Ly T A XLy~ du XLy = O

Dieser Integrabilititsbedingung, der 2 und j geniigen
miissen, kénnen wir mit Hilfe des Differentialoperators

~_ ' (., a @
a7 L P v 7%

den einfachen Ausdruck geben:
DX §= V. (3)

Fithren wir wieder ¢ und v statt § ein, so wird® wegen

9

X(ge) = gD Xec—cexXDg und Dxe¢ = -—2Hc¢,

wo H die mittlere Kriimmung der Fliche 1 bedeutet,
mit (XD = D*

<)

DXo=Dn +D*¢g +2Hqgc. (3")
3. Dieses Ergebnis ermoglicht es uns, die Losung der Aufgabe,
die wir uns am Anfang stellten, fir den Fall, daf3 die Funktion
n(n,v) gegeben ist, auf die Integration der erweiterten Wein-
gartenschen Gleichung, falls aber ¢(«,v) vorgeschrieben ist,
auf die Losung einer dhnlichen linearen partiellen Dif-
ferentialgleichung 2.0. zurtickzufithren.

Die Beziehung (3) stimmt nédmlich bis auf die Bezeichnung
mit der in einer fritheren Note® behandelten Differentialgleichung
DXy + I = o iiberein. Wenn das Krimmungsmall X von 1
nicht identisch verschwindet, ist demnach (3), da ¢©#» = o ist,
gleichbedeutend mit dem Paar der Gleichungen

8 \'ol. diese SitzBer. 1948 S. 73, (II') und (I1).
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DD g+ 2 Hg = —Dx L2 (32)
H = -'—Dl*q—‘—]i,— FD?Z, ‘ (31))
im Falle A = o0 aber mit den Gleichungen
ag |, on y . on ag
bs__'—ﬁs*—/'N—o’ os .—83*—0’
oy . oY (3¢

0 7} .
in denen NV, g, 7, ¥, a5 und el die am angegebenen Ort? er-

liuterte Bedeutung haben.

a) Nehmen wir nun an, der RiBmafBstab #2(«,v) sei als
Ortsfunktion auf r bekannt, so ist, falls X == o0 ist, (3a) die
durch das rechtsstehende Zusatzglied erweiterte Weingarten-
sche Gleichung fiir den QuerriBmaBstab ¢ als ,,charakteristische
Funktion*, nach deren Bestimmung v auf Grund von (3b) be-
rechnet werden kann; gilt aber K = o, so reichen, wie frither
schon nachgewiesen,® die Gleichungen (3c¢) fiir die Ermittlung
von ¢ und v aus.

Wird »# = o vorgeschrieben, so liegt der von Weingarten
urspriinglich  behandelte Sonderfall des gegenseitigen Ent-
sprechens der Flachen ¢ und v durch Orthogonalitit der Elemente
dr und &y vor,

b) Ist jedoch der QuerriBmafBistab ¢(z,v) als Ortsfunkticn
auf ¢ gegeben, so haben wir, wenn K == o ist, in (3 a) eine linearc,
im allgemeinen inhomogene partielle Differentialgleichung 2.0.
fiir die einzige in ihr vorkommende unbekannte Funktion 7 vor
uns, nach deren Lésung wiederum (3b) den Vektor v zu be-
stimmen erlaubt; im Falle & = o aber ist es moglich, aus der
zweiten der Gleichungen (3¢) 72, danach aus der ersten y und
schlieBlich aus der dritten ¢, d. h. aber v zu finden.

? Siche diese SitzBer., 1948 S. 71 ff., speziell S. 781,
Nach dem dort in Fufinote 7 S. 78 gegebenen Hinweis erhilt man fir
dic rechte Seite von (3a)

o I gpr B peDa— KDL Dy
=% $9

— ¥ + DD *In K.
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In den beiden Fillen a und b kénnen in bekannter Weise
Randbedingungen erfillt werden.

Durch das beschriebene Verfahren wird erreicht, dal 4y
in (1) ein vollstindiges Differential wird, so daf sich schlieBlich y
durch Quadraturen ergibt.

Der Beziehung (3) liBt sich immer folgende geometrische
Deutung geben: ‘

Durch 3(%,v) als Ortsvektor wird eine Hilfsfliche dargestellt,
die der gegebenen Flache r(x,v) mit dem Spreizvektor — D#
entspricht; im Falle » = o ist diese ein sogenannter Drehrif3
von .
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