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Vorgelegt von Herrn Robert Sauer am 4. Mai 1956 
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Die partiellen Differentialgleichungen vom hyperbolischen 

Typ sind nicht zuletzt infolge ihrer Bedeutung für gasdynamische 

Probleme Gegenstand zahlreicher Arbeiten geworden. 

Die Bestimmung numerischer Lösungen von Anfangswert- 

bzw. Anfangs-Randwert-Problemen solcher Differentialgleichun- 

gen erfolgt häufig mittels der Charakteristikentheorie (Massau- 

sche Gitterkonstruktion). Dabei werden die Differentialgleichun- 

gen durch Differenzengleichungen ersetzt und diese iterativ ge- 

löst. Vom bisher gebräuchlichsten dieser Näherungsverfahren, 

das wir als „reincharakteristisch“ bezeichnen wollen, soll die 

vorliegende Arbeit handeln. Wir wollen uns hier auf Differential- 

gleichungen von nur zwei unabhängigen Veränderlichen be- 

schränken. Existenz und Eindeutigkeit der Lösung eines An- 

fangswertproblems eines Systems partieller Differentialgleichun- 

gen l. Ordnung soll dabei vorausgesetzt werden. Einleitend wer- 

den für ein hyperbolisches System von partiellen Differential- 

gleichungen l. Ordnung die charakteristischen Gleichungen 

(Richtungs- und Verträglichkeitsbedingungen) angegeben, diese 

durch Dififerenzengleichungen ersetzt, und das gebräuchlichste 

Verfahren zur iterativen Bestimmung von Näherungslösungen 

dieser Differenzengleichungen diskutiert. 

Im 2. Abschnitt wird die Konvergenz der Iterationen gegen die 

strenge Lösung der Differenzengleichungen unter der Annahme 

von drei Scharen von Charakteristiken bewiesen. 

Im 3. Teil wird dann die Konvergenz des reincharakteristi- 

schen Näherungsverfahrens gegen die strenge Lösung der Diffe- 

rentialgleichungen im Falle zweier Charakteristikenscharen ge- 

zeigt. Es wird der allgemeine Fall auf die Arbeiten von Fried- 

richs — Lewy bzw. Courant - Isaacson - Rees zurück- 

geführt. 

1. Die reincharakteristische Lösungsmethode eines Systems quasi- 

linearer, partieller Differentialgleichungen 1. Ordnung vom 

hyperbolischen Typ bei 2 unabhängigen Veränderlichen 

Wir wollen in diesem Abschnitt die Massausche Gitterkon- 

struktion, die wir als „reincharakteristische“ Lösungsmethode 

bezeichnen wollen, kurz erörtern. 
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1.1. Die charakteristischen Gleichungen 

Wir behandeln in dieser Arbeit nur Anfangswertprobleme 

eines Systems quasilinearer, partieller Differentialgleichungen 

1. Ordnung bei 2 unabhängigen Veränderlichen. Der besseren 

Übersicht halber wollen wir uns auf ein System von 3 Gleichun- 

gen für die 3 gesuchten Funktionen u, v, w beschränken. 

Das System lautet: 

(M) an ux + A-2 1 vx + bi2 vy + cn wx + cn wy = q{ 

mit i = 1, 2, 3 . 

Die aik, bik, cik und q{ sind dabei Funktionen von x, y, u, v und w. 

Ferner sind auf einer Kurve y = y0 (x) (Anfangskurve) u, v und 

w als Funktionen von x vorgegeben.1 

Wir bezeichnen das System (1,1) als hyperbolisch, wenn 

! 
an blx c11 

I ^21 ^21 ^21 I O 

I 
a31 b31 C31 j 

ist und die charakteristische Hauptgleichung 

0.2) 

' an dy — a12 dx bix dy — bX2 dx rlx dy — c12 dx 
a2i dy — (Z22 dx b21 dy — b22 dx c21 dy — c22 dx = o 

1 <*31 dy — «32 dx bzl dy — b32 dx czi dy — c32 dx 

d y 
3 reelle, paarweise verschiedene Wurzeln besitzt. 

Wir wollen dabei auf den Sonderfall, daß unter zusätzlichen 

Bedingungen auch beim Zusammenfallen von Wurzeln der cha- 

rakteristischen Hauptgleichung das System (1,1) noch hyper- 

bolisch bleibt, verzichten. 

Die Gleichung (1,2) ordnet jedem Punkt 3 Richtungen, die 

„charakteristischen Richtungen“, zu: 

ü>3) (vir),-= Fi

^x’3/1 u('x>y)' v(dc'y)' 
w(-x’^))> i = n 2- 3- 

1 Zur Herleitung der Richtungs- und Verträglichkeitsbedingung sowie über 

Abhängigkeits-, Bestknmtheits- und Einflußbereich vergleiche man R. Sauer 
[ 1 ] S. 62 ff. 
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Wir nennen (1,3) die Richtungsbedingungen. 

Die Anfangskurve soll nicht charakteristisch sein, d. h. in kei- 

nem ihrer Punkte darf ihre Tangentenrichtung mit einer charak- 

teristischen Richtung zusammenfallen. Längs jeder charakteri- 

stischen Richtung erhält man die Verträglichkeitsbedingungen 

CM>'M#),+*<(£)-
+C

'(4£),- - G, t = 1, 2, 3. 

Dabei sind die A-, B{, C{, G- wieder Funktionen von x, y, u (x, y), 

v (x, y), w (x, y). 

1.2. Ersatz der Differentialgleichungen 

durch Differenzengleichungen 

Die jedem Punkt zugeordneten 3 charakteristischen Richtun- 

gen erzeugen ein Richtungsfeld, welches 3 Scharen von Kurven, 

die wir als Charakteristiken bezeichnen, definieren. Durch jeden 

Punkt der Anfangskurve geht also je eine Charakteristik jeder 

der 3 Scharen. 

Wir gehen von 2 Punkten der Anfangskurve, P und Q, aus. 

R sei der Schnittpunkt der durch P gehenden Charakteristik 

der ersten Schar mit der durch Q gehenden Charakteristik der 

zweiten Schar, 7/ der Schnittpunkt der durch R gehenden Cha- 

rakteristik der dritten Schar mit der Sehne PQ. (Siehe Fig. 1). 

Die Charakteristiken selbst sind aber unbekannt, wir kennen 

zunächst nur ihre Tangentenrichtungen in den Punkten A und Q 

der Anfangskurve, da ja auf ihr die Funktionswerte u, v, w vor- 

gegeben sind. 
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Zur numerischen Berechnung werden nun die Differential- 

quotienten in den Gleichungen (1,3) und (1,4) durch Differen- 

zenquotienten ersetzt und die Funktionen an den entsprechenden 

arithmetischen Mittelwerten der Argumente gebildet. 

Nash dem Mittelwertssatz müßte man die Funktionen an einer 

unbekannten Mittelstelle nehmen, diese ersetzen wir durch die 

arithmetischen Mittelwerte. 

Die Lösungen des so erhaltenen Differenzengleichungssystems 

werden im allgemeinen von den Lösungen des Differentialglei- 

chungssystems (1,3) und 1,4) verschieden sein, praktisch ist jedoch 

auch das Differenzengleichungssystem i. a. nur iterativ lösbar. 

Numerisch wird man sich meist mit einem oder mit zwei Itera- 

tionsschritten begnügen. 

Zur Abkürzung wollen wir für alle Koeffizienten vereinbaren : 

AP, R) =f 
Xp Ar XR 

2 

yp + y R U
P + UR Vp + VR Wp 4" WR \ 

2 i 2 J 
Die Richtungsbedingungen (1,3) und Verträglichkeitsbedingun- 

gen (1,4) in Differenzenform lauten somit: 

(LS) 

a) yR — yP = Fi (P, R) • (xR — xP) 

b) yR — VQ = F2 (Q, R) • (xp — xQ) 

c) y R y H ~ F3 (ff, 7?) • (xR — xH) 

(L6) 

a) A y (P, 7?) • (uR Up) -j- By (P, R) • (vR — Vp) -)- 

+ Cy (P, R)  0Wp - Wp) = Gy (P, R) • (xp — Xp) 

b) A 2 (Q, 7?)  (uR — uQ) + B2 (Q, R)  (vR — vQ) + 

+ (Q, R)  ( Wp — wQ) = G2 (Q, R) • (.xR — xQ) 

c) A 3 (ff, R)  (uR — uH) + Z?3 (ff, R)  (Vp — vH) + 

+ C, (ff, R)  (wp — wH) = G3 (ff, R) • (xp - x„), 
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wobei mit a als 6. Unbekannter 

(i,7) 

a) XH — aXP + (t   a) XQ 

b) yH = aVp + (1 — a) yQ 

c) U
H — aup + (1 — a) UQ 

d) vH = avP -f (1 — a) vQ 

e) wH = awP -f- (1 — a) WQ. 

1.3. Die „reincharakteristische“ Lösungsmethode 

bei drei Charakteristikenscharen 

Die Koordinaten der Punkte P und Q sowie die Funktions- 

werte u, v, w in P und Q seien gegeben oder durch vorhergegan- 

gene Rechnung (näherungsweise) ermittelt. Der Abstand PQ sei 

mit h bezeichnet. Zur Lösung der Differenzengleichungen (1,5) 

bis (1,7) verwenden wir die folgenden Iterationen (vgl. Fig. 2): 

Zur Festlegung der Koordinaten von R und seiner Funktions- 

werte stehen zunächst nur die Koordinaten und Funktionswerte 

von P und Q zur Verfügung. Im ersten Iterationsschritt erhalten 

wir zunächst aus den Richtungsbedingungen 

(1,8a) • yXi — yp = Fx (P)  (:xRx — xP) 

0,8 b) yXi —yQ = F2 (g) • (xXt — xQ) 

Näherungen für die Koordinaten des Punktes R, bezeichnet mit 
X

R, 1 y Ri  
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In den Funktionen Fx bzw. F2 sind die Argumente an den 

Stellen P bzw. Q eingesetzt. 

Aus der Gleichung 

(1,8c) yRi — yHi = F3 (P, Q)  (ycRi — xHi) 

und der Geradengleichung der Geraden P HQ 

(1.9) (yHl —yP) • (*<? — 
X

P) = (yç —yP) ’ — XP) 

erhalten wir die Ortskoordinaten xH, yHi. 

Die Funktionswerte in Hx werden wir uns nun durch lineare 

Interpolation zwischen P und Q (vgl. die Gleichungen (1,7)) ver- 

schaffen und wollen sie mit uH , vH , wH bezeichnen. 

Nun ermitteln wir mit Hilfe der Verträglichkeitsbedingungen 

(1,6) - die Funktionen A{. . . Gx werden dabei an den Stellen 

(P), (<2), (JVJ) genommen - die Funktionswerte uR , vRi, wRi . 

Damit ist der erste Iterationsschritt abgeschlossen. Man beachte, 

daß für die Funktion Fs noch die Mittelwerte zwischen P und Q, 

für die Funktionen A3, B3, C3, G3 dagegen bereits die inzwischen 

errechneten Werte von Hx benützt werden. Im 2. Iterations- 

schritt werden nun in Fx, Av Bv Cv Gx die Mittelwerte (P, Px), 

in den Funktionen F2, A2, B2, C2, G2 die Mittelwerte (Q, RjJ, 

in F3 die Mittelwerte (Nv Rx) und in Aa, B3, C3, G3 schließlich 

die Mittelwerte (H2, Rx) eingesetzt und wir erhalten auf dem 

Umweg über H2 nunmehr die Werte xR . . . wRn. Die Konvergenz 

dieses Iterationsverfahrens gegen die strenge Lösung der Diffe- 

renzengleichungen (1,5) bis (1,7) wird im 2. Teil gezeigt werden. 

Sind nun auf der Anfangskurve y = y0(x) N Punkte P samt 

ihren Funktionswerten vorgegeben, so berechnet man auf diese 

Weise Näherungswerte der Koordinaten x, y und Funktions- 

werte u, v, w für (N— 1) Punkte R. Im allgemeinen werden 

diese Punkte R auf einer zur Anfangskurve weder parallelen 

noch ähnlichen Kurve liegen, sie werden auch nicht mehr aequi- 

distant sein. Von den (N— 1) Punkten R ausgehend liefert uns 

das gleiche Verfahren (N —2) Punkte S usw. Für alle Punkte, 

die sich als Schnitt der von den Punkten P auf der Anfangskurve 

ausgehenden Charakteristiken ergeben, also im Bestimmtheits- 

bereich liegen, erhalten wir Näherungswerte der Koordinaten 

und gesuchten Funktionen u, v und w. 
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2. Konvergenz der Nälicrungslösungen (Iterationen) eines Systems 

von Differenzengleichungen 1. Ordnung gegen die strenge Lösung 

der Differenzengleichungen 

In diesem Abschnitt wollen wir die Konvergenz des beschrie- 

benen Iterationsverfahrens gegen die strenge Lösung der Diffe- 

renzengleichungen (1,5) bis (1,7) beweisen. 

2.1. Das Iterationsverfahren 

Zur Lösung der Gleichungen (1,5) bis (1,7) verwenden wir 

folgendes Iterationsverfahren. 

Wenn für die strenge Lösung der Gleichungen (1,5) bis (1,7) 

die Näherung R'(xR,yR, uR, v'R, w'R) und a' vorliegt, so bestim- 

men wir eine neue Näherung R" (x'R, yR, ii'R, v"R, wR), a" in fol- 

gender Weise: 

Mit 

a) X
'H = a'xj° + (4 — a') XQ 

b) J'H = a'yp + (1 — «') yQ 

(2.1) c) uH = a! uP + (1 — a') uQ 

d) v'H = a! vP + (l — a') vQ 

e) w'H = a! wP + ( 1 •— a') wQ 

und 

a) X
H = a

"xp + (t — a") XQ 

b) VH = a"yP+ (1 — a") yQ 

(2.2) c) UH = a"upy- (1 — a") uQ 

d) V'H = a"vR+ (1—a")vQ 

e) W'H = a"wp-\- (1 — a") wQ 

stellen die Iterationsgleichungen 

a
) y'R~yp = FX{P,R')-{X"R~Xp) 

(A3) b) y"R-yQ = F^Q,R')-{X'^-Xq) 

c) y'p —y'H = F3 iff', R')  (*" - *") 
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a) A j (P, R') («" - uP) + Bx (P, R') (v"R - vP) 

+ Cx (P, R') {w"R - wP) = Gx (P, R') {x"R - xP) 

b) A2 (0, R1) (*£ - uQ) + B2 (0, R') 0" - Vq) 
C2’4) + C2 (0, R') (w"R ~ zvQ) = G2 (0, R') (x"R - XQ) 

c) A 3 (//", *') (*" - UH) + B3 (//", 7?') (»" - O 

+ C3{H", R') («/"-«/") = 03(#"> *') (*"-*") 

öGleichungen für die 6 Unbekannten^, yR, u'R, vR, wR und et" dar. 

Bei der Berechnung der neuen Näherungswerte benutzen wir 

die folgenden Abkürzungen: 

(2,5) 

a) 

b) . 

c) 

(2,7) D' = 

F0 = - 
yQ—yp 
XQ —XP 

UQ- 

XQ- 

 1/P 

 XP 

VQ   Vp 

XQ — Xp 

_ WQ- 
W =  

-Wp 

XQ—Xp 

A ! (P, R') Bl(P, R') C1 (P, R') 
A 2 (0, R') B2 (0, R') C2 (0, R') 
A3(H", R') B3 (H", R') C3(H",R') 

Aus den Gleichungen (2,3 a) und (2,3 b) findet man, sofern 

(2,8) 

12,9) 

F[ = Fi (P, R') =f= F' = F2 (0, R') 

Mit diesen Werten und unter Verwendung von (2,2 a) und 

(2,2 b) ergibt sich aus Gleichung (2,3 c) 

(2,10) (K-K> (K-F*) 
~{F'-F[) (K-FO) ’ 

falls noch F3 (//', R') 4= F0. 
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Nachdem a" berechnet ist, stellt (2,4) ein lineares Gleichungs- 

system für die Berechnung der Unbekannten uR, vR, wR dar. 

Unter der Voraussetzung D' =}= o ergibt sich: 

(2,H) — Up -f- D' {F'„ 
XQ  Xp 

-K)(K- Fo) 

GI(FI-Fü) (FI~Fq) B[ C[ 

[Gl (F[ — Ft) + [A '2Ü + Bl V + C2 w) {Fl - F[)] (F{ - F0) B'2 C2 

[Gl (Fl -F0)+(A'3ü+B'3V + Cl w) (Fl - A{)] (Fl - F0) B'3 C'3 

(2,12) Vp + 

- Xp 

(F'-F0) 

A[Gl(Fl-F0)(Fl-F0) C\ 

Al [Gl (F[ - F0) + (Al Ü + Blv + Cl w) (Fl - Ax')] (F( - F0) Cl 

Al [Gl (.Fl-F0) + (A(ü + B(v + C'3w) (F'3-F[)\ (Fl - A0) C3 

(2,13) = wP + 
-Xp 

D’(F:-F[) (Fl-Ft) 

Al B[ Gl (Fl FQ) (Fl F0) 

Al Bl [Gl (Fl - F0) + (A'2ü +Bl v+ C'2 w) (Fl - A()] (F'3 - F0) 

Al Bl [Gl (Fl -F0) + (A'3Ü + B'3V + Clw) (F'3 - F[)} (Fl - F0) . 

2.2. Konvergenzsatz 

In dem System der Differenzengleichungen (1,5), (1,6) seien 

die Funktionen 

F1 (x, y, u, v, w), F2 (x, y, u, v, w) F3 (x, y, u, v, w) 

A1 (x, y, u, v, w)   G3 (X, y, u, v, w) 

i n einer 5-dimensionalenUmgebung einer Stelle/i * 3 (xP,yP, uP, vP, wP) 

einmal stetig differenzierbar nach sämtlichen 5 Argumenten. 

Weiter liege eine durch P gehende nichtcharakteristische, stetig 

differenzierbare Anfangskurve y = yg (x) mit Anfangswerten 

uo(x), v0(x), w0(x") vor, für welche -^° , beschränkt 

seien. 
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Für die Lage der Anfangskurve und der charakteristischen 

Richtungen zueinander gelte im Punkt P : 

{F* -Fa) (Fi-y'a {xP)) 
(F2  - Fj) (F3 y0 (xp)) 

<1 

Wenn Q (XQ, yQ, uQ, vQ, wQ) auf der Anfangskurve y = y0 (x) 

genügend nahe bei P liegt, dann definieren die Iterationsglei- 

chungen (2,3) und (2,4) zu jeder Anfangsnäherung Rü(X°r, yR, uR, 

vR, wR) und a° eine Folge von Näherungslösungen, die gegen eine 

Lösung der Differenzengleichungen (1,5), (1,6) konvergiert, 

wenn P0 (x\, y°R, uR, v°R, wR) in einer hinreichend kleinen Um- 

gebung 25 von P gelegen ist und O <( a° <( 1 ist. 

Zusatz 1 : Die Konvergenz ist auch dann noch sichergestellt, 

wenn man für die Funktionen Flt F2, Fa, Ax .... G3 statt der 

Differenzierbarkeit nur Stetigkeit und geeignete Lipschitzbedin- 

gungen fordert (vgl. 2.4.3). 

Zusatz 2 : Für eine nichtcharakteristische Anfangskurve kann 

die Forderung o <( a <C 1 durch eine passende Numerierung der 

charakteristischen Richtungen immer erreicht werden. 

Zum Beweis des Konvergenzsatzes zeigen wir zunächst: 

2.3. Die Existenz der Näherungsfolgen 

2.3.1. Folgerungen aus der Hyperbolizität und den Anfangsdaten 

Die Differentialgleichungen (1,1) sind im Punkte P hyperbo- 

lisch (vgl. 1.1), wenn 

(2,14) 

und 

F i (P) 4= P2 (P) 4= P3 (P) 4= P0 (P) 

\ «11 (P) *n (P) 
j a21 (P) ^21 (P) 

I ‘Ul (P) ^31 (P) 

Ui (P) 

Ui (P) 
Ui (P) 

=)= o ist. 

Es zeigt sich, daß dann auch 

(2,iS) D(F) = 
Ai (.P) Bi(P) 
A2(P) B2{P) 

A3(P) B3 (P) 

CAP) 
c3 {P) 
c3 (P) 

4= O. 

7 München Ak. Sb. 1956 
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Aus der Stetigkeit der Funktionen Alt A2, A 3, Bv B2, B3, Cv 

C2, C3 folgt weiter, daß für 3 beliebige Punkte Plt P2, P3 einer 

(5-dimensionalen) Umgebung 2^ von P(xp,yp, uP, vP, wP) der 

Betrag der Determinante 

^i(A) Bi (Pi) ^(^1) ; 

(2.16) D (Pj, P2, P3) = A2(P2) B2 (P2) C2 (P2) .I 

I A3(Pa) B3(P3) C3 (P3) I 

größer ist als eine positive Konstante K. 

Die Anfangskurvey0 (x), u0 (x), v0 (x), w0 (x) sollte im Punkt/3 

nichtcharakteristisch sein, d. h. es gilt: 

a
) 

Fi (p) =f= y'o (X
P) 

(2.17) b) Fi. (P) =t= y'o (xp) 

c) F a (P) =)= y'0 {xP). 

Nun schließen wir wie bei der Herleitung von (2,16): 

Wegen der Stetigkeit der Funktionen Fx, P2, P3, y0 folgt aus 

(2,14) und (2,17) das Bestehen der Ungleichungen 

a) l^2 (^2) — ^3 (^3) i >*i 

(2.18) b) I F3 (P3) — F1 (Z
3,) I > k2 

c) ! Fx (Pi) F2 (P2) I 7> k3 

a) I F1 (Pj) —y'Q (x4) I > k[ 

(2.19) b) I F2 (P2) — y'0 (xt) I > k!2 

c) I F3 (P3) — y'0 04) I > k3 

mit geeigneten positiven Konstanten klt k2, k3, k’lt k2, k3 für 

beliebige Punkte P1 (x1, yx, , vx, wj, P2 (x2, j'2 > n'i > ö2, w2), 

P3(^3, 4/3, M3, y3, w3) einer hinreichenden kleinen 5-dimensionalen 

Umgebung 232 von P und für genügend nahe bei xP gelegenen 

Stellen ;r4. Mit (2,19) gelten für alle von P verschiedenen Punkte 

Q, die auf der Anfangskurve hinreichend nahe bei P gelegen 

sind, auch die Ungleichungen 
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(2,20) 

a) F, (PJ 

b) \F,{P2)- 

c) A3 (PÙ  

yq—yp 
XQ Xp 

yq—yp 1 
XQ Xp I 

4 

XQ — Xp I 

denn nach dem Mittelwertsatz ist dann für ein geeignetes xi 

zwischen xP und XQ 

yq —yp_ 

XQ—Xp y'o O«)- 

Der Mittelwert liefert auch die Beschränktheit der Differenzen- 

quotienten 

jr,   yç —yp U
Q — 

U
P 

V
Q — 

V
P 

W
Q — 

W
P p ^ , , ) • 

XQ — X p XQ — X p XQ — X p XQ — X p 

Für unsere Punkte Q, Pv P2, P3 zeigen wir nun, daß 

(2,22) 

o < a (Q, Plt P2, P3) _ \/-\(P>)-P3P3)\ \P(PI)-FQ\ ^ . 
[ P(P2) - F,(A)] [F3(.P3) - F01 < 

Zunächst ist nach Voraussetzung wegen der Stetigkeit von y'0 (x) 

\F2(P)-F3(P)1 U'PP't-y'qx,)] 

IFJFl-F^P)] [Ft(P)-y'AxJl 

für alle xt in hinreichender Nähe von xP. 

Also gilt für alle Punkte Q, die auf der Anfangskurve hinrei- 

chend nahe bei P gelegen sind, 

_ / [P*{P)-P3(P)\ U’\{P)-F\ , . 
' \P(P)~p{P)] [/•'„(/>) ' 

Jetzt führen wir den Beweis indirekt zu Ende. 

(Wegen (2,18c) und (2,20c) ist a (Q, Pv P2, P3) eine stetige 

Funktion seiner Argumente. Aus der Annahme a(ß, Plt P2, P3) 

<C o folgt daher, daß auch a = o einmal erfüllt ist, im Wider- 
spruch zu (2,18a) und (2,20a). 
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Aus der Annahme a > 1 erhält man, daß auch a = l einmal 

eintritt, also 

(F2 - Fz) (AX - F0) = (F2 - F,) (F3 - F0) 

oder 

(F2-F0) {F3-F,) = o. 

Dies widerspricht aber (5,18b) und (5,20b). 

2.3.2. Auflösung der Iterationsgleichungen 

Unter iS werde im folgenden eine konvexe Umgebung des 

Punktes P verstanden, die zum Durchschnitt der oben definierten 

Umgebungen 58x und 582 gehört. Ein für allemal sei auch der 

Punkt Q der Anfangskurve in 58 gelegen. 

Für die in 2.1 eingeführte Näherung R', a' sei nun R' ein 

Punkt aus 58 und o <a' < 1. 

Wir zeigen, daß dies die Auflösbarkeit der Iterationsgleichun- 

gen garantiert, wenn nur Q nahe genug bei P liegt. 

Beweis: 

1) Mit R' aus 58 sind auch (P, R') und (Q, R') aus 58. Damit be- 

stehen nach (2,18c) die Auflösungen (2,8) und (2,9). 

2) Weil o <a' < 1, liegt auch H' in 58 und damit auch (FT, R'), 

so daß die Berechnung (2,10) für a" wegen (2,20 c) gesichert 

ist. Für Pr = (P, R'), P2 = (0, R'), P3 = (//', R') ergibt sich 

aus (2,22) o <a" < 1. 

3) Mit o <a" < 1 gehört auch H" zu 58 und damit auch (H", 

R'). (2,16) liefert schließlich die Auflösungen (2,11), (2,12) und 

(2,13)- 
2.3.3. Existenz der Näherungsfolgen 

Nachdem wir gesehen haben, daß für R' aus 58 und o <n' <[ 1 

die Iterationsgleichungen auflösbar sind und für a" wieder 

o < a" < 1 ist, zeigen wir jetzt, daß auch R" wieder zu 58 

gehört, wenn nur | XQ—xP\ hinreichend klein ist. 

Zum Beweis genügt es, die Beschränktheit der Differenzen- 

quotienten 

X
"R 

X
P y'k—yp uR — up v"R — vp w"R — wp 

> ) ) ) 
XQ—Xp XQ—Xp XQ Xp XQ — Xp XQ—Xp 
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aus den Gleichungen (2,8), (2,9), (2,11), (2,12) und (2,13) ab- 

zulesen. 

Für jede Anfangsnäherung R0 aus 23 und o •< ot° <C 1 erhalten 

wir damit aus den Iterationsgleichungen eine Folge von Nähe- 

rungen Rtt, et”, wobei alle Rn in 23 liegen und o <C an <1 ist. 

2.4. Abschätzung der Differenzen zweier aufeinanderfolgender 
Näherungen 

2.4.1. Abkürzungen 

Für n = o, 1, 2, 3, . . . bezeichnen wir: 

F1 = F1 {P,R„y, A’l = A1(P, Rj; B\ = B1 (P, Rj 

C” = cx (P, Rn)] G” = G1 (P, Rn) 

F'i = F2 (61 R„) ; A\ = A2(Q,R„); B?2 = B2(Q,R„) 

C’i — *- 2 (öi Fn) ! ^2 = ^2 (öi R, 'i) 

Fl = F, (//„, Rn)\ A” = A3 (Hn+1, R,y, Bl = Bz (H,I+1,R„) 

Q = Q (Ä.+1, F„) ; G? = C3 (Hn+l, Rn). 

Zur Vereinfachung setzen wir ferner: 

A’l B’l C’l 

D" = ^2 ^2 Q 

^3 ^3 Q 

A” — Fa ln   ‘2 
u 

J pti pn f(K) 

F" ~ /  n 

£" = 7'T 

{Fl-FD {F<;-F0) oTTi = 
{Fl-F-) (F’‘ 

d’[ = dyRn,Hn,Hn+1) = 

F0) 
= a(Rn,Hn) 

D" {F’l — F”) (F”-F0) 

G’KFI-F») (A”-A0) A;' Q 

[G”(A" —A„) + + + Qéü)(A?-A”)] (A”~A0) ££ Q 

[G"(A”-A0)+(^”« + ^^ + G”fü)(A”-A”](A"-A0) Q 
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d\ = d2 (R„, Hn,Hn+1) 
D”(F* — F”) (.F”-F0) 

A” G\ (Fl — F0) (Fl~F0) C’{ 

Al [Gl (F”1-F0)+(A”2ü + B\v + Clw) (F^-F’{)\ (F"3-F0) C\ 

Al [Gl (Fl - A0) + (A\ü + B\v + Clw) (Fl - F*)] (F”2-F0) C\ 

A3 A3 (R„ ' Adn, Fdn + j) D"(F% Fn) (F" F0) 
X 

A’i B’i G’( (Fl — F0) (Fl- F0) 

Al Bl [Gl^Fl-F0)+(Alü+Blv+Clw)(Fl-FD\-(Fl-F0)\ 

Al Bl [GKF’I-Fo) + (Alü + Blv+Clw)(Fl-FD\-(F”2-F0)' . 

Für später sei festgehalten, daß die Funktionen f (R„), g (/?„), 

a (ßn, HX dx (Rn, dd„, fdn+x), d2 (Rn, dd„, dd„+1), d3 (R„, ddn, dd„+1) 
erste Ableitungen nach den hier aufgeführten Argumenten be- 

sitzen, welche auch in bezug auf xQ,)>Q, UQ, VQ, WQ stetig sind 

(vgl- 2.4.3). 

2.4.2. Differenzenbildung zwischen zwei aufeinanderfolgenden Näherungen 

Wir verwenden die Abkürzungen des letzten Abschnitts und 

erhalten damit aus den Gleichungen (2,8), (2,9), (2,11), (2,12), 

(2,13) unmittelbar die folgenden Differenzen: 

(2.23) x”/1 — FR = (xQ — xP) (/" — f~l) 

(2.24) ynRX —ynR = (xQ — xP) (gn—g"-1) 

(2.25) un
R 

1 u"R = (XQ Xp) (d’( d\ v) 

(2.26) vR' 1  vR = (XQ - Xp) (dl dl *) 

(2.27) wn
R
+1 — wn

R = (xQ — Xp) (dl — d”ß)  

Aus (2,2) erhalten wir 

xnH 1 = +1 (xP — xQ) + 

XH — CC (•#/> * 

Also 

(2.28) xnßx — xn
H = — (.Tg, — (a"+1 — a”). 
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Analog ergibt sich : 

(2.29) ynH+1 —yuH = — (yc —yP) («"+1 - «") 

= — (xQ — xP) FQ (a"+1 — a") 

(2.30) u"H
+X —tt"H = — (xQ — xp) ü (a’,+1 — a") 

(2.31) v”H
+1 ~v”H = —(xQ~ xp) v (a“+1 - a”) 

(2.32) w”ff
+X — w”H = — (xQ—Xp) w (an +1 — a”). 

2.4.3. Lipschitzbedingungen 

Für 2 beliebige Punkte Px (pcx, yv uv vv wx) und P2 (x2, y2> 
u2, v2, w2) bezeichnen wir: 

I P\> Pz\ = I x2 — x! J -f I y2 —y1 I + I u2 — n1 | + 

+ I V2   V\ I + \W2   W\ I- 

Zu dem früher definierten Bereich S3 existieren unter den Voraus- 

setzungen des Konvergenzsatzes Lipschitzkonstanten Mx, d/2, 

M3, M'V M2, Mi SO, daß für die folgenden, in 2.4.1 eingeführten 

Funktionen gilt: 

(2.33) \/(P„) —f(Rn-1)| ^ M1 I Rn, Rn_x I 

(2.34) \g(P„)-g{Rn-1)| ^ M2 I Rn, Rn_x\ 

(2.35) ! a{R„, H„) -a{R„_,, H„_x)| £ M3 {\R„, Rn_x\+ \Hn, Hn_x\) 

I d, (R„, H„, Hn + l) - dv (Rn_x, ,//„)! ^ 

(2.36) ^ Ml {IR„, Rn_xI + I //„,//„_!! + |//B+1) Hn\} 

(v = 1, 2, 3). 

2.4.4. Abschätzen der Differenzen 

Aus (2,23), (2,24) und (2,33), (2,34) erhalten wir: 

(2.37) K+1 —x%\ £ Mx h  \R„, R„_xI 

(2.38) I V-+1 ~y”RI ^ M2 h  I R„, 

mit h = . 
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Indem wir (2,35) auf (2,28) bis (2,32) anwenden, kommt 

14 > 4-il + 14,> Hn-il = 4 gesetzt: 

\
X

"H
1

 ~
X

H\ h An 

I y]/'1 y’M = ' 441 4 

I u"^ — U”JJ\ ^ M3 • h ] ü\ An 

\vBhl — V’H\ = • h Iv\ An 

I®7//1 — W’H\ ~ ’ 444- 

Da die Differenzenquotienten F0, ü, v, w für alle Q in einer Um- 

gebung von P beschränkt sind, gibt es eine von Q unabhängige 

Konstante 

4 M3 (1 + |/q,| + \ü\ + \v\ + |w|). 
Damit ist 

(2.39) 14+1-41 £Mt-hAH. 

(2,25) und (2,35) ergeben jetzt 

WŸ1 - K\ ^ K • k • {A„ + IHh+1, Hn|} 

<^M[- h-( 1 + hM4) An. 

Ebenso kommt mit (2,26) und (2,27) 

K+1 — v”R\ ^ J/' • h • (1 + hM4) A„ 

I «'J+1 — «$| ^ M'3 • h • (1 + /^4) 4, . 

Diese letzten 3 Ungleichungen ergeben zusammen mit (2,37) und 

(2,38) 

14+1-41 ^ 
^ Ä  {(^ + 4) I 4, 4-i I + (M[ + M' + M’3) (1 + h M4) AJ 

£ h {Mx + M2 + (M[ +M^ + M3) (1 + hM,)} A„; 

setzen wir 

M= Mt + M1 + Ms + + M’% + M's) (1 + hM4), 

so liefert die letzte Ungleichung zusammen mit (2,39) 

(2.40) 4+i = 14+1, 41 + \HH+1,HH\^hMAH. 
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Durch vollständige Induktion folgt: 

(2>41) 4+1 <(h-M)”Ai. 

Da Ax = |b?i> -^ol + \H1,H0 \ beschränkt ist, so ergibt sich 

|für h •<—üj, daß die 10 Näherungsfolgen 

(x#, , . . . x"H, ...), (yX, y\,, • • • y’n • • •)> • • • > “b? • • • 
w R-  •) 

konzentriert sind, die Folge der Näherungslösungen also gegen 

die Grenzlage H (xN, yH, uH, vH, wH), R (xR, yR, uR, vR, wR) kon- 

vergiert. Daß diese Grenzlage H, R Lösung der Differenzen- 

gleichungen (1,5), (1,6) ist, folgt aus 

y R y p ' F\ (J? > {
X

R ' xp) 

= lim {ynR+1 —yP — F\ (p< R) (XR
+1

—
X

P)} = 
«— 00 

weil 

1. F1 stetig ist 

2. yR
+1 —yp — Fx (P, Rn) (x'^

1 — xP) für jedes n verschwindet. 

Eine entsprechende Überlegung gilt für die anderen Glei- 

chungen des Systems (1,5), (1,6). Die Konvergenz der a°, et1, a2 ... 

gegen einen Grenzwert a, der den Gleichungen (1,7) genügt, zeigen 

die Gleichungen (2,1), da die Konvergenz der Hn gesichert ist. 

3. Konvergenz der reincharakteristischen Näherungslösungen 

gegen die Lösung der Differentialgleichungen bei 

zwei Charakteristikenscharen 

Im Falle von zwei Charakteristikenscharen wollen wir nun die 

Konvergenz der ,,reincharakteristischen“ Näherungslösungen 

gegen die Lösung der Differentialgleichungen zeigen. 

Es sollen zwei Beweise durch Zurückführen auf die Arbeiten 

von Friedrichs-Lewy [4] und Courant-Isaacson-Rees [5] gegeben 

werden. Wir werden hierfür bezüglich der Differenzierbarkeit der 

in den Differentialgleichungen als Koeffizienten auftretenden 

Funktionen und bezüglich der auf der Anfangskurve vorgegebe- 

nen Anfangsdaten über den Abschnitt 2 hinaus zusätzliche For- 

derungen stellen. Ein unmittelbarer Konvergenzbeweis für die 

Gleichungen der linearen nichtstationären isentropischen Gas- 

strömung soll in einer weiteren Veröffentlichung gegeben werden. 
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3.1. Zurückfülirung des Konvergenzbeweises auf die Arbeit 

von Friedrichs-Lewy [4] 

3.1.1. Problemstellung 

Wir betrachten für das System der Richtungs- und Verträg- 

lichkeitsbedingungen bei 2 gesuchten Funktionen u(x, y), 

v (x, y) ein Anfangswertproblem längs der Kurve y = y0 (x) mit 

den Anfangswerten u0 (x), v0 (.r). 

Unsere Gleichungen lauten also: 

Wir verlangen hier von den Funktionen Fv F2, Av A 2, Bx, B2, 

Gv G2, daß ihre Ableitungen nach den Veränderlichen ;r, y, u, v 

bis zur 3. Ordnung existieren und stetig sind. Von den Anfangs- 

funktionen yo (V), u0 (V), v0 (x) fordern wir ebenfalls die Existenz 

und Stetigkeit ihrer Ableitungen bis zur 3. Ordnung. Das An- 

fangswertproblem sei hyperbolisch und nichtcharakteristisch, 

d. h. Fx (x, y0 (x), u0 (x), v0 (.x)) und F, (x, y0 (x), u0 (x), v0 (x)) 

seien für jedes x der Anfangskurve reell, verschieden und ver- 

schieden von y'0(x), ferner sei für jeden Punkt der Anfangskurve 

Das Anfangswertproblem suchen wir in der Umgebung der 

Anfangskurve y = y0 (x) mit dem folgenden reincharakteristi- 

schen Verfahren zu lösen. Wir betrachten eine Parameterdarstel- 

lung der Anfangskurve y = y0 (x), die durch eine dreimal stetig 

differenzierbare Funktion x = x (f) mit x' (f) >0(0 t ^ 1) ge- 

— A 2 Bx) 4= o. 

3.1.2. Konstruktion des charakteristischen Gitters 



Konvergenzuntersuchungen zur Massauschen Gitterkonstruktion 107 

geben ist. Dann haben auch die Funktionen ÿ (f) = y0 (x (fj), 

ü (f) = u0 (x (/)'), v(t) = vQ (x (t)) stetige Ableitungen bis zur 

3. Ordnung einschließlich. 

Durch die Parameterdarstellung x(f),ÿ(t) der Anfangskurve 

und eine beliebige natürliche Zahl K sind dann auf der Anfangs- 

kurve (K + 1) Punkte 

festgelegt. Im folgenden kommt es auf die Wahl der Parameter- 

darstellung x(t),ÿ(t) der Anfangskurve nicht an. In der Praxis 

wird man aber dafür sorgen, daß die Gitterpunkte Pk _k auf der 

Anfangskurve y = y0 (x) ungefähr äquidistant liegen. 

Liegen die Punkte Ptn_k der «-ten Reihe (o A n <iK, 

k — n, n -j- 1, . . K) fest und sind für sie Näherungswerte 

ult „_k, vk n_k ermittelt, für welche die Differentialgleichungen 

hyperbolisch sind, so definieren wir die Punkte 

Pk,„ + \—k k = n -f- 1, n 2, . . . K 

der (n -f- i)-ten Reihe durch das folgende System von Differen- 

zengleichungen (siehe Fig. 3): 

(3 >3) 

a) y R y p — (p) (xR xP) 

d) y R y Q — -^2 O^3) (
X

R 
X

Q) 

c) A x (P) (up — up) + B1 (P) (yp — vp) - G1 (P) (xx - xP) = o 

d) A 2 (P) (
U

R — UQ) + B 2 (P) (vR — VQ) — G2 (P) (XR —xQ) = o. 
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Da für die Punkte der Anfangskurve die Hyperbolizitätsbedin- 

gung erfüllt ist, liefert die vorstehende Konstruktion für jedes 

K in der Umgebung der Anfangskurve y = y0 (x) Näherungs- 

werte für die Lösung des Anfangswertproblems. 

Es wird nun gezeigt, daß die Folge dieser Näherungen, die 

man für K = 1,2,3 •  • erhält, gegen die Lösung der Differential- 

gleichung konvergiert. 

3.1.3. Konvergenzbeweis 

Wir betrachten zunächst die strenge Lösung des in 3.1.1 for- 

mulierten Anfangswertproblems. In einer gewissen Umgebung 

der Anfangskurve ist diese Lösung sicher vorhanden und ein- 

deutig bestimmt (vgl. [4] bis [8]). Nach [8] sind u(x, y) und 

v{x, y) dreimal stetig differenzierbar, weil unsere Koeffizienten 

Fx, F2, Ax, A 2, Bx, Bz, Gx, G2 und die Anfangsbedingungen 

y0 (x), uQ (x), v0 (X) dreimal stetig differenzierbar sind. 

Man betrachte nunmehr das System der Differentialgleichun- 

gen 

Ya (a, a>) = Fx(X, Y, u(X, Y), v(X, Y))  Xa (a, co) 

(3.4) 
(a, to) = F2{X, Y, U (X, Y), v (X, Y)) ’Xa (a, to) 

für die Funktionen X (a, to) und Y (a, co). Dieses System ist 

offenbar in der Umgebung der Anfangsdaten 

(3-5) X(t, — t) = x(t)\ Y (t, — t) = ÿ (t) 

hyperbolisch; dieses Anfangswertproblem hat daher (wiederum 

nach [8]) eine dreimal stetig differenzierbare Lösung X (et, co), 

Y (a, co). 

Folglich sind auch die durch X, Y bestimmten Funktionen 

U (et, co) = u [X (a, co), Y (a, co)] 
(3-6) 

V[a, co) = v [X (a, co), F(a, co)] 

dreimal stetig differenzierbar und es gilt: 

U (t, —t) = u [x((), ÿ(t)] = u (t) 

Y (t, —t) = v [x (t), ÿ(t)] = v(t). 
(3.7) 
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Mit (3,4) und (3,6) erhalten wir 

Ua(a, co) = ux [X (a, tu), Y (a, co)] ' Xa (a, co) 

+ uy [X (a, co), Y (a, co)] • Ya (a, co) 

= Xa • [ux (X, Y) + uy (.X, Y) • Fx(X, Y, U, V)] 

wobei die Richtungsableitung an der Stelle x = X (a, co), 

y = Y (a, co) zu nehmen ist. 

Analog gilt: 

u. («. ») = JT. (£), 

r.(a,«,) = x„(-g-)2. 

Nun genügen nach Voraussetzung die Funktionen «(ar, _y), z/(ar, _y) 

für alle # und y einer Umgebung der Kurve x(t),ÿ(t) den Ver- 

träglichkeitsbedingungen (3,1c) und (3,id). Wir können also 

in diesen Gleichungen x = X (a, co), y = F (a, co) setzen und 

erhalten, wenn wir die Verträglichkeitsbedingungen noch mit 

Xa bzw. Xm multiplizieren : 

(3.8 c) 

Ax (X, F, U, V)  Ua + A, (X, F, U, V) Fa = G, (X, F, V, F)Xa 

(3,8d) 

^ 2 (X, F, V, F) £/„ + B2 (X, F, V, V) Vm = U2 (X, F, V, F)Xra 

sowie nach (3,4) und (3,6) 

(3,8a) Ya = Fx(X, Y,U,V)-Xa 

(3,8b) Ya = F2{X, Y,U, V)-Xm. 

Die Gleichungen (3,8) bilden zusammen mit den Anfangs- 

werten X (t, — t) = x (t), Y (t, — t) = ÿ (t), U (t, — t) = ü (t), 
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V(i), — f) = v{i) ein Anfangswertproblem, wie es in [4] Seite 214 

durch ein Differenzenverfahren gelöst wird. Es zeigt sich, daß 

die dort zur Approximation des Systems (3,8) benützten Diffe- 

renzengleichungen gleichwertig sind mit den Gleichungen (3,3), 

welche wir nach dem reincharakteristischen Verfahren zur Lösung 

von (3,1) aufgestellt haben. Denn zu den Gleichungen (3,8) be- 

trachten Friedrichs und Lewy das folgende System von Differen- 

zengleichungen 

Y*~Yp = Fx (P)(XR~XP). 

YR YQ = F2 (/>) (XR  XQ) 

(3.9) 

A r (P) (UR - UP) + Bx (/>) ( VR - Vp) = Gx (P) (.XR ~Xp) 

A 2 (P) (UR - UQ) + B, (P) ( VR - VQ) = Gt (P) (XR~XQ), 

wobei sie auf der Anfangskurve a = t, OJ — — f, (o üj t ^ 1), 

die Gitterpunkte äquidistant annehmen. 

Die Übereinstimmung des Rechenganges für unser rein- 

charakteristisches Näherungsverfahren mit dem Rechengang 

des Friedrichs-Lewyschen Näherungsverfahrens ergibt sich 

nun unmittelbar durch Vergleich der Gleichungen (3,3) mit den 

Gleichungen (3,9). Es genügt also, noch festzustellen, daß die 

Rechnung in beiden Fällen mit den gleichen Anfangswerten be- 

ginnt. Dies zeigen die Gleichungen (3,5) und (3,7). Damit ist die 

Übereinstimmung der Wertequadrupel (x, y, u, v) und (X, Y, U, 
V) für jedes Paar einander entsprechender Gitterpunkte sicher- 

gestellt. 

3.2. Zurückführung des Konvergenzbeweises auf die Arbeit 

von Courant-Isaacson-Rees [5] 

Zur Lösung der Gleichungen (3,1) kann nun an Stelle des 

reincharakteristischen Näherungsverfahrens (3,3) auch das fol- 

gende, analoge Verfahren verwendet werden (Fig. 4). Wenn auf 

einer Parallelreihe die Näherung vorliegt, so berechne man die 

Näherungen für die Gitterpunkte R der nächsten Reihe aus dem 

Gleichungssystem 
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y R —yP = F 1 (o) (xR — xP) 

yR — y<2 = f2 (O) (XR — xQ) 

(3.10) 

d 1 (O) {uR Up) -)- By (O) (vR  Vp) = Gy (0) (xR Xp) 

A 2 (O) (uR — uQ) + B2 (O) (VR — vQ) = G2 (O) (XR—XQ) . 

log. 5 

Das Gleichungssystem (3,1°) unterscheidet sich vom System (3, 3) 

also darin, daß die Koeffizienten nicht in P berechnet werden, 

sondern in dem Punkte O des Gitters, der auf der Anfangssehne 

zwischen P und Q liegt. 

Wenn man diese Näherungskonstruktion in die a-co-Ebene 

überträgt, so wie wir dies in 3,1,3 dargestellt haben, dann erkennt 

man diese Konstruktion als einen Spezialfall des Näherungsver- 

fahrens, welches Courant-Isaacson-Rees in [5] verwenden. 

Das Bild der Charakteristiken, welches bei der Transformation 

auf die a-co-Ebene auftritt, zeigt Fig. 5. 
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