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Zur Axiomatik der Semigruppen
Von Fritz Klein-Barmen in Wuppertal

Vorgelegt von Herrn Barthel L. van der Waerden
am 14. Dezember 1956

Einleitung

Im Zuge der Verallgemeinerung des Gruppen- und Verbands-
begriffes werden in der vorliegenden Note verschiedene Opera-
tionsbereiche untersucht, die einerseits zur Gruppe, andererseits
zum Halbverband tendieren. Das assoziative Gesetz wird in § 1
in einer abgeschwichten Fassung, in § 2 in vollem Umfang ver-
wendet, wihrend das Schwesteraxiom, das ommuiative Gesetz,
nicht in Anspruch genommen wird.

Im Gegensatz zu der {iblichen Behandlungsweise wird zunéchst
nicht vorausgesetzt, da} jedes Element mit jedem Element ver-
kniipfbar ist, sondern nur, daBl im Operationsbereich ein awusge-
zeichnetes Element vorhanden ist, das in einer bestimmten Art
mit allen Elementen verkniipft werden kann (§ 1). Das Verfah-
ren der ausgezeichneten Elemente bezweckt, die Anzahl der In-
dividuenvariabeln, die in die als Axiome fungierenden Aussagen
eingehen, zu verringern, wodurch sich die Untersuchung einfacher
und durchsichtiger gestaltet. Ubrigens ist bei den weiterhin be-
trachteten Axiomen der erste unter den die Individuenvariabeln
bindenden Quantifikatoren stets ein Generalisator. Spater (§2)
wird das ausgezeichnete Element wieder fallen gelassen, wodurch
sich klassische Verbands- und Gruppenaxiome ergeben.

§ 1. Bereiche mit einem ausgezeichneten Element

1. Grundgegebenheit ist eine endliche oder unendliche Menge
M in Verbindung mit einer durch o symbolisierten zweigliedrigen
Elementverknlipfung. Kleine lateinische Buchstaben - ausgenom-
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288 Fritz Klein-Barmen

men die mittleren Buchstaben des Alphabets — sollen Elemente
von M bezeichnen.

Gibt es zu dem geordneten Paar (x,y) ein z derart, daB
x oy = zist, und kommt es uns dabei nur auf die Existenz eines
z, nicht aber auf den besonderen Wert von z an, so sagen wir:
x 0y existiert. Gibt es zu x ein y derart, dall x o ¥ bzw. y o x exi-
stiert, so werde gesagt: x ist rechts bzw. links verkniipfungs-
Jakig.

Die den logischen Zusammenhang zwischen A/ und o regulie-
renden Axiome werden durch groB3e deutsche Buchstaben kennt-
lich gemacht. Die durch Konjunktion aus €' und €' abgeleitete
Aussage werde durch €' C” wiedergegeben. A7 heille ein €-Be-
reick, wenn € fiir M/ in Geltung ist.

2. Es sel @ das ausgezeichnete Element von M. Wir betrachten
zunichst zwei kategorische und ein konditionales Axiom:!

D7(a). Zu jedem y gibt es ein z, also genau ein z derart, dal

(1 aoy =z

ist.
37 (a). Zu jedem z gibt es mindestens ein y derart, dal} (1) gilt.
Cila). Mitaoy = aoy' ist ¥y =y

Die drei Axiome sind sowohl miteinander vertriglich als auch
unabhingig voneinander. Auf dem konditionalen Charakter des
dritten Axioms beruht es, dal3 jede @ enthaltende Teilmenge eines
G7(a)-Bereichs ebenfalls ein €j(a)-Bereich ist.

Zum Verhalten von Verband und Gruppe gegeniiber den drei
Axiomen ist folgendes zu bemerken. Fiir jedes @ genligen Schief-
halbverband,? also auch der Halbverband im eigentlichen Sinn,
und Semigruppe, also auch die Gruppe, dem Axiom £7(a). Fiir
jedes a geniigt die Gruppe dem Axiom 3" (a) und die Semigruppe
dem Axiom €j(e). Es gibt Schiefhalbverbinde, fir die €j(2)

I Die zur Kennzeichnung der Axiome benutzten Buchstaben 9, 3 und €
sollen an Operativ, Zerlegung und Eindeutigkeit erinnern. Der obere Index 7
soll auf die Rechtsverkniipfbarkeit des ausgezeichneten Elements, der untere
Index 0 auf den konditionalen Charakter des Axioms hinweisen.

2 Begriff und Bezeichnung Schiefhalbverband erstmalig in [H. 4].
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gilt, sogar fuir alle @, daneben auch Schiefhalbverbdnde, bei
denen das nicht zutrifft. Insbesondere ist €;(2) beim Halbverband
fiir kein @ in Kraft.!

Was die Kérper anbetrifft, so handelt es sich bei der Addition
um eine Gruppenverkniipfung, deren Verhalten soeben charakte-
risiert worden ist. Auch fiir die Subtraktion sind die drei Axiome
stets, d. h. fur alle 2 in Kraft. Fir die Multiplikation gilt £7(z)
stets, wihrend die beiden anderen Axiome eingeschrinkt werden
mussen. Fir die Division ist sogar keins der drei Axiome unein-
geschrankt in Kraft.

Die (1) entsprechende Gleichung xo04 = 2, wobei 4 ein aus-
gezeichnetes Element ist, ist die Quelle flir das unserem Rec/is-
system entsprechende Linkssystem. Da beide Axiomensysteme
dual zueinander sind, gentgt es, das Rechtssystem zu unter-
suchen.

3. Zwischen den drei Axiomen besteht die in dem folgenden
Satz ausgesprochene Aquivalenz:

Satz 1. 1. Jst M endlick, so gilt:
9r(a) €5la) = 37(a) E5(a).

Beweis. Ist €j(a) in Kraft, so ist die durch (1) festgelegte Zu-
ordnung zwischen y und # eineindeutig. Im Fall der Giiltigkeit
von €f(e) und D7(a) sei Z, im Fall der Glltigkeit von €;(z) und
37(a) sei ¥ das durch (1) erzeugte Bild von M. Die Bilder sind
mit A/ gleichmichtige Teilmengen von M. Ist M endlich, so
fallt im ersten Fall Z mit M/, im zweiten Fall ¥ mit A/ zusammen,
womit alles bewiesen ist.

Der damit gewonnene Satz ist die Grundlage fir Satz 3, der
einen bekannten gruppentheoretischen Sachverhalt beschreibt.

Die Endlichkeit von A7 ist also eine kinreickhende Bedingung
fiir die Aquivalenz von 97(@) () und 37(a) €;(a). Sie ist aber
nicht notwendig dafiir. Die folgenden Beispiele zeigen, dal3, wenn
M unendlich ist, Aquivalenz eintreten kann, aber nicht eintreten
muf3. ’

L Wir schlielen in diesem und dhnlichen Fillen Operationsbereiche aus,
die nur cin Element enthalten.
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Ist M/ die Menge der ganzen Zahlen und

aoy=a-+y, dh y=z—a,
so gelten €j(a), Or(a) und 37 (a).

Ist M die Menge der positiven ganzen Zahlen und o wie vorher
definiert, so gelten €](a) und Or(a), aber nicht 37 ().

Ist M wieder die Menge der positiven ganzen Zahlen, aber

aoy=y—a, d.h. y=2z2-4aq
so gelten €§(a) und 3(a), aber nicht D7 (a).
Ist M/ wiederum die Menge der positiven ganzen Zahlen, aber
aoy=a—y, dh y=a—z,
so gilt €j(a), aber weder Dr(a) noch 37 (a).

4. Ist M ein endlicher £7(a) €f(a)-Bereich, also zugleich ein
37(a) €} (a)-Bereich, so ist die durch (1) hergestellte Abbildung
@(¥) cine Permutation der Elemente von M. Besteht M aus »
Elementen, so gibt es ! verschiedene Permutationen, und zu

jeder derselben gehort eine ganz bestimmte Relation von der
Form (1). Gehért ¢, bzw. @z zu

acy,=z, bzw. aoz = w, (v=1,...,mn),

so bilden die Abbildungen cine Gruppe G(a) in bezug auf die
dadurch definierte Verkniipfung, daf} ¢, ¢, zu

aoy,=w,
gehoren soll. Die zu ¢, snverse Abbildung ist durch
a0 Zv = yv!

die Zdentische Abbildung, also die Gruppeneinheit, durch

d oyV = yV
bestimmt.

5. Von jetzt an sei M wieder von beliebiger Michtigkeit. Die
Betrachtungen des vorhergehenden Abschnitts legen es nahe,
drei weitere Axiome einzufiihren:
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&j(a). Existiert o y, soist goy = y.
Uo(a, a, #). Existieren (@ao a)o z und ao (a0 z), so ist
(aoa)oz = ao(ao3z).

So(a). Existiert go a, soist a0 a = a.
Eine %(a, a, ) geniigende Verkniipfung o kann als schwack
assoziativ bezeichnet werden. Jg(a) ist ein Spezialfall von €j(a);
tiberdies nimmt J,(a2) eine Sonderstellung ein, insofern in dieses
Axiom keine Variable eingeht.

Ohne Schwierigkeit ergibt sich:

Satz 1. 2. ©r(a) €j(a) — 37(a), 3(a)Si(a) — Dr(a).
Unmittelbar folgt:
Satz 1.3. Or(a) Sj(a) 2 37 (a) Sh(a).
Auf Grund dieses Satzes darf
& (a) = ©(a) T5(a) = 3" (a) &}(a)

gesetzt werden. Die Verkniipfung o wird durch €r(a) stark ein-
geengt; es gilt ndmlich:

Satz 1.4. €7 (a) = D7 (a) Uy(a, a, x) Jyla) Cj(a).

Beweis. Der auf den oberen Pfeil bezligliche Teil der Behaup-
tung ist klar. Was die Umkehrung anbetrifft, so ist nach ©r(a)

aoy =2z, ao(aoy) = aoz,
weiter nach %,(e, @, *) und F,(@)
a0y =aoz

und daraus y = # nach €j(a).

§ 2. Bereiche ohne ein ausgezeichnetes Element

1. Anders als in § 1 treten jetzt nicht nur die Rec/ts-, sondern
auch die Linksaxiome in Aktion. Bezeichnet €r(az) bzw. C!(4)
eines der Axiome aus § 1, so sel ¢ bzw. €! das daraus durch
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Generalisierung hervorgehende Axiom; d. h. es sei
C=@¢E), €=y,
Durch das Verfahren der Generalisierung gehen die Sitze 1.1-1.4
in die weiter unten angegebenen Sitze 2.1—2.4 tber.
2. Die Analoga der ersten Axiome aus § 1 sind:

9. Zu jedem Paar (x, ) gibt es ein 2, also genau ein z derart,
dal3

(2) xoy =z
ist.!

37. Zu jedem Paar (x, 2) gibt es mindestens ein y derart, daf} (2)
gilt.

3t Zu jedem Paar (y, 2) gibt es mindestens ein x derart, dal}
(2) gilt.

G Mit xoy==x0y" ist y=3"

G. Mit xoy=2a'0y ist zx==zx'

Satz 2.1. Zst M endlich, so gilt:

OC; =3¢, D6, 2 3CE.
3. Die Analoga der ibrigen Axiome aus § 1 sind:

;. Existiert xo y, so ist xoy = y.

&!. Existiert xo y, so ist xo y = x.

U,. Existieren (xoy)o zund xo (yo 2), soist
(xoy)oz==x0(yoz).

3 Existiert xox, so ist xox = x.

Satz 2.2. O&; — 3, 965 — 31

87‘66_,9’ 8!@669'
Satz 2.3. D) = 3r ey, DEF = 316,
Setzt man

& =90¢;=73¢, Cl=9e =273¢,

1 Wegen ©7 = £ kann bei der Kennzeichnung dieses Axioms der obere
Index fortgelassen werden.
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so erhdlt man:
Satz 2.4. er 2 D9, 3,¢5, St 991030@6.

4. Wir schlieBen eine Tabelle mit den Bezeichnungen der wich-
tigsten Operationsbereiche an, die vermittelst der Axiome dieses
Paragraphen konstruiert werden kénnen. Die Bezeichnungen
sind zum Teil bekannt, zum Teil neu gebildet. Die Bedeutung der
in der Tabelle auftretenden Buchstaben 3 und &, ergibt sich aus

83=%3, G=§g.

¢ €-Bereich
O Operativ
D% Assoziativ

DU T Schiefhalbverband
OU, ¢ rechtsseitige Semigruppe
OUEh linksseitige Semigruppe
DU CE, Semigruppe
DAEF 3T Rechtsgruppe
OU,E 3 | Linksgruppe
DUE 3 Gruppe

Satz 3. Fiir jedes endliche n ist die aus n Elementen bestehende
rechisseitige bzw. linksseitige Semigruppe eine Rechis- bzw.
Linksgruppe und die aus n Elementen bestehende Semigruppe
eine Gruppe.

Beweis. Nach Satz 2.1 ist
DUECL = OUEL3 bzw. 9%@62,33910@63‘,
DUAE, = DUAE3.

Satz 4. Der ©r- bzw. S-Bereich ist der einzige Operations-
bereich, der sowohl ein Schicfhalbverband als auch eine Rechis-
bzw. Linksgruppe ist.
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Beweis. Nach den Sitzen 2.3 und 2.4 ist
S22 9% 3,63 bzw. St DU, E 3L,
Ohne weiteres folgt:

Satz 5. Der dadurch definierte Schiefverband,) daf fiir alle x
und y
XUy =z, xrAy=y

ist, ist der einzige Schiefverband, der eine Linksgruppe in besug
auf o und eine Rechtsgruppe in bezug auf ~ ist.
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