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Bemerkungen über normale Systeme 

linearer partieller Differentialgleichungen 

mit konstanten Koeffizienten. I 

Von Georg Aumann in München 

Vorgelegt am 3. Mai 1963 

1. Aus der klassischen Funktionentheorie ist bekannt, daß im 

Falle der gleichmäßigen Konvergenz ein Integral der Form 

(o) JJ e(/, + it)zg(p, q)dpdq, 

worin p und q reelle Parameter bezeichnen, die einen 2-dimensio- 

nalen Bereich durchlaufen, und g(p, q) eine komplex-wertige 

Funktion ist, eine analytische Funktion von z darstellt. Im folgen- 

den wird gezeigt, daß in Verallgemeinerung der Cauchy-Rie- 

mannschen Differentialgleichungen gewisse Systeme von linearen 

partiellen Differentialgleichungen unter Heranziehung der Matri- 

zenschreibweise analoge Darstellungen von Lösungen zulassen; 

die Gleichungen sind von der Bauart 

(0 
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8t ~ '°1 0*! 
I ID 

SU 
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worin U einen von den unabhängigen Veränderlichen t, xv ... xm 

abhängigen (Spalten-) Vektor und Bx, . . ., Bm konstante qua- 

dratische Matrizen der Dimension n bedeuten. Dabei sind die Bj 

untereinander vertauschbar und höchstens eine davon singulär. 

Das Resultat ergibt sich durch den Ansatz nach der Methode der 

„Trennung der Veränderlichen“, hier allerdings in matrizieller 

Form. 

Auch für eine Gleichung der Gestalt 

0*) ^- = 2?„£/+2?t !£ + ... +B„ 
du 

ÔX' 
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lassen sich auch ohne Vertauschbarkeitsbedingungen an die 2?., 
aber bei Vollnormalität, d. h. alle Blt ..., Bm sind nicht singulär, 
Lösungen bestimmen, die Parameter in Gestalt von Matrizen ent- 
halten und mittels des Superpositionsprinzips zu allgemeineren 
Lösungen der Gleichung (i*) führen. Ob damit schon die allge- 
meinste Lösung gewonnen werden kann, bleibt eine noch offene 
Frage. 

2. Sucht man nach einer partikulären Lösung von (1) in der 
Form 

U= Y0(t)Y1(x1)...Ym(xJV 

mit untereinander und auch mit den B- vertauschbaren Matri- 

zen Yk, die außerdem nicht singulär sind, und konstantem aber 
beliebigem Vektor V, so kommt man auf 

W = B,¥[¥;' + . . . + BmY’mY-\ 

was, falls etwa B2, . . ., Bm nicht singulär sind, dazu zwingt, 

BjYjYl1 = Cj zu setzen, wo Cheine konstante Matrix bezeichnet, 

d. h. Yj = BJ1 Cj Yj für 7=2,..., m, ferner Y[ Fj-1 = C1 und 

F'Fö1 = BXCo, so daß 

(2) B,C0 = B1C1 + C2 + . . . + Cm 

gilt und die Ck untereinander und mit den Bj und Yk vertausch- 
bar sind. 

Die Vertauschbarkeitsbedingungen werden durch den folgen- 
den Hilfssatz vereinfacht : 

Sind A und B konstante und miteinander vertauschbare 
Matrizen, so ist jede Lösung der Matrix-Differentialgleichung 
dY 
—jj- = A Y mit B vertauschbar. (Beweis. Es sei F die „Funda- 

mentallösung“ dieser Differenzialgleichung, F (o) = E (= Ein- 

heitsmatrix), d. h. F — eAi. Yx = BY — YB erfüllt wegen 
AB = BA selbst diese Differentialgleichung, hat also die Form 

YC mit einer konstanten Matrix C. Da für t = o F1 = o, 

so ist C — o). 
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Die angesetzte partikuläre Lösung von (1) hat damit die Form 

U = eBlC° ' + C1*1 + -er1 c,x, + •  • + ^ 

und nach dem Hilfssatz ist die Vertauschbarkeit erfüllt, soferne 

die Ck untereinander und mit den Bj vertauschbar sind. 

Superposition liefert nun die allgemeinere Lösung 

(3) £/= j e
BlCtl + ClXl + B

^
1ClXt +

 --- V(C)dC, 

(C) 

worin C = (C„, Cx, . . ., Cm) ein System von Matrizen bezeichnet, 

wie es durch die Gleichung (2) und durch die eben genannten 

Vertauschbarkeitsbedingungen festgelegt ist, V(C) einen von C 
abhängigen Vektor und dC das Volumelement im Variabilitäts- 

bereich (C) der C. 
Die fraglichen Vertauschbarkeitsbedingungen für die Para- 

metermatrizen £7,-lassen sich z. B. dadurch realisieren, daß man sie 

unter Einhaltung der Bedingung (2) im kommutativen Ring der 

Polynome in Bx, . . ., Bm variieren läßt. 

Wenn m> 1, macht (2) überhaupt keine Schwierigkeit; man 

setzt einfach Cm = BXC0 — BXC1 — (T2 — . . . — CM_X und läßt 

die C0, . . Cm—1 frei im genannten Ring laufen. Wenn m — 1 

und det Bx =j= o, hat man C0 = Cx und kann 

Co = Po -\-p\Bi + • • • î 

mit beliebigenpQ, . . ., ph setzen, wo h -j- 1 den Grad des Minimal- 

polynoms von Bx bezeichnet, und erhält ein (h -f- ^-dimensio- 

nales Integral für (3). Falls det Bx = o ist das konstante Glied 

des Minimalpolynoms von Bx Null und beim Ansatz von C0 und 

Cx als Polynome in Bx stellen sich h -)- 2 willkürliche Parameter 

für die Parametermatrizen ein und demgemäß ein (h + 2)-dimen- 

sionales Integral in (3). 

Bemerkungen. 1. Es ist klar, daß anstelle der Integration in (3) 

auch eine endliche oder unendliche Reihe von partikulären Inte- 

gralen treten kann. 
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2. Mit (3) ist das Anfangswertproblem gelöst, wenn es möglich 

ist, U (o, .rx> . . xm), d. h. U für t = o, in der Form 

J* + + - V(C) dC 

mit einem passenden V(C) darzustellen (Integralgleichung!). 

n 2, m = 1 und B1 

3. Für die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen ist 

1 ff B\ = o die Minimalglei- 

chung, und die mit Bx vertauschbaren Matrizen sind gerade alle 

Polvnome p ff qB, = I ^ M. Schreiben wir, um die üblichen 
'-^1 iu\ 

Bezeichnungen zu erhalten, t = x, xx= y und U = I 1, so liefert 

(3) die Formel ' 

(3') 
,C,(BlX+ Ey) «0 (/. ?)\ 

V
0 0> ?)/ 

dp dq. 

Wegen der Isomorphie der Matrizen | ^ pj ^en komplexen 

Zahlen^ + iq, ist auch die obige Exponentialfunktion eine solche 

Matrix, so daß man schreiben kann 

(T bezeichne den Übergang zur transponierten Matrix) 

dp dq, 

oder in komplexer Zusammenfassung u -{- iv = w, u0 ffiv0 = w0 

pffiq = s,xffiy = z 

w = J J e ,IZ w0(s) dp dq, 

was mit geringfügigen Änderungen in die in 1. genannte Gestalt 

gebracht werden kann. I b\ I 1 

Auch der allgemeinere Fall n = 2, m = 1 mit Bx = I \ 4= ( 

und det B1 ff o führt auf das 2-dimensionale Integral (3'), wobei 

zwecks Erfüllung der Vertauschbarkeitsbedingungen im Falle 

a = bzw. ={= d 
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Ip <ib\ 
C0 = I bzw. 

W P! 

zu setzen ist. Den Sonderfall det Bx = o erledigt man hier am 

bequemsten durch eine Transformation U--* TU, die B1 in die 

I ä o\ 
Normalform TBXT~X 

o o 
überführt, was eine Zerfällung 

des transformierten Differentialgleichungssystems bedeutet. 

4. Die Matrizenrechnung ist mit Vorteil auch anwendbar bei 

der Reduktion eines Systems 

(4) 
du 

~dt B0 u + B1 -f^- + • • • + Bm ~ U 1 8 ' öxm 

(u ein Vektor), soferne B0 mit Bv . . ., Bm vertauschbar ist. Be- 

zeichnet Y(t) die Fundamentallösung von Y' = B0Y, so trans- 

formiere man 

u = Y (f) U. 

Wegen der Vertauschbarkeit von Y mit den Blt . . ., Bm erhält 

man für U eine Gleichung der Form (l). 

5. Auf einen etwas anderen Ansatz zur Gewinnung von Lösun- 

gen von Systemen linearer partieller Differentialgleichungen mit 

konstanten Koeffizienten sei noch hingewiesen. Wir betrachten 

das System 

(5) 
8U 
dt 

worin U, H{, K{, Bj quadratische Matrizen und, von U abgesehen, 

konstant sind. Falls alle Bjnicht singulär sind („Vollnormalität“), 

ergeben sich auf folgende Weise Lösungen des Systems: Man 

setzt 

U = W(xv . . ., xJZ(0 

mit W und Z als Matrizen und läßt Z das gewöhnliche System 

Z' = cxz 
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erfüllen, wobei Cx eine konstante Matrix bezeichnet, die mit allen 

K{ vertauschbar ist. Dann ist auch Z mit allen K{ vertauschbar, 

und unser Ansatz für U befriedigt (5), wenn noch 

d. h. wenn W einer Gleichung der Art (5) aber mit einer unab- 

hängigen Veränderlichen weniger genügt. Fortsetzung des Ver- 

fahrens führt schließlich auf ein gewöhnliches System der Bauart 

Wenn die Ki untereinander vertauschbar sind - von den Hi 

und den B- werden hier keine Vertauschbarkeitseigenschaften 

verlangt -, so kann man die hinzutretenden konstanten Matrizen 

(Parametermatrizen) Cv C2, . . ., Cm aus dem Polynomring der 

K{ wählen und ist der Mehrparametrigkeit der gewonnenen Lö- 

sung sicher; im übrigen kann man für diese Cj zumindest pE 
setzen, so daß bei jedem Reduktionsschritt mindestens ein Para- 

meter hinzukommt. Dieses Verfahren gibt uns die Möglichkeit 

in die Hand, auch ohne Vertauschbarkeit der B0, Blt . . ., Bm, 
soferne nur die Bv . . ., Bm alle nicht singulär sind, zu größeren 

Lösungsmannigfaltigkeiten von (4) zu gelangen. Wir setzen 

(W Matrix, z Vektor) mit z' — Cz, wo C eine beliebige konstante 

Matrix bezeichnet, und mit 

was eine Gleichung der Art (5) ist. 

6. Die hier entwickelte matrizielle Behandlung scheint mir eine 

angemessene Methode beim Studium der Struktur der Lösungen 

von Systemen der Art (4) zu sein ; dabei dürften die genannten 

Bedingungen der Nicht-Singularität und der Vertauschbarkeit 

(6) 
dlV 
dx. 

U = W(xlt . . ., xj Z (t) 
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eine wichtige Rolle spielen. Von größtem Interesse ist natürlich 
die noch offene Frage, ob die hier aufgezeigten Lösungen so all- 
gemein sind, daß damit die Gesamtheit aller Lösungen erfaßt 
wird. Möglicherweise sind dabei die Aufintegrationen im Sinne 

der Superposition, wie z. B. in der Formel (3), zu ersetzen durch 
Stieltjes-Integrale bzgl. allgemeiner vektorwertiger Maße. Dies 

legt schon eine diesbezügliche Betrachtung des ,,2-dimensionalen 
Laplace-Integrals“ (o) nahe. Hierüber soll eine folgende Note 
berichten. 
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