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Uber ordnungsminimale Bogen
bzw. Kurven in der Ebene und ihre k-Paratingenten

Von Johann Haller, Niirnberg

Vorgelegt von Herrn Otto Haupt am 5. Juli 1963

Einleitung. Die vorliegende Untersuchung stellt eine Fort-
setzung und Verallgemeinerung einer fritheren Veréffentlichung
dar [2], die ich, einer Anregung von Herrn Haupt folgend, an-
gestellt habe. Thr Gegenstand 146t sich an folgendem einfachen
Beispiel erortern:

Ist E ein Ellipsenbogen, der keine Scheitel enthilt, so kann
man mit den klassischen Methoden (Differentialrechnung) zei-
gen:

A) (1) In jedem Punkt des Bogens Z ecxistiert eindeutig ein
Kriimmungskreis.

(2) Die Kriimmungskreise sind ineinander geschachtelt (d. h.
sie bilden eine monotone Folge, wenn ihr Beriithrungs-
punkt auf dem orientierten Bogen £ in einer Richtung
wandert) und variieren stetig.

(3) Sie iiberdecken einen Teil der Ebene einfach und keinen
Teil doppelt.

B) (1) In jedem Punkt des Bogens Z existiert eindeutig ecine
Tangente.

(2) Sowohl die vorderen als auch die hinteren Halbtangenten
bilden je fiir sich eine monotone Folge und variieren stetig.

(3) Die Tangenten tiberdecken einen Teil der Ebene doppelt.

Dabei hat der obige Bogen £ mit jeder Geraden G héchstens
zwei bzw. mit jedem Kreis A hochstens drei Punkte gemeinsam,
d. h. er ist von der ,,linearen Ordnung zwei‘* bzw. von der ,,zykli-
schen Ordnung'* drei. Die Ordnungscharakteristiken (G bzw. K)
sind dabei durch zwei bzw. drei Punkte der Ebene bestimmt.
Ménchen Ak. Sb. 1963
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LiaBt man die Differenzierbarkeitsbedingungen fallen, schreibt
dafiir aber dem Bogen £ einen entsprechenden (noch niher zu
definierenden) Ordnungswert vor (vgl. z. B. Juel [6], Hjelms-
lev [2], Marchaud [7] und Haupt {3]), solassen sich Aussagen
machen, die die obigen Sitze [mit Ausnahme von B (3)] als Spe-
zialfall enthalten und wobei sogar gewisse Differenzierbarkeits-
cigenschaften von selbst erfillt sind. — Die obigen Eigenschaften
A (1)-B (2) erweisen sich somit als im Grunde von topologischer
Natur.

Zu diesem Zwecke werden die Geraden G bzw. die Kreise A
ersetzt durch allgemeinere Ordnungscharakteristiken X (kurz:
OCH. KX), die durch £ (noch niher festzulegende) Punkte ein-
deutig bestimmt sind und gewisse Stetigkeitsbedingungen er-
fiilllen. An die Stelle des Ellipsenbogens £ tritt allgemein ein Bo-
gen B, dessen wesentliche Eigenschaft es ist, dal er mit jeder OCH.
K maximal £ (verschiedene) Punkte gemeinsam hat. Es werden
also ,,ordnungsminimale’’ Bogen von der X ,-Ordnung #4 unter-
sucht. Im Nachstehenden sollen die Voraussetzungen genauer
prizisiert, die Ergebnisse formuliert und die grundsitzlichen Be-
weisgedanken kurz angedeutet werden.

1. Bei der Definition des Grundbogens B und der ,,Ordnungs-
charakteristiken®, kurz OCH., X folgen wir im wesentlichen
Haupt [3] a) (S. 7-9), wovon wir das Wichtigste gekiirzt mit-
teilen:

Grundgebiet sei das von einer einfachen, geschlossenen
Kurve G in der euklidischen Ebene begrenzte, beschrankte Ge-

biet & (wobei als Grenzfall eingeschlossen werde, daB3 die ganze
Ebene Grundgebiet ist).

Der Grundbogen oder die Grundkurve B liegtin G. Es
sei B orientiert, einfach und abgeschlossen, insbesondere fremd
zu G,. Ist B' ein im Sinne von B orientierter, abgeschlossener Teil-
bogen von B mit 7 als Anfangs- und s als Endpunkt, so schreiben
wir B' = B (r — 5); wir sagen auch es liege » hinter s und s vor 7,
in Zeichen » < s. Nimmt man von B’ den Anfangs- und den
Endpunkt weg, so schreibt man fiir den so entstehenden ,,offenen‘
Bogen: B' bzw. B (r — 5). Kommt es auf die Orientierung von
B (r — s) nicht an, so schreibt man auch B (r|s).
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Das System ¥ der OCH. genige folgenden Axiomen: Jede
OCH. X & ¥ ist entweder (einfacher) Bogen mit K & G, dessen
Endpunkte auf G, liegen, oder in G gelegene (einfache) Kurve,
die mit G, hochstens einen Punkt gemeinsam hat.

Es sei £>1. Istx, €& Boder x, EXNG (v =1,...,4),x,Fx,
fur » 7= p.und U, eine hinreichend kleine Umgebung von x,in G
(U, U, =0 fir » = y), so gibt es zu beliebigen y, € U, ge-
nau ein K € t mit y, € K, x =1, ..., k; in Zeichen

K=K, 0y

Stetigkeitsforderung. Es dndert sich K (3, ..., ¥,) ste-
tig mit den y,; genauer: Zu beliebigem ¢ > 0 gibt es ein 5 =

N(xy, ..., 24 €) >0 derart, daB X (yq, ..., ¥, in der e-Um-
gebung von K in f (vgl. Haupt [4], Nr. 6. 3. 4. 4.) liegt, falls y,
fiir jedes » = 1,..., 4, der ,-Umgebung V, von «z, in G an-
gehort.

AuBlerdem wird folgende ,,Stetigkeit’* fiir Teilbogen ge-
fordert: Essei 7= K (a|4) ein beliebiger Teilbogen von K & f
mit den Endpunkten «, 4 (@ 5= 4). Dann gibt es Erstens zu belie-
bigem ¢ > 0 ein 0 = 6 (7'; &) > 0 derart, daB jedes K’ & f aus
der 6-Umgebung von K in f einen Teilbogen 77 = K’ (a'|4")
enthilt, welcher der e-Umgebung von 7 angehért mit &' bzw. '
aus der e-Umgebung von @ bzw. von 4. — Zweitens: Es sei
y € T =K (a|b)beliebig, ferner x, € K—7T beliebig mit x, == x,
furx==t; %, v=1,..., £—1.—(a) Ist 3/ € G—K hinreichend be-
nachbart zu y, so gilt flir X' = K (xy, ..., x,_4, ¥"): Unter den
Teilbogen 77 = K' (a'|4") von K’ im Sinne von Erstens gibt es
solche, die auf der gleichen Seite von X liegen wie y'. — (b) Ist
a' hinreichend benachbart zu @ und auf der einen Seite, etwa der
positiven, von K gelegen, so gilt fir X' = K (xy, ..., 2,5, ¥, a'):
Unter den Teilbogen 7" = K’ (¢'|4") von K’ im Sinne von Er-
stens gibt es solche mit ¥ &€ 77, welche von &’ und y bzw. von y
und 4" begrenzte Teilbogen 77 (a'|y) bzw. 77 (v |é") besitzen

derart, da3 7" (a'|») auf der positiven und 7' (y|4") auf der
negativen Seite von K liegt.

Annahme. Im folgenden sei der Punktordnungswert
POW (B; t) des Grundbogens B beziiglich ¥ (d. h. die maximale
Michtigkeit von B ~ K fiir K € ¥) stets gleich der Grundzahl k

2 Minchen Ak. Sb. 1963



18 Johann Haller

und £> 1. (In gewissem Sinne ist £ der minimale POW fur 5).
Jede OCH. K mit POW (B ~ K) = #! werde als Maximal-
sekante von B bezeichnet, sofern keiner der Endpunkte von B
auf X liegt.

2. Aus der Tatsache, daBl der Grundbogen A von der mini-
malen Ordnung 4 ist und daf3 die OCH. K & f einfache Bogen
bzw. Kurven sind, folgt:

(a) Jeder Punkt aus X ~ B (K = Maximalsekante) ist Schnitt-
punkt von B mit X (und nicht Stiitzpunkt).

(b) Ist £ = o (mod 2), (£ = 2), soist jede Maximalsekante K & £
ein Bogen (und keine Kurve).

(c) Ist £=1 (mod 2), (£ = 3), so ist B ein Bogen (und keine
Kurve).

(d) Haben zwei OCH. X und K’ genau A4—1 Punkte gemeinsam,
so sind diese siamtlich Schnittpunkte in X ~ &,

3. A-Paratingenten. Es seien K" = K" («{, ..., x}) mit
2, <x,.y (x=1, ..., A—1) auf dem orientierten Bogen B
(# = 1, ....) Maximalsekanten. Dabei existiere x, = lim «”

(x =1,.., A und P = lim K"
Axiom: Essei P & §, also selbst eine OCH.

Sind die «., nicht simtlich verschieden, sondern gruppenweise
gleich, und zwar mindestens zwei, so wird 2 als eine Paratingente
bezeichnet. Sind alle x| = 2’ einander gleich, so sprechen wir
von einer £-Paratingente in &’ oder mit »" als Beriihrungspunkt.
[Vgl. Bouligand [1]].

Ist speziell ; = ...=x;, = 2’ und &' < 2" bzw. 2’ < ' auf
Br=1,..,k;n=1,2,..... ), so werde P als vordere bzw.
hintere £-Paratingente (P, bzw. P,) an B in x’ bezeichnet.

4. Mit Hilfe des Axioms in Nr. 3 lassen sich eine Reihe von
Sitzen beweisen, die sich auf die gegenseitige Lage der Maximal-
sekanten X zum Grundbogen B bezichen. Zur Formulierung
dieser Sitze bedienen wir uns der nachstehenden

Definitionen:
Die OCH. K & ¥ seien orientiert. Ist K (&' — ¢’) ein Bogen,
wobel &, ¢/ & G, und ist ¢, 2 € K mit < u, so heiBle die

1 POW (B ~ K)bezeichnete dabei die Michtigkeit von & ~ K.
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(orientierte) Vereinigung der beiden fremden Bogen X (&' — #)
und K (# — ¢') ein unterbrochenes Stiick von X, abgekiirzt
K@ww—1)=K@—e)v K@ —1¥).

Ist K = K (xy, ..., x,) Maximalsekante mit x, <z, ;; auf B,
1 <» £ 4—1, so heilen die x, normal im weiteren Sinne
angeordnet auf B und auf X, wenn (bei vorgegebener Orientie-
rung von B) eine Orientierung von X existiert, bei der x,, < x, 4,
%=1, ..., k—1, auch auf K; dabei ist aber zugelassen, dal}
eines der K (x, —x,,,) ein unterbrochenes Stiickvon X
ist [d.h., daBl K(x, - x,,.,) = K@ —=x) v K(x,,— ¢),
wobei &', ¢’ € G,)]. Treten keine unterbrochenen Stiicke (mit
% =1, ... 4—1) auf, so haben wir Normalitét im engeren
Sinne. (Vgl. ,simultannatiirliche Anordnung‘ bei Haupt [3]
a) Nr. 3. 2, S. 26 und bei Haupt [3] ¢) S. 344.)

Im folgenden wird von den OCH stets gefordert: Haben
irgend zwei OCH KX, K' genau A—1 Punkte gemeinsam, etwa
Xy .o Xy mitx, <,y auf K, so sind die x, normal im engeren
Sinne angeordnet auf X und auf K,

Ist eine posizive und negative Seite des (orientierten) Grund-
bogens B erklirt (etwa wie bei Haupt [3] b) S. 19), so kann man
jedem Schnittpunkt x von B mit einem orientierten X & ¥ ein
Vorzeichen zuordnen, das den Durchschneidungssinn angibt.
Wir bezeichnen x als positiv, bzw. als negativ je nachdem eine
vordere Umgebung von x auf A auf der positiven oder negativen
Seite von B liegt.

Ist K (x4, ..., x,) mit auf B und im weiteren Sinne normal an-
geordneten x,, Maximalsekante, so bezeichnen wir X (x, — x, ;)
als ein inneres bzw. dulleres Teilstiick von X, je nachdem
1 <7 £ k—1, bzw. » = £, wobei x, . ; = x;. Ein Teilstiick kann
dabei unterbrochen sein oder nicht.

SchlieBlich bezeichnen wir eine Maximalsekante X (xy, . ., x,)
von B als regulir, wenn (a) kein inneres Teilstiick von A
unterbrochen ist und (b) die beiden Endpunkte @ und ¢ von B
im AuBleren einer jeden der Kurven €, = K (x, — x,, )Y B
(x,—x,,),7r=1,...,4—1, liegen,

Die wesentlichen Sitze dieser Nummer lauten nun:

Voraussetzung: POW (B; ) = 4 und die Axiome in
Nr. 2 u. 3 sowie 4.

2*
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Behauptung:

(1) Fiir jede Maximalsekante K sind die Schnittpunkte von B
mit X normal im engeren oder weiteren Sinne auf B und auf X
(2) Essei K = K (xy, . . ., x;) Maximalsekante von B mit x,, < Xy
auf B und auf X (gemiB (1)); dann gilt:
(a) Die (Schnitt)punkte x, und x, ., besitzen entgegengesetz-
tes Vorzeichen, x = 1, ..., A—1.
(b) Fiir alle Maximalsckanten K hat x, das gleiche Vor-
zeichen; es ist also fur alle Maximalsekanten K das Vor-
zeichen von x, nur abhiingig von % und nicht von X

(3) Ist £#=10 (mod 2) mit £ > 2, so enthilt keine Maximal-
sekante ein unterbrochenes, inneres Teilstiick.

(4) (@) Fir 2 =0 (mod 2), £ > 2, ist jede Maximalsekante des
Bogens B regulir.

(b) Fiir 2 = 1 (mod 2) (# = 3) existiert zu B eine sogenannte

Regularititsschranke d = 4 (B), nimlich ein & > 0

derart, dafl jede Maximalsekante X (x, .., x,) von B

regulir ist, fiir welche der Durchmesser von B (x; — x,)
kleiner als & ist.

(5) Ist £ > 2, so ist B stets ein Bogen (und keine Kurve). Flir 2= 2
kann B sowohl Bogen als auch Kurve sein.

(6) Es wird B von jeder 4-Paratingente in einem (inneren) Punkt
x € B geschnitten oder gestiitzt, je nachdem £ = 1 (mod 2)
oder £ = 0 (mod 2) ist.

5. Es wird jetzt die gegenseitige Lage regulirer Maximal-
sekanten untersucht.

Definitionen:
Wir bezeichnen zwei regulire Maximalsekanten K’ (xy, ... x})
und K" (x7,..., ;) als getrennt oder in getrennter Lage,

wenn x;, < xy oder x; < xy; dabei ist v, < x,,;und x, < x),
vorausgesetzt.

Ist die Maximalsekante X' = X (xy, ... ,x;) ein Bogen mit o'
als Anfangs- und ¢’ als Endpunkt (a', ¢’ € G,), so werde 4’ =
K (@ —x)bzw. E' =K (x,—¢")als Anfangs-bzw. Endbogen
von K bezeichnet. Ist X eine Kurve, so heille T'= K (x,— xy) der
dulBlere Teilbogen von K.
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Wesentlich fiir alle weiteren Uberlegungen, vor allem auch betr.
die gegenseitige Lage der #4-Paratingenten, ist der nun folgende

Hilfssatz. Voraussetzung: Essei B ein Bogen mit POW (B; §)
=k, £ 2 3. Esseien K’ (x}, ..., x) und K" (x{, ..., x;) regu-
lire, getrennte Maximalsekanten von B, etwa x, < x,. Im
Falle #= 1 (mod 2) sei iiberdies der Durchmesser von B (x; — x}),
sowic von B (x;' — x) kleiner als die Regularititsschranke & =
d(B) (vgl. Nr. 4, (4) (b)).

Behauptung: Fir K’ und K" ist nichz die folgende Aussage
H (K, K') erfillt:

Es existiert ein Punkt y € K’ (x; —>x;) ~ K" (2 —x{)
(v == xy, x3, %(, x,) derart, daB:
1K' (y > x) nK" (¥ —x;') = 8, ferner daB3
2. K' (y —x)) und K" (y — x;') nicht unterbrochen sind, sowie

daf3

3. die Endpunkte @, ¢ von B im AuBeren A (C) der Kurve C = B

(21— 2) O K (3= x0) O K" (y = 2 liegen.

Bewcisgedanke: Der Beweis erfolgt indirekt, indem aus
1 (K', K'), mittels vollstindiger Induktion, ein Widerspruch her-
geleitet wird.

(a) Man fiithrt zuerst x;’ stetig und monoton in x5 bei im iibrigen
festen xy, ..., x Uber, also K" in K, = K (x}, ), . . ., 2}),
und zeigt, dall 7 (K, K,) gilt.

(b) Sodann beweist man allgemein: Ist

- ' i i
K,_ =K (.. 2,2, ..., 1),
so wird A,_; stetig in
7 " / xa 11
K, =K (xg, .o, Xy Xp 01, Xy y1s - 03 Xg)

{ibergefiihrt, 2 < » < A—1, indem x" auf B stetig und mono-
ton nach x,,,; wandert, wobei aus A (XK', K,) auch
H(K', K,) folgt mit einem y, (statt y).

(c) Wegen (a) und (b) existiert dann ein X,_; = K (3, . ., x5, 21 ),
so daBl H (K', K, ;) gilt mit einem v, ;. Somit ist 2, ..,
2y vy € K~ K,y (vgl. Nr.1). Daher ist x; € X,_, im
Widerspruch dazu, daf3 x; nicht auf &X,_,.
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Auf Grund dieses Hilfssatzes kann man nun den folgenden
Satz beweisen:

Satz. Voraussetzung: Es sei £=1 (mod 2), £ > 3. Es
seien K’ und K regulire Maximalsekanten des Bogens B in ge-
trennter Lage und die Durchmesser von B (x; — x}), bzw.
B (xf — x}) seien kleiner als die Regularititsschranke 4.

Behauptung: Die duBeren Teilbogen 7' = K’ (x, — x,),
bzw. 7" = K" (x — x{) von K’ bzw. K'' sind fremd.

6. Mit Hilfe der Sitze in Nr. 5 erhilt man Aussagen hinsichtlich
der £-Paratingenten, insbesondere hinsichtlich ihrer gegenseitigen
Lage und ihrer Lage bezliglich B, sowie ihrer Eindeutigkeit. Der
allgemeine Beweisgedanke ist dabei der, daB3 man die £-Paratin-
genten ersetzt durch gentigend benachbarte regulire Maximal-
sekanten der approximierenden Folgen. Man kann dann die Sétze
tiber die gegenseitige Lage der Maximalsekanten anwenden.

Definitionen:

Auch bei den £-Paratingenten P werden die Begriffe Anfangs-
bogen A, bzw. Endbogen £ (im Falle eines Bogens P) und
duflerer Bogen 7 (im Falle einer Kurve ) eingefiihrt, indem
man diese Bogen als Limiten der entsprechenden Teilbogen der
approximierenden Maximalsekanten definiert.

Im Falle £ = 1 (mod. 2) sei P eine £-Paratingente an B in
P € B. Wegen P & t wird das Grundgebiet ¢ durch P in zwei
Teilgebiete G, G'" geteilt. Nach Nr. 4 (6) ist p Schnittpunkt von
P mit B. Es liegen also der Anfangspunkt ¢ und der Endpunkt ¢
von B nicht beide in G’ und nicht beide in G"'. Ist p € B und
etwa ¢ & G' und ¢ € G, so schreiben wir ¢' = & (P, @) und
G" = G (P, e). Ferner erkliren wir, falls 7 eine vordere £-Paratin-
gente in &, bzw. hintere £-Paratingente in ¢ ist,

G(P a) =GC—P—GLP,e)bzw.G(P,e) =GC—P—G(P,a).

Im Falle £ = 0 (mod 2), £ = 2) beniitzen wir folgende Be-
zeichnungen, wenn £ eine 4-Paratingente in p & B ist:

Es seien A bzw. A der Anfangsbogen der vorderen 4-Para-
tingente in @, bzw. einer beliebigen 4-Paratingente in p & B,
pFa Fals U ~n4d=0ist,ist C(p)=Ba—p)v AU
ein Bogen. Ist dagegen ¥ ~ 4 == 8 und ist x der auf 4 am nich-
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sten bei p gelegene Punkt von ¥ ~ A4, so ist € (p) = B (a — p)
VA (x —a) v A (x—p)eine Kurve. Durch € (p) wird in beiden
Fillen das Grundgebiet in zwei Gebiete G (4) und G, (A4) zerlegt,
wobei e € Gy (4).
Unter Bentitzung dieser Bezeichnungen lassen sich unsere Ge-
samtergebnisse nun, wie folgt, angeben:
A =1(mod2) (b =3)
I) (1) Ist p, p' & B mit p' < p, ist ferner P bzw. P’ eine £-Para-
tingente an Bin p bzw. in p’, so gelten die Relationen:
P G(P,a)yund G (P, a) C G (P, a), sowie
PCGP,e)yund G(P,e) C G (P e).

(2) Ist P, eine vordere 4-Paratingente in p an B und P’ eine
(beliebige) 4-Paratingente in p an B, so enthdlt 2 ~ P’
keine Schnittpunkte. Gleiches gilt, wenn /2, hintere
4-Paratingente in p an 7 ist.

(3) In jedem inneren Punkt p von B gibt es genan eine
vordere und geman eine fhintere k-Paratingente P,
bzw. P,.

IT) (1) Fiir jeden inneren Punkt p & B gilt:
G (P, a) C G(P a)C G(P, a), wobei P cine beliebige
4-Paratingente in p an B ist.

(2) Fiir p = aist P, und fiir p = ¢ ist P, die einzige £-Para-
tingente.

IIT) (1) Jeder Punkt des Grundgebietes G liegt auf hochstens
einer vorderen oder hinteren 4-Paratingente an 2.

(2) Ist die A-Paratingente in einem (inneren) Punkt p & B
eine Kurve mit ¢ &€ 7 (P), bzw. ¢ € 7 (P),! so ist
jede #£-Paratingente 2P’ mit einem Berlihrungspunkt
P E B(a—p) bzw. mit p' € B (p —¢) ebenfalls eine
Kurve.

(3) Ist P, (p) bzw. P, (p) die vordere bzw. hintere 4-Para-
tingente in einem (inneren) Punkt p € B, so ist 7,
(p) = P, (p) bis auf (hdchstens) abzihlbar viele Punkte 2.

! Es bezeichnet 7(2) das von P begrenzte einfach zusammenhingende
Gebiet.
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B) 4 == 0 (mod 2), (# = 2) (Von Herrn Kiinneth bewiesen
mit den von mir fiir den Fall 2 = 1 (mod 2) entwickelten
Methoden).

I) In jedem (inneren) Punkt p & B existiert genau eine vordere
und genau eine hintere £-Paratingente, im Anfangspunkt a

von B genau eine vordere und im Endpunkt ¢ von B genau
eine hintere.

IT) Sind p,p" innere Punkte des Grundbogens B und P,P’ 4-
Paratingente in diesen Punkten mit den Anfangsbogen 4, 4’,
so gilt:

(1) @) fiir p" < p: G, (A") C G (A), sowie A" C Gy (A4)
Gy (A) C Gy (A7)

b) fiir p = p": 4" C G,(4,), wobei 4, der Anfangsbogen
der vorderen 4-Paratingente in p = p' ist und P’ eine
beliebige 4-Paratingente in p = ' bedeutet.

(2) Entsprechendes gilt auch fiir die Endbogen £, E' von

P, P' und fiir die Endbogen Z,, £' von P,, P/, wie man

durch Umorientierung des Grundbogens B erkennt.

IIT) In jedem (inneren) Punkt x & B, mit Ausnahme abzihl-
bar vieler, existiert nur eine einzige 4-Paratingente.

Herrn H. Kiinneth bin ich fir die vielfache Hilfe bei der
Redaktion meiner Arbeit zu groBem Dank verpflichtet.
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