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Beispiele zur ordnungsgeometrischen
Scheiteltheorie

von Georg Nébeling

Es sei K die Klasse aller k-sekantenfreien, glatten (geschlossenen)
Kurven C'im k-dimensionalen, reellen, projektiven Raum P* (k = 2)
mit endlicher linearer Ordnung ord (C) (: = max IC N LI, genom-
men iiber alle Hyperebenen L). K zerfillt in zwei Unterklassen: a) die
Klasse K’ aller C' € K mit ord(C') = k, k+2, k+4,...; b) die
Klasse K” aller C" € K mit ord (C") = k + 1, k + 3, .. .>** Fiir jedes
C € K sei s (C) die Anzahl aller Scheitel von C (ein Punkt p von C
heiBt ein Scheitel von C, wenn in jeder Umgebung von p mindestens
k + 1 Punkte von C existieren, welche auf einer Hyperebene liegen).
Wir behaupten:

Zu jedem m = 0, 2, 4, ..., o existiert a) in K' eine Kurve C,, mit
s(C}) = mund ord (C)) = 9k, b) in K" eine Kurve C) mit s (Cl,) =
k+ 1+ mundord (C))= 9k

Beweis. 1. Wir verwenden mehrfach folgende Kriterien (A), (B),
(C). Es seien x,, Xy, . . ., x; homogene Koordinaten im P*. Ein Stiick
einer Kurve C im P* sei durch eine k-mal stetig differenzierbare
Vektorfunktion X (t) = (x,(t), ..., xi(t)) dargestellt. (A) Hat C an
einer Stelle t einen Scheitel, so sind X, X', ..., X® an dieser Stelle
linear abhingig. — Nun sei speziell x, = 1, x; = t™ + o (t") mit ganzen
nm>ofiri=1,..., kundn <...<n ander Stelle t = o lege kein
Hiufungspunkt der Scheitel von C. (B) Sind n;, no—ny, ...,
m_; — m,_ ungerade, so ist C an der Stelle t = o glatt. (C) Sind ny,
np —ny, ... n_; — ng_, ungerade, so hat C an der Stelle t = o einen
Scheitel, wenn und nur wenn n — ny_, gerade ist.®

2. Als Muster fiir einen Teil der folgenden Uberlegungen erledigen
wir zunichst den Fall m = o.

2a. Definition von C] mittels lokaler Parameter t und u (— = <t
<oy —oo<u<oo;tu=1):
Xo=1,X1=¢t, ..., Xy=1 =

X, = u¥, x; = uk7!

L X = t&;

,...,xk_1=u,xk=1.
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Angenommen, C; hat eine k-Sekante S. Die Projcktion 7 aus dem
der Stelle u = o entsprechenden, ,,unendlich fernen® Punkt p., von
C! in den P*~! ¢ P* mit der Gleichung x, = o bildet C/ schlicht ab
auf die Kurve @ (C/), definiert durch x, = 1, x; = t, ..., Xy oy = tert
Enthielte S den Punkt p. nicht, so wire mt (S) cine Hyperebene im
P%-1 jhre Gleichung sei agx, + ... +a,_; x,-; = o; das Polynom
ao+a; t+... + a1 t“" ! hitte dann mindestens k reelle (nicht not-
wendig verschiedenc) Nullstellen. Widerspruch. Also liegt p» in S.
Dann ist 7 (S) = S n P*~ ! und 7t (S) eine (k — 1)-Sekante von 7t (C)).
Eine mehrfache Wiederholung dieser Uberlegung fithrt zu dem
SchluB, daB die Kurve im P?, definiert durch x, =1, x;=t, x, = ¢
einen Doppelpunkt hat. Abermals Widerspruch. Also hat C; keine k-
Sekante. — Durch Entwicklung von x,, x1, ..., xy nacht =t ~ ¢, fur
cine beliebige Stelle t, mit — % < t, <% und durch ecine lineare
Koordinatentransformation kénnen wir an der Stelle t = o die Situa-
tion der Kriterien (A), (B) und (C) herstellen. Sie ergeben, dafl C/ an
der Stelle t = o, d. h. an der Stelle t, glatt ist und dort keinen Scheitel
hat. Analog fiir ¢in u,. — Fiir jedes C € K ist ord (C) Z k. Weil jede
Gleichung a, + a; t + ... + a, t* = o mit reellen Koeffizienten héch-
stens k reelle Nullstellen hat, ist ord (C/) = k. Also ist ord (C) = k.

2b. Fiir jedes reelle t sei R (t) : = (14 t%) 7L, Fiir jedes ganze n = 1 ist
die n-te Ableitung R™ (t) = P, (t) - R" * 1(t), wobei P, cin Polynom
n-ten Grades ist. — Definition von CJ:

=1, %=t ..., Xy =t x = R (t);
=u"l x =0k xe =1 xc = u" TR (u).

Analog wie in 2a ergibt sich: C{ ist k-sekantenfrei und glatt. Wire
ord (C}) < k+ 1, also ord(C) =k, so gibe es eine Gleichung
aa(1+) +at(1+ )+ ...+ a1t (1 + ) + a = o mit reellen
Koeffizienten, welche k reelle und eine nicht reelle Nullstelle hat; also
ist ord (C) =k + 1. Aus letzterem folgt (I.c.?), daB C an genau
k + 1 Stellen einen Scheitel hat; es sind dies die k Nullstellen ¢y, . . ., t
des Polynoms Py und die Stelle u = o.

3. Der Fall o<m = 2n < ., 3a. Es sei C¥ die folgendermalen
definierte ,,Basiskurve®:

— _ — k-t _ k+2
=1L, xi=t.., X1 =t , x5 =t

_ k42 — k1 _ .3 -
X, =uw,xy=u" L oy =u, x = 1L
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Analog wie in 2a ergibt sich, dal C¥ k-sckantenfrei und glatt ist
und daB C¥ keinen Scheitel hat. Also ist ord (C® = k!). Wir werden
die Kurve C|, gewinnen, indem wir aus der Basiskurve n kleine
Stiicke herausschneiden und durch Bogen B; mit je zwei Scheiteln
ersetzen.

Zunichst wihlen wir n Zahlen ty, . . ., t, im offenen Einheitsinter-
vall der t-Geraden. Es seien p; = x(t)), i = 1, ..., n die zugehérigen
Punkte von C% Wegen ord (C%) = k existieren Umgebungen Uj der
p; (offen im P*) mit folgender Eigenschaft: 1) Jede Hyperebene hat
mit héchstens k der U; einen Durchschnitt # @. Daher fiir hinrei-
chend kleines € > o und §; > o : 2) Jeder Punkt (1, t, ..., t*7 1 ¢**2 +
1) des PEmit It — t;/ £ §,und It Z ¢, liegt in U;. Flrjedesi= 1, ...,
n wihlen wir nun ein ¢; > o, fiir welches wir zunichst nur dreierlei
fordern: ¢;> 1 und ¢; > 1/8;; das offenc Intervall I; mit dem Mittel-
punkt t; und der Linge 2/¢;ist c L ; nI; = & fiir i # j. Sodann sei g
die folgendermaBen definierte Funktion: g (t): = o fiir alle reellen t
mit [t! Z 1und g (t): = (1 — A% 2 fiir [t| = 1. g ist k + 1-mal stetig
differenzierbar und es ist gl = 1.

Fiir ein §; und ein ¢;, welche den vorstehenden Bedingungen genii-
gen, definieren wir schlieBlich fi(t): = &g (c (t—1t)). Es gilt: 3)
Ifil = &; 4;) f; verschwindet identisch auBerhalb von [; 5;) f; ist k + 1-
mal stetig differenzierbar. Fiir jedes r=o0, 1, ..., k + 1 ist die r-te
Ableitung ¥ = g,dg. Daher kénnen wir € und ¢; im Rahmen der
bereits aufgestellten Forderungen so wihlen, daB gilt: 6;) an genau
zwei Stellen ¢}, ¢/ €I ist £ (t) = ¢ (k + 2)!/2; 7,) an diesen beiden
Stellen ist f* U (t) # t- (k+ 2)! (Denn es sei M (g;, ¢;) : = max f¥ — es
ist >0 — und t; =t(g, ¢) das kleinste t € I; mit f (t) = M (g;, ).
Dann kénnen wir g (beliebig klein) und ¢; (beliebig groB) so wihlen,
daB erstens f (t) = €- (k + 2)!/2 ist und zweitens an jeder Stelle
t#t; von L, an welcher f¢ cin lokales Maximum hat, dieses Maxi-
mum < £ (k + 2)!/2 ist. In [; existiert dann genau ein zweites, von t;
verschiedenes €] (es ist < t)) mit £ (/) = (¢/)*- (k + 2)!/2. Die beiden
Stellen ] : = t; und ¢ leisten das Verlangte.)

Jetztseif: = f; + ... + f,. Dann folgt aus 3;)-7;), weil die Intervalle
Ii fremd sind: 3) Ifl = g auf I;; 4) f verschwindet identisch auBerhalb
vonlju...Ul, =L 5) fist k + 1-mal stetig differenzierbar; 6) an
genau zwei Stellen t), ¢/ € I ist f® (t) = - (k + 2)!/2; 7) an diesen
Stellen ist £&* P (¢) # ¢+ (k + 2)!



4 Georg Né&beling

Definition der Kurve C}, e K':

Xo=1,x=t ..., 5. =t x =2~ f(t);
X, = uk 2 xl—uk+1 ..,xk_1=u3,xk=1 (lul <1).
Wie in 2a ergibt sich zufolge 3)-7): C, ist glatt und k-sckantenfrei;
an den m Stellen ty, . . ., t7 und nur dort hat C}, einen Scheitel. Weiter

ist fiir jedes i der Bogen B; c C}, iiber I streng konvex und hat nur
zwei Scheitel; also ist ord(B;) = k + 2 zufolge . ¢.?), 1. Ist nun L eine
Hyperebene, welche mit Cf, und C¥hochstens Schnittpunkte gemein
hat, so setzen wir IC,, " LI =:1. Dann ist |=1C¥*n LI (mod 2), we-
gen ord (C¥ = k also ord (C},) = k und folglich C}, € K’'. Weil ord
(C® = k ist, liegen von den 1 Punkten von C*¥n L hachstens k nicht
in den Bogen B; und nach 1)—4) hat L mit héchstens k Bogen B einen
nichtleeren Durchschnitt. Es folgt 1=k + k (k + 2) = 9k°. Daher ist
auch ord (C},) = 9k2.

3b. Wir modifizieren die Uberlegungen in 3a folgendermaBen. Als
Grundkurve C¥* wihlen wir die in 2b definierte Kurve CI. Als
Intervall I wihlen wir ein offenes Intervall der t-Geraden mit folgen-
den zwei Eigenschaften: I enthilt keine der k + 1 Stellen, an denen
C#** einen Scheitel hat; iiber I ist die k-te Ableitung R® von R positiv
und monoton wachsend. Wir ersetzen in 1): k durch k + 1; in 6;) und
6): - (k + 2)1/2 durch R® (t); in 7): t- (k + 2)! durch R** V(). Nun
die Definition von Cl:

Xo=1,%=t ..., X1 =t 1 x. = R(t) — f(t);
e=u"l xy=uk"2 L xe =1, x = u* T R(u).
Analoge Schliisse wie in 3a ergeben, dall C}, k-sckantenfrei und
glatt ist, an den m Stellen ti, ..., t; und nur dort einen Scheitel hat

und daB schlieBlich ord (C) = 9k? ist.

4. Der Fall m = o - 4a. Es sei C¥ dic in 3a definierte Basiskurve.

Vorbemerkung. In C¥ existiert cine Folge von Punkten p; = x(t;)
mit 1>¢t,>t, ..., lim t;=o0 und zu jedem i eine (im P* offenc)
Umgebung U; von p; mit U; N U @ furi # j mit folgender Eigen-
schaft: Je k + 1 Punkte g, ..., qi,, mit q; € U,l, s gt G VE U,
und verschiedenen iy, . . ., I +1 sind linear unabhingig.

Die Schmieghyperebene L, an C¥ im Punkt p, = x(0) hat mit C¥
nur den Punkt p, gemein. Wihlen wir also den Punkt pi= x(ty) mit
1> t; > o beliebig und eine Umgebung U; von p; mit UinL,=9,
so existiert eine Umgebung W' von p, mit W' n Uy = @ derart, daB

41
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gilt: Fiir je k Punkte wi, ..., wi € W! n C¥, verschieden oder nicht,
und jeden Punkt q; € Uj sind die k + 1 Punkte wi, .. ., wi, q; linear
unabhingig (bei zusammenfallenden Punkten w!ist der von ihnen
aufgespannte Schmiegraum zu nehmen). Induktionsvoraussetzung:

Fiir ein natiirliches n > o seien py, ..., p, mit p;=x(t), 1>1t;> ...
> t, > o Punkte von C¥ und Uy, . .., U, Umgebungen dieser Punk-
te mit U; n U = @ fiir i # j, sowie W™ eine Umgebung von p, mit
UnW'=@ fiiri=1, ..., n derart, daB je k + 1 Punkte w}, ..
wie W N C¥*, g€ U,hﬂ, cevy Qe+1€ U,k+1 mit verschiedenen
Ih+1, - - - k41 linear unabhingig sind (0 =h =k + 1; h = o bedeutet:
qi € U:, S, Qk+1 € Ulk+1 sind linear unabhingig). Nun wihlen wir
einen Punkt p, 41 = x(t, +1) € W mit t, > t, ., > 0, sowie eine Um-
gebung U, 4 von p, +; und eine Umgebung W™*?! von p, analog wie
soeben Uy und W'. Dabei kénnen wir (Beweis indirekt) auf Grund
der Induktionsvoraussetzung U, ;. so klein wihlen, daB gilt: Sind

18]

witl . wit ! Punkte von W7 ' n C¥, verschieden oder nicht,
an € U“p 9nh+1 € Ui, ,, -+., Que1 € Ulk ,, mit verschiedenen iy 41,
.+, le+1, so sind die k + 1 Punkte w§*%, ... w™™! qn, Quets - .-

qk+1 linear unabhingig. Damit ist die Induktlonsvoraussctzung fiir
n + 1 realisiert und die Vorbemerkung bewiesen. — Aus der Vorbe-
merkung folgen 1) und 2) in 3a flir i=1, 2, ... Fiir jedes i wihlen
wir ein ¢; und ein € mit den in 3a genannten drei Eigenschaften und
der folgenden vierten: Fiir beliebige t’, t” € I; ist 1/2 < t'/t" < 2.
Sodann definicren wir die Funktionen g und f; wie in 3a. Dann gelten
3))-5;). Nun wihlen wir fiir jedes i ein t] € I; mit |f{ (t3)| = max |f|
(woraus folgt f&*V (t3) = o) und sodann g und ¢ im Rahmen der
bereits gestellten vier Forderungen so, daB 6;) f9(t3) = (t9)%- (k + 2)!/
2. SchlieBlich sei v;: = +1, wenn ﬂk)(ﬁ) > o ist; andernfalls sei
vit = —1. Jetzt sei f: = vif; + vof; + ... Dann folgt aus 3; — 6;), weil
[N =0 firi+#j:3) Ifl =g auf I;; 4) f verschwindet identisch au-
Berhalb von ;U L u ... < [; 5) fist k + 1-mal stetig differenzierbar
an allen Stellen t # o; 6) f® (€) = (€)% (k+ 2)!1/2; 7) &+ D (t9) = 0. —
Erginzung zu 5):5') f ist k + 1-mal differenzierbar an der Stelle
t = 0. Es ist nimlich If¥ (€)| = max %] = max gcklghl = £,& max
Ig®1. Nun ist max |g®| # o. Aus 5)) folgt also £&/€ > o und hieraus
&/t — o fiir belicbige ¢ € I; zufolge der obigen vierten Forderung an
die ¢;. Wegen ¢; > 1 folgt weiter g¢/t,— o fiir jedesr =0, 1,..., k
und beliebige t] € I;, Weil schlieBlich g® beschrinkt ist, folgt gcg®
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(ci(t{ — t;))/t{— o, also f¥ (t})/t{— o. Damit ist 5') bewiesen. (DaB
f&+1 an der Stelle t = o stetig ist, wird nicht gezeigt.)
Nun ist die Definition der Kurve Ci,
Xo=1,X1=t, ..., X1 =71 x = t*2 — (1),
Xo=ukt2 xy=uktl L ox oy =ud xe=1 (lul<1).
Analog wie in 3a ergibt sich, daB3 Ci glatt und k-sekantenfrei ist,
daB C% an den unendlich vielen Stellen t3, t3, ... einen Scheitel hat,

daB C% € K’ und ord (CL) = 9k ist.

4b. Wir setzen t**°R%t) =: S(t). Fir ItI<1 ist S(t)
=31 =24 tf = .. )2 also S® (1) = 2 + o (t*). — Nun sei Cx* die
Basiskurve, definiert durch:

Xo=1,%=1t ..., X-1=t"" x=S();
o=u"Lx;=u"% L s =1, x = R?(t).

Weiter sei I ein hinreichend kleines, im Einheitsintervall der t-
Geraden enthaltenes Intervall mit o als Anfangspunkt; dann hat der
Bogen c C¥* tiber I die Ordnung k. Es gilt dann wieder die Vorbe-
merkung in 4a. Wir verfahren nun wie dort; nur wihlen wir jetzt ¢
und ¢ so, daB 6) f(t)) =S®(t?) ist; dann ist auch 6) f® (t?)
= S®(t9). Analog wie in 4a gilt 5'); denn nach 6) ist f® (t?) = (t9)> + o
(€)%, also f® (t9)/t?— o. Nun die Definition von C%:

Xo=1, %=1t ..., %=t x =St~ f(t);
Xo=u""Lxi=u*" L xe =1 x = R2(u) (lul< 1).

SchlieBlich analog weiter wie in 4a.

Damit ist der cingangs formulierte Satz bewiesen.

5. Im bewiesenen Satz kénnen ord (C) und ord (C},) variieren,
wenn m die Folge der nattirlichen Zahlen durchliuft. Dies kann ver-
hindert werden, wie das folgende Korollar zeigt.

a) Es gibt ein natiirliches M’ = 9k%, fiir welches zu jedem m = 2k,
2k +2, 2k+ 4, ... eine Kurve C,, € K' existiert mit s(C},) = m und
ord (C,,) = M'; b) es gibt ein natiirliches M = 9k%, fiir welches zu jedem
m=2k, 2k+2,... eine Kurve Cy €K' existiert mit s(C))
=k+ 1+ mundord (C,) = M".

Beweis: a) Es scien t;, tp, ... und U, U,, ... Folgen wie in der
Vorbemerkung in 4. Fiir jedes Tupel i, . . . i, liefert die Konstruktion
in 3a bei Verwendung von tip - tound Up, o0, U stattty, .o,

und Uy, ..., U, eine Kurve Cj, € K’ mit s (C3,) = 2n und ord (C5,)
= 9k? Es sei M’ : = max ord (C},) fiir alle Tupel iy < ... <ipzn=1,
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2,... Esist M' = 9k* Weiter scii; <...<i, ein Tupel, welches cine
Kurve Cj, € K’ mit ord (C3, ) = M/ liefert. Dann existiert eine Hy-
perebene L mit 1C5, n LI =M. Ist nun n, =k, so setzen wir n,
=:nyund iy =:jy, ..., 0, = :Jn,- Ist hingegen n, >k, so ist zufolge
der Vorbemerkung der Durchschnitt B; n L nicht leer fiir hdchstens
k der Indizes 1, .. ., i,; dies sei der Fall fiir die Indizes j; <. .. <Ja,
(1=n; k). Fiir die von diesen Indizes gelieferte Kurve Ch,, € K’ ist
|Ca, " LI =1C5, N LI =M’ Fiir ein hinreichend groBes ] > J,, sind
alle Uj mit j>J fremd zu L. Nun streichen wir aus der Folge t;,
ty, ... alletymit ] > 1%y, ..., j, und bezeichnen die verbleibenden t;
in unverinderter Rethenfolge mit ty, ¢, . . .; analog verfahren wir mit
den U,. Fiir jedes n £ n; hat dann die mittels t;, ..., t, und U;. ...,
U, konstruierte Kurve Cj, € K’ die Eigenschaften s (Cj,) = 2n und
ord (C3,) = M'. Wegen n; = k folgt hieraus a). — Analog fiir b).

! Zur Definition der k-Sekanten und der Glattheit vgl. z. B. Nébeling, G. Uber einen
Satz von Mébius-Hjelmslev, Sitz.-Ber. Bayer. Ak. Wiss., Math-nat. KI. 1987, 29-37.
Die k-sekantenfreien, glatten Kurven im P* sind identisch mit den Kurven im P¥,
welche den Bedingungen (2) — (4), 1.¢.%), 11.4.2 geniigen.

? Nébeling, G. Uber die Anzahi der ordnungsgeometrischen Scheitel von Kurven, Teil I1.
Erscheint in Geom. Ded.

* Hjelmslev, J. Ein Satz iiber monotone Raumkurven im R, .. ., Acta Math. 87 (1952)
59-82. Nébeling, G., Uber die Anzahl der ordnungsgeometrischen Scheitel von Kurven.
Teil 1. Aeq. Math. 34 (1987) 82-88.

* Fabricius-Bjerre, Fr. Uber geschlossene Raumkurven (n + 1)-ter Ordnung im R, . . .,
Kgl. Danske Vid. Selsk., Math. Fys. Medd. ZZ‘QbNr. 1(1942) 1-25. Die Umkehrung &
gilt nicht.

® Die Schranke 9k? ist sehr grob. Wesentlich daran ist nur, daB sie von m unabhin-
gig ist.

¢ (A) ist eine bekannte Eigenschaft der stationiren Schmieghyperebenen. — Ist B ein
hinreichend kleiner (abgeschlossener) Bogen « K mit der Stelle t = o als Anfangs-
oder Endpunkt, so ist ord (B) = k; denn aus ord (B) > k wiirde wegen 1. ¢.?), 11,3, Satz
Il folgen, daB im offenen Bogen B mindestens ein Scheitel liegt. Hieraus und den
Voraussetzungen {iber ny, ny, .. ., ny folgen (B) und (C) nach O. Haupt u. H. Kiin-
neth, Geometrische Ordnungen, Springer-Verlag 1967, 262 (Eindeutigkeitssatz) und
257-258 (Satz 3).
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