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ANZEIGER
DER

ÖSTERREICHISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHE KLASSE

Jahrgang 1987 Nr. 1

Sitzung vom 16. Jänner 1987

Das wirkliche Mitglied Edmund Hlawka legt für die Aufnahme in 
den Anzeiger die folgende Arbeit vor:

Statistische R esultate über computergerechte Darstellungen
von Zahlen

Von R obert F. Tichy

1. C om puter-rationale Zahlen

In einem Computer wird jede reelle Zahl approximativ als Dezimal
oder Dualzahl mit endlich vielen Stellen dargestellt. Bei einer Compu
ter-rationalen Zahl handelt es sich nun um einen Bruch, dessen Nenner 
eine vorgegebene Zahl nicht übersteigt.

Definition. Sei die natürliche Zahl N  und 6 > 0 vorgegeben. Dann 
heißt die reelle Zahl p (N, <5)-rational, falls es ganze Zahlen n, m mit 
1 ^  n < N  und \m — np\ ^  ö gibt.

Um die Güte der Approximation durch Computer-rationale Zahlen 
zu messen, führt man die Größe

öN(p) = min \\np\\

ein, wobei ||£|| den Abstand von t zur nächsthegenden ganzen Zahl 
bezeichnet. Klarerweise ist p (N, 8)-rational für <5 ^  dN (p) und (N, ö)- 
irrational für <5 < dN(p).

S. Moriguti [7] hat nun umfassende Untersuchungen über die 
Verteilungseigenschaften der Computer-rationalen Zahlen angestellt. 
Dabei wird p als gleich verteilte Zufallsvariable auf [0,1] aufgefaßt; 
KöN(p) hat Werte in [0,1]. Als erstes Ergebnis erhält man aus [7] für 
fe(0,g) für die Wahrscheinlichkeit

Pr{N öN(p) ^  ¡} = 2_ y  <p (n) ^ (1)
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wobei op (n) die Eulersche 99-Funktion bezeichnet. Für große N  ergibt 
sich aus

£  <P (n) = + 0  (>°g N ) (vgl. [2]) ,
n =  1 71

die folgende asymptotische Formel

t 1 14  £  *■> + t  ß - ^ r ) i  , 0) -  5?  + Oflog iV, . (2,
n-1 W iV n=l n - | \ W W + 1 / j = |  ^

Also hat man für große N  (mit einer absoluten O-Konstanten)

Pr {Ndx {p)^£} = ^ S  + o f e j P - \  (fe(0,i)) . (3)

Um die Verteilungsfunktion für <p > \ zu bestimmen, führt man wie in 
[7] einige Notationen ein. Die Punkte (n, m), 0 ^  m ^  n ^  N  werden in

771steigender Ordnung von — geordnet und mit 0, 1,2, . . .  numeriert. Die
Koordinaten dieser Punkte werden mit (q^p^, i = 0, 1, 2, . . .  bezeichnet

Pund die Folge der Brüche mit af = —; die a. bilden die Farey-Folge N -ter
Qi

Ordnung. Nun setzen wir

—
N

N + h (h = 0 ,1 ,.. .,N), zh
Mi+i

(4)

Dann wird in [7] gezeigt, daß die Verteilungsfunktion F (f) von N  <5V (p) 
in jedem Intervall stetig (und linear) ist mit der konstanten
Dichte

h' = 0 Vi'

Für die Dichtefunktion im Intervall (fÄ, £Ä_t) ergibt sich

' logN\A’ A’

ih= Y , f - Y , zf  = - i + o
;t'=oWt' h' = hQh: 71 n ~ ) ~1V /  h' = ĥ h'

(5)

(6)

Für die verbleibende Summe in (6) ergibt sich mit 
th = ^ ( h  = 0,.. .,N — 1) der Wert

_2_

iV2 (7)
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wobei in dieser Summe (7) über alle Gitterpunkte des Bereichs D mit 
Maschenweite und relativ primen Koordinaten summiert wird,
D = {(u,v): 1 + th^ u ^ 2 , u - l ^ v ^ l } .

Nun teilen wir den Bereich D in H Teilbereiche, und zwar durch 
Parallele zur u-Achse im Abstand (1 — tk)/H. Es gilt dann

_2_
N 2 1 1 + o

1
t?N2 (K

max I i
' Px(i)

(8)

wobei die Summation über PN (i) über die Gitterpunkte im ¿-ten Paral
lelstreifen erstreckt wird. Aus dem Beweis von Lemma 1 in [7. Appen
dix 2] entnimmt man

I  l = A (i) N 2 ̂  + 0  (log N)
P.x (»■) 71

(9)

mit einer absoluten O-Konstanten; A (i) bezeichnet die Fläche des i-ten 
Parallelstreifens in D. Zusammen mit (8) ergibt sich

+

0 ^ lo g iV \  / J _ \  /logiVA 
\ t h N 2 ) + \ H t 2J + \ t \N 2)

_  12 rrdudv H\ogN  1 log N \ _
{ t2N + hTI W ) ~

( 10)

12 12, „  , n  , n ( H logN  1 , logiV\
= ?  -  ? ‘.(1 -  log«  + 0 ( - ¡ j f -  + M  .

Zusammen mit (6) erhält man die folgende asymptotische Formel für 
die Verteilungsdichte der Zufallsvariablen N öN (p) im Intervall
(£/t> f/j-1);

f - l 2 t a  io™n i o ( logN i Hlo%N  i 1 |log h) + u \  w + ^ j r + j n ! + ~t[N*)-Htl (11)

Sei nun f =
1 + t und ie (0, 1) vorgegeben, dann wählt man h so, daß

th_x ^  t ^  th, und für die asymptotische Dichte ergibt sich

• (12)
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Setzt man H = [^N/log N], so ergibt sich für die asymptotische Dichte 
die asymptotische Formel

/ ( ,) = ^ ( l _ l o g i) + o ( ^ )  { = ^ 6 ( ^ 1 ) ,  (13)

wobei die O-Konstante absolut ist.

2. Das Gesetz von Benford
In statistischen Tafeln kann man empirisch feststellen, daß die 

Häufigkeit der Zahlen mit erster signifikanter Ziffer < k(k = 1,.. 
und 2 Basis eines Positionssystems) ungefähr log (Je + 1) beträgt.

Diese Tatsache wurde von F. B enford (1938) empirisch unter
sucht und wird heute Benfordsche Gesetz genannt.

Ein ebensolches Phänomen stellt man bei der Ziffernverteilung von 
Zwischenergebnissen nach längeren numerischen Rechnungen fest. 
Mathematische Modelle für das Benfordsches Gesetz wurden von ver
schiedenen Autoren untersucht: ein stochastisches Modell von
P. Schatte [10] und deterministische Modelle von K .N agasaka [8] 
und anderen. Nach Nagasaka erfüllt eine Folge (xn) das Benfordsches 
Gesetz (zur Basis b), wenn die Folge der Logarithmen yn = log,, xn gleich
verteilt modulo 1 ist, d. h.

!,({</„}) = ¿(/) (1)A-OÔV n=i
für jedes Intervall I c  [0, 1] gilt; dabei ist 17 die charakteristische Funk
tion von I , X(I) der Inhalt und {•} der gebrochene Anteil. In [9], [12] 
wurden vor allem lineare Rekursionen auf die Gültigkeit des Benfor- 
schen Gesetzes untersucht. Im folgenden werden spezielle doppelt- 
exponentielle* Rekursionen behandelt, wie sie in der Analyse von Algo
rithmen auftreten.

Satz. Es seien b , t ^  2 zwei ganze Zahlen. Die Folge (xH) positiver 
Zahlen genüge der Rekursion

xn+i = x '* + 9» ( n>0) ,
00

sodaß die Reihe ^  t~n~x aM konvergiert; dabei ist
n = o

an = + gJx*H) .
Dann erfüllt die Folge (xj genau dann das Benfordsche Gesetz zur Basis 
b, wenn die Zahl

00

l o ë b X 0 +  Z  ¿ " ' ‘ " ' « nn = 0
normal zur Basis t ist.
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Beweis. Wir folgen Greene—Knuth [1, p. 31 ff.] und setzen
V n  =  l o g b a l s 0  V n +  I =  t  V n  +  < V

Wegen der Reihenkonvergenz ist der Reihenrest
00

i = n

nach 0 konvergent, und es gilt

xn= k l"b r" mit k = x Qbi~0 . (2)

Da lim rn = 0, ist die Folge \ogbxn = ¿nlog6 k — rn genau dann gleichver
teilt, wenn tn\ogbk gleichverteilt ist, und dies ist nach [5] genau dann 
der Fall, wenn die im Satz angegebene Zahl normal zur Basis t ist.

3. Allgemeine Sum m ierungsverfahren

Im vorigen Abschnitt wurde die Gültigkeit des Benfordschen Ge
setzes für gewisse rekursive Verfahren gezeigt. Für polynomial erzeugte 
Folgen

xn =  adn<l + ad - \ n i ~' +  • • • +  a0 {ad #  0)

gilt jedoch nur ein ,schwächeres4 Gesetz: die Folge yn = \ogbxn ist nicht 
gleichverteilt, da sie sich im wesentlichen wie logn verhält, sie ist aber 
zum harmonischen (= logarithmischen) Mittel gleichverteilt. Es gilt 
sogar, daß (logw) zum Summierungsverfahren gleichverteilt ist; 
Untersuchungen dazu gehen auf K. Nagasaka [8], P. Schatte [11] und 
den Autor [16], [17] zurück. Man vergleiche auch ein stochastisches 
Modell zum Gesetz von Benford [10].

Allgemein definiert man: Die ^-dimensionale Folge (yn) heißt zum 
positiven gewichteten Mittel P = (pn) gleichverteilt (mod. 1), falls für 
jedes ¿-dimensionale Intervall I

=  (1)N-*co * ) n=\
N

gilt. Dabei ist P (N) = ^  pn, {•} der komponentenweise Bruchteil, und
n= 1

es wird stets lim P (N ) = oo vorausgesetzt. Zur Definition von Zufalls
zahlen (vgl. Knuth [4]) wird oft der folgende Begriff verwendet: (xn) 
heißt zum positiven gewichteten Mittel P = (pn) vollständig gleichver
teilt (mod. 1), falls für jede natürliche Zahl k die ¿-dimensionale Folge 
xn] = (xn> • • zum Mittel P gleichverteilt ist. Als Antwort auf
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eine in einer persönlichen Mitteilung von P. Schatte gestellte Frage 
formulieren wir den folgenden

Satz. Es gibt eine bezüglich des harmonischen Mittels vollständig 
gleich verteilte Folge (xn), die nicht zum arithmetischen Mittel gleich ver
teilt ist.

Beweisskizze.

Es sei (i/J eine zum arithmetischen Mittel vollständig gleichver
teilte Folge. Nun setzt man aN = 2A", bN = 2 • 2A" für iV = 1, 2, .. .;  ferner 
definiert man

xn = 0 für aN < n ^  bN (N = 1 ,2 ,...) .

Alle verbleibenden Indices, die nicht in einem Intervall (aN,bx] liegen, 
ordnet man der Größe nach: n ,, w2, n3, ... und setzt

x = y für i = 1, 2, . . .  .

Die Folge (xn) hat nun die im Satz geforderten Eigenschaften.

Bemerkung. Die Konstruktion ist stark verallgemeinerungsfähig. 
Seien (pn) = (na), (qn) = (hß) zwei gewichtete Mittel mit — 1 ^  ß < a.

Dann gibt es eine zum Mittel (qn) vollständig gleich verteilte Folge, 
die nicht zum Mittel (pn) gleich verteilt ist. Zu Satz 3 verwandte und 
allgemeinere Resultate (unter einem etwas anderen Gesichtspunkt dar
gestellt) findet man in R. Schnabl [13].

Wie im Fall von Folgen können auch gleichverteilte Doppelfolgen 
zur deterministischen Beschreibung von zweidimensionalen zufälligen 
Arrays verwendet werden. Entsprechend der Definitionen in Knuth 
[4, Sec. 3.5.] ergeben sich auch hier mehrere Varianten. Als zusätzliche 
Alternativen hat man hier mehrere Möglichkeiten, die Summierung zu 
definieren. Dies soll hier nur am Fall der gewöhnlichen Gleich Verteilung 
illustriert werden (analog bei der vollständigen Gleichverteilung, der 
(2, 2)-Gleichverteilung aus [3] und bei höherdimensionalen Arrays).

Die Doppelfolge (xmn) heißt gleichverteilt (glvt.), falls für jedes 
Intervall /  9= (0,1)

( M, N streben unabhängig gegen oo) 

(xmn) heißt schwach-glvt., falls

lim 4 i  EV-ooiV m=1 E i /({*»,» = ;

(2)

(3)
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(xmJ  heißt (a,/S)-glvt., falls

. M N

K .m f£ S 1'((,' - » - J(fl; ,4>
dabei ist 0 < a < 1 < ß und M ,N  erfüllen die Abschätzungen 
a M a < N  ^  6M15 mit irgendwelchen Konstanten a, b > 0. Der Spezial
fall oc = ß = 1 wurde in [15, b] behandelt. Die Gleichverteilungsbegriffe 
(2), (3) werden ausführlich in [15, a], [6] untersucht.

Bemerkenswerte Unterschiede dieser Begriffe werden offenkundig, 
wenn man wahrscheinlichkeitstheoretische Aussagen über die gleich
verteilten Teilfolgen macht. So gilt nach [6]:

(xmn) ist schwach-glvt. genau dann, wenn fast alle Teilfolgen 
schwach-glvt. sind. (Das Maß auf dem Raum aller Teilfolgen ist in 
natürlicher Weise als Produktmaß definiert, siehe [15], [6]). Für 
a = ß = 1 wurde dieser Satz in [15, b] gezeigt (Proposition). Mit demsel
ben Beweis ergibt sich dieser Satz auch für allgemeines (a,ß). Für die 
Gleich Verteilung (2) findet man hingegen in [6] ein Gegenbeispiel. Ab
schließend sei bemerkt, daß man zum Beweis derartiger Resultate 
leider nicht direkt das mehrdimensionale Gesetz der großen Zahlen von 
Smythe [14] verwenden kann, da die entsprechenden Zufallsvariablen 
nicht unabhängig sind.
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Anzeiger der Österreichischen Akademie der Wissenschaften, 
math.-naturwiss. Klasse 124 (1987), 9— 11

Das korrespondierende Mitglied Heinrich Brauner legt für die 
Aufnahme in den Anzeiger die folgende Arbeit vor:

Externe Punkte bei Quadriken 

Von J. Hartl

Herrn Prof. Dr. Fritz Hohenberg zum 80. Geburtstag gewidmet

E inleitung
Die Bezeichnungen Außenpunkt und Innenpunkt einer Quadrik 

werden in der Literatur nicht einheitlich verwendet. Versteht man nach 
Brauner ([1], S. 198) unter einem Außenpunkt einer Quadrik einen 
solchen Punkt, aus dem ein Tangentialkegel an die Quadrik existiert, so 
besitzt jede Quadrik Außenpunkte; Innenpunkte besitzen höchstens 
Quadriken vom Index 0. Es gibt unter den Außenpunkten im allgemei
nen solche, deren Polarhyperebene eine Maximalerzeugende der Qua
drik enthält. Diese Außenpunkte heißen hier externe Punkte. (In der 
Literatur werden sie auch als Außenpunkte bezeichnet, siehe etwa 
Giering [3], S. 63, 91 ff.; Stary [4], S. 53 und [5].) In dieser Arbeit wird 
in Abhängigkeit vom Index untersucht, welche Quadriken und welche 
quadratischen Kegel externe Punkte besitzen, und für welche Quadri
ken und quadratischen Kegel es außer den Quadrikpunkten bzw. 
Kegelpunkten nur externe Punkte gibt. Die Frage nach der Existenz 
von externen Punkten kann abschließend beantwortet werden (Satz 1); 
die Frage, ob es nicht externe Nichtquadrikpunkte gibt, kann für 
beliebige Quadriken und quadratische Kegel zurückgeführt werden auf 
dieselbe Frage für Quadriken vom Index 0, also auf die Frage nach der 
Existenz von Innenpunkten von Quadriken (Satz 2).

1. Bezeichnungen
Die Menge aller selbstkonjugierten Punkte einer projektiven 

hyperbolischen Polarität n in einem klassischen projektiven Raum Pn 
der Dimension n < oo heißt eine Quadrik Qn~l. Ein Punkt P des P n, der 
nicht auf Qn~1 liegt, heißt ein Innenpunkt bzw. Außenpunkt von Q1l~\ 
wenn seine Polarhyperebene rF keinen bzw. einen Punkt von Qn~x 
enthält. Ein Außenpunkt von Qn~1 heißt externer Punkt von Qn~', wenn 
seine Polarhyperebene einen auf Qn~] liegenden Unterraum maximaler 
Dimension j, eine Maximalerzeugende von Qn~\ enthält. Die Dimension 
j  heißt der Index von Qn~\ Für j  = 0 stimmen die Begriffe externer 
Punkt und Außenpunkt überein. Die Polar hyperebene jedes Außen
punktes einer Quadrik Qn~x vom Index 1, der kein externer
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Punkt ist, enthält in der Quadrik liegende Unterräume der Dimension 
j  — 1, nämlich die Schnitträume der Polarhyperebene mit den 
Maximalerzeugenden von Qn~x.

Sind S n~r und T r~x zueinander komplementäre Unterräume in P n 
und ist Qr~2 eine Quadrik in T r~1, so ist die Vereinigung der Unterräume 
P + S n~r mit P eQ '~2 ein quadratischer Kegel K n~x zum Spitzenraum 
S n~r. Der Schnitt von K n~x mit jedem zu S n~r komplementären Unter
raum ist eine Quadrik, die denselben Index hat wie Q'~2. Die Maximal
erzeugenden von K n~x sind genau die Verbindungsräume von S 1l~r mit 
den Maximalerzeugenden des Schnittes Qr~2 von K n~x mit irgendeinem 
zu S n~r komplementären Unterraum. Ein Punkt P des P n, der nicht auf 
K n~x liegt, heißt ein Innenpunkt bzw. Außenpunkt von K n~x, wenn er 
Innenpunkt bzw. Außenpunkt eines Schnittes Q'~2 von K n~x mit einem 
zu S n~r komplementären Unterraum durch P ist. Die Polarhyper ebene 
eines Punktes P, der nicht in S n~r liegt, bezüglich K n~x ist die Verbin
dung von S n~r mit der Polarhyperebene von P bezüglich des Schnittes 
von K n~x mit einem zu S n~r komplementären Unterraum durch P. Ein 
Außenpunkt von K n~x heißt externer Punkt von K n~x, wenn seine 
Polarhyperebene eine Maximalerzeugende von K n~x enthält. Die Total
polare eines Unterraums bezüglich einer Quadrik bzw. bezüglich eines 
Kegels ist der Schnitt sämtlicher Polarhyperebenen von Punkten des 
Unterraumes bezüglich der Quadrik bzw. bezüglich des Kegels.

2. Zur Existenz von externen Punkten

Eine Quadrik Qn~x besitzt keine externen Punkte genau dann, 
wenn gilt: Ist eine Maximalerzeugende M:j enthalten in der Polarhyper
ebene eines Punktes P, so liegt P auf der Quadrik. Das bedeutet, daß 
die M:j umfassende Totalpolare von Mj in Qn~x enthalten sein, also mit 
M j identisch sein muß. Das ist aus Dimensionsgründen genau dann der 
Fall (siehe Stary [4], S.31), wenn für den Index j  der Quadrik gilt: 
2j  = n — 1. Für einen Kegel K 1l~x zum Spitzenraum S n~r gilt damit: 
K 1l~x besitzt keine externen Punkte genau dann, wenn für den Index k 
von K n~x gilt: 2k = 2n — r.

Satz 1: Ein quadratischer Kegel K n~x zum Spitzenraum S n~ r mit dem 
Index k bzw. eine Quadrik Qn~x mit dem Index j  in einem klassischen 
projektiven Raum Pn besitzt keine externen Punkte, wenn gilt: 
2 k = 2 n — r bzw. 2 j  = n — 1.

3. Zur Existenz von nicht externen Punkten

Eine Quadrik Qn~x mit Index j  besitzt außer Quadrikpunkten nur 
externe Punkte, wenn jede Hyperebene eine Maximalerzeugende von 
Qn~x enthält. Ist j  > 0, so enthält jede Hyperebene einen Quadrikpunkt 
P; sie enthält eine Maximalerzeugende von Qn~x durch P genau dann,
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wenn ihr Schnitt mit der Tangentialhyperebene rp von Qn~x in P eine 
Maximalerzeugende des Kegels K n~2 enthält, den rp aus Q1l~{ aus
schneidet. Das ist genau dann für jede Hyperebene der Fall, wenn ein 
Kegel K n~l zum Spitzenraum P mit Index j  außer Kegelpunkten nur 
externe Punkte besitzt. Andererseits besitzt ein Kegel K n~x zum Spit
zenraum S n~r mit Index k außer Kegelpunkten nur externe Punkte, 
wenn eine Quadrik Qr~2 mit Index k — (n — r) — 1 außer Quadrikpunk- 
ten nur externe Punkte besitzt. Beide Aussagen zusammen liefern mit 
Induktion:

Satz 2: Ein quadratischer Kegel K n~x zum Spitzenraum S n~r mit dem 
Index k bzw. eine Quadrik Qn~{ mit dem Index j  in einem klassischen 
projektiven Raum Pn besitzt außer Kegel- bzw. Quadrikpunkten nur ex
terne Punkte genau dann, wenn eine Quadrik Q 2n~2k~r vom  Index 0 bzw. 
eine Quadrik Qn~2j~l vom Index 0 außer Quadrikpunkten nur Außen
punkte besitzt.
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ANZEIGER

ÖSTERREICHISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHE KLASSE

DER

Jahrgang 1987 Nr. 2

Sitzung vom 5. März 1987

In die Sitzungsberichte, Abteilung I, wird aufgenommen:
„Versuch einer historischen Deutung des Verbreitungsbildes der 

mediterranen und europäischen Süßwasserdecapoden“ von Gerhard 
Pretzmann (vorgelegt von w. M. Wilhelm Kühnelt)

In die Sitzungsberichte, Abteilung II, wird aufgenommen:
„Radioaktivitätsmessungen am Institut für Radiumforschung und 

Kernphysik betreffend den Reaktorunfall in Tschernobyl“ von 
H. Friedmann, M. Wagner, D. Weselka und E. Wild (vorgelegt von 
w.M. Berta Karlik)

„Altersbestimmungen nach der Radiokohlenstoffmethode am 
Institut für Radiumforschung und Kernphysik X X II“ von H. F elber 
(vorgelegt von w.M. Berta Karlik)

„Modified Robertson projection-operator method for coherently 
driven two-level atoms in a resonant cavity. I I “ von J. Seke und w. M. 
0. Hittmair

„Some results on latent additive functions for statistical models“ 
von Erich N euwirth (vorgelegt von k.M. Giselher Guttmann)

„Zur globalen Geometrie der Regelfläche im einfach isotropen 
Raum“ von Helmut Pottmann (vorgelegt von k.M. Heinrich 
Brauner)

„Über die Konjugierten der Dickson-Permutationen“ von w.M. 
Wilfried Nöbauer

„Über die schnelle Lösung von hochdimensionalen Fredholm-Glei- 
chungen vom Faltungstyp mit zahlentheoretischen Methoden“ von 
Peter Zinterhof (vorgelegt von k. M. August Florian)
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DER

ÖSTERREICHISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHE KLASSE

Jahrgang 1987 Nr. 3

Sitzung vom 3. April 1987

Das wirkliche Mitglied Hermann H aupt legt für die Aufnahme in 
den Anzeiger die folgende Arbeit vor:

A N ew Solution of the Two-Altitude-Problem 

By H einrich E ichhorn

(Institut für Astronomie der Universität Innsbruck)* 

Summary

A new solution of the two-altitude-problem is presented which leads to a very simple 
interpretation of the geometry of the problem.

The classical problem of two altitudes (see e.g., Cotter 1968) is 
formulated as follows: Observe, from the same location but not necessa
rily simultaneously, the zenith distances zt and z2 of two (not necessarily 
different) objects with known declinations di and d2 at hour angles tx and 
t2, respectively. The geographic latitude y of the observer is to be 
calculated from zl ,z2,di , d2 and A = tx — t2. In addition, if we know the 
Greenwich sidereal times 0Oi and d02 at which the zenith distances were 
observed as well as the right ascensions olx and ô , respectively, of the 
objects (instead of the hour angle difference only), the geographic 
longitude X of the observer’s location is to be computed as well. This is, 
in essence, the problem which leads to Sumner’s lines of position.

The rigorous solution is obtained as follows. Considering the rela
tionship

between hour angle, Greenwich sidereal time, (east) longitude and right 
ascension, we have for the hour angle

* On leave of absence from the Department of Astronomy, University of Florida, 
Gainesville, FL.

( i )

dGv + X — olv = arccos [(cos — sin <5vsin 99) / cos ôv cos 99] . (2)
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Eliminating A by setting, in eq. (2), first v = 1, then v = 2 and sub
tracting, we obtain

A = 0Gl — 0G2 — + a2 = arccos^j — arccos A2, (3)

where Av is the argument of the arccosine function in eq. (2). Eq. (3) thus 
confirms that Greenwhich sidereal time is not needed for the determina
tion of the geographic latitude 99 but only for that of the longitude A.

According to a well known goniometric identity, eq. (3) can also be 
rewritten in the form

cos A = A :A2±  V(1 -  Af)(l  -  Aj) ,
where the sign depends on which quadrants A x and A2 occupy. By 
shifting A xA 2 to the left side of this equation and squaring, we obtain

A \ + A\ — 2 A x A 2c o sA — sin2 A = 0 . (4)

By comparison with eq. (2), we can now see that 99 enters the 
numerators of the terms in eq. (4) only through sin cp and sin2 99, and that 
the denominators contain only cos2 cp = 1 — sin2 99. Eq. (4) is therefore 
quadratic in sin 99, and because 1991 < 90°, each of the solutions for sin 99 
determines a unique value of 99.

By routine manipulations, and considering that the angular 
distance q between the positions at which the object(s) was (were) 
observed is given by

cos q = sin (5t sin d2 + cos ^ cos d2 cos A , (5)

we obtain from eq. (4) 

sin2 g sin2 99

— 2 [cos Zj cos d2 (sin cos d2 — cos sin d2 cos A)

+ cos z2 cos <5j (sin d2 cos dx — cos d2 sin dx cos A)] sin 99 (6)

+ cos2Zj cos2 ¿2 + cos2z2cos2^

— 2 cos zt cos z2 cos <5j cos S2 cos A 

— cos2 (5j cos2 ¿2 sin2 d = 0 .

Solving eq. (6) with respect to sin 99 we obtain eventually, again con
sidering eq. (5)

sin2 q sin 99 = cos zt cos d2 (sin cos d2 — sin d2 cos dx cos A)

+ cos z2 cos (sin d2 cos <5j — sin dx cos d2 cos A) (7)

± cos d{ cos d2 cos A cos (z2 — zx) — cos^] [cosp — cos (zx + z2)] .
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The radicand in eq. (7) can be positive only if both its factors are 
positive, because in practice, 0° ^  zv ^  90°. A real solution is therefore 
possible only if

\zx -  z2l ^  Q ^ Zl +  ¡ V  (8 )

The inequality (8) is intuitively obvious from the geometry of the 
situation.

If we consider that also

cos q = cos zx cos z2 + sin zx sin z2 cos A a , (9)

where A a is the azimuth difference between the positions at which the 
observations were made, the square root in eq. (7) turns out to be equal 
to sin zx sin z2 sin A a. Observations made in azimuths which differ by 0° 
or 180° lead therefore to only one solution.

Ceteris paribus, the maximum value of the radicand in eq. (7) 
provides the largest difference between the two real solutions and 
plausibly therefore the most accurate values for q>. This maximum is 
reached for cos £ = cos zt cos z2, therefore, considering eq. (9), when 
A a = 90° or 270°. These results are also intuitively clear.

Since the arccosine is ambiguous, eq. (2) yields for each of the two 
measured zenith distances two values for X, for each solution <p and a 
given a and dG, therefore altogether eight. Of the four X which are 
compatible with a given <p, two, each originating from a different z, will 
be equal. Their value is thus the longitude which goes with that value 
of the latitude which was used in the calculations.

Acknowledgement. I am grateful to Elaine Mann who collaborated 
with me on this project, and to my colleagues Günther Chesi, Maria
G. Firneis and Oswald Schneider, who checked the algebra and pointed 
out typing errors in the manuscript.
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Anzeiger der Österreichischen Akademie der Wissenschaften, 
math.-naturwiss. Klasse 124 (1987), 29— 33

Das korrespondierende Mitglied Siegmund P rey legt für die Auf
nahme in den Anzeiger die folgende Arbeit vor:

Zur Gefügekunde des P lattengneises in der K oralpe, 
K ärnten— Steiermark

Von Peter B eck-Mannagetta, Wien 
und Martin K irchmayer, Heidelberg

Mit 3 Abbildungen

Im zentralalpinen Kristallin des Ostens der Ostalpen nimmt der 
Plattengneis im Koralmkristallin eine wichtige tektonische Stellung 
ein. Sein plattiges Gefüge weist eine ± N—S-bogenartig streichende 
Lineation auf, die im auffallenden Gegensatz zum allgemeinen 
+ E—W-Streichen der alpinen mesozoischen Gebirgsketten steht. Da
her ist die Entstehung dieser sich Zigkilometer weit erstreckenden 
Großstruktur von grundsätzlicher Bedeutung für das Verständnis des 
Baues des gesamten Gebirges.

Über die Entstehung der Lineation des Plattengneises ist 1986 eine 
Arbeit von Th. F löttmann, G. K leinschmidt & D .W olf über die 
südwestliche Koralpe erschienen, worin die Struktur als „A-Lineation“, 
also durch eine Bewegung in Richtung der Lineation hervorgerufen 
worden sein soll. Diese Annahme wird von den drei genannten Autoren 
mit unausgezählten Quarzgefügediagrammen (Abb. la) belegt, womit 
die Natur des „A-Tektonites“ abgestützt werden sollte. M. K irch
mayer hat diese Diagramme von Hand ausgezählt und ausgewertet 
(Abb. lb), woraus hervorgeht, daß es sich aufgrund der auftretenden 
y-Regel B. Sander’s und anderen Kriterien in allen drei Fällen, von 
denen nur der erste hier abgebildet wird, eindeutig um einen B-Tektonit 
handelt (Bewegung senkrecht auf die Lineation).

P. B eck-Mannagetta hat ab 1985 aus verschiedenen der acht 
signifikanten Gesteinskomplexe der Koralpe Plattengneis-Handstücke 
entnommen, welche von M. K irchmayer gefügekundlich nach mehre
ren Teilgefügen hin untersucht wurden und stets eine B-Lineation 
ergeben haben. Als Beispiel aus diesen Untersuchungen wurde eine 
Probe aus dem großen Plattengneissteinbruch in 1270m SH., N Glas
hütten entnommen: (Plattengneis-Komplex Nr. 6; Handalm-Trahüt- 
ten).

Das Quarzdiagramm dieser Probe (Abb. 2) zeigt an, daß es sich 
hierbei um einen B-Tektonit handelt, den eine spätere Verdrehung 
(Torsion) nach einer imaginären Achse, liegend in der bc-Ebene, ver
stellt hat. Damit wird im Gefüge der Lineation des Plattengneises im N
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Abb. 1 a Plattengneis; aus Th. F l ö t t m a n n , G. K l e i n s c h m i d t  & D. W o l f  (1986 S. 194; 
nach Abb. 1) in ca. 1080 m W St. Georgen; 200 Quarzachsen

Abb. 1 b Plattengneis wie Abb. 1 a ausgezählt von Hand durch M. K i r c h m a y e r , Heidel
berg; Auszählkreis = 0'88%
Schmidt-Netz, untere Halbkugel 
2 0 - 1 5 - 8 - 5 - 2  Punkte 
10'0 -  7'5 -  4'0 -  2'5 -  1%
Diagnose: Tektonit, ac-Ebene, ac-Ebene deformiert (krummflächig), y-Regel 
S a n d e r ’s ; Hochquarz!
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-c

Abb.2 Plattengneis; Steinbruch Glashütten N in 1270 m SH.; entnommen: P. B e c k - 
M a n n a g e t t a  am 27.7.1985, Str. 118° fNE34°, Handstück Nr.27317; untere 
Halbkugel, Schmidt-Netz, 248 Quarz-c-Achsen:
3 5 -  2 4 -  2 0 -  12 -  1 0 -  6 -  3 -  1 Punkte 
14'1 -  9'7 -  8'1 -  4'8 -  4'0 -  2'4 -  1'2 -  0'4%
Diagnose: Krummflächige Deformationsebene, bc-Ebene; kein klassischer B- 
Tektonit: Deformierter B-Tektonit!

der Wolfsberger Antiklinale (P. B eck-Mannagetta 1970) ein Vorgang 
nachgewiesen, den P. B eck-Mannagetta (1954) als Verdrehung der 
Plattengneislineation der Gipfelmulde der Koralpe aufzeigen konnte: 
Durch eine graduelle Abwicklung der Lage der N—S-Lineation nach 
der E—W-Achse der Gipfelmulde wurde eine Verdrehung nach einer 
imaginären in der bc-Ebene liegenden Achse derart hervorgerufen, daß 
eine Verstellung gegen SE bzw. E erfolgte; Vorgänge, die man mit 
„Verschluckung“ (heute würde man sagen: „Subduktion“) in Verbin
dung bringen könnte. Ausgangspunkt der gefügekundlichen Konstruk
tion war die Regelung des Mineralgefüges der ursprünglichen Lineation 
als B (passives Vorzeichen); sie lag also senkrecht auf die erzeugende 
Bewegungsrichtung: Es gab daher zwei Gebirgsbildungsvorgänge; das
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Aufeinanderwirken dieser zwei verschiedenen tektonischen Gebirgsbil
dungsakte, nämlich der Bildung der Lineation und deren Verstellung, 
hat bereits A. K ieslinger (1929) in der Koralpe angenommen und auch 
eine zeitliche Zuordnung gegeben.

Hinsichtlich der genetischen Abfolge, wonach die Plattengneise 
sich über die „Übergangsgneise“ (Th. F löttmann, G. K leinschmidt & 
D .W olf 1986; 182), alias „Streifengneis“ (P. B eck-Mannagetta 
1980), aus kataklastischen Gneis-Quarziten durch eine dynamische 
Steigerung der mineralzertrümmernden Scherung und Plättung ent
wickelten, sind sich alle in dieser Arbeit zitierten Autoren einig.

Das Deutungsproblem liegt in den beiden Achsen, der Scherfälte
lungsachse und der Lineation der Plattengneise:

Nach Darstellung der Arbeit von Th. F löttmann, G. K lein
schmidt & D .W olf (1986), (Plattengneiskomplex 8) verlaufen die 
(undeutlichen) Achsen der Scherfältelung in Richtung NW—SE -  das 
ist also parallel der Lineation des Plattengneises; die Achsen der Scher
fältelung liegen mit anderen Worten gleichgerichtet mit der Lineation 
des Plattengneises: Beide werden zwar daher als Einheit betrachtet; 
dennoch wird der Plattengneis zum A-Tektonit umgedeutet.

Nach P. B eck-Mannagetta (1951, 1954) muß man aber beide 
Achsen getrennt behandeln. Das ß der Scherfältelung liegt zwar ta t
sächlich in einer NW—SE-Richtung; in einer Richtung, die allerdings 
bereits vorher von der B-Lineation des Plattengneises erzeugt wurde. 
Allerdings ist diese NW—SE-Richtung der Plattengneislineation nicht 
die Ausgangslage dieser im allgemeinen, sondern bereits auch schon eine 
sekundäre Richtung. Die Auflösung der tektonischen Verhältnisse ist 
also wesentlich komplizierter als es üblicherweise den Anschein hat. 
Dieser wird man gerechter, wenn man den Plattengneis in Übereinstim
mung mit dem Korngefüge als B-Tektonit einstuft und insbesondere die 
krummflächig entwickelten Gefüge betrachtet.
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Anzeiger der Österreichischen Akademie der Wissenschaften, 
math.-naturwiss. Klasse 124 (1987), 35— 42

Das korrespondierende Mitglied Karl Strubecker legt für die 
Aufnahme in den Anzeiger die folgende Arbeit vor:

D ichtetreue Geradenabbildungen der E bene 

Von Karl Strubecker, Karlsruhe

1. Die Gerade t mit der normierten Gleichung

t . .. ux  + vy + 1 = 0 (1)

beschreibt ein Geradenfeld F = F (u,v), wenn die Linienkoordinaten u 
und v Funktionen von zwei Parametern sind.

Durch eine Bewegung der (x, y)-Ebene n entstehen aus den Geraden 
t = (u, v) die neuen Geraden t' = {u , v). Nach den Transformationsfor
meln für Doppelintegrale gilt dann die Formel

çç du dv çç du dv /o\
JJ (n,2 , „,2x3/2 = JJ / '2 . /2\ 3/2 * \^)

F (u , v ) \ U  H-  V  ) F (u , v ) \ U  +  V  )

Dieses Doppelintegral ist also eine Bewegungsinvariante des Geradenfel
des F. Der Integrand heißt die Dichte des Geradenfeldes F in der 
Geraden t = (u,v).

Zweck meiner Note ist es, eine explizite Darstellung für die allge
meine dichtetreue Geradenabbildung t —*t' der Ebene anzugeben, die bis
her fehlt.

2. Nach René Bricard (1913) hängen die dichtetreuen Geraden
verwandtschaften der Ebene eng mit den zweigliedrigen Bewegungs
vorgängen der Ebene zusammen, die sich durch die kinematische Abbil
dung von Wilhelm Blaschke (1911) durch die Punkte P = (x, y , z) auf 
Flächen <p

(p... z = z(x,y) (3)

eines quasielliptischen Raumes Q3 darstellen lassen. Bei einem zwei
gliedrigen Bewegungsvorgang existieren in der bewegten Ebene nx und 
in der festen Ebene nr Momentanachsen ax und ar, deren Zuordnung 
a, -> a, dichte treu ist.i  r

Der quasielliptische Raum Qz ist ein Grenzfall des elliptischen 
Raumes Ez. Beide Räume besitzen eine ßgliedrige Bewegungsgruppe 6r6,
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die sich als kommutatives Produkt zweier 3gliedriger Gruppen von 
Cliffordschen Schiebungen darstellen lassen:

Gt = s lt 'S; = s ; - s ls , w

welche die Punkte dieser Räume einfach-transitiv vertauschen.

3. Die einfachste analytische Darstellung der beiden Gruppen S l3 
und S r3 dieser sogenannten Cliffordschen Linksschiebungen und Rechts
schiebungen des quasielliptischen Raumes Q3 bedient sich der von 
Eduard Study  (1890) eingeführten Study sehen Quaternionen

f f = X0 e0 X\ ei X2 e2 d“ Xs e3 9

\ a = 1̂ d" ß-2 ̂ 2 3̂ ̂ 3 ’
deren vier Einheiten ev der folgenden Produkttafel genügen:

eo ei e2 e3

eo eo ei e2 e3
el 0 0 ~~ e2 (6)
e2 e2 0 0 ei
e3 e3 ß2 — ex — eQ

Die Haupteinheit e0 spielt dabei die Rolle der Zahl 1. Mit der zu a
konjugierten Quaternion

ä = ö-Q 2̂ 3̂ ̂ 3 (7)
gilt dann

a a = a a = (a% + a|) e0 = = N  (a) = iV (a) ,

so daß
ä _i

JV » a
die zu a reziproke Quaternion ist.

Die Formeln

(8)

(9)

f# = af | f# = fj5 (10)
beschreiben dann die Cliffordschen

Linksschiebungen | Rechtsschiebungen

des quasielliptischen Raumes Qz. Ihre Zusammensetzung geschieht 
dabei durch die einfachen bilinearen Produktformeln

// /a = aa ß" = ß'ß ■ (li)
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Ihr kommutatives Produkt

ff = aijff (12)

stellt dann die ßgliedrige Gruppe 6r6 der quasielliptischen Bewegungen 
dar.

4. Nach E. Study kann man die Bewegungen der Ebene n(z = 0), 
wenn man die inhomogenen Koordinaten

l :x:y:z  = x0:xl :x2:xz (13)

einführt und die Punkte (x , y) der Ebene n durch die vektorielle Quater
nion

x = xe{ + ye2 + e3 (14)

beschreibt, durch die einfache Formel

f  =  a _1l a  oder N (oc) • x' = ölXol (15)

darstellen. N  (a) ^  0 kennzeichnet dann die regulären Bewegungen und 
N  (a) = 0 die singulären Bewegungen der Ebene n.

Jede ebene Bewegung (15) ist damit durch eine Quaternion a ge
kennzeichnet. Ordnet man ihr den Punkt P = (x, y , z) des quasi
elliptischen Raumes Q3 mit den Koordinaten

l :x:y:z  = a0:a{:a2:az (16)

zu, so erhält man die kinematische Abbildung von W. Blaschke und 
J. Grün wald.

Zur speziellen Quaternion a = e0 gehört dann in der Ebene n die 
identische Bewegung und im Raum Q3 der Nullpunkt O0.

Zur speziellen Quaternion a = e3 gehört ähnlich in der Ebene n die 
Spiegelung am Nullpunkt O0 und im Raum Qz der Fernpunkt Oz der 
z-Achse.

5. Die Cliffordsche Linksschiebung £' = a£ befördert den Null
punkt O0 des Raumes Q3 in den kinematischen Bildpunkt der ebenen 
Bewegung x' = a - 1ia . Jeder Linksschiebung cucp von Qz ist damit eine 
bestimmte Bewegung a der Ebene zugeordnet.

Auch den Rechtsschiebungen £' = f ß des Raumes Q3 entspricht in 
der Ebene n ein gewisser kinematischer Vorgang, nämlich, sehr an
schaulich ausgedrückt, eine militärische Exerzierbewegung nach einheitli
chem Kommandooder (ziviler ausgedrückt) eine bestimmte Tanzbewe
gung.

6. Auch der quasielliptische Raum Q3 besitzt ein bei seinen Bewe
gungen invariantes absolutes Gebilde. Es besteht
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1) aus den beiden konjugiert-komplexen absoluten Ebenen, für die

N  (I) = Xg + x\ = 0 XQ+ ix 3 = 0 . . . i+ 
x0 — i x3 = 0 ... i_ , (17)

auf denen die kinematischen Bildpunkte der singulären Bewegungen 
von 7i liegen,

2) aus den beiden absoluten Punkten
J+ = (0:1:+ i:0) und J_ = (0:1: -  i: 0) (18)

auf der reellen Schnittgeraden u (x0 = 0, x3 = 0) der beiden Ebenen i+ 
und i_ und

3) aus den beiden Paaren von verschränkten Strahlbüscheln
und (J+,i_),(J_,i+) , (19)

die man als die beiden Scharen von erzeugenden Geraden der singulären 
absoluten Quadrik des quasielliptischen Raumes Q3 auffassen kann.

Die Cliffordschen Schiebungen von Q sind dann genau jene wind
schiefen Kollineationen, deren konjugiert-komplexe (hochimaginäre) 
Achsen in einem der verschränkten Strahlbüschelpaare (19) enthalten 
sind.

7. Nach diesen Vorbereitungen können wir uns nun der geometri
schen Konstruktion und der analytischen Darstellung der dichtetreuen 
Geradenverwandtschaften der Ebene n{z = 0) zu wenden.

Wir gehen aus von einer beliebigen Fläche (p des quasielliptischen 
Raumes Q3 mit der Gleichung

<p... z = z ( x 9y).  (20)
Die Fläche q> soll stetig gekrümmt sein, d. h. stetige erste und zweite 
partielle Ableitungen haben, die wir nach L. Euler mit den Buchstaben

p = ^  = p(x>y) > ? = ^  = <z(*.»).

d2z . ,r = —^ = r{x,y),  s = 
ox

(21)

bezeichnen.
Dann lautet die Gleichung der Tangentenebene r der Fläche <p in 

ihrem Punkte P = (x, y , z (x, y)) in den laufenden Koordinaten (X, Y, Z)
Z -  z(x,y) = p (X, y) ■ (X -  x) + q(x, y) ■ ( Y -  y) . (22)

Es gibt dann genau eine Linksschiebung a und genau eine Rechtsschie
bung ß, welche den Flächenpunkt P in den Fernpunkt Oz der z-Achse 
überführen. Die Tangentenebene x der Fläche cp im Punkt P geht durch
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diese beiden Schiebungen in zwei (vertikale) Ebenen rz und xr des Fern
punktes 03 über, deren Spurgeraden auf der Bildebene n (Z = 0) zwei 
Geraden tt und tr sind.

Es gilt dann der

Satz 1: Wenn der Punkt P die Fläche (p durchläuft, dann stehen die 
beiden konstruierten Geradenfelder (pt = {¿z (#,?/)} und cpr= {tr(x, y)} in 
einer dichtetreuen Beziehung. Umgekehrt kann jede allgemeine dichtetreue 
Beziehung zweier ebenen Geradenfelder und <pr auf diese Art erzeugt 
werden.

Aus dieser einfachen geometrischen Konstruktion der ebenen 
dichtetreuen Geraden Verwandtschaften <pt -> 9or durch Cliffordsche 
Schiebungen der Tangentenebenen x einer Fläche cp des quasiellipti
schen Raumes Q3 kann man leicht ihre analytische Darstellung gewin
nen, die das Ziel dieser Note ist.

8. Die Quaternionen

des Flächenpunktes 
P = (1 :x:y:z(x,y))

sind

P ... |  = e0 + x ex + y e2 + z e3 |

Für die

Linksschiebung a |

die P -+ 03 befördert, gilt dann

e3 = a f  |

woraus folgt

a = e3 ’ £ |

Ausgerechnet bedeutet das nach (6)

« = e3 * (ß0 — ^ ei — 2/ ̂  — 2 e3) ß= (e0~ Xei ~  Ve2~ Z eä) ' e3
(25)

= 2 e0 + y ex — x e2 + e3 = z e0 — y ex + x e2 + e3 .

Aus den in der Tangentenebene x laufenden Punkten Pr mit den Quater
nionen

des Fernpunktes 
03= (0 :0 :0 : 1)

03... £ = e3.

Rechtsschiebung ß,

e3 = Sß, (23)

ß = l-%- (24)

£t — 6q +  X  +  Y  6% +  Z  €3 (26)
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entstehen durch die Cliffordschen Linksschiebungen (24) die neuen 
Punkte P' = (Xr, Y', Zr) der verschobenen Tangentenebene xl mit den 
Quaternionen

f' = a | T oder umgekehrt (27)

Ausführlich gilt also

Cq + X  Cj + Y e2 + Z e3 = (z e0 — i/ Cj + # e2 — 63) • (Cq + A Cj + T 62 -I- .Z e3) 

= (z + Z') e0 + (— y + z X'  + Y' + x Z') et (28) 

-h (x X  + 2 7  + y Z ) e2 + (— 1 + z -Z ) c3.

Daraus folgt für die Linksschiebung a, welche den Flächenpunkt P in 
den Fernpunkt 03 bringt, die folgende ausführliche inhomogene Dar
stellung

V _  -  y + zX'  + Y’ + x Z ’
x ------------- i T z 7---------- ’

Y = x ~ X ’ + z Y' + yZ'  t (29)
z + Z

ry — 1 + ZZ*
Z =  -z+~Zf ■

Trägt man diese Koordinaten (X , Y, Z) der laufenden Punkte von x in 
der Gleichung (22) der Tangentenebene x der Fläche 9? ein, so erhält man 
als Gleichung der aus r durch die Linksschiebung a entstandenen 
Ebene rz

xx... (pz -  q)X' + (qz + p)Y'  + [( 1 + z2) - p ( x z - hy ) -  q(yz -  x)] = 0 . (30)

Durch eine analoge Rechnung erhält man aus der Tangentenebene r 
von <p durch die Rechtsschiebung ß die Ebene xr durch 03 mit der 
Gleichung

rr...(pz + q)X’ + (qz — p) F  + [(l + z2) - p ( x z - y ) ~  q(yz + x)} = 0 . (31)

9. Als Spuren dieser beiden Ebenen xx und xr auf der Ebene n 
(Zr = 0) ergeben sich schließlich als Bildgeraden tx und tr der Tangenten
ebene x der Fläche cp die beiden folgenden Geraden (die Striche bei X' 
und Y ' können nun weggelassen werden):

tr . . ( p z - q ) X +  (qz + p ) Y  + [(1 + z2) -  p(xz + y) -  q(yz -  x)] = 0,
(32)

tr. . .(pz + q)X + (qz -  p) Y + [(1 + z2) -  p ( x z - y ) -  q(yz + x)} = 0.
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Schreibt man zum Schluß diese beiden Geradengleichungen in der 
Normalform u X  + v Y  + 1 = 0 von (1), dann lauten ihre Linienkoordi
naten (u^vß und (ur,vr)

Vj • • • (A/J “ “  gy j

(1 + z  ) -  P ( x z  +  y ) -  q (y z -  x)

v = __________ q z + p ___________
1 (1 +  z2) - p ( x z  +  y ) -  q ( y z  -  x ) ’

t . .. u = __________ Pz + (1___________
r r (1 +  z2) - p ( x z  -  y ) -  q ( y z  +  x ) ’

(33)

qz -  pv = ------- --------------- —---------------- .
r (1 + 2 ) - p ( x z  -  y) -  q(yz + x)

Hierin sind z, p, q aus der Gleichung z = z(x, y) der Fläche cp fließende 
Funktionen (21) von x und y.

Damit sind in der Ebene n (z = 0) die Spurgeraden tt und tr der 
Ebenen xx und xr gewonnen, die aus den Tangentenebenen x der Fläche 
(p(z = z(x,y)) entstehen, indem man den Berührpunkt P durch eine 
Linksschiebung a und eine Rechtsschiebung ß in den Fernpunkt 03 der 
z-Achse befördert.

10. Zum Schluß ist noch zu beweisen, daß die beiden Geradenfelder 
cpx = {tt} und (pr = {tr} mit den normierten Linienkoordinaten (33) ta t
sächlich dichtetreu aufeinander bezogen sind.

Dazu berechnen wir die beiden Dichteintegrale (2) dieser beiden 
Geradenfelder cpx = (û , vx) und <pr = (ur, vr)\

« W i
91

du{ dvx
( u f + v f r Jr=SS

du dv„
;J K 2 + o 3/2

(34)

und zeigen, daß sie einander gleich (Jx = Jr) sind. Transformation der 
beiden Doppelintegrale Jv Jr auf die Parameter (x, y) ergibt tatsächlich 
ihre Gleichheit.

Man findet nämlich für die beiden Integrale nach einiger Rechnung 
den gemeinsamen Wert

« W r = f f - (1 + z y 1 (p

11. Damit ist unser Ziel erreicht.
Zu jeder stetig gekrümmten Fläche tp(z = z(x,y)) des quasiellipti

schen Raumes Q3 gehört eine dichtetreue Geradenabbildung tx -> tr der 
Ebene.
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Um zu zeigen, daß umgekehrt zu jeder allgemeinen dichtetreuen 
Geradenabbildung tx -> tr der Ebene n eine Fläche cp gehört, aus der sie 
durch unsere Konstruktion gewonnen werden kann, muß man zeigen, 
daß aus unseren vier Abbildungsformeln (33) die fünf Größen 
(x , y , z,p, q) berechnet werden können. Das ist tatsächlich möglich. Man 
erhält sogar eine einfache Schar von solchen Flächen cp, von denen sich 
zeigen läßt, daß sie im quasielliptischen Sinn zueinander parallel sind.
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Anzeiger der Österreichischen Akademie der Wissenschaften, 
math.-naturwiss. Klasse 124 (1987), 43— 51

Das wirkliche Mitglied Walter W underlich legt für die Aufnahme 
in den Anzeiger die folgende Arbeit vor:

Sätze vom H olditch-Typ über  den F lächeninhalt kinematisch
ERZEUGTER UNBESCHRÄNKTER BEREICHE

Von H. P ottmann, Wien

Im Anschluß an die von M. A. H acar-Benitez [2] in Sonderfällen 
und vom Verfasser in [3] allgemein bewiesene Erweiterung des Satzes 
von Holditch auf euklidische Zwangläufe, bei denen die Endpunkte 
einer Strecke die Randkurve eines unbeschränkten konvexen Bereiches 
der Rastebene durchlaufen, ist es gelungen, noch weitere Resultate über 
Flächeninhalte kinematisch erzeugter unbeschränkter Bereiche herzu
leiten [3—6]. Wie im folgenden ausgeführt wird, stecken diese Ergeb
nisse im wesentlichen in einem globalen Satz der ebenen affinen Kine
matik. Insbesondere werden Zwangläufe mit zwei „Fernlagen“ der 
Gangebene im Sinne der euklidischen Ähnlichkeitsgruppe und gewisser 
Untergruppen der isotropen Ähnlichkeitsgruppe studiert.

1. Wir wählen zwei reelle affine Ebenen 27,270 und betrachten einen 
Cl -Affinzwanglauf 2£ = 27/270 der Gangebene 27 gegenüber der Rastebene 
270. Nach Auszeichnung affiner Koordinatensysteme (0;x,y) bzw. 
(O0;x0,y0) in Gang- und Rastebene wird dann 2£ durch

= aoW + + a2 (t) y,
yo=bo(t) + bA t) x + b2 (t)y> teI=[r,s]<=U,ai,bie C l (I) ^

erfaßt. Übt man in jedem Augenblick te I  auf die jeweilige Lage von 27 
eine Translation aus, welche die Lage Ol des Punktes 0  nach O0 bringt, 
so entsteht ein affiner Zwanglauf S  mit dem Fixpunkt O0:

x0 = ax (t) X + a2 (t) y, y0 = 6, (t) x + b 2{t)y . (2)

Dieser Zwanglauf S  soll im folgenden als Richtzwanglauf von «ST bezeich
net werden. Die unter S  erzeugten Bahnkurven 9* jL j* der Punkte 
Ex( 1,0), Ey(0, l ) ,E(l , l )eZ:

H-.={Ex(t) = (a, (*),&, ( W e l l i e / }  >

f 0-.={Ey(t) = (a2(t),b2(t))eZ0\teI} , 

j l~{E(t)  = (a,(t) + a2(t),\(t) + b2(t))eZ0 \ te l }

(3)
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mögen der Reihe nach „x-Indikatrix“, „y-Indikatrix“ und „e-Indika- 
trix“ von 3£ heißen.

Vermöge 3£ durchläuft jeder Punkt X( x , y ) eZ  eine Bahnkurve 
k0(X) c= Z0, die aus O0 durch eine Sektorfläche vom Inhalt

s

F (^ ):=5Í (Zo&> -  *0%)dt mit *0 = dxjdt, y0 = dyjdt (4)
r

projiziert wird. Der so definierte Inhalt F ist zwar bloß eine relative 
Invariante der affinen Geometrie, was aber nicht stört, da die später 
hergeleiteten Formeln — insbesondere das Hauptresultat (6) — so 
umgeformt werden können, daß sie nur Inhalts Verhältnisse enthalten. 
Mit Fj, Fj, F* als Sektorflächeninhalte der drei Indikatrizen bezüglich 
O0 liefern nun (1) und (4) die „Steiner-Formel“:

F(X) = F(0) + Clx + C 2y + FJx2 + F j y 2 + (FJ -  F* -  FJ) xy
• (5)

mit C,:= \ J (a, b0 — ä, 60 + a0 bl — á0 bj) dt,
r
s

C2--=kS (aiK -  ä2b0 + a0b2 -  ä0b2)dt,
r

Diese Gleichung besagt, daß jene Punkte der Gangebene Z, die densel
ben Sektorflächeninhalt F bestimmen, im allgemeinen auf einem 
Kegelschnitt liegen, wobei verschiedenen Werten von F i. a. homotheti- 
sche konzentrische Kegelschnitte entsprechen (vgl. den äquiaffinen Fall 
bei J .T ölke [11]).

2. Wie schon in den eingangs erwähnten Arbeiten des Verfassers 
werden nun Affinzwangläufe studiert, bei welchen die Punkte X e Z  
für t —>r= —oo und t ->s= + oo Grenzlagen X -00:= lim X 1 und

t—y —ao

ebenso X +co auf der Ferngeraden u von 270 besitzen. Der Zwanglauf 
wird also durch zwei (singuläre) Fernlagen der Gangebene Z „begrenzt“ \  
Hingegen sollen die Rastlagen der Punkte X  unter S  auch für t -► ± oo 
eigentlich bleiben. Damit besitzen alle eigentlichen Punkte X e Z  für 
t —> + oo (bzw. i —► — oo) denselben Fernpunkt Ul = X +co (bzw. 
U2 = V -00) als Grenzlage. Nun kann zwei Punkten X , Y auf folgende 
Weise ein Bahnflächeninhalt Fx Y zugewiesen werden (vgl. den euklidi
schen Sonderfall in [3]): Durch Einschränkung von 2£ auf das Intervall 
[ — t, t] (te (R + ) entsteht ein offener Zwanglauf 3? (t), bei dem die Punkte 
X , Y Bahnkurvenstücke k0(X) und k0(Y) beschreiben. Diese Kurven
stücke werden durch die Lagen X 1 Y l und X ~ l Y~l der Strecke I 7 z u  
einer geschlossenen Kurve c0(X,Y, t)  ergänzt, die bei Durch-

1 Die Durchlaufung von £? erfolge stets im Sinne wachsender Parameter.
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Abb. 1 Zur Definition der Bahnflächeninhalte 
( F X Y (t) =  F { +  F 2 +  F 3 +  F 4, F x y  =  FX Y (t) +  F5 +  P6)

laufang in der Reihenfolge X ~ lX l Y l Y~lX~ l den durch die Gaußsche 
Formel

FXY(t):—k J (xôyo yôxo)
c o ( X , Y , t )

bestimmten orientierten Flächeninhalt Fx Y (t) besitzt. Nun bezeichnen 
wir den Grenzwert

Fx Y-= lim Fx y (t) = — FYX e [R
t~ * +00

als den durch (X , Y) bestimmten Bahnflächeninhalt, sofern Fx Y unabhän
gig von der Parametrisierung des Zwanglaufs «2? existiert. Fx Y ist offen
bar eine relative Affininvariante des Paares (k0 (X), k0 (7)) der durch 2£ 
orientierten Bahnkurven k0(X), k0( Y) und gestattet folgende anschau
liche Deutung (Abb. 1): Wird die den Kurven k0(X), k0(Y) durch 2£ 
aufgeprägte Orientierung auf k0 (Y) zu kQ (Y) umgekehrt, so ist Fx Y die 
Summe der orientierten Inhalte der in eventuellen Schnittpunkten der 
beiden Kurven zusammenhängenden, von k0 (X) und k0 (Y) berandeten 
Bereiche. Für die Existenz von FXY ist neben der bereits erkannten 
Übereinstimmung der in der projektiven Erweiterung von X0 existieren
den Fernpunkte X +co = 7 +00, Z "00 = Y~co von k0(X) und k0( Y) auch 
das Zusammenfallen der Grenzlagen der Tangenten in diesen Punkten 
notwendig. Bei identischen Bahnen k0(X) = k0(Y) ist FXY = 0 , sofern 
die Grenzlagen der Tangenten in den Kurvenfernpunkten existieren.

Nach diesen Vorbereitungen gelingt es, folgenden Satz zu zeigen:

Satz: Sei Z/X0 ein ebener Affinzwanglauf mit zwei zu den Parameter- 
werten t = + oo gehörigen Fernlagen der Gangebene E und den Indikatrix- 
sektorflächen Ff, Ff, Ff, wobei die Punkte 0  (0,0) und A (a, 0) (a /  0) den
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Bahnflächeninhalt F0Ä bestimmen. Dann nimmt der durch die gang festen 
Punkte X  (xx, x2) und Y (yx, x2) bestimmte Bahnflächeninhalt Fx Y den 
Wert

FX Y =  -  A2 ~  F0A) (*1 -  )/« +  Ff ( Xl -  y \  -  a X l +  a Vl) +

+ {F j - F j - F j ) ( x , - y x)x2 (6)

an, wobei At , A2 die Grenzwerte der orientierten Dreiecksinhalte

A{:= lim A{(t) bei Al (t):=F{X‘OtA ‘), A2(t)-.=F(X~‘0~‘A~l)
t - y  +00

bezeichnen.

Beweis. Wir betrachten für ein festes ¿elR + den oben definierten 
Zwanglauf (t) und wählen den Ursprung O0 im Schnittpunkt der 
Geraden X ~l Y~l und X 1 Y l. Abgesehen von endlich vielen Ausnahme
stellen existiert dieser Schnittpunkt O0, sofern geeignet parametri- 
siert ist. Für die bei & (t) erzeugten Sektorflächeninhalte F (X) bezüg
lich O0 gilt wegen (5) mit FJ (t), Fj (t), F e. (t) als Indikatrixsektorflächen- 
inhalte von ¡ t (t):

F(A) -  F(0) = Cta + Fj a2, (7a)

F (X) -  F (Y) = Cx {xx -  yx) + FJ(x2x -  yf) +

+ (F ; - F J - F j ) ( x x- y x)x2 . (7b)

Ferner haben wir:

Ax(t) = F {XtOt A l) = FiO^O'A1) ,

A2(t) = F{X~tO- tA~t) = F(O0O~lA~l) ,

FOÄ(t) = F(0) + Ai ( t ) - F ( A ) - A 2(t) ,
was

c, = [4  (t) -  A2 (t) -  Foa (<)]/« - a F j  (8)

nach sich zieht. Wir setzen nun (8) in (7b) ein und erhalten

Fx Y(t) = F (X) — F (Y) = [ZI, (t) -  A2 (t) -  Foa (i)] (X, -  y,)/o +
+ FJ (xf - y l -  «x, + ayx) + {Fj - P f -  Fj) (x, -  yt) x2 , (9)

womit sich schließlich beim Grenzübergang t -» + oo die behauptete 
Gleichung (6) einstellt. □

Die in unserem Ergebnis auftretenden Gangkoordinaten a,xiyyx 
sind wegen der Benützung der x- bzw. ¿/-Indikatrix affine Invarianten 
von Z0: Hat man etwa zu einem bestimmten Parameter t die Lagen Ol
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und X 1 der Punkte 0  und X  (x, 0) gegeben, so übe man auf 0 l X 1 die 
Translation r0 aus, welche Ol nach O0 bringt. Nun ist x als Teil Verhältnis

x = T V ( X tr0, Ex(t),O0)

ablesbar.

3. Sei nun speziell ein Zwanglauf im Sinne der ebenen euklidi
schen Ahnlichkeitsgruppe (b{ = — a2,b2 = ax), also ein äquiformer Zwang - 
lauf. Wir setzen Gang- und Rastkoordinatensystem kartesisch voraus 
und erkennen, daß die Indikatrizen j x und j \  durch Viertelschwenkung 
um O0 Zusammenhängen, während die Indikatrix j e0 durch eine Dreh
streckung um O0 mit dem Winkel n\4 und dem Faktor ^2 aus j x 
hervorgeht. Wir benötigen also nur noch eine Indikatrix 
j0:=j* = {Ex(t)} und haben damit

F,=FX = F f ,  F ?  -  F x -  F f  = 0 . (10)

In der euklidischen Rastebene 270 definieren wir folgende Längengrenz
werte:

et:= lim O0E x(t), e2:= lim O0Bx(t), (11)
¿-►+00 t - * — 00

was für die Dreiecksflächen A, die Werte

aefxJ2 (12)

liefert. Als Ergänzung zu den Untersuchungen globaler Eigenschaften 
ebener äquiformer Zwangläufe in [6] haben wir somit das

Korollar 1: Bei einem ebenen äquiformen Zwanglauf FIF0 mit zwei 
Fernlagen der Gang ebene, dem Indikatrixsektorflächeninhalt F. und den 
durch (11) definierten Größen ei kann bei gegebenem Bahnflächeninhalt F0A 
der Punkte 0(0,0), A{a,0)eZ der Bahnflächeninhalt FXY der Punkte 
X (xx ,x2), Y (yi ,x2) e Z  durch

Fx y = Foa (Vi -  x i)la + (eI -  eD (x i -  Vi) x il2 +

+ Fj ixl -  y\ -  a x i + a yx) (13)

berechnet werden.
Bei e1 = e2 hängt demnach Fx Y nicht vom gangfesten Abstand x2 

der parallelen Geraden 0 A und I  7  ab.
Sei kQ eine O^Randkurve eines unbeschränkten Bereiches der Rast

ebene, wobei in den bei projektivem Abschluß von Z0 existierenden 
Fernpunkten von k0 die Grenzlagen der Tangenten existieren mögen. 
Unter sollen zwei gangfeste Punkte P (0,0) und Q (p + q, 0) die 
gesamte Kurve k0 so durchlaufen, daß ein mit P und Q kollinearer
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Abb. 2 Äquiforme Holditch-Sichel (p = q = 1, Fs = F¿)

Punkt X  (p, 0) eine einfache Bahn k0 (X) erzeugt, welche zusammen mit 
k0 einen einfach zusammenhängenden Bereich 0>o c= X0 berandet. S0 
wird in Anlehnung an die Bezeichnung des euklidischen bzw. isotropen 
Gegenstücks [3,4] als äquiforme Holditch-Sichel bezeichnet. Formel (13) 
liefert nun den Inhalt Fs von 0 O im elementaren Sinn:

Korollar 2: Eine äquiforme Holditch-Sichel 0 O mit den Kennzahlen 
p, q besitzt den Flächeninhalt

FB= \ M Fj\> (14)

wenn F. den Sektorflächeninhalt der Indikatrix des 0 O erzeugenden äquifor- 
men Zwanglaufs bezeichnet.

Im Falle euklidischer Zwangläufe (mit starrem Gangsystem) liegt j 0 
im Einheitskreis um O0. Damit stimmt F. mit dem halben Gesamtdreh
winkel <5/2 von überein und es ist ex = e2 = 1.

4. Wir legen nun dem Zwanglauf ££ Untergruppen der fünfgliedri
gen ebenen isotropen Ähnlichkeitsgruppe (vgl. [7,9])

Gy x 0 = % + «1 y0= b0+ b ^ + b 2y
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(15)

4.1. Für ein 2£ aus der viergliedrigen Gruppe GJ der winkeltreuen 
isotropen Ähnlichkeiten [8] ist b2 = av Dies hat

FJ = FJ = : F. (16)

zur Folge. Mit den entsprechend (11) definierten isotropen Längen e{ 
haben wir dann auch (12), womit Korollar 1 auch für G^-Zwangläufe 
gültig ist.

4.2. Bei Zwangläufen im Sinne der spannentreuen isotropen Ähnlich
keitsgruppe Gl(b2= 1) besitzen parallele Punkte — also Punkte mit 
denselben ^-Koordinaten — translationskongruente Bahnen. Da die 
Bewegung einer nichtisotropen Geraden auch in einen äquiformen 
Zwanglauf einbettbar ist, liefert (13) bereits die Flächenformel für 
Cr^-Zwangläufe:

Fx y  =  Foa (Vi -  x i)!a  + Fj*(x t - y \ -  a x i +  a Vi) ■ (17)

4.3. Erfolgt der Zwanglauf im Sinne der Gruppe G\ der längen
treuen isotropen Ähnlichkeiten (ax = 1), so findet man mit öx und öe als 
isotrope Gesamtdrehwinkel der a;-Achse (y = 0) bzw. der Geraden OE 
(x = y) folgende Relationen:

FJ = <572, Fj = <5e/2, Ax -  A2 = a(öe -  öx) x2/2 . (18)

Damit nimmt die Formel (6) für G^-Zwangläufe nachstehende Gestalt 
an:

fxy= FoA(y\ - x\)!a+ - d*)(xx - V\)xz+ öX(x\- ax\ + aV\)ß ■ ( 1 9 )

4.4. Aus jeder der Formeln (13), (17) und (19) folgt für Zwangläufe 
2t im Sinne der isotropen Bewegungsgruppe Gz (a1 = b2= 1) mit ö als 
isotropem Gesamtdrehwinkel von 2t die Gleichung

f x y  = foa(Vi -  X 1 ) / a+ö( z f -  y f -  ax^ + a y j ß  . (20)

Hierin ist mit F0A = 0 die in [4] angeführte Flächenformel für isotrope 
Holditch-Sicheln enthalten.

5. In der kartesisch koordinatisierten euklidischen Rastebene Z0 
wählen wir zwei C1-Kurven kp,kQ, die durch globale Cl (IR)-Wege cp, cQ 
darstellbar sind:

cP,cQ: ueU\-^Xp(u) (XQ(u))eU2, kp= cp(lR), kQ= cQ(IR),
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wobei die Punktmengen cp ((R) und cQ(U) für ^-> + 00 und u-> — 00 
nicht beschränkt sein sollen. In der projektiven Erweiterung von 
ZQ mögen die Kurven kp, kQ gemeinsame Fernpunkte 
X p( + 00) = X Q (+ 00), X p(~ 00) = X q{~ °o) besitzen. Zwei Strecken 
P Qx und P Q2 mit den festen positiven Längen Xx (p + q) bzw. X2 (p + q) 
verbinden wir sodann im Punkt P zu einem „Zweischlag“ QXP Q2 
(Abb.3). Auf den beiden Schenkeln g. = PQ. werden die Punkte X. 
{P X i = X{p, X iQi = X{q, X{e U + ) gewählt. Dabei sind die Abstände nach 
Auszeichnung der durch P Qi angezeigten positiven Richtung mit Vor
zeichen zu versehen. Ist es nun möglich, den Zweischlag so zu bewegen, 
daß die Punkte P und Q{ die gesamten Kurven kp, kQ durchlaufen, so 
erzeugen die Punkte X { ein Bahnkurvenpaar (k0 (Xx), k0 (X2)), dessen 
Bahnflächeninhalt EXiX)= :E 12 bestimmt werden soll. Die Bewegung 
der 5 Punkte P, Qx, Q2, X x, X 2 paßt in einen affinen Zwanglauf «ST, bei 
dem die Punkte und Q2 den Bahnflächeninhalt FqiQo = 0 erzeugen. 
Durch Anwendung des Analogons für Sektorflächen zum verallgemei
nerten Satz von Holditch (vgl. [1, S. 142]) auf die Richtbewegung S  von 

finden wir für P12 mittels (6) die Formel:

1̂2 = [̂ 1 2̂<sinr2 -  siny,) + -  dßftpq/2 , (21)
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sofern ö{ die Gesamtdrehwinkel von gi und y x, y 2 die Grenzwerte 

Yv= lim y(t), y2:=  lim y( t )
t->  +CQ t->  —co

des Zweischlagwinkels y  (t) = £  Q[ P l Q[ bezeichnen2 3.
Bei analoger Bezeichnungsweise der geometrischen Objekte und 

Invarianten im Sinne der isotropen Bewegungsgruppe Gs hat man für die 
Zweischlagbewegung die Flächenformel

Fa = f t  ¿2 (r2 -  Yi) + \  \  ^  p q l2 •3 (22)

Wenngleich die Herleitung von (21) aus (6) kaum kürzer als der direkte 
Beweis in [5] ist, hat man nun doch den ästhetischen Vorteil, die 
Holditch-Sätze über existierende Flächeninhalte unbeschränkter Be
reiche aus einem einzigen Ergebnis erschlossen zu sehen.

Abschließend sei noch darauf hingewiesen, daß man Sätze vom 
Holditch-Typ auch für unbeschränkte Bereiche mit unendlichem Inhalt 
formulieren kann, wenn man mit geeigneten unendlichen Vergleichsflä
cheninhalten Grenzwerte vom Typ „oo/oo“ betrachtet (vgl. [4,6]).

Literatur

[1] Blaschke, W., und H.R.M üller: Ebene Kinematik. München 1956.
[2] H acar-Benitez, M. A.: Numerosas aplicaciones de un teorema olvidado de 

geometria. Revista de obras publicas, 415—428 (1980).
[3] Pottm ann, H.: Holditch-Sicheln. Arch. Math. 44, 373—378 (1985).
[4] Pottm ann, H.: Ein isotropes Analogon zum Satz von Holditch. J. Geo- 

metry 26, 35—42 (1986).
[5] Pottm ann, H.: Zum Satz von Holditch in der euklidischen Ebene. Eiern. 

Math. 41, 1—6 (1986).
[6] Pottm ann, H.: Ebene äquiforme Zwangläufe im Großen I. Result. Math. 9, 

131—159 (1986).
[7] Sachs, H.: Lehrbuch der isotropen Geometrie. Wiesbaden 1987.
[8] Strubecker, K.: Äquiforme Geometrie der isotropen Ebene. Arch. Math. 3, 

145—153 (1952).
[9] Strubecker, K.: Geometrie in einer isotropen Ebene. Math. Naturwiss. 

Unterr. 15, 343—306, 343—351, 385—394 (1962/63).
[10] T ölke,J.: Affine Kinematik der Ebene. Diss. Karlsruhe 1967.
[11] Tölke, J.: Steiner-Formeln für die Bahnflächen geschlossener Äquiaffin- 

bewegungen. Sitzber. Österr. Akad. Wiss. 187, 325—337 (1978).

2 Die benützten Winkelmaße sind durch die Beziehung y, + <5j =  y2 -I- <52(mod2 7t) 
gekoppelt.

3 Für die isotropen Winkelmaße gilt = y2 +  ö2.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.zobodat.at



©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.zobodat.at



53

In die Sitzungsberichte, Abteilung II, wird aufgenommen:
„Über die Koeffizienten der asymptotischen Reihen für den 

Korrekturfaktor der Stirlingschen Formel und einen speziellen Wert 
der unvollständigen Gammafunktion“ von Gustav Lochs (vorgelegt 
von w. M. Edmund H lawka)

„Approximation durch Bernsteinoperatoren auf kompakten kon
vexen Mengen“ von Martin B lümlinger (vorgelegt von w. M. Edmund 
H lawka)

„Threshold Schemes auf der Basis von Gleichungssystemen“ von 
H .U nterwalcher (vorgelegt von w.M. Wilfried N öbauer)
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ANZEIGER

ÖSTERREICHISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHE KLASSE

DER

Jahrgang 1987 Nr. 4

Sitzung vom 30. April 1987

Das wirkliche Mitglied Edmund H lawka legt für die Aufnahme in 
den Anzeiger die folgende Arbeit vor:

Two R esults in U niform D istribution Theory 

By R. W inkler

Kurzfassung

I. Es wird eine explizite Formel für die ¿^-Diskrepanz (p gerade) bezüglich gewich
teter Mittel bewiesen und damit eine Frage von P . D . P r o j n o v  und V . A . A n d r e e v a  
beantwortet.

II. Eine bekannte Diskrepanzabschätzung von J. B e c k  wird auf den Fall allgemei
ner Gewichte übertragen. I.

I. P .D .P rojnov and V.A.Andreeva conjectured the following 
explicit formula for the ^-discrepancy with respect to arbitrary 
weights in [6]:

(w  =
i

2*{p+ 1)’
y P +  1 +

p/2
Z<V
i =  1 I - r

a. + a.
( 1)

with certain constants where p is required to be a positive even 
integer. D^\  defined by

i  Ip

is said to be the ¿/-discrepancy of 0 < xx ^  x2... ^  xN < 1 with respect 
to the weight sequence <x.i , .. .,a.N, which means a. ^  0, i = 1 , . . . ,N, and 
at + ... + = 1. %A (x) denotes the characteristic function of a set A,
which takes the value 1 for xe A, 0 for x £ A . Furthermore we use the 
abbreviations

a0:=0, = Z  ai> dm
i =  1

--xm - a + a -- 0 and xN+1:= 1 = aN.2
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The following calculation proves that the formula is true for

c, =_  (p  + 1 i
2 i I ( p + \ ) - 2 r~2i

N

(2)

(Dn Y  =  J(y- Z *k-xlo,r){Xic))pdr = J(y- Z at'x(x1,n(y)),’^  =
¿•=1

iV z»i+i  ̂ ¿v
= Z i (y-aJ?dy=r^[Z [(a:m+. - aJ?’+,-(*m-2>+

= ^ jn ; _I [(*» -  a m - i V + l  -  ( X m  ~  a m Y + l }  =

= _ l _  f  r

p + 1 L

- F T T l i r r m ?
p + 1

« . + ! ) " ' - ( < - I

p + l - f c

P+1-,

jo+l-fc,

4 Pl 2
= - 4 r i  zP + 1 £ |  ITo

iV p/2

£  2ll /p + i 
2i d2i-2-

p + 1 - 2 i

___ 1___ + f  (> + i y ____________ 1_____
2p( p + l ) m=, " t x  V 2 * /  (i>+ l)-2*-2i

• zm= 1
a:p - 2 i +  1 a + a",

Hence (1) is proved with the constants c- in (2).

II. Let be & = an arbitrary set of N points in the
circular disc D of unit area, assigned with the weights oii with

oc^^O, i — 1 ,..., N , and at + . .. + = 1 . (3)
For each disc-segment S  (i. e., an intersection of D with a half-plane) we 
define

A(N,P,S) ,= \'£l 0Li - N - r ( S ) \  (4)
p ; e S

with the usual area p (S ) of the segment S. A (N, S) is the difference 
between the continuous measure N  • p and the discrete measure concen
trated in the points pt of the set S, respectively. Now we define

A (N, &)-.= sup A (N,0*,S) and A (N) -.= ini A (N, £?), (5)
S &,Xi

where the supremum is taken over all disc-segments S of D , the infimum 
over all iV'-element subsets 3P and all weights ai? restricted by (3).
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Let be e an arbitrary positive constant then the inequality

A (N) > N il4~e (6)

is true for all N  sufficiently large. J. B eck  has proved this fact for 
counting measures, i.e., for = ... = <xN = 1 in [2]. Beck’s proof can be 
modified for the general case (3).
A detailed carrying-out will be contained in the doctoral thesis [7]. Beck 
has also proved the ‘converse’ inequality

A (N) < N 1I4+e (7)

for sufficiently large N  and a{ = 1 (cf. [1]). Obviously, this cannot
become false if the infimum in (5) is taken over the larger class of
discrete measures. Therefore the interesting new result is. (fi) for 
weighted point-sets.

References

[1] Beck, J.: Some upper bounds in the theory of irregularities of distribution. 
Acta Arithmetica, 1984.

[2] Beck, J.: On a problem of K.F.Roth concerning irregularities of point dis
tribution. Inventiones mathematicae 74, 477-487 (1983).

[3] Hlawka, E.: Theorie der Gleichverteilung. Bibi. Inst., Mannheim-Wien- 
Zürich, 1979.

[4] Kuipers, L., and H.Niederreiter: Uniform Distribution of Sequences. 
Wiley, New York, 1974.

[5] Kuipers, L., and J.S.Shiu: On the Lp-discrepancy of certain sequences. 
Proc. Int. Congress of Math., Berkeley (1986) and to appear in Fibonacci Quart.

[6] Projnov, P.D., and V. A. Andreeva: Note on a theorem of Koksma on uni
form distribution. Comptes rendus de l’Académie bulgare des Sciences, Tome 39, N°7, 
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[7] W inkler, R.: Dissertation, Technische Universität Wien, to appear in 
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In die Sitzungsberichte, Abteilung I, wird aufgenommen: 
„Biogeographische und ökologische Studien auf den Kapverdi

schen Inseln“ von w.M. Herbert F ranz

„Beiträge zur Kenntnis der Anatomie und Biologie von Neuropte- 
ren“ von Johann Gepp (vorgelegt von w.M. Wilhelm K ühnelt)

In die Sitzungsberichte, Abteilung II, wird aufgenommen:
„Die Drehflächen mit Böschungsschmieglinien“ von k. M. Heinrich 

Brauner

Im Zeitraum vom 1.1.—31.3.1987 wurden folgende Arbeiten in 
die Monatshefte für Chemie aufgenommen:
Al-Arab, M., K .R .B argawi and H .D .T abba: Anodic oxidation 

potentials of aromatic cyanoesters
B eurkens, P.T., A. P erales, F. J. Martin-Gil and J. Martin-Gil : 

Crystal structures and thermal decomposition of trans-Pd 
(Creat)2Cl2 • 2 H20 and cis-Pt(Creat) I2 • 3 H20 2 

Bradshaw , J. S., L .G olic and M .T isler: Experiments towards the 
preparation of some binaphthalene derivatives 

Brzyska, W., and Z. R zaczynska: Complexes of heavy lanthanides 
with o-aminobenzoic acid

Cyvin , S. J.: Contribution to the techniques of enumeration of Kekule 
structures

Czollner, L., G .S zilägyi, J. Langö and J. J anaky: 1,2,4-Triazoles, 
II. Synthesis of l,5-diphenyl-3-trifluoromethyl-lH-l,2,4-triazoles 

F alk, H., N. Müller und H. Wöss: Beiträge zur Chemie der Pyrrolpig- 
mente, 74.Mitt.: Zur Steuerung des Diastereomeren- und Konfor
merengleichgewichts von Bilatrienen-abc durch 10-Hetarylsubsti- 
tuenten mit Wasserstoffbrücken-Acceptor- und Donorfunktionen 

F alk, H., und H.Wöss: Beiträge zur Chemie der Pyrrolpigmente, 
73.Mitt.: Synthese und Struktur von 10-Aryl-bilatrienen-abc 

F erenc, W., and W. B rzyska: Preparation and properties of yttrium, 
lanthanum and lanthanide p-nitrobenzoates 

Galle, K., und K .U tvary: Neue zwitterionische Fluor-Diazadiphos- 
phetidinderivate. Fluordiazadiphosphetidine, 18. Mitt.

Galle, K., und K .U tvary: Die Umsetzung von Fluordiazadisphos- 
phetidin mit silylierten Hydrazinderivaten. Fluordiazadiphospheti
dine, 19. Mitt.

H äusler, J.: Ein einfacher Zugang von (R)-a-Amino-ß-hydroxybutter- 
säure (GABOB) aus natürlichem (2S,4R)-4-Hydroxyprolin 

Husu, B., S. K afka , Z. K adunc and M. Tisler: Amination of naphtho
quinones with azidotrimethylsilane 

K nittel, D., and V. S. R ao: Cathodic synthesis of 2-amino-2-propene- 
1-ones. Electrolytical studies on vinyl azides, VII.

K nittel, D.: Kathodische Reduktion von Säureaziden. Elektrolyti
sche Untersuchungen an Vinylaziden, 8. Mitt.
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K oren , B., B. Stanovnik and M. Tisler: Transformations of 1-azinyl- 
4-ethoxycarbonyl thiosemicarbazides. The synthesis of 3-ethoxy- 
carbonylamino-s-triazolo[4,3-x]azines

K oren , B., B. Stanovnik and M. Tisler: Transformations of l-(2- 
chloropyridyl-3)-4-ethoxycarbonyl- and l-(2-chloropyridyl-3)-4- 
ethoxycarbonylmethyl thiosemicarbazides. Attempts to prepare 
pyrido[3,2-e]-l,2,4-thiadiazine

K uznik , B., and D. M. Czakis-Sulikowska: Solvent extraction of 
lanthanide ions with l-phenyl-3-methyl-4-benzoyl-pyrazolone-5 
(HPMBP), I. Extraction of erbium(III), ytterbium(III) by HPMBP 
from aqueous solutions

Lapachev, V., W .S tadlbauer and T. K appa: 4-Aminouracils and 
pyrimido[4,5-b]indolediones from 4-azidouracils

Lapachev, V., S .S tekhova and V. Mamaev: Tautomerism of 
2 - (o - hydroxy phenyl) - azines

Le ib , W., und H k . Buschbaum: Synthese und Kristallstruktur von 
SrgGajOgCL, und Sr3Fe, 18Al0 82O5Cl2

Ma jdan , M., and P. Sadowski: Study of Nd-nitrato complexes in 
aqueous-methanol solutions

Messmer, A., G. H ajos and G .T imari: Cycloadditions with hetaryl 
dieneamines. A direct route to hetarylazulenes

Meyer , A., K. Schlögl und H. Schwager: Chromatographische Enan
tiomerentrennung, chiroptische Eigenschaften und absolute Chirali
tät von Pentacyclo[7.4.1.12,7.0 1,9. O2’7]pentadeca-3,5,10,12-tetraen- 
8-on, einem pentacyclischen Cyclopentanonderivat mit C2-Symme- 
trie

Mumm, H.-C., und H. Müller-Buschbaum: Zur Struktur der Tieftem
peraturform von TISmWgOg
N ussbaumer, W., H. Gruber und G .G reber: Wasserphotolyse 
mit Hilfe von funktionellen Tris-(2,2'-bipyridin)ruthenium(II)- 
Komplexen

P erjessy , A., T. T. Tu u , D. Loos and V. Sutoris: Infrared spectra and 
theoretical study of E-3-(2-R-Vinyl)-2-benzothiazolinones

P ertlik, F., und J. Zemann: Die Kristallstruktur von Cu7(OH)6- 
(Te03)2(S04)2

R eisch , J., und B. H. W. R osenthal: Naturstoffchemie, 108. Mitt.: 
Synthese des 7,7'-Oxy-dicumarins, dem möglichen Präkursor von 
Lasioerin und Gnidicumarin

R eiter , J., and L .P ongo: On triazoles, IX. HMO calculations of 
tautomeric 1,2,4-triazole derivatives

Schmidt, H.-W., und M .K ores: Synthese von (l,l'-Biphenyl)-3- 
carbonsäure- und 3,5-dicarbonsäurederivaten unter Verwendung 
von Ethoxymethylenmalononitril

Schroth, W., M. R ichter, B .D obner , R .S pitzner und S. F reitag: 
Synthese und Reaktionsverhalten von 6-sec-Amino-l,3-thiazin-2- 
thionen
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Seleim , M.M., K .A .I driss, M.S. Saleh and H .S edaira: On the 
discriminating and stability increasing properties of alizarin maroon 
in mixed-ligand complexes of yttrium(III)

Spurny , J., K. H eckmann, E .M ainka , und W .C oerdt: Fällung der 
anionischen Nitratokomplexe von Ce4+ und Pu4+ mit Cetylpyridi- 
niumnitrat

Stadlbauer, W.: Synthese von chinolinkondensierten 2-Chinolonen 
und Cumarinen via Azidoverbindungen 

Terpetschnig, E., W. Ott, G. K ollenz, K. P eters, E.-M. P eters und
H. G. v. Schnering: Reaktionen mit cyclischen Oxalylverbindun- 
gen, 26.Mitt.: Cyclokondensation von 4,5-substituierten Thiophen- 
bzw. N-Alkylpyrrol-2,3-dionen mit o-Phenylendiamin 

Tosi, G., P. Stipa and G .B ocelli: 2,2'-Diphenyl-3,3'-bi-3H-indole- 
l,l'-dioxide: Molecular interactions and crystal structure 

W eidenbruch , M., K.-L. Thom, S. P ohl und W. Saak: Siliciumverbin
dungen mit starken intramolekularen sterischen Wechselwirkun
gen, XXIX. Octacyclohexylcyclotetrasilan 

W endelin , W., K. Schermanz, und E. B reitmaier: Spezielle Reaktio
nen von <x, ß-ungesättigten Ketonen, 1. Mitt.: über die Dimerisierung 
von 2-Benzyliden-l-indanon in Gegenwart starker Basen 

W ittmann, H., und E. Ziegler: Über Reaktionen mit Betainen, 
23. Mitt.: Über Umsetzungen von N- und S-Betainen mit reaktiven 
Halogenverbindungen

W ypartowicz, J., and K .F itzner: Determination of oxygen activity 
in gallium-antimony liquid solutions
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ANZEIGER

ÖSTERREICHISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHE KLASSE

DER

Jahrgang 1987 Nr. 5

Sitzung vom 26. Juni 1987

Das wirkliche Mitglied Helmut F lügel legt für die Aufnahme in 
den Anzeiger eine von ihm gemeinsam mit Beatrix Moshammer ver
faßte Arbeit vor:

D ie „Trögener Gr u ppe“, eine neue stratigraphische E inheit 
des P aläozoikums der Ostkarawanken

Von Beatrix Moshammer und H. W. F lügel

Die Periadriatische Naht trennt innerhalb des Paläozoikums von 
Eisenkappel (Ostkarawanken) die nordalpine Ebriacher Gruppe von 
der südalpinen „Trögener Gruppe“ (Nomen novum). Letztere stellt eine 
maximal 60 bis 80 m mächtige Folge dar, die vom Oberordovizium bis 
in das Oberdevon reicht und von Hochwipfelkarbon überlagert wird. 
Zufolge der alpidischen Tektonik längs der Periadriatischen Naht ist die 
Schichtfolge, in dem rund 350 m langen untersuchten Profil des Norden
des des Trögener Grabens zwischen dem Eisenkappeier Granit und der 
Kotschutatrias in mehrere voneinander durch Hochwipfelkarbon ge
trennte Schuppen zerlegt. Die Klärung der biostratigraphischen Zuord
nung der Gesteine stützt sich auf ein detailliertes, conodontenstratigra- 
phisch untersuchtes Profil (B.M.), bestehend aus 6 voneinander durch 
Hochwipfelkarbon respektive Hangschutt getrennten Aufschlußgrup
pen, die sich zu einem teilweise faziell differenzierten Gesamtprofil 
zusammensetzen ließen. Die transgressive Gesamttendenz vom küsten
näheren Flachwasserbereich zum küstenferneren äußeren Schelfbereich 
eines passiven Kontinentalrandes zwischen höherem Ordovizium und 
Oberdevon läßt keinen Bruch erkennen. Dementsprechend kann die 
gesamte Karbonatentwicklung als eine stratigraphische Großeinheit 
gewertet werden, die als Trögener Gruppe bezeichnet wird. Typus ist 
das untersuchte Profil.

Die paläozoische Folge beginnt mit geringmächtigen, hellgrauen, 
biogenreichen, flachmarinen Schlammkalken der ordovizicus-Zone 
(Ashgill). Ihr Hangendes bilden faziell differenzierte, rund 30 m mäch-
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tige Ablagerungen des Silur. Biostratigraphisch belegt sind tieferes bis 
mittleres Liandovery mit Enkriniten, bituminösen Kalken und Kiesel
schiefern im höheren Liando very und unteren Wenlock, die die Ent
wicklung von im Bereich des 0 -Minimums liegender Beckenbereiche 
anzeigen. Darüber folgen Orthocerenkalke des höheren Wenlock und 
Ludlow (crassa-Zone). Das Pridoli wird durch Scyphocrinus sp. und 
Conodonten in örtlich knolligen küstenfernen Schlammkalken nachge
wiesen. Der Silur/Devon-Grenzbereich besteht aus dunklen Crinoiden- 
kalken, die in mergelige Flaserkalke des Lochkov überleiten. Das Han
gende dieser, etwa 20 m mächtigen Folge bilden gleichfalls bis zu 20 m 
mächtig werdend rote und braune Tentakulitenflaserkalke des Pra- 
gium. Ab der dehiscens-gronbergi-Zone treten in ihr Lagen von Crinoi- 
denschuttkalken auf. Mit ihnen wird eine Entwicklung allodapischer 
Schuttkalke und Slumphorizonte innerhalb der pelagischen Entwick
lung eingeleitet, die bis in das Frasnium reicht. Korallen- und Stro- 
matoporenkomponenten weisen auf eine Einschüttung des Materials 
aus flachmarinen riffogenen Bereichen, wobei im Frasne zusätzlich 
Givetlydite geliefert wurden. Diese Entwicklung zeigt ein mit dem 
höheren Unterdevon einsetzendes verstärktes Rifting eines küstenfer
nen Schelfrandes eines passiven Kontinentalrandes mit Schollenkip
pungen und Reliefverstärkung. Die jüngsten Schichten des Devon ge
hören dem tieferen Famenium (marginifera-Zone) an. Nach einer 
Schichtlücke, die vermutlich gleichfalls mit dem Riftingprozeß zusam
menhängt, beginnt mit basalen Lyditen in der Scaliognathus anchoralis- 
Zone (Tournais) die Entwicklung der siliziklastischen Hochwipfelkar
bonfolge. Damit endet der variszische Zyklus. Die Auernigschichten des 
Seeberger Aufbruches transgredieren auf bereits schräg gestellten 
Untergrund.

Eine detaillierte Darstellung der Gegebenheiten ist von einem von 
uns in Vorbereitung.
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Anzeiger der österreichischen Akademie der Wissenschaften,
math.-naturwiss. Klasse 124 (1987), 67— 70

Das wirkliche Mitglied Wilhelm K ühnelt legt für die Aufnahme in 
den Anzeiger die folgende Arbeit vor:

N achtschmetterlinge als N ahrungsbestandteile 
der F ledermäuse aus der Innenstadt W iens

Von Stanislaus K omarek 
Bundesanstalt für Pflanzenschutz, Wien

Zusammenfassung

Eine Auswertung der Flügel der von den Fledermäusen (wahrscheinlich Eptesicus 
serotinus) erbeuteten Nachtschmetterlinge aus der Wiener Innenstadt (Maria Theresien- 
Platz) wird vorgelegt. Es wurden 31 Arten der Familie Noctuidae und 3 sonstige Lepidop- 
tera-Arten in insgesamt 530 Exemplaren festgestellt; ihre Bodenständigkeit in den Park
anlagen der Inneren Stadt wird diskutiert.

Summary

Mothes as a feeding component of the bats in the Inner City of Vienna.
An evaluation of the wings of mothes in the Inner City of Vienna (Maria Theresien- 

Platz) captures by bats (most likely Eptesicus serotinus) is presented. 31 species of the 
family Noctuidae and 3 other Lepidoptera-Species were identified in altogether 530 
specimens; their occurence in the parks of the Inner City of Vienna is discussed.

E inleitung

Als Grundlage für diese Studie dienen die Ansammlungen von 
Schmetterlingsflügeln am Maria Theresien-Platz (1. Bezirk), die in den 
Jahren 1984-86 (eine Aufsammlung auch 1982) von Herrn Dipl.-Ing. 
Dr. Kurt Bauer (I. Zool. Abt., Naturhistorisches Museum, Wien) durch
geführt wurden. Es handelte sich dabei sicherlich um Reste der von den 
Fledermäusen (vermutlich Eptesicus serotinus -  laut Mitteilung Dr. 
Bauer) verzehrten Nachtfaltern, die aufgrund der Flügelmusterung 
restlos bestimmt werden konnten.

R esu ltate

Tabelle 1 gibt eine systematische Übersicht aller festgestellten 
Arten samt Angaben über die Gesamtzahl der Individuen und bei den 
seltener vorkommenden Arten (1-3 Ex.) mit den Funddaten
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Tabelle 1

Noctuidae:
Rhyacia simulans Hufn. -  1 Ex. (2.10. 82)
Scotia segetum Schilf. -  26 Ex.
Scotia exclamationis L. -  1 Ex. (10.8.86)
Noctua prónuba L. -  49 Ex.
Noctua comes Hbn. -  12 Ex.
Noctua fimbriata Sehr. -  283 Ex.
Noctua janthina Schiff. -  3 Ex. (25. 7. 85; 5. 9. 84; 7. 9. 84) 
Noctua orbona Hufn. -  1 Ex. (6. 9. 84)
Opigena polygona Schiff. -  2 Ex. (2.10. 82; 17. 7. 85) 
Amathes c-nigrum L. -  12 Ex.
Discestra trifolii L. -  2 Ex. (6. 9. 84; 30. 7. 86)
Polia nebulosa Hufn. -  1 Ex. (16. 7. 85)
Mamestra brassicae L. -  23 Ex.
Mamestra suasa Schiff. -  3 Ex. (7. 9. 84; 20. 7. 85; 10. 8. 86) 
Mythimna pallens L. -  1 Ex. (10. 8. 86)
Mythimna obsoleta Hb. -  1 Ex. (28. 7. 85)
Agrochola laevis Hbn. -  1 Ex. (2.10. 82)
Agrochola circellaris Hufn. -  1 Ex. (2.10. 85)
Lithophane socia Hufn. -  1 Ex. (7.9.84)
Cirrhia togata Esp. -  1 Ex. (10.9.84)
Amphipyra pyramidea L. -  4 Ex.
Amphipyra tragopogonis CI. -  5 Ex.
Phlogophora meticulosa L. -  9 Ex.
Cosmia trapezina L. -  7 Ex.
Apamea monoglypha Hufn. -  12 Ex.
Apamea lithoxylaea Schiff. -  2 Ex. (16. 7. 85; 28.7. 85) 
Mesapamea secalis L. -  2 Ex. (6. 9. 84; 10. 8. 86)
Catocala nupta L. -  1 Ex. (7. 9. 84)
Mormonia sponsa L. -  23 Ex.
Autographa gamma L. -  36 Ex.
Scoliopteryx libatrix L. -  1 Ex. (10.8.86)

Sphingidae:
Herse convolvuli L. -  1 Ex. (2.10. 82)

Lymantriidae:
Euproctis chrysorrhoea L. -  1 Ex. (20.7.85)

Cochlidiidae:
Cochlidion limacodes Hufn. -  1 Ex. (20. 7. 85)

Tabelle 2 zeigt die Individuenanzahl der häufigeren Arten (4 und mehr 
Ex.) an den jeweiligen Sammeltagen.
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Tabelle 2

Datum

oO PÄcS

lJ -ch—1 o .
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Z k  <
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ft oO 3
bß o  Q -3 £ © g
r* V  w w o  wft £ 55 8 O £

£ bß ft o ■£ ^
t !< £
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£<J

1986: 28.7.
29.7.
30.7.
4.8.
7.8.
8. 8.

10.8. 
12.8.
15.8.
16.8. 
17.8.

1985: 22.6.
16.7.
17.7.
18.7.
20.7.
21.7.
22.7.
23.7.
24.7.
25.7.
26.7.
28.7.
15.8. 

1984: 31.8.
1.9.
2.9.
3.9.
5.9.
6.9.
7.9.

10.9.
30.9. 

1982: 2. 10.

1 -  1

4
1

2
4

-  -  2
1
2

3 -
10 10

18
6

25
46

6
5
7
2

36
57
15
5

2
1
2
2
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5

1
3

2
1

2
1
1
3
4
6
1
1
1
1

7 -

3 -

9 -

-  -  -  3 1 1
-  1 -  -  -  -
1 -  -  -  -  1
- - - - -  1 
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-  -  4
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py
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Diskussion

Alle angeführten 34 Schmetterlingsarten sind aus Nieder Österreich 
wohlbekannt (Sterzl, 1967), manche davon auch sehr häufig. Bei drei 
Arten ist der allochthone Ursprung fast mit Sicherheit anzunehmen: 
Herse convolvuli L. (eine Wanderart), Rhyacia simulans Hufn. (an 
sandige Gebiete gebunden) und Mythimna obsoleta Hb. (an Schilfbe
stände gebunden). Bei den restlichen Arten könnte der autochthone 
Ursprung mit Larvalentwicklung in den Parkanlagen der Inneren Stadt 
angenommen werden; viele davon kommen auch im Siedlungsbereich 
kleiner Ortschaften vor (Komarek, 1986). Interessant ist das Massen
auftreten von Mormonia sponsa L. im Jahre 1986. Da die Futterpflanze, 
d. h. die Eiche, in den umliegenden Parks nur spärlich vertreten ist und 
diese Art im genannten Jahre auch außerhalb des Stadtbereiches außer
ordentlich häufig war, ist die Einwanderung der Falter in die Innere 
Stadt nicht auszuschließen. Da die Fledermäuse bei der Nahrungs
annahme nicht besonders wählerisch sind und alle Falter der bevorzug
ten Größe verzehren, kann auch die Proportionalität der Arten in den 
Funden ungefähr ihrer wirklichen relativen Abundanz entsprechen.
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Anzeiger der Österreichischen Akademie der Wissenschaften,
math.-naturwiss. Klasse 124 (1987), 71

Das wirkliche Mitglied Berta K arlik legt für die Aufnahme in den 
Anzeiger eine von ihr verfaßte Arbeit vor:

R egister der B riefe von E rwin Schrödinger 
an Stefan Meyer

Von Berta K arlik

Die Briefe von Erwin Schrödinger an Stefan Meyer geben Zeug
nis von der herzlichen Freundschaft und dem Vertrauensverhältnis, das 
die beiden Wissenschaftler verband. Sie stellen damit einen nicht 
unwesentlichen Beitrag zur Biographie von Schrödinger dar. Sie sind 
aber nicht nur aufschlußreich in Hinsicht auf die Persönlichkeit von 
Schrödinger, sondern geben auch einen interessanten Einblick in die 
akademischen Verhältnisse dieser Zeit. Sie sind dadurch in mehrfacher 
Hinsicht von wissenschaftshistorischem Interesse. Die Publikation 
eines Registers erscheint damit sinnvoll. -  Die Briefe befinden sich im 
Archiv der Akademie (aufbewahrt im Haus Boltzmanngasse 3, 1090 
Wien).

Erwin Schrödinger an Stefan Meyer
Ort Datum
Feldpost 19.11.1915
Militärzensur 28. XII. 1915
Wien 30. XII. 1915
Feldpost 381 27. XII. 1916
„Szation“ (hinter d. Front) 7. VI. 1917
Stuttgart 22. XI. 1920
Stuttgart 9. XII. 1920
Stuttgart 13.1.1921
Stuttgart 27.1.1921
Breslau 12. VII. 1921
Zürich -  -  1921
Zürich 26.X. 1921
Stuttgart 17. XI. 1921
Neumarkt i. St. (Villa Wolf) 13. III. 1922
Zürich 16. VII. 1925
Zürich 16. VIII. 1926
Zürich 29. XI. 1926
Berlin 30. XI. 1927
Jena 22. V. —
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Das wirkliche Mitglied Edmund H lawka legt für die Aufnahme in 
den Anzeiger die folgende Arbeit vor:

E in verallgemeinerter Gauss-Kuzmin-Operator 

Von W. F luch

Wir betrachten im folgenden den Operator Ga, definiert durch

2

(G. ■/)(*) = I 7 ( 1 )¡c= i (d k x) (d k d — 1 -f- x) \d k + d — 1 + x
für d ^  1. Zuerst zeigen wir: Ga ist ein positiver, stetiger, linearer Ope
rator auf dem Banachraum X  = C0[0,1], d.h. Ga:X->X.  Es ist

11Ga11 < C £  l/&2̂ und falls f(x) auf I  = [0,1] definiert und ^  0, so

ist (Gaf) (x) ^  0. Wenn g (x) = (Gaf) (x), so ist g (x) für alle xe I  definiert,

weil 0 < —=----  a ----- ^  —-—G [0,1] (da k ^  1 und a ^  1).
a i  +  (a -  1) +  a; a +  a; '

Wir wollen zeigen, daß <p0 (x) = a/(a + x) einzige Eigenfunktion von
Ga zum Eigenwert X = 1 ist, d. h. es gilt, wie man leicht nachrechnet

(Ga •?<>)(*) = <Po(x)> (2)
und 1/2 ^  cp0 (x) < 1 wegen a ^  1, sowie xe  [0,1].

/ d -f-
Mittels g(x) := I ------ )f(x) transformieren wir die Eigenwertglei

chung

(G. •/)(*)= £

da

________ - ___ :________ f  ( _______ - ______ ) =  i  f ( x )

\ (dk + x) (dk + a — 1 + x)J \dk  + d — 1 + x j  XJ ’
(3)

1
(d k -I- a + x) 

1

•9
d

ak + a — 1 + x

d
7

ist, in 

{Ta-g)(x) = X

(dk + a — 1 + x) J \dk  + d — 1 + x 

a (a + x)
£^l (ak + x)(ak + a + x ) ^ \ ak  + a — \ + x)  X ̂  ̂  ^

(d. h. Ta hat dieselben Eigenwerte wie Ga).
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Ist nun M0 = max \g(x)\, so gilt
xel

\ g ( x )  \ = \ Ta(g) \ ^ a ( a +  x)- £, ________ __________M = M •
jfyx (a k + x) (ak + a + x) 0 °’

(5 )
damit ist der Satz bewiesen:

Theorem 1: Die Eigenwerte -  von Ga sind alleA
Mittels der Identität

(a + x) _  k

< 1.

( * - 1)
(ak + x) (ak + a + x) (ak + a + x) (ak + x) 

erhält man durch Differenzieren von (4), wobei g (x) = h(x) sein soll, 
(Tag)’ = ( - ) B a(h) =

a(a + x) ______ a______ 7 / a= Z (ak + x)(ak + a + x) (ak+'a — 1 + x)2 'v\ak + a — 1 + x 

a k

+ (6)

+ Zk={ (ak + a + xy

ak + a — 1+x
j  h(y)dy

ak + 2a — 1 + x
Nun sei h stetig auf /  and iff0 = max \h(x)\, dann folgt aus (6)

xel

|S0(A)|< J&oll a2 (a + x)

+ 1

(a k + x) (a k + a + x) (a k + a — 1 + x)2 

ak a

+

¿Ti (ak + a + x)2 (ak + a -  1 + x) (ak + 2a -  1 + x) 
Für a ^  1 und 0 < x ^  1 ist dies aber

• (?)

0 {(a + x) (2 a + x) (2 a — 1 + z):
a2 (a + x) ; +

+ a2 (a + #)
+ X

a2 (a + x)
(2a + x) (3a + x) (3a — 1 + xy k=z (ak + xy  (ak + a + x)

+ Ze/.) - ¿ - +
(a + x)a2

a *2a (2a + xy  (3a + x) +

+ Xk = Z
(a + x)a2

+ X : +

(ak + xy  (ak 4- a + x)

a • a

+

¿r2 (a k + a + x)3 (2 a + x) (2 a -  1 + x) (3 a -  1 + x) , also
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I S . W K » „ '0 ;  + 5U i - ^  +

+ I (a + x)a2 +
jfc=3 {a k + x)3 (a k + a + x) (ak + x)

{a + x)
■ k =  3 &3 (afc + a + z)

Da aber (a + x)/(a + x + ak) ^  2/(k + 2), haben wir

| Se(A) | < | i  + i  + ^  ^  < #„•«/«, (8)

mit a ^  0,83875....
Definiert man nun die Dichten pn(x;a) durch p0(x) = 1 und 

i>.(*;a) = (®a'Po) (x)’ s0 güt als0
Theorem 2: Für w ^  1 und xe I  gilt

Pn (X> a) = (Ga ' Po) (X) = C (Po) ' % (X) + 0 ((“/«)”)
mit absol. Konstante o < <x < 1 und 0 unabhängig von a\ sowie 
c {Po) = Konstante.

Beweis: Zunächst folgt aus (8) \pn(x\a) 

pn(x;a) = pn(o)-<p0(x) + 0

a + x 
a

öl \ xa

== Ö((af'CL)n). oder

(9)aj  (a + x)

Setzen wir die Maße mn (x\ a) = f p n(t; a) dt + mn (o; a) nun für alle n ^  1
o

so folgt

ran (o; a) = o und ran (1; a) = 1,

mn (x; a) = jjb (o) • lg ( j  + 0 ( (^  ) '

( 10)

( 11)

also (o) = c (£>0) + 0 ( j  j  mit c (p0) = —-y~-----• Damit ist Theo-

ig^i +
rem 2 bewiesen. Wir formulieren Theorem 2 anders im
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Theorem 3 („Kuzmin“): Der Operator Ga hat zum größten Eigen

wert y  = 1 die einzige Eigenfunktion %(x) = a/(a + x).

Für a = l  geht Ga in G über, wobei

( * ■ / > ( * ) =  1(k + x f  \ k  + x
( 12)

und es wird für <p0 (x) = 1/(1 + x) (= Eigenfunktion von G) mit
1

p0(x) =  1 pn{x) =  +  0 (aw) (Theorem von P. L e v y ). Wegenlg 2
a ^  1 und x e  [o, 1] ist

m,-<p0(x) *Zp0(x) M,-<p0(x) (13)

1
wobei = 1 und ilf. = 1 + -  (^  2) ist. Daher wird 1 1 a

m, • % (x) «S Gna (p0) = (x; a) < Af, • 9?0 (z)

also auch lim Ypn (o; a) = 1/A0 = 1.
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In die Sitzungsberichte, Abteilung I, wird aufgenommen: 
„Beitrag zur Coleopterenfauna Cyperns“ von w. M. Herbert F ranz

„Zur RHÄT-Stratigraphie in den Zlambach-Schichten“ von 
L. K rystyn (yorgelegt von w. M. Helmuth Zapfe)

„Energiegehalte pflanzlicher Substanz: I. Erfassung und Verarbei
tung des Datenmaterials“ von w. M. Walter Larcher und Eveline P ipp

In die Sitzungsberichte, Abteilung II, wird aufgenommen:
„Über Halbgruppen vertauschbarer Polynome“ von G. E igentha

ler, w.M. W. N obauer und J. W iesenbauer

„Bertrandsche BewegungsVorgänge“ von Otto R öschel (vorge
legt von w.M. Walter Wunderlich)

„Oskulierende und hyperoskulierende Kegelschnittbüschel der 
isotropen Ebene I “ von Hans Sachs (vorgelegt von k.M. Heinrich 
Brauner)

„Über den Quotienten spezieller Mittelwerte“ von Horst Alzer 
(vorgelegt von w. M. Edmund H lawka)

„Der Aufgang des Eises auf Gewässern und das Ende gefrorenen 
Bodens in allen Teilen Norwegens“ von Friedrich Lauscher (vorgelegt 
von w.M. Ferdinand Steinhäuser)

In den Catalogus Fossilium Austriae wird aufgenommen:
„Brachiopoda mesozoica, a) Brachiopoda triadica, Heft Ve“ von 

Milos Siblík (vorgelegt von w.M. Helmuth Zapfe)
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ANZEIGER
DER

ÖSTERREICHISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHE KLASSE

Jahrgang 1987 Nr. 6

Sitzung vom 15. Oktober 1987

Das wirkliche Mitglied Josef Zemann legt für die Aufnahme in den 
Anzeiger folgende Arbeit vor:

Verfeinerung der K ristallstruktur des Trigonits, 
Pb3Mn(As03)2(As020H),

nebst einem H inweis auf auftretende F ehler in der 
rechnerunterstützten E rfassung von K ristallstrukturen

Von Franz P ertlik

(Institut für Mineralogie und Kristallographie der Universität Wien)

In den letzten Jahren werden die in periodisch erscheinenden 
Druckwerken veröffentlichten wissenschaftlichen Publikationen in 
stets vermehrtem Umfang rechnerunterstützt erfaßt. Für eine Reihe 
von Sachgebieten werden Daten weltweit durch sogenannte „Daten
banken“ angeboten, die in der Regel kommerziell geführte Unterneh
men darstellen. Eine für anorganische Kristallstrukturen und damit 
zusammenhängende Fragen relevante Datenbank ist die ICSD (1984). 
Aus dieser kann neben dem jeweiligen Literaturzitat eine Liste sämt
licher Strukturparameter (= Ortskoordinaten und thermische Schwin
gungsparameter) sowie als Ergebnis einer internen Überprüfung der 
Arbeit ein kurzer Kommentar zur Arbeit abgerufen werden. Dieser 
Kommentar wird auch stets zusammen mit dem Literaturzitat ausge
geben. Im Zusammenhang mit einer Abfrage über derart gespeicherte 
Daten von chemischen Verbindungen mit formal dreiwertigem Arsen 
und Sauerstoff (Arseniten) wurde auch eine Arbeit des Autors in der 
ICSD (1984) ausgehoben.

Es handelt sich dabei um die Kristallstruktur des Minerals Trigo- 
nit, Pb3Mn(As03).?(As090H), welche vor etwa zehn Jahren bestimmt 
wurde (Pertlik, 1978). Dazu wurden seinerzeit 1250 unabhängige, mit 
einem rechnergesteuerten Zweikreisdiffraktometer gemessene Einkri
stall-Röntgenbeugungsintensitäten verwendet. Die Verfeinerung der 
Strukturparameter nach der Methode der kleinsten Fehlerquadrate 
ergab damals einen R-Wert von 0,065, wobei neben den Ortskoordina-
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ten auch anisotrope Temperaturparameter für die Schweratome und 
isotrope für die Sauerstoffatome angegeben wurden. Diese Genauigkeit 
entsprach durchaus dem üblichen internationalen Standard für her
kömmliche kristallchemische Untersuchungen.

Da der Kommentar in der ICSD (1984) lautete: „Coordinates from 
paper obviously wrong“, schien eine neuerliche Bearbeitung dieser 
Kristallstruktur angebracht. Dazu wurde, wie in der ersten Strukturbe- 
stimmung, ein Kristall vom Originalfundpunkt Langban, Schweden, 
verwendet. Für die Datensammlung selbst wurden die modernsten zur 
Verfügung stehenden Methoden angewendet, wodurch eine größere 
Genauigkeit der Meßdaten zu erwarten war.

Tabelle 1: Kristalldaten, Meßbedingungen der Röntgenbeugungsintensitäten und
R-Werte der Kristallstrukturverfeinerung.

a = 7,258 (5) Ä 
b = 6,822 (4) A
c = 11,088 (6) Ä 
ß = 91,45(4)° 
Raumgruppe: Pn —C2 
Z = 2
pMoKa ~  539 cm-1 
Variable: 144 
R = 0,041 
Rw = 0,039 
w = [er (Fo)]-2

VierkreisdifFraktometer AED2, STOE&CIE 
Programmsystem STRUCSY, Rechner ECLIPSE S 140 
Kristallgröße: 0,05 x 0,10 x 0,05 mm3 
MoKa-Strahlung, Graphitmonochromator 
2 0/co scan, Schrittweite 0,03°
0,5 bis 1,5 sec pro Schritt 
Schrittanzahl: 50 -1- (a,, a.2)-Aufspaltung- 
Meßbereich 2° < 2 0 ^ 60° 
symmetrieunabhängige Reflexe: 1654 
Reflexe mit F o^  3aFo: 1654 
Isotrope sekundäre Extinktion: g =  1,1 (2) * 10-6

Sämtliche Details, betreffend die neu vorgenommene Messung der 
Röntgenbeugungsintensitäten sowie auch das Ergebnis der Neubestim
mung der Gitterparameter, sind in Tabelle 1 zusammengefaßt. Bei der 
Ermittlung der beobachteten Strukturamplituden wurden empirische 
Korrekturen für die Absorption („^-scans“ von drei Reflexen) sowie in 
der üblichen Weise die Lorentz- und Polarisationseffekte berücksich
tigt. Die berechneten Strukturamplituden beruhen auf der Verwendung 
von Streukurven und anormalen Dispersionstermen für neutrale Atome 
(„International Tables for X-Ray Crystallography“ 1974); die isotrope 
sekundäre Extinktion wurde nach Zachariasen (1967) berücksichtigt. 
Die Ortskoordinaten sowie die anisotropen Temperaturparameter 
sämtlicher Atome wurden nach der Methode der kleinsten Quadrate 
verfeinert, wobei als Ausgangswerte jene der Erstbeschreibung der 
Struktur verwendet wurden (Pertlik, 1978). Eine versuchsweise 
durchgeführte Neubestimmung der Kristallstruktur mit direkten Me
thoden sowie daran angeschlossenen Fourier- und Differenzfourier
summationen ergaben dasselbe Ergebnis. Die neu ermittelten bzw. 
verfeinerten Strukturparameter sind in Tabelle 2 zusammengefaßt.

Die hier vorliegende Neubestimmung bzw. Verfeinerung der Kri
stallstruktur des Minerals Trigonit ergab gegenüber der Erstbestim
mung in den interatomaren Abständen lediglich Änderungen, die inner
halb der doppelten Fehlergrenzen dieser Erstbestimmung liegen. Die
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durchschnittliche Verschiebung der Atomlagen beträgt 0,06 Ä, die 
Maximalwerte sind 0,20 A für die Sauerstoffatome 0 (6) und 0 (9). Dem
nach traten weder in den Koordinationspolyedern selbst noch in der 
relativen Lage dieser zueinander gravierende Änderungen auf. Das 
Ergebnis der zwei Strukturuntersuchungen, die methodisch gleich, in- 
strumentell jedoch unterschiedlich ausgeführt wurden, ist somit als 
gleich anzusehen, wenn auch die Genauigkeit bei letzterer signifikant 
erhöht werden konnte.

Zu erwähnen bleibt noch, daß das jeweils gemessene Kristallindivi
duum in beiden Strukturuntersuchungen zwar gleich groß, jedoch nicht 
ident war. Aufgrund der höheren Genauigkeit der neu gemessenen 
Röntgenbeugungsintensitäten konnte anhand dieser Daten auch die 
Bestimmung der absoluten Atomanordnung des untersuchten Indivi
duums bestimmt werden: Eine Verfeinerung mit den Atomparametern 
(xyz) ergab eine um etwa 2% schlechtere Übereinstimmung (R-Wert) 
der beobachteten und berechneten Röntgenbeugungsintensitäten im 
Vergleich mit jenen in Tabelle 2 angegebenen (xyz).

Durch die Neubestimmung bzw. Verfeinerung der Struktur des 
Trigonits konnte nun eindeutig der Kommentar zu dieser Strukturbe
stimmung widerlegt werden und damit ein Fehler in der Erfassung von 
kristallographischen Daten durch die Datenbank ICSD (1984) aufge
zeigt werden.
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Anzeiger der Österreichischen Akademie der Wissenschaften, 
math.-naturwiss. Klasse 124 (1987), 85— 89

Das wirkliche Mitglied Walter Wunderlich legt für die Aufnahme 
in den Anzeiger die folgende Arbeit vor:

D uale Bricard-B ewegungen 

Von Otto R öschel, Graz

R. Bricard hat sich in [4] mit der Bestimmung jener Zwangläufe 
Z/Z' des reellen dreidimensionalen euklidischen Raumes E3 beschäftigt, 
bei denen alle Punkte des bewegten Systems Z  im Rastsystem Z ' 
sphärische Bahnen durchlaufen1. Diese Bewegungsvorgänge werden 
deshalb Bricard-Bewegungen genannt. Wir wollen in dieser Arbeit das 
strahlenkinematische Analogon („duale Bricard-Bewegungen ‘) studie
ren. Dabei stellen wir dem Begriff der Punktkugel jene Geradenmenge 
gegenüber, für die der duale Abstand (manche Autoren sprechen vom 
dualen Winkel) von einer festen Geraden m (Mittengeraden) konstant 
ist. Die so erfaßte Geradenmenge ist zweiparametrig und umfaßt jene 
Geraden, die einerseits mit m einen konstanten Winkel einschließen 
und andererseits konstanten Abstand von m besitzen.

1. Im projektiv abgeschlossenen reellen dreidimensionalen euklidi
schen Raum E3 läßt sich ein O0-Zwanglauf Z/Z' mit Hilfe der Ortsvek
toren x = ( x ' , y ' , z Y  und x=(x , y , zY  sowie des Schiebvektors
d' (t) = (d\ (t), d'2(t), d3(t))* durch

x' = A (t) x + d' (t), t e I  = [0,T] a  W (1)
beschreiben, wobei A (t) = (af .(£)) aus S O (3, SR) und d\{t),
a{ . (t) e C° (/) (i,j = 1,2,3) sind. Eine in Z  feste Gerade g

x = u + vH (a2=l,veSR) (2)
wird zweckmäßig mit Hilfe eines dualen Einheitsvektors

G = a + ea, a = u x a  (3)

erfaßt, wobei e die duale Einheit bezeichnet2. Zwei verschiedene Gera
den gx und g2 mit zugehörigen dualen Einheitsvektoren Gj und G2 kann 
über
___________  cos <z> =  g , • G2 =  ä, • ä2 +  e (ä, • ä2 +  ä2 • ä,) (4)

1 Mit Fragestellungen dieser Art hat sich auch E . B o r e l  [ 2 ]  befaßt. Weitere 
Literaturhinweise sowie eine analytische Beschreibung dieser Bewegungsvorgänge finden 
sich etwa in [3].

2 Man vergleiche diesbezüglich W. B l a s c h k e  [1] bzw. A. K a r g e r —J. N o v a k  [6] 
und die dort angegebene Literatur.
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ein dualer Abstand 0  = cp + e<p zugeordnet werden. Dabei mißt cp den 
Winkel zwischen gx und g2, <p den Abstand. Die Wirkung des Zwanglaufs 
Z\Z' (1) auf die Geraden von Z  wird in Z' zweckmäßig mit Hilfe dualer 
orthogonaler Matrizen A ( t ) e S 0 (3,D) durch

beschrieben, wobei mit

und

G' = A (i) G (5)

0 -  d'3 (t) d'2(t) \
d’3 (t) 0 ~ d\ (t) ] (6)

~  ^2 W d\ (t) 0 /

) = A(t) -  eD' (t )A(t) (7)
der Bezug zu (2) hergestellt wird.

2. Wir wollen nun alle jene Zwangläufe Z\Z’ angeben, bei denen alle 
Geraden g a  Z  in Z' Bahnregelflächen 0' (g) beschreiben, deren Erzeugen
den von gewissen Mittengeraden m (g) cz Z' konstanten dualen Abstand 
besitzen. Die entsprechenden Bahnregelflächen sind dann Böschungsre
gelflächen, deren Zentraltorse — entsprechend hohe Differenzierbarkeit 
vorausgesetzt — einen Drehzylinder mit Achse m^(g) oder die Gerade 
m [g) selbst umhüllt. Der dem Zwanglauf (1) mit d' (t) = o V te 1 zuge
ordnete sphärische Richtzwanglauf S/S’ muß dann allgemeine Punkte 
von S auf Kreisen führen oder fest lassen. Damit ist S/S'  entweder eine 
stetige Drehung um eine in S' feste Gerade oder die Identität. Ersteres 
kennzeichnet Z/Z' als Zylinderschrotung, zweites als stetigen Schiebvor
gang. Ein Schiebvorgang kommt für uns nicht in Frage: Jede Gerade 
g c= Z  müßte entweder in Z' fest erscheinen oder die Erzeugenden eines 
Drehzylinders durchlaufen. Dies ist aber nicht für alle Geraden von Z 
möglich.

Damit muß Z\Z' eine Zylinderschrotung mit einer rastfesten Rich
tung sein. Nach geeigneter Wahl der Koordinatensysteme besitzt Z/Z' 
die Darstellung

(cos t —sin t 0 \
sin£ cos£ 0 )x  + d '(i). (8)

0 0 \ )
Alle Geraden g c= Z  beschreiben bei (8) Bahnregelflächen 0' (g), die 
gegen die z - Achse von Z' konstant geneigt sind. Unsere Mittengeraden 
m {g) sind daher alle z'-parallel3. Die zur z-Achse parallelen Geraden 
g c= Z  müssen z'-parallele Drehzylinder erzeugen oder fest bleiben. Der 
durch

( x‘̂  _  ( cos * — sin A ( x\  I ( d'\ (̂ ) 
\ y j  ~  \ sin 1 cos t  ) \ y ) +  \d2 W

(9)

erfaßte Grundrißzwanglauf EjE'  von (8) hat daher alle Punkte von E 
auf Kreisen in E' zu führen oder festzulassen. Dies ist nur möglich,

3 Unter der Voraussetzung eines U2-Zwanglaufes würde m' ((/) die Krümmungsachse 
der Bahnregelfläche <t>' (̂ ) sein.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.zobodat.at



87

wenn E/E'  entweder eine Schiebung längs eines Kreises oder eine Dre
hung um einen festen Punkt ist. Den Fall einer Schiebung haben wir 
bereits ausgeschlossen. Unsere Zwangläufe Z\Z' müssen daher Um
schwungbewegungen sein (vgl. W. K autny [7]). Sie besitzen die Normal
form

wobei dg (t) beliebig aus C° (/) gewählt werden kann. Bei diesem Zwang
lauf erfüllen tatsächlich die Bahnregelflächen aller Geraden g d  Z  un
sere Forderung. Allerdings fallen die Mittengeraden m (g) aller Bahnre
gelflächen 0' (g) in die Umschwungachse zusammen. Wir notieren den

Satz 1. Die einzigen Zwangläufe Z/Z', bei denen sämtliche Geraden g 
des Gangsystems Z Bahnreg elfächen durchlaufen, deren Erzeugenden von 
gewissen Mittengeraden m (g) des Rastsystems S' konstanten dualen Ab
stand besitzen, sind die Umschwungbewegungen um eine rastfeste Achse. 
Alle Mittengeraden m (g) fallen dann in die Umschwungachse.

3. Nun wollen wir unsere Forderung etwas abschwächen: Wir be
stimmen alle jene Zwangläufe Z/Z', bei denen eine vierparametrige 
Schar von Geraden g a  Z Bahnregelflächen 0' (g) überstreicht, deren 
Erzeugenden von in Z' fest vorgegebenen Mittengeraden m (g) konstan
ten dualen Abstand besitzen. Solche Zwangläufe nennen wir duale 
Bricard-Bewegungen. Wie in Abschnitt 2 erkennen wir, daß Z/Z' auch 
hier eine Zylinderschrotung sein muß. Der oben durchgeführte Schluß 
über den Grundrißzwanglauf ist hier nur dann nicht möglich, wenn die 
ausgezeichnete vierparametrige Geradenschar nicht oo2 Geraden des in 
Z liegenden z-parallelen Bündels enthält. Da die Mittengeraden m (g) 
der Bahnregelflächen z'-parallel sind, müssen bei der zugeordneten 
Grundrißbewegung E/E'  (9) die Geraden einer zweiparametrigen Schar 
in E gewisse Kreise in E' umhüllen. Der einzige ebene Zwanglauf mit 
dieser Eigenschaft ist die bei der Oldham-Kupplung realisierte Umkehr
bewegung der Ellipsenbewegung (vgl. [12]). Mit [3,349] kann Z/Z1 dann in 
der Normalform

(Re und/(£) beliebig aus C° (/)) dargestellt werden. Mit R = 0 werden 
hier die Umschwungbewegungen aus Satz 1 miterfaßt. Wählen wir 
f ( t ) eC] (/), so sind die Achsenflächen unseres Bewegungsvorganges Z/Z' 
(11) Drehzylinder vom Radius 2 R und R, wobei der größere so auf dem 
kleineren schrotet, daß er den kleineren stets umschließt. Alle nicht 
z-parallelen Geraden g c= Z fuhren auf Bahnregelflächen 0' (g) mit der von 
uns gewünschten Eigenschaft. Die die z-Achse treffenden Geraden g c= Z

(10)

-  2R(1 
2R(1 - ( 11)
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besitzen konstant geböschte Bahnregel flächen 0' (g) mit einer z -parallelen 
Leitgeraden.

In dualer Notation besitzt (11) die Darstellung

(cos£ — ef(t) sin t — sint — ef(t) cost 
sin t — ef(t) cos t cost + ef(t) sint 
2eR{l  — cos t) 0

die Mittengeraden m {g) berechnen sich zu

— 2 e R (1 — cos t) cos t \  ^
— 2 e 12 (1 — cos t) sin t ]G;

1 J
( 12)

M'(p)
0 2 eRa, ( a'

A  + A  Vo
(13)

wobei a = (at , a2, a3)1 gesetzt wurde. Für festes al :a2^  0:0 fallen die 
entsprechenden Mittengeraden in eine Erzeugende des Rastdrehzylin
ders zusammen4. Wir vermerken abschließend den

Satz 2. Die dualen Bricard-Bewegungen lassen sich in der Normal
form (11) bzw. (12) darstellen. Sie sind entweder Umschwungbewegungen 
um eine rastfeste Achse oder entstehen, wenn ein Drehzylinder mit Radius 
2 R ^  0 auf einem Drehzylinder mit Radius R so schrotet, daß der kleinere 
stets im Inneren des großen bleibt. Dabei beschreiben alle nicht zur festen 
Richtung 'parallelen Geraden des Gangsystems Bahnregelflächen, deren 
Erzeugenden von Mittengeraden m'(g) (13) konstanten dualen Abstand 
besitzen. Die Gesamtheit dieser Mittengeraden erfüllt den Rastdrehzylinder 
bzw. fällt im Fall der Umschwungbewegungen in die Umschwungachse.

Bemerkung: 1. Bei diesen Zylinderschrotungen können wir noch 
über die freie Funktion f(t) verfügen. Wenn wir

f(t) = K{sint + K2(l — cost) (Kv K2e {̂) (14)
setzen, entsteht in (11) und (12) die als Mannheim-Bewegung bekannte 
Umkehrbewegung der Darboux-Bewegungen5.

2. Die Bahnkurven der Grundrißbewegung sind i. a. Pascal- 
Schnecken; einzig der Mittelpunkt des Gangkreises beschreibt einen 
Kreis, z-parallele Geraden g cz 27 beschreiben daher bei der Raumbewe
gung 27/27' Zylinderflächen mit den genannten Normalschnitten.
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Anzeiger der Österreichischen Akademie der Wissenschaften, 
math.-naturwiss. Klasse 124 (1987), 91— 100

Das wirkliche Mitglied Edmund H lawka legt für die Aufnahme in 
den Anzeiger die folgende Arbeit vor:

N umerische B etrachtungen zum Gauss— K uzmin-Operator 1 

Von Wolfgang F luch (Graz)

§0. Um form ungen des Gauß— Kuzmin-Operators

Sei a = [0; ax, a2, a3, ...] die Kettenbruchentwicklung einer Zahl 
ae (0 ,1). Mit mn(x) bezeichnen wir das (Lebesgue-) Maß der Menge 
der <xe(0,1) mit dem Rest [0; an+ t , an + 2, ...] < x d. h. mn(x) ist das 
Maß der Menge {a : [0; an+ t , an + 2, ...] < x}. Nach Gauss [2] gilt

mn (x) -* ■ --  ̂ (für n-* oo und alle xe  [0,1]).log 2
Für die Maße mn(x) (mit m0(x) = x) hat man die Rekursionsfor-

00 (mel mn+x(x) = ^  ( mn (1/k) — mn
k =  i V

Vn (X) =  m'n (X) :Pn+ 1 (X) =  (G Pt) (X) ’ W° bei

(Gf) (x) -  (Ä, + x ) 2 f { k + •

Setzt man f n{x) = (1 + x)pn(x), so g ilt/B+, (x ) = T fn(x) mit

k + x Also für die Dichten

( r / ) W - | , (* + S i ^ \ + , ) f { w h ) '  <2)
Für g (x) = f  (x) erhält man wegen

\ + x _  k k — 1
(k + x) [k + 1 + x) k + 1 + x k + x*

durch Differentiation von (2) (mit dem linearen, positiven, stetigen 
Operator U)

(Ug)(x) = ( - ) ( T f ) ' =  £ (1 +*)
+ x)^' (Je + 1 + x) \ k  -t- Xj

, (3)

1

k
(k + 1 + x f  ,

k + x
j  g ( y ) - d yj-.

k + 1 + x

1 Sämtliche Rechnungen wurden auf einem Taschenrechner der Type Texas Instru
ments TI-30 durchgeführt.
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In [6] wurde gezeigt, daß man für (stetiges) op (x) > 0 in [0,1] mit

s • cp (x) ^  (U (p) (x) ^  t • (p (x) , (4)

die Restabschätzung (mit ci fc2 = Konstanten, die von q>(x) abhängen)

c2-snx( 1 -  x) ^  ( -  1 )nrn + x{x) ^  ct -ina;(l -  &) 

erhält, wobei rn (x) der Rest in der Formel

mn (*) = 1<>glog2 ^  + ^  ̂

(5)

(6)

Sei nun ga (x) = 1

{Gga){x)= Yj

(1 + ax) (1 + (a + 1)#)

1 1

. Dann ist nach (1) 

1
k + x + a k + 1 + x + a 

aAlso gilt für /„(*) = ( 1 + z) • ga (x) = - +

1 -4- a? H“ a 

1 — a

(7)

r o  ( * )  =  r

(a +  1) a; 1 +  aa: 

1 + x
+ x + a

Durch Differentiation (und Division durch a) erhält man aus (8)

1
(ü <Pa) (X) =

für
i \ 1 — a

<Pa ( X )  =  TT— -------- ^  +

(1 + x + a)2’ 

1 + a
(1 + ax)2 (1 + (a + 1) x)2 

Als nächstes betrachten wir die Funktion

1

(8)

(9)

(10)

9 a , b ( X ) = ■ +(1 + ax) (1 + (a + l)x) (1 + bx) (1 + (b + l)x)'  

Aus der Linearität von G folgt

+ x 1 + b + x

Weiters wird f atb(x) = (1 + x)gnk(x) =

( 11)

+ 4 ^ 1  +\ + ax + x 1 + ax

+ a • + r+ri) und r t->M  = T
1 +  X a (1 + x)

K1 + b + x ' \ + b x ) ’ " J(l-byw' 1 + a; + a ' 1 + x + b‘
Nach Differentiation (und Division durch a) erhält man:
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sowie

f  1 — a _____ 1 + a
\(1 + cbx)2 (1 + (a + l )^)2

f 6(6 + 1) 6 (1 - 6) \
\(1 + bx + x)2 (1 + bx)2/

<Pa,b) ( X )
1

(1 + £ + a)2
+ b

(1 + x + b)2

( 12)

(13)

Für 6 = 0 erhält man natürlich wieder ya 0(x) = <pa(x) (nach (10)!).

§ 1. Einfache Abschätzungen der Schranken s und t

Für a = 0 erhält man aus (10) die Funktion (statt %{x) schreiben
wir 9o (#))

- 1 + ( , + x)=’
und

(14)

(U<p) (x) =
V ' (1 + x)2

(15)

Da X(x) = y —̂{x) = 1 + (1 + x)2 = monoton ist, so folgt U <p

s = IJT) = 0,2 “nd ‘ " I Ä " 0'5 - (16)

Etwas bessere Schranken erhält man für die Parameter a = 0, 6 = 1 in 
(12): wir schreiben wieder statt y0 j (x) kurz cp(x) und haben

Qp (x) = 1 + 1
79 +(1 +x) 2 {\ + 2x)2

(U <p)(x) = 1 + 1
(i + z)2 (2 + xy

(17)

(18)

Die Funktion X (*) = y fM y = (2 + + 12 f  +
U <p{x) (l + 2x)2[5 + Qx + 2x2]

hat genau ein Extremum (Minimum) bei xt e [0,1], für das X' (x) = 0 d. h. 
für

p1(x)= -  14 + I x  + 186 ir2 + 457 xs + 532a;4 + 336 a;5 +

+ 112£K° + 16a;7 = 0 .

Setzt man f = x + 1, so wird p1 (x) = £ • P6 (£) mit

Pc(f) = 1 6 — 28£3 + 9£2 — 9£ — 2 . (19)
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Es ist P6 (£) < 0 für (1 <) f «S 3 +6̂  = 1,1871843 . . .  und P6 (|) >  0

für ^14 = 1 ,2050711 .... Die Gleichung P6 (£) =  0
kann man durch Iteration lösen:

(19a,

mit £0 =  1,2. Es ergibt sich eine monoton steigende Folge und 

lim f =  f =  1 ,2033983 ....
n —> oo

Damit wird ^  = 0,2033983... und

t =  q(x.) =  ^ ( x . )  =  0,33190278 . . .  <  0,4 . (20)
9

Aus der Tabelle 1 (mit q (x) =  1/A (x)) ersieht man, daß q (x) in den 
Intervallen [0, xx) und (xt , 1] monoton wachsend bzw. fallend ist, 
also

s = q(l) =  13/53 (=  0,24528302...). (20a)

Tabelle 1

X (p{x) U cp (x) q(x)

0,0 4 1,25 0,3125

0,1 3,21533517 1,05320365 0,3275564

0,2 2,71485264 0,90105601 0,33189869

0,3 2,37296598 0,7807519 0,32901944

0,4 2,12748803 0,68381519 0,32141906

0,5 1,94444444 0,60444444 0,31085715

0,6 1,80384814 0,53855399 0,29855839

0,7 1,69324298 0,48319497 0,2853666

0,8 1,60449997 0,436193 0,271856

0,9 1,53211035 0,3951437 0,258411

1,0 1,47222222 0,36111111 0,24528302

x1 2,70110017 0,89650262 0,33190278
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§ 2. D ie Schranken s = 0,29 und t = 0,31

Für die Funktionen (in 0 ^  x ^  1)

f a  (X) =
1 — a ____ 1 + a

(1 + ax)2 (1 + x + ax)2
gilt nach (9), (10)

(U<pa) ( X )
1

(1 + x + d f  '

(21)

(22)

W (x')Wir setzen wieder Xix) =  TTa . . . Nach einer Idee von W irsing [6]U (pa (x)
legen wir den Parameter a durch die Bedingung

X(0) = X(1) (23)
fest. Das ergibt die Gleichung

2

2 • (1 + a)2 = (1 -  a) + (1 + a) , (24)

oder, wenn man f = 1 + a setzt

2 • = 2 + 3£ . (24a)
Die Gleichung (24a) läßt sich durch Iteration lösen, d. h. 
Sn+{ = ^1 + l,5 fn mit £0 = 1. Man erhält (eine monoton steigende 
Folge2 und)

lim fw= f =  1,3126598..., (25)
11 —* CO

also a = 0,3126598.... Für den Wert X (0) (= A(l)) ergibt sich

A (0) = 2 • (1 + a)2 = 3,4461515 ... . (26)
Die Extrema von X(x) (= das einzige Minimum in [0,1]) ergeben sich
aus X (x) = 0. Es folgt

3
(1 -  a)(l -  a -  a2) = /  \ + ax  \

(1 + a)(2a + a2) \1 + a x  + x ) ’
oder, wenn man

c = * r - a){1r a - f ) = 0,75299801

setzt:
(1 + u)(2tt H“ tt )

1 — c
c + a (1 — c) = 0,29751189.

(27 a) 

(28)

2 Oder eine monoton fallende Folge, wenn man bei f0 = 2 beginnt.
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Tabelle 2

X cp{x) U cp (x) q(x)

0,0 5,2642626 1,40803283 0,26747011

0,1 4,09329528 1,19654408 0,29231805

0,2 3,35988454 1,03166165 0,30690522

0,3 2,86681858 0,90024742 0,31402315

0,34 2,71347251 0,85499042 0,31509087

0,35 2,67819944 0,84423895 0,31522632

0,36 2,64404524 0,83370026 0,31531241

0,37 2,61096184 0,82336854 0,31535067

0,38 2,57890357 0,8132382 0,31534261

0,39 2,54782735 0,80330382 0,31528975

0,4 2,51769258 0,79356021 0,31519345

0,45 2,37985213 0,74753285 0,31410895

0,5 2,26051009 0,70558545 0,3121355

0,6 2,06505942 0,63206454 0,30607572

0,7 1,91273302 0,56990708 0,29795433

0,8 1,79152106 0,51682199 0,28848222

0,9 1,69336834 0,47107862 0,27819029

1,0 1,6126958 0,43134792 0,26747011

Mit diesem Wert x0 berechnet man X (x0)

¿(*o) = ( ! - « )
1 X q d

1 + ax0 +

1 + x0 + a 
1 + x0 + a x0

2

3,2517146... .+ (1 + cl) (29)
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Die Schranken s und t lauten somit

s = 4 = o•29ol78,7■'■
, (30)

und t = - J — = 0,30753006....A(x0)

§ 3. Die Funktionen cp(x) = A <pax (x) + By^ (x)

1Schreibt man für die Funktion 

nach (9) kurz
(1 + x + cl)2 

(U<pa)(x) = y>a(x) .

= ya(x), so gilt also 

(31)

Für mehrere a = a{ hat man (Uq> ) (x) = y> (x), also wegen der Lineari
tät des Operators U auch

U  ( A  f «  + B  < p j  (X) = A  V a , (X) + B V a , (X) > (32)

wobei A, B  = Konstanten sind (und a{,a2 = Parameter).
Setzt man speziell A = 1, a{ = 0, a2 = 1, B (^  0) = Konstante, so 

hat man

für

(U<p) (x) = 1 ; + B
(1 + x)2 (2 + x)2 ’

'’w  = 1 + i r b F + O T

(33)

(33 a)

Für B = 1 erhält man die Funktion in (17). Wir legen B durch die 
Bedingung

V
u<p (0 ) (34)

fest und erhalten 2 B2 + ^ B  — 9 = 0 oder

n - 9  + 7^233 
B = ------ 1 6 ^ - 1,6321313... (35)

Es wird q (0) = —-  (0) (= q (1)) = 0,26747001... = s. Das Maximum
der Funktion q (x) berechnen wir durch eine Tabelle 2 dieser Funktion. 
Es wird

t «  0,3154 (< 1/3) . (36)

Trotz „bestmöglicher“ Wahl der Konstanten B ergibt sich keine Ver
besserung der Schranken s und t, denn nach §2 wissen wir ja bereits
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s = 0,29 und t = 0,31. Nach W ir sin g  [6] führt jedoch die Funktion

<p(x) = 8- <pai (z) -  7 • <pa2 (x) (36)

mit ax = 0,6247, a2 = 0,7 auf die Schranken s = 0,302 und t = 0,3043, 
was man am einfachsten mittels Tabellierung der Funktion <p(x) im 
Intervall 0 ^  x ^  1 beweist. Dazu scheint ein Taschenrechner noch 
geeignet zu sein.

§4. Die Funktion 8 • cpa{ (x) — 7 • (x) mit ax = 0,6247 und a2 = 0,7

Um die Funktion (p(x) = 8 yai (x) — 7 (x) tabellieren zu können,
schreiben wir

<Pt (») = 8<Pa,(*) =
3,0024

(1 + 0,6247 z)2 +
12,9976 

(1 + 1,6247 z)2
und

<p2 (x) = 7 (pM_ (x) = 2,1
(1 + 0 ,lx )2+ 11,9

(1 + 1,7 z)2'
Weiters setzen wir

y>i (x) -  8v0l(z) = 8
n  6247  +  x \

■J, y>2 (x) = 7 ya2 (x) =

Damit wird

Tabelle 3a

X <p(x) Vi (x)

0,0 16,0000000 3,0307047

0,1 12,2780453 2,6894462

0,2 9,7765936 2,4027415

0,3 8,0043660 2,1595531

0,4 6,6967409 1,9515003

0,5 5,7004065 1,7721266

0,6 4,9212535 1,6163934

0,7 4,2987356 1,4803219

0,8 3,7923532 1,3607363

0,9 3,3741150 1,2550772

1,0 3,0241277 1,1612631

Tabelle 3b

X f 2(x) xp2(x)

0,0 14,0000000 2,4221453

0,1 10,5273326 2,1604938
0,2 8,2431930 1,9390582

0,3 6,6533976 1,7500000

0,4 5,4980081 1,5873016

0,5 4,6292539 1,4462810

0,6 3,9578407 1,3232514

0,7 3,42708594 1,2152778

0,8 2,99951783 1,1200000

0,9 2,64950842 1,0355030

1,0 2,3590167 0,96021948
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Die vier Funktionen (p{(x), y>{(x) sind monoton fallend in [0,1]. Aber 
auch op (x) = 9ox (x) — <p2 (x) und V <p (x) = y)x (x) — y)2 (x) sind, nach 
Tabelle 3 c, monoton (fallend). Wegen a2 > ax ist:

(p (x) ^ + 1,09760,9024
(1 + a2x)2 ' (1 + a2x + x):

> 0 und U(p(x) ^ 1
(1 + a2 + xy >0

für alle xe  [0,1].
Wir setzen wieder q(x) = — % ^  und haben aus Tab. 3a und 3b(p{x)

Tabelle 3c

X <p(x) U (p (x) q(x)

0,0 2,0000000 0,6085594 0,30427970

0,1 1,7507127 0,5289524 0,30213547

0,2 1,5334006 0,4636833 0,30238889

0,3 1,3509684 0,4095531 0,30315520

0,4 1,1987328 0,3641987 0,30381975

0,5 1,0711526 0,3258456 0,30420091

0,6 0,9634128 0,2931420 0,30427455

0,7 0,87164966 0,2650441 0,30407182

0,8 0,79283537 0,2407363 0,30363971

0,9 0,72460658 0,2195742 0,3030254

1,0 0,66511103 0,20104362 0,30227078

Damit scheint3 die Wirsing-Behauptung 0,302 ^  q(x) ^  0,3043 verifi
ziert zu sein.

Bemerkunq: Statt q Ix) = —--------—------------- - kann man die analogy ' (1 + ax) (1 + ax  + x) 6
1

gebaute Funktion h ix) = —--------—----------- wählen. Man hat6 ' (1 + ax) (1 + ax  + 2x)
dann nach (1)

„scheint“ deswegen, weil die Extrema von q(x) noch näher zu untersuchen wären 
(analog wie in Tab. 2)!
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{G K) (x) = i  £5

= *

n + x + a n + 2 +

1

1_____ 1 .■f x + a_\

■ + ;1 + # + a 2 + æ 

+ 1)

!— 1 .x + a_\

F »  / . w - (i + » > * .(« )- i [ i + / t ^ ]  ’ *
nach (2)

wird

Schließlich folgt wegen £7 (f'a) = ( —) (Tfa)r:

V <pa (x) - ; + & -\-1

für
(1 + a + x)2 (2 + a + æ)2 ’

(¿r) = (a + 1) (a + 2) (1 — q)q
a (l + qx + 2x)2 (1 H- ax)2
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Anzeiger der Österreichischen Akademie der Wissenschaften, 
math.-naturwiss. Klasse 124 (1987), 101— 104

Das wirkliche Mitglied Josef Zemann legt für die Aufnahme in den 
Anzeiger die folgende Arbeit vor:

Auflichtoptische U ntersuchungen an Osmium 

Von Eugen Libowitzky

(Institut für Mineralogie und Kristallographie der Universität Wien)

In Fortsetzung der optischen Untersuchungen an Platingruppen
elementen mit hexagonaler Dichtestpackung (für Ruthenium siehe 
Libowitzky, 1986) wurden die Reflexionskurven von reinem Osmium 
im Bereich zwischen 400 und 800 nm in Luft und Immersionsöl (DIN 
58884) für den ordentlichen und den außerordentlichen Strahl gemessen 
und die optischen Konstanten berechnet.

In der neueren Literatur finden sich einige Angaben über das 
Reflexionsvermögen von Osmium (Stumpfl und Tarkian , 1973; Tar- 
kian , 1981; Cabri et ah, 1981; P icot und J ohan, 1982). Dort handelt 
es sich aber ausschließlich um natürlich vorkommendes Osmium mit 
maximal ca. 96% Os. Außerdem wurde in allen Arbeiten auf eine 
Angabe von R0 und Re (oder Re.) ebenso wie auf die Berechnung der 
optischen Konstanten verzichtet.

Für die optische Untersuchung wurde pulverförmiges Reinst- 
Osmium (Os > 99,9%; Fluka AG) im Lichtbogen geschmolzen, in 
Kunstharz eingebettet, mit SiC Nr. 600 geschliffen und mit 6 gm- und 
1 gm-Diamantpaste und abschließend mit „Mastermet-fluid“ poliert. 
So lag eine polykristalline, ca. 100 Körner umfassende Probe für die 
Messungen vor. Als Meßgerät diente ein Auflichtmikroskop Leitz 
Orthoplan Pol (Objektiv: Planachromat 20 x , eff. N. A. 0,20) mit einem 
Photovervielfacher S20, EMI 9558 und ein Leitz Monochromator 
(A X = 7 nm). Ein Personal Computer unterstützte die Meßdatenerfas
sung und die statistische Auswertung.

Zur Gewinnung der Reflexionswerte R0 und Re diente folgende 
Überlegung: Nach einer einfachen statistischen Berechnung, die auf 
dem Vergleich von Teilen einer Kugeloberfläche beruht, ist die Wahr
scheinlichkeit, daß unter n statistisch orientierten Körnern des An
schliffes mindestens eines weniger als a Grade gegen den Hauptschnitt 
geneigt ist W (%) = 100- [1 — (1 — sina)n]. Abb. 1 bringt Kurven dieser 
Funktion. Für oc = 3° und n = 100 erhält man W = 99,54%; es ist also 
sehr unwahrscheinlich, daß unter 100 Körnern jenes mit der stärksten 
Bireflexion mehr als 3° schief zum Hauptschnitt getroffen wurde. Dieses 
Korn wurde zunächst nach den Anisotropiefarben und dann feiner 
durch Messung der Bireflexion bei 700 nm gesucht; die Wellenlänge
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wurde gewählt, weil vorläufige Messungen gezeigt hatten, daß für 
X ~  700 — 780 nm die Bireflexion stark ist (vgl. auch unten).

Für eine andere statistische Methode zur Bestimmung der Haupt
reflexionswerte absorbierender Kristalle siehe Marcos P ascual und 
Virgos R ovira (1987).

Abb.l: Kurven der Wahrscheinlichkeit (95%, 99%, 99,9%, 99,99%), daß unter n
statistisch orientierten Körnern eines Anschliffes mindestens eines weniger als a 
Grade gegen den Hauptschnitt geneigt ist.

Die Messung der Reflexionswerte verfolgte mit linear polarisiertem 
Licht in Schritten von 20nm. Von 400 bis 700nm wurde (W,Ti)C als 
Standard verwendet, von 700 bis 800 nm SiC. Es wurde je Wellenlänge 
lOmal gegen den Standard gemessen, wobei jeweils 20 Stichproben 
genommen wurden. Die Ergebnisse sind in Tab. 1 zusammengefaßt und 
in Abb. 2a dargestellt. Der Fehler der Reflexionsdaten beträgt ca. 1% 
relativ. Die Bezeichnung Re (an Stelle des statistisch ermittelten Re.) ist 
insofern gerechtfertigt, als die Differenz zwischen dem Reflexionswert 
Re und Re,, der maximal 3° gegen den Hauptschnitt geneigt ist (siehe 
oben), wesentlich kleiner ist als der Meßfehler. — Das läßt sich relativ 
leicht an Hand einer Ellipse zeigen, bei der die Haupt- und Nebenach
sen im Extremfall der maximalen Bireflexion die Werte ~  76 und ~ 44 
annehmen: Die Differenz zwischen Re und Re, beträgt dann ca. 0,2% 
abs., der Meßfehler jedoch ca. 0,7% abs.

Aus den Reflexionswerten wurden anschließend die optischen Kon
stanten n, x und k berechnet (vgl. K oenigsberger, 1914). Die erhalte
nen Kurven, die durch geringfügige Änderungen in der zweiten Dezi
malstelle der iü-Werte geglättet wurden, sind in Abb. 2b—d dargestellt.
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T abelle 1: Reflexionswerte von Osmium zwischen 400 und 800nm. — Die zweiten
Dezimalstellen wurden (innerhalb der Fehlergrenzen) so modifiziert, daß 
sich glatte n -, x- und ^-Kurven ergeben.

X (nm) ^0 R e imK

400 66,07 65,80 53,03 53,60
420 66,77 66,32 53,96 54,31
440 66,09 65,44 53,19 53,27
460 64,96 63,43 51,87 50,82
480 63,63 61,53 50,34 48,50
500 62,09 59,60 48,58 46,15
520 60,45 57,74 46,72 43,91
540 58,69 56,17 44,80 42,03
560 57,05 54,95 43,09 40,58
580 55,31 54,20 41,32 39,68
600 53,68 54,15 39,72 39,62
620 51,84 55,42 37,95 41,10
640 50,26 57,45 36,38 43,55
660 48,83 60,28 34,89 47,00
680 47,48 63,50 33,33 50,95
700 46,20 66,78 31,90 55,02
720 45,30 69,92 30,90 58,95
740 44,50 72,70 30,22 62,50
760 44,25 74,73 30,30 65,15
780 44,50 75,90 31,10 66,74
800 45,60 74,25 33,20 64,88

Abb. 2: Osmium, a) Reflexionskurven in Luft (R0 und Re) und in Ölimmersion (iMR0 und
imR e) \  b) Dispersionskurven der Brechungsindices n0 und ne\ c) Dispersionskur
ven der Absorptionskonstanten x0 und xe; d) Dispersionskurven der Absorptions- 
koeiflzienten k0 und ke.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.zobodat.at



104

Bei der Betrachtung der Reflexionskurven fällt die relativ starke 
Dispersion in Luft, besonders aber in Ölimmersion auf. Außerdem 
findet sich in Luft und in Öl eine Kreuzungsstelle der Reflexionskurven 
bei 600 nm, eine zweite Kreuzungsstelle bei 440 nm findet sich nur bei 
den tmi?-Kurven. Die Bireflexion (Re — R0) ist folglich von 400 bis 
600 nm negativ, von 600 bis 800 nm sehr stark positiv. Die Bireflexion 
in Immersionsöl (tmRe — imR0) ist von 400 bis 440 nm positiv, von 440 bis 
600 nm negativ, und von 600 bis 800 nm extrem stark positiv.

Die Doppelbrechung (ne — n0) ist im Bereich zwischen 400 und ca. 
560 nm stark negativ und wechselt bei 560 nm auf positiv. Hier fallen 
die hohen n-Werte besonders im kurzwelligen Teil des sichtbaren Spek
trums auf.

Die Biabsorption (xe — x0) ist generell schwach und zeigt zwei Kreu
zungsstellen bei 540 und 660 nm. Der optische Charakter wechselt dabei 
von positiv über negativ nach positiv. Die ^-Werte sind generell niedrig.

Die Kurven der &-Werte zeigen ebenfalls bei 610 nm eine Kreu
zungsstelle, wobei der optische Charakter von 400 bis 610 nm schwach 
negativ und von 610 bis 800 nm stark positiv ist. Die k-Werte liegen mit 
einem Maximum von 6 relativ hoch.

Im Vergleich zu den Reflexionskurven der oben genannten Autoren 
konnte der Wechsel der Bireflexion im Bereich um ca. 600 nm bestätigt 
werden. Auch ist eine gewisse Ähnlichkeit mit den Kurven von Ruthe
nium (Libowitzky, 1986) gegeben. Beide Elemente zeigen Kreuzungs
stellen zwischen den R0- und i£e-Kurven. Auch die x-Werte beider 
Elemente sind auffallend niedrig und verhalten sich in einigen Berei
chen sogar annähernd isotrop. Möglicherweise ist dieses Verhalten 
durch das c/a-Verhältnis von 1,58 bedingt, das ja nahe dem der idealen 
HCP und auch CCP liegt (c/a = 1,63). Hier spielen die fast identen 
Bindungslängen wahrscheinlich eine wichtige Rolle.

Der „Fonds zur Förderung der wissenschaftlichen Forschung“ (Projekt No. P3134 
und P4530) stellte die für die Auflichtmessungen benötigten Geräte zur Verfügung.
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In die Sitzungsberichte, Abteilung I, wird aufgenommen:
„Artenspektrum, Quantität und Phänologie der Schmetterlings

familie Noctuidae im Grüngürtel Wiens (vorläufige Resultate)“ von 
Stanislaus K omarek (vorgelegt von w.M. Wilhelm K ühnelt).

„Beitrag zur Entwicklung von Hypolagus und Lepus (Lagomor- 
pha, Mammalia) im Pliopleistozän“ von Florian A .F laderer (vorge
legt von w.M. Helmuth Zapfe).

In die Sitzungsberichte, Abteilung II, wird aufgenommen:
„Equations over Varieties of Abelian Groups“ von H .H ule und 

G .P ilz (vorgelegt von w.M. Wilfried N öbauer).

„Application of Lyapunov’s functions to finding periodic solutions 
of systems of differential equations with impulses“ von S. G. H ristova 
und D .D .B ainov (vorgelegt von w.M. Edmund H lawka).

Im Zeitraum vom 1.4.—30.6.1987 wurden folgende Arbeiten in 
die Monatshefte für Chemie aufgenommen:
Babady-Bila , Tandu K. R.: Triterpenoid constituents from Gardenia 

imperialis
B erger, R.A., and R .J. Sobott: Characterization of T1Cu7S4, a 

crookesite analogue
Buggle, K., and B. F allon: Peracid oxidation of benzothiopyranthio- 

nes and benzopyranthiones
Chadha, S.L., and V. Sharma: Synthesis, characterization and reac

tion of 2,2,2-trichloroethoxy derivatives of chromium(III)
Choma, J., and M. J aroniec: Consequence of assuming gamma-type 

distribution for characterizing structural heterogeneity of micropo- 
rous solids

Cyv in , B .N ., S. J.C yvin and J. Brunvoll: Number of Kekule struc
tures for circumkekulene and its homologs

Czakis-Sulikowska, D.M., and A. Malinowska: Complex Formation 
of certain rare earth metals with l-(2-pyridylazo)-2-naphthol (PAN) 
in alcohol-water solutions

El-A w ad , A. M., and K. M. A. E l-Salaam: Action of salt formation on 
the bifunctional nature of 12-molybdophosphoric acid and their 
relationship to the catalytic activity

F alk, H., und H .F lödl: Beiträge zur Chemie der Pyrrolpigmente, 
76.Mitt.: Die Synthese von symmetrisch substituierten 2,2'-Bipyr- 
rolen durch oxidative Kupplung

F alk, H., W .M edinger und N. Müller: Beiträge zur Chemie der 
Pyrrolpigmente, 75.Mitt. Phytochrom-Modellstudien: Stereoche
mische Untersuchungen an einem zwischen den pyrrolischen Ringen 
A und C peptidartig überbrückten 2,3-Dihydrobilatrien-abc
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Galle, K., und K .U tvary: Fluordiazadiphosphetidine, 20.Mitt.: Die 
Dehydrofluorierung zwitterionischer und die Hydrofluorierung 
neutraler hydrazinsubstituierter Fluordiazadiphosphetidine 

Geid el , E., H .B öhlig, R. Salzer und G .G eiseler: Normalschwin
gungen substituierter Harnstoffderivate 

Geist , B., und D. K nittel: Kathodische Reduktion von 2-Azido-2,4- 
pentadien-l-onen Elektrolytische Untersuchungen an Vinylaziden, 
9. Mitt.

H assan , A., S. A. E l-Shatory and H. A. Azab: Polarography of exava- 
lent molybdenum in hydrophosphorous acid solutions 

H einisch , G., W. H olzer und C.Obala: Beiträge zur Chemie von 
Pyrazolylalkinen. 2. Mitt. über Pyrazole 

H ermann, R., and A. J. L. P ombeiro: Activation of alkynes by the 
dinitrogen complex [CoH(N2)(PPh3)3] towards catalytic oligomeri
zation and cyclization reactions

K leinpeter , E., M. Gabler and W .S chroth: Intramolecular flexibi
lity of heteroanalogous benzo- and dibenzo-l,5-cyclooctadienes 

K ocevar, M., B .S tanovnik and M .T isler: The Semmler-Wolff aro- 
matization and Schmidt reaction applied to some pyrido- 
[2',3': 3,4]pyrazolo[5,l-c][l,2,4]benzotriazines 

Labouta, I. M., N. H. E shba and M. Salama: Synthesis of some substi
tuted triazolo[4,3-b](l,2,4)-triazines as potential anticancer agents 

Majd a n , M.: The influence of the different salting out agents on the 
extraction of Ce, Eu, Gd, Tb, Tb using tri-n-butyl phosphate 

Marciniak, B., M .E lbanowski and S.Lis: Quenching the excited 
state of benzophenone by lanthanide 1,3-diketonate chelates in 
solution

Müller , N., and V. V. Lapachev: The use of coupling constants
for the investigation of tautomeric equilibria of azines 

N itzsche, R., R. H ildebrandt, R .M itzner und G .R öbisch: Gleich
gewichte und Kinetik zur 1:1 Komplexbildung von Aluminium(III) 
und Kojisäure in wäßriger Lösung

P ertlik, F.: The compounds KAs40 6X (X = CI, Br, I) and NH4As40 6X 
(X = Br, I): Hydrothermal synthesis and structure determinations 

P feuffer , L., und U. P in d u r : Zur Reaktion von E/Z-N-Benzolsulfo- 
nyl-3(2-methoxyvinyl)-indol mit Carbo- und Heterodienophilen: 
Neue Diels-Alder-Addukte aus der Indol- bzw. Carbazolreihe, 
5. Mitt.

Seleim , M. M., K. A. Idriss, A. S. E l-Shahawi, M. S. Saleh and H. Se- 
daira: Effect of the varying Tc-accepting properties of some ortho- 
substituted benzoic acids on the stability of mixed-ligand complexes 
containing quinizarin and thorium(IV)

Varvari, F.S., A. E. Mantaka-Marketou, G. Vassilopoulos and
J. N ikokavouras: Chemiluminescence in model membrane struc
tures. Chemiluminescence of lucigenin in the presence of Mg(OH)2 
and benzyl alcohol. Temperature effects
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Zbiral, E., E. P. Schreiner und H. Brandstetter: Strukturelle Ab
wandlungen an N-Acetylneuroaminsäuren, 8.Mitt.: Synthese von 
7-, 8-, 9-Desoxy- und 4,7-Didesoxyneuraminsäure

Im Zeitraum vom 1.7.—30.9.1987 wurden folgende Arbeiten in 
die Monatshefte für Chemie aufgenommen:
Baldus, P., R .B lachnik und C. Schneider: Konzentrationen von 

Isomeren des Typs PmAs4_mX3 in P4S3-As4S3 und P4Se3-As4Se3 Mi
schungen

B eyer , A., P .W olschann, A. B ecker, E .P ranka and G. B uch
bauer: Conformational calculations on constituents of sandalwood,
I. The search for the odoriferous principle of sandalwood 

B ru n i, P., B. Cardillo, G. Tosi and G. B ocelli: p-(Tricyanovinylide- 
ne)phenylhydrazones. Nucleophilic attack on carbon-carbon double 
bonds

Brunner , H., und H. F isch: Asymmetrische Katalysen, 39. Monohy
drosilane in der enantio-selektiven katalytischen Hydrosilierung 
prochiraler Ketone

Buggle, K., , U .N .G hogain and P.M acManus : Some reactions of 
2H-[l]benzothieno[3,2-b]pyran-2-ones and related compounds 

Czakis-Sulikowska, D .M ., and N .P ustelnik: The extraction of 
Yb(III) and Lu(III) with chloroform from aqueous solutions in the 
presence of cupferron

D ostal, W., G. H einisch and G. Lötsch: On the chemistry of pyridazi- 
nes, XXXVI. Novel diaza-analogs of 10,ll-dihydro-5H-dibenzo- 
[a,d]cyclohepten-5-one

E l-Shatoury, S.A., M .M .G irgis and A. H assan: Amperometric de
termination of trivalent arsenic in sulphuric acid solution in the 
presence of fluoride ions

Ealeschini, G., und E. N achbaur: Si29- und C13-NMR Untersuchun
gen zur Struktur persilierter Urazole 

F alk, H., H. F lödl and U. G. W agner: Beiträge zur Chemie der Pyr- 
rolpigmente, 77.Mitt.: Synthese und Struktur von b-Nor-bilatrie- 
nen-abc und b-Nor-biladienen-ac, bzw. Bi-9,9'-dipyrrinonylidenen 
und Bi-9,9'-dipyrrinonylenen

Gewald, K., M. Grüner , U. H ain und G. Süptitz: Ringsumwandlung 
von 2-Amino-thiophen-3-carbonsäureestern 

Grubmayr, K., und G .K apl: Elektrophile Substitution und nucleo
phile Addition an 3,4-Dihydro-5(lH)-pyrromethenonen 

Grubmayr, K., und U.G. W agner: Zum Mechanismus der nucleophi- 
len Addition an 2,3-Dihydrodipyrrin-l(10H)-one 

Grubmayr, K., and U. G. W agner: Zur intramolekularen nucleophilen 
Addition von 2,3-Dihydropyrrin-l(10H)-onen 

H ase , Y.: Isotopic product rule for solid state lithium nitrate
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J ordis, U., F. Sauter , M. R udolf und G. Ca i: Synthesen neuer Chino- 
lon-Chemotherapeutika, l.Mitt.: Pyridochinoline und Pyridophen- 
anthroline als „lin-benzo-Nalidixinsäure“-Derivate 

J u n ek , H., E. T. Sarhan und H. Sterk: 2-Amino-l-cyan-glutaconsäu- 
re-l-methylester, ein Dimeres des Cyanessigesters und Cyanamid 

K appe , T., und H. W ildspanner: Nichtsteroide Entzündungshemmer,
4. Umlagerungen von Heterocyclen, 11. Ketenoide Umlagerung und 
Oxidation von 2-Pyronen zu l,4-Naphthochinon-5-alkansäuren 

K umar, A.: An alternate method to estimate the Pitzer coefficients of 
apparent molal expansibility of aqueous electrolytes 

Mautner , F.A., H .K rischner und C. K ratky: Die Kristallstruktur 
eines polynuklearen Co(III)-Komplexes in Cs2C03(N3)8

Messmer, A., G. Hajos, G.Timäri and A.G elleri: Novel reactions 
with hetaryldieneamines as activated olefins 

N eudeck, H. K.: Aromatische Spirane, 15. Mitt.: Darstellung von 2,2'- 
Spirobi-(s-hydrindacen)-l,l'-dion und von 4,4'disubstituierten 2,2'- 
Spirobi-(s-hydrindacenen)

P ucher, R., und H. Griengl: Substituierte 5-Hydroxypyrimidine und 
ihre 0,0-Diethyl-phosphorsäure-, 0,0-Diethylthiophosphorsäure- 
und N,N-Dimethylcarbamidsäureester 

P uzicha, G., A .L evai and L .S zilägyi: Oxazepines and thiazepines, 
XIX. Synthesis of optically active 2,3-dihydro-l,5-benzothiazepin- 
4(5H)-ones

R eisch, J., R. A. Salehi-Artimani, A. B athe und M. Müller: Acet} -̂ 
lenchemie, 7. Mitt.: Mechanistische Studien zur Synthese von Pyra- 
nol[3,2-c]chinolin-Alkaloiden aus 4-Hydroxychinolin-2-onen und 3- 
Chlor-3-methylbut-1 -in
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4 pHin ON ON P pHP o mP NO in pH mP pH P P M- CM NO pH ON M- CM o 0000PHCM00 pH
4 in in in bo ON COON CMb 4 b CMmCM b 4 4 4 bo bo (M4 4 bo b b 4 4 b b 4
ON ON ON On ON ON ON ON ON ON ON O n ON ON ON ON ON O n ON ON On ON ON ON ON O n ON ON ON ON O n

T-HpH in ON CM m pf pt ON pt mpP PH^H 00 in P p CMo nO P NO oo ON tH m NO ON pH P O
J3 COm4 NO bo b in 4 ON 4 4 4 CM4 co b b CMbo b bo b CM4 bo b b OO CMb 00 CM
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ANZEIGER

ÖSTERREICHISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
M A T H E M A T IS C H -N A T U R W IS S E N S C H A F T L IC H E  K L A S S E

DER

Jahrgang 1987 Nr. 7

Sitzung vom 6. November 1987

Das wirkliche Mitglied Edmund H l a w k a  legt für die Aufnahme in 
den Anzeiger die folgende Arbeit vor:

Sei X  eine kompakte, zusammenhängende, homogene Mannigfal
tigkeit, auf der die Gruppe 0  transitiv operiert und bezeichne fx das vom 
Haarschen Maß auf G induzierte Wahrscheinlichkeitsmaß auf X. Eine 
Funktion a>: [0, oo) -> X  heißt schwach gleichmäßig gleich verteilt (sgg.), 
wenn für alle stetigen Funktionen f:X -+ R

gilt. Es ist dies eine Verallgemeinerung des von E. H l a w k a  [5] für 
Folgen eingeführten Begriffs. In [5] wird auch gezeigt, daß in kompak
ten, metrisierbaren Gruppen fast alle Folgen sgg. sind. Ein allgemeine
rer Beweis für kompakte metrisierbare Räume findet man in [1], wo ein 
ergodentheoretischer Zugang gewählt wurde. Es soll nun ein analoges 
Ergebnis für Funktionen abgeleitet werden.

Dazu betrachte man auf X  einen Markoffprozeß mit den Über- 
gangswahrscheinlichkeiten P (t,x, E ) ( t ^ 0 , x e X , E ^ X  Borelmenge), 
wobei die sogenannte Chapman—Kolmogoroff-Gleichung

M e t r is c h e  S ä t z e  ü b e r  s c h w a c h  g l e ic h m ä s s ig

GLEICHVERTEILTE FUNKTIONEN

Von Michael D r m o t a

1. Einleitung

J f(co(t))dt= jfd fl = 0 (1)

J P (t, y, E) P (s, x, dfi (y)) = P (s + t, x, E)
X

(2)
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erfüllt sein soll. Sei C die Menge aller stetigen Funktionen 
(d\ [0, oo) —► X, so wird durch die Festlegung

v ({o)E C : 0) (t)E E} )-.= [! (E) ( t^  0, E ^  X  Borelmenge)

v ( { w E C : ( a > ( t l) , . . . , a>( t n) ) E B } ) : =  (3)

=  j* P  (tn — tn_ j , %n — i> ^  (Xn)) • • • P  (̂ 2 — ^  (^2)) (*̂ l)
B

(n ^  2,0 ^  tt < ... < tn, B 9= X 11 Borelmenge)

ein Maß auf C festgelegt. Es soll weiters vorausgesetzt werden, daß die 
Übergangswahrscheinlichkeiten homogen sind, für alle gEG also 
P (t,g • x,g • E) = P (t, x, E) gilt. Dies bedingt, daß v translationsinvari
ant wird, d. h. v (M) = v (g • M) für alle gEG.

2. Ein allgemeiner metrischer Satz

Satz 1. Sei X eine kompakte, zusammenhängende, homogene, Rie
mannsche Mannigfaltigkeit und /u das natürliche Wahrscheinlichkeitsmaß 
auf X. Weiters bezeichnen P (t,x, E) homogene Übergangswahrscheinlich
keitsmaße eines Markoffprozesses auf X, für die für ein t0 > 0 und ein 
c > 0 für alle x e X  und alle Borelmengen E c  X  P (£0, x, E) ^  cp (E) gilt. 
Dann sind v-fast alle Funktionen coeC schwach gleichmäßig gleichverteilt.

Beweis. Zunächst sei bemerkt, daß es reicht, (1) für ein abzahlba
res Erzeugendensystem eines in den stetigen Funktionen / :  X —► [R 
dicht liegenden Teilraums zu zeigen. Weiters kann man o.B.d.A. 
annehmen, daß für so eine Funktion /  des Erzeugendensystems

11/1| = max \f(x)\ = 1 und j fd p  = 0 gelten, da (1) für konstante
x e X  x

Funktionen immer gilt. Bezeichne für ein coeC

Ft (w) T J7 (co(f))dt
0

(4)

so gilt nach [3, Theorem 1] für r-fast alle ojeC

lim Ft (oj) = lim F w(co) = 0 . (5)
T  - y  00 N  - *  00

Damit gibt es nach dem Satz von Egoroff für jedes m ^  1 ein Sm <= C mit 
v(Sm) > 1 — 1/(2m), so daß FN bzw. Fr auf Sm gleichmäßig gegen 0 
konvergiert. Es gelte daher FT(w) < 1/(2 m) für alle T ^  T (m) und alle 
coeSm.
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Betrachte man nun die Halbgruppe r-maßerhaltender Transforma
tionen ((TJ)f^ 0 auf L 1 (C), die durch (T,g) (cd) = g(cot) (cot(s) = cd (s + t)) 
definiert ist (siehe [3]). Sei N  ^  T (m) eine natürliche Zahl, dann folgt 
aus dem Ergodensatz [7, Satz 3.2.1]

lim - t  £  (T ^ ,^ ) (co) = h((o) (6)
oo a k = 0

(xSm bezeichne die charakteristische Funktion von Sm) für alle (oeRmN 
mit v (RmN) = 1 und für ein h mit TN h = h. Wie in [3] kann mit Hilfe der 
Bedingung P (t0,x, E) ^  c ju(E) gezeigt werden, daß h konstant ist. 
Diese Konstante berechnet sich mit Hilfe des Satzes von Lebesgue zu

fhdv=  lim - t  £  J XsJ^y) dv((o) = v(SJ . (7)
C K -> co k =  Q c

Folglich gibt es für alle coERmN eine Folge natürlicher Zahlen (kh)h> p 
deren Dichte in den natürlichen Zahlen kleiner als 1/(2 m) ist, sodaß für 
alle k , die von den kh verschieden sind, cokN in Sm liegt. Damit gilt für alle

.  K  -  1 .  (k+  l)N  \ K -  1

lim Z  K i  f(°>(s))ds = lim -jr E  <
K  -  oo A  k = oK -  oo K  k = 0 N  kiV

(8)

Fn (M1cN.
m-x eS„,

r) + l  y
kJV , 2m 2m m0 ^  k ^  K -  1 

<ok. y $ S,„

00 00
Daher gilt für r-fast alle Funktionen, nämlich für a>E n n

m = 1 A = T (m)

Ist nun T b  IR, so gilt

J  K -1 1 LJrVfi

k t? 0 ^ K r )   ̂ ,?« Flw  {cüĵ ' ‘
2

[VT]’
(10)
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womit der Satz bewiesen ist, wenn man noch den abzahlbaren Durch
schnitt über die Funktionen des Erzeugendensystems bildet.

Bemerkung. Oft betrachtet man anstelle des Maßes v auf C Maße 
vw (weX) auf den Mengen Cw = {coe C : a> (0) = w} mit der Definition

vJ{«>eCw:(a>(t{),...,a>(tn))eB}) =
( 11)

= J P(tn — tn_ p xn_ p d/u(xn)). . . P(t2— tx,x v dp (x2)) P (ti9w, dp (x,)) .
B

Wegen der Eigenschaft, daß die sgg. Funktionen aus Cw durch Transla
tion bijektiv auf die sgg. Funktionen aus Cw, abgebildet werden können 
und daß immer

v{M) = j  vw (M n  CJ dp (w) (12)
x

gilt, sind auch für alle we X  rM.-fast a^e Funktionen aus Cw sgg.

3. Verallgemeinerung auf Gewichte

Bezeichne p (t) (t ^  0) eine positive, Riemannintegrierbare Ge
wichtsfunktion, sodaß

P(T) = ]p(t)dt (13)
0

für T -> oo gegen oo konvergiert. Die einfachste Verallgemeinerung der 
schwach gleichmäßigen Gleich Verteilung ist durch die Forderung

P ( T ) i

k T) ) d t -  \fdfx = 0 (14)

für alle stetigen / :  X  -► IR gegeben.
Ist p (t) monoton und gilt p (T ) T = 0(P (T7)), so folgt mittels par

tieller Integration, daß jede sgg. Funktion w (t) auch sgg. bezüglich p (t) 
im Sinne (14) ist. Man erhält daher

Satz 2. Sei p (t) eine monotone, positive, Riemannintegrierbare Ge
wichtsfunktion mit (13) und p (T) T = 0 (P (T)). Dann sind unter den 
Voraussetzungen von Satz 1 v-fast alle Funktionen sgg. bezüglich p (t) im 
Sinne (14).

Fordert man schwächere Wachstumsbedingungen für p (t), so muß 
der betrachtete Markoffprozeß spezialisiert werden. Von nun an beziehe
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sich alles auf jenen, dem die Wärmeleitungsgleichung A u = zugeord
net ist (siehe etwa [3]). Hier kann man mit den Methoden von [2] und 
[3] zeigen, daß unter der Bedingung p (T) T* = 0 (P (T)) für ein a > 0 
r-fast alle Funktionen bezüglich p (t) gleich verteilt sind, also

lim p T m h W f^ W ) * 1* = J-M“ (15)
T - c o  K1 ) o X

gilt. Durch unmittelbare Übertragung des Beweises von Satz 1 erhält 
man sofort

Satz 3. Sei p (t) eine positive, Riemannintegrierbare Gewichtsfunktion 
mit (13) und p ( T ) T a = 0 (P (T)) für ein a > 0. Dann sind v-fast alle 
Funktionen sgg. bezüglich p (t) im Sinne (14), wenn man den der Wärme- 

öuleitungsgleichung Au  = zugeordneten Markoffprozeß zugrundelegt.

Eine andere Möglichkeit, die schwach gleichmäßige Gleichvertei
lung für Gewichte zu verallgemeinern, ist zu fordern, daß

l  k  - 1  

lim lim — ^
T -> co K co R  Je =  0 P(T)

p-‘ak + t)P(.T))
j P(t)f((o(t))dt- ¡¡du

P - ' ik P iT ) )
= 0 (16)

für alle stetigen/: X  -> R gilt. Man erkennt sofort, daß a> (t) genau dann 
in diesem Sinn sgg. bezüglich p (t) ist, wenn co(P-1 (t)) im ursprüngli
chen Sinn sgg. ist. Diese Begriffsbildung kann sicher nicht mehr direkt 
mit ergodentheoretischen Methoden untersucht werden. Es empfiehlt 
sich ein direkter Zugang, der am einfachsten im euklidischen Fall 
anzuwenden ist. Sei also X  jetzt der n-dimensionale Torus [Rn/Zn mit der 
üblichen Brownschen Bewegung als Markoffprozeß (siehe [6]). (Man 
spricht im Falle [Rw/ / w auch von Gleich Verteilung modulo 1.) Hier läßt 
sich folgendes Resultat zeigen:

Satz 4. Sei p (t) eine positive, beschränkte, Riemannintegrierbare Ge
wichtsfunktion mit (13). Dann sind fast alle Funktionen sgg. modulo 1 
bezüglich p(t) im Sinne (16), wenn man die Brownsche Bewegung als 
Markoffprozeß zugrundelegt.

Der Beweis ist dem aus [4] ähnlich. Anstelle der dort betrachteten 
Funktion g (T ) verwende man die Funktionen

9k (T) = ±  Z
, P - ' ( ( k +  l)P(T))

K ^ P ! ^ i  p(s)p(t)e
Ä  Jc = 0 r  K1 ) P - ' ( k P ( T ) )

2n*\h\*\t-S\dsdt , (17)

für die wegen der Beschränktheit von p (t) l im ^ ^  gK (T) für T-»oo 
gegen 0 konvergiert. Weiters sei erwähnt, daß man anstelle des inkor
rekten Arguments bezüglich der gleichgradigen Stetigkeit der Funktio
nenfolge SK(a),h, T) ein zu (10) ähnliches Argument gebrauchen muß.
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Anzeiger der Österreichischen Akademie der Wissenschaften, 
math.-naturwiss. Klasse 124 (1987), 119— 130

Das korrespondierende Mitglied Alexander Tollmann legt für die 
Aufnahme in den Anzeiger die folgende Arbeit vor:

Geohydrologie und  H ydrochemie des K obernausserwaldes (OÖ)

Von H arald W immer*, Salzburg 
(Mit 1 Abbildung und 2 Tabellen)

1. Einleitung
Eine am Institut für Geowissenschaften der Universität Salzburg 

(HR Prof. Dr. T. Gattinger und Prof. Mag. Dr. G. Tichy) durchge
führte Dissertation wird hier mit ihren wichtigsten Ergebnissen kurz 
dargestellt.

Das 510 km2 große Gebiet des Kobernaußerwaldes im südwest
lichen Teil des nördlichen Alpenvorlandes Oberösterreichs (öK 46, 47, 
64, 65) bot sich in mehrfacher Hinsicht für eine umfassende geohydrolo- 
gische Bearbeitung an (Abb. 1).

Das Vorkommen von Braunkohle, Erdöl und Erdgas führte schon 
bald zu einer umfangreichen Forschungstätigkeit. Aufgrund wasser
wirtschaftlicher Überlegungen und der Tatsache, daß der Kobern - 
außerwald zu den größten, zusammenhängenden und daher noch weit
gehend anthropogen unbeeinflußten Waldgebieten Österreichs zählt, 
wurde der hydrogeologischen Erforschung immer mehr Augenmerk 
geschenkt, was zahlreiche Untersuchungen aus jüngster Zeit belegen. 
Diese Arbeiten und eine große Anzahl unveröffentlichter Wasseranaly
sen ließen es sinnvoll erscheinen, ein eigenes Untersuchungsprogramm 
zu entwickeln, welches zu einer verfeinerten Darstellung der hydrogeo
logischen Verhältnisse führen sollte.

Die Grundlage dieser Arbeit bildet eine möglichst lückenlose Erfas
sung und Beprobung aller Grund- und Oberflächengewässer. Der für 
eine detaillierte Hydrochemie erforderliche Probenumfang konnte nach 
einem Auswahlverfahren mit Hilfe der im Gelände gemessenen Para
meter Leitfähigkeit, pH-Wert, Wassertemperatur, Gesamt-Eisengehalt 
und Schüttung auf 31 Probestellen minimiert werden. Diese Wässer 
wurden ein Jahr lang periodisch untersucht und 20 verschiedenen 
Grund wassertypen zugeordnet.

Mit Hilfe der Methoden der Multivariaten Statistik konnten Ver
wandtschaftsbeziehungen zwischen den Wässern im Kerngebiet und 
den gespannten Wasservorkommen südlich und nördlich davon herge
stellt werden. Ebenso gelang es, eine Differenzierung der Schichtglieder 
im Hangenden der kohleführenden Süßwasser schichten vorzunehmen.

* Institut für Geowissenschaften der Universität Salzburg, A-5020 Salzburg, Hell- 
brunnerstr. 34.
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Abb. 1: Geohydrologischer Überblick über das Arbeitsgebiet

Die Verweildauer der Wässer aus den quartären Moränen- und 
Umlagerungsschottern und den obermiozänen kohleführenden Süßwas
serschichten beträgt zwischen wenigen Wochen und 50 Jahren. Die 
Wässer aus den mittelmiozänen Schottern und Sanden der Innviertler 
Serie sind zwischen 50 und 40000 Jahre alt.

Bei den seichten Grundwasservorkommen wurden zum Teil erheb
liche Nitratbelastungen festgestellt. Ein ungehindertes Eindringen von 
kontaminierten Wässern in die wasserwirtschaftlich relevanten Grund
wasserzonen ist wegen der uneinheitlichen Sedimentstrukturen beinahe 
überall möglich und entsprechend schwer zu kontrollieren.

Neben lokalen Grundwasserstauern treten großflächige Stauhori
zonte im Hangenden und Liegenden der Kobernaußer Schotter auf. Den 
Basisstauer für das Gesamtgebiet bildet die Oberkante der sogenannten 
Oberen Meeresmolasse (OMM).
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2. Geologie

Das Arbeitsgebiet liegt zur Gänze in der Molassezone des südwest
lichen Inn Viertels. (Vgl. Tab. 1.) Eine detaillierte Beschreibung liefern 
Baumgartner & Tichy, 1981.

2.1. T ertiär

Marine bis tiefmarine Sedimente aus dem Obereger und Eggenburg 
bilden die Basis der jungtertiären Ablagerungen des Kobernaußer- 
waldes.

Eine Serie von Sanden und Tonmergeln (Innviertler Serie) wurde 
im Ottnang in einem seicht-marinen Milieu abgelagert. Zusammen mit 
den hangenden Brackwassersedimenten der Oncophora Schichten wer
den diese als Obere Meeresmolasse bezeichnet. Die Oberkante dieser 
OMM kann als genereller Wasserstauer angesehen werden und weist ein 
starkes Relief auf.

Der eigentliche Höhenrücken wird von einer bunten Serie von 
Sedimentpaketen mit einer Gesamtmächtigkeit von 350 m aufgebaut 
(kohleführende Süßwasser schichten). Nach Mackenbach (1984) wurden 
diese KSWS von einem Urinn bzw. einer Ursalzach aus südwestlichen 
bis südöstlichen Richtungen aufgeschüttet. Diese von Baden bis zum 
U. Pannon dauernde Schottersedimentation wurde zwischenzeitlich 
mehrmals von Stillwasserperioden mit entsprechender Feinteilsedimen
tation unterbrochen. Hervorzuheben ist das im Baden angelegte Trim- 
melkamer Kohlenrevier, das Munderfinger Kohleflöz aus dem Sarmat 
und die im Sarmat bis U. Pannon gebildete Kohlenserie des Hausruck.

In einer letzten, rein fluviatilen Sedimentationsphase im U. Pan
non wurden die heute nur noch die höchsten Kammbereiche aufbauen
den Hausruckschotter abgelagert. Zusammen mit den KSWS werden 
diese als Obere Süßwassermolasse (OSM) bezeichnet. Die Schichten der 
OSM konnten mit Hilfe geohydrologischer und hydrogeochemischer 
Methoden weiter differenziert werden.

2.2. Q uartär

Auf eine längere Erosionsphase, die sogar die hangenden Schichten 
der OMM erfaßte, und einer Aufkippung des Gebietes nach Norden 
folgte im Prägünz eine Phase der Sedimentation von Terrassenschot- 
tern vorwiegend im Vöckla- und Mattigtal. Ein nach Südosten gerichte
ter Eisstoß während der Donau-Kaltzeit lagerte die bis 30 m mächtigen 
Eichwaldschotter im Nord westen des Kobernaußerwaldes ab.

Am weitesten und mächtigsten verbreitet sind die Endmoränen
wälle der Mindel- und ifass-Eiszeit im Süden des Arbeitsgebietes. Diese 
lagern im Westen den Unteren Kobernaußer schottern direkt auf, im 
Osten verzahnen sie sich mit den bis zu 200 m mächtigen Deckenschot
tern des Vöcklatales.
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OIE JUNGTERTIÄRE HOLASSE UND IHRE UHRAHHUNG 1H BEREICH DES KOBERNAUSSERVALDES H.UIHHER 1987

Stratigraphie |Bezeichnung der Schichtglieder Petrographisehe Beschreibung Sedimentation »ax.Rächt. SR | Poros.

Q U A R T Ä R  |

HOLOZÄN

PLEISTOZÄN

Jüngste AbUgerung*n 

Hi ndel-/Ri Ji-Ror inenschotter

Terrassen-/Deckenschotter

Vöckla-,Haltig-,Eichwald-Schotter

K l m ,  Sande, Lthie (luviatil 35 i

kalkreiche Kiese und Lehee glazial 209 s N

Vollschotter, Lehie, Seetone glazio-fluviat. E,N

um

TERTIÄR
PLIOZÄN |Usgelagerte Schotter ii N und S Residualschotter fluviatil

U.PANNON HAUSRUCKSCHOTTER

Fornacher-,Frankenburger-,Hochkuchl-

Vollschotter ♦/- Kalke 

-,Redl-Schotter

fluviatial 50 a NE l'i'i

K OBERE KOBERNAUSSERSCHOTTER Q-Krist.-Kiese,sandig, Tone lianisch- SO a NNE : 1: §: 1

0 Typ Uest/Ost fluviatil

0 1 HAUSRUCK-KOHLENSERIE (ia E) Q-Krist.-Kiese (sandig-tonig) lianisch 20 a NNU m
SARHAT 1 UNTERE KOBERNAUSSERSCHOTTER Q-Krist.-Kiese fluviatil 50 a NNE

HUNDERFINGER SCHOTTER Vollschotter fluviatil 40 a NU :I ;i :I

ü
D

HUNDERFINGER KOHLE-TON-FLöZ sandige Kohlentone lianisch 10 a NU
K U S U

BADEN

A

TRIHHELKAHER KOHLENSERIE (ia V) Q-Krist.-Kiese, O-Kohlentone lian.fluviatil 80 ■ NU 1 um
c

f,

GRIMBERGKIESE (ia E) Quarzitschotter, kongloaeriertfluviatil 40 a
1

UNU

KARPAT
1

0TTNAN6 ONCOPHORA-SCHICHTEN sandige Tonaergel Brackwasser 25 a

GLAUKON.SERIE TREUBACHER SANDE Feinsande seicht-marin 30 a N
li i P f

0 N BRAUNAUER SCHLIER Tonaergel seichl-aarin 50 a N ISIfill

V HEHRBACHER SANDE Quarz-Sande seicht-marin 80 a N

5
ROTAL.SCHLIER RIEDER SCHICHTEN sandige Tonaergel seicht-aarin 80 a N 1i m u i

H E
p

ROBULUS SCHLIER OTTNANGER SCHLIER feinsandige Tonaergel seicht-marin 100 a N U H U

I ATZBACHER SANDE Quarzsande seicht-aarin 80 a N IIIIIH

VÖCKLASCHICHTEN mergelige, glaukon. Sande seicht-aarin 280 a N U IU I

EG6ENBUR6 (HALLER SCHLIER (fehlt ia N) Tonaergel tiefaarin N 1 n u n

OBEREGER (OBERE PUCHKIRCHNER SERIE Sande, Kiese aarin/fluviatil N l ü f i l

SR....Schüttung in Richtung (NE) Poros.... Hochdurchlässige Schichten ::::::

EU-führende Sande und Schotter 

GU-Stauschichten RI1KII

Nach: BAUMGARTNER & TICHY (1981), HACKENBACH (1984), OBERHÄUSER (1980) und eigenen Untersuchungen

Tabelle 1: Der geologische Aufbau des Arbeitsgebietes

3. Hydrogeochemie

Um zu einer Darstellung der im Kobernaußerwald verbreiteten 
Grundwasser (GW)-Typen zu gelangen, wurde in den Sommer- und 
Herbstmonaten 1985 eine Kartierung der Quell- und Oberflächenwässer
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vorgenommen. Eine laufende Kontrolle und Ergänzung erfolgte bis 
zum Frühjahr 1987 (Wimmer, 1987a).

Bei 1300 verschiedenen Probestellen wurden die Parameter Luft-/ 
Wassertemperatur, pH-Wert, el. Leitfähigkeit, Schüttung, Aussehen, 
Geschmack, Geruch und Gesamt-Eisengehalt ermittelt. Hervorzuheben 
ist, daß die Erstaufnahmen zu Zeiten des Trockenwetterabflusses er
folgten. Damit ist die Vergleichbarkeit der Daten in einem überaus 
hohen Maße gegeben.

Die sehr gute Differenzierungsmöglichkeit von Wässern mittels 
pH-Wert und Leitfähigkeit wurde zum Auswahlkriterium für die de
taillierte hydrochemische Beprobung. Die Anzahl der Probestellen (31) 
für eine periodisch über ein Jahr angelegte Untersuchungsreihe wurde 
sehr klein gehalten. Dennoch konnten 20 Wässer als repräsentativ für 
voneinander unterscheidbare Grundwassertypen verifiziert werden.

3.1. B earbeitung der hydrogeochemischen D aten
Für die Interpretation standen nun rund 800 singuläre, ca. 100 

Mehrfach- und 23 periodische Analysenergebnisse zur Verfügung. Die 
zuletzt genannten Meßdaten (GBA-Wien, FA Geochemie, Dr. K lein ) 
konnten hinsichtlich der Veränderung der Ionenkonzentrationen unter
sucht werden. Gerade aus diesen Beobachtungen ergaben sich wertvolle 
Hinweise für die Verweildauer und die Herkunft der Grundwässer.

Der Einsatz von multivariater Statistik (z. B. Clusteranalyse) war 
schließlich notwendig, um die untersuchten Wässer verschiedenen 
Typen zuordnen zu können (TU Wien, Inst. f. anorg. Chemie, Dr. Var- 
m u t z a . Das Ergebnis ist in Tab. 2 in Form eines Dendrogrammes darge
stellt. Bei der Clusteranalyse wurden der pH-Wert, die Ionenkonzentra
tionen von Ca + + , Mg + + , Na + , K + , HC03-, CI-, S04“-, NOs- und 
der Si02-Gehalt verglichen.

Bei einer durchschnittlichen hydrogeochemischen Probendichte 
von 2/km2 Untersuchungsfläche konnte ein sehr differenziertes Bild von 
den hydrogeochemischen Verhältnissen gewonnen werden.
3.2. Beschreibung und geologische Zuordnung der G rund

wasser-Typen
A l: Verkarstungserscheinungen führen zu lokal sehr ergiebigen 

Quellaustritten an der Basis der kalkreichen Mindelmoränen. Mächtige 
Lehmschichten der unterlagernden pleistozänen Deckenschotter bilden 
die vorwiegenden Wasserstauer. Einflüsse von Düngung machen sich in 
relativ hohen Gehalten von Nitratwerten bemerkbar. Die Verweildauer 
liegt im Bereich einiger Monate.

A2: Die stark variierenden Mineralisationsgrade sind auf eine 
kleinräumig unterschiedliche Führung von kalkalpinen Anteilen (6— 
11%/Feinsandfraktion) innerhalb der Hausruckschotter vom Typ For- 
nacln zurückzuführen. Ähnlich wie bei A 1 führen Verkarstungserschei
nungen in den südlichsten, hier stark konglomerierten Partien zu sehr 
konzentrierten Quellaustritten. Sie sind an verlehmte Schichten im 
Hangenden der unterlagernden Oberen Kobernaußerschotter gebun-
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G R U M D W A S S E R T Y P E N  I fl K O B E R N A U S S E R U A L O H.WIMMER 1987

NR. WASSERTYP 6RUN0WASSERLEI TER 000 l/l pH HIERARCHISCHES CLUSTERDENDROGRAMM (Siiilartty

1,0 0,9 0,8 0,7 0,6 0, 5 0,4 0,3 0,2 0,1

A 1 Ca-HCC3 MINDELHORä NE 4,5-5,5 a n n m t i u
Frank enaark1 x x x x x x x Erläuterung pH-Wert

2 Ca-HC03 HAUSRUCKSCHOTTER 3,5-5 a n n t t u n t  t
Typ Fornach x x x x x x x x x

3 Ca-HC03-S04 HAUSRUCKSCHOTTER 3-3,5 a n t t u M M U t n  x S (stark sauer) 4-5

Typ Hochkuchl x I (sauer) 6-7

x a (alkalisch) 7-8

B 4 Ca-HC03 HAUSRUCKSCHOTTER 2 a x x x x x x  x A (stark alkal.) 8-9

Typ Frankenbg. t t n x  x
5 Ca-HC03 OBERE KOBERNAUSSERSCH. 2,5-3 A m m  x i

Typ Ost m t  x
6 Ca-Mg-HC03-5i02 HUNDERFINGER SCHOTTER 1,5-2 A lottmtt« t  x  

x  t

C 7 Ca-HC03-Si02 UNTERE KOBERNAUSSERSCH. 1 a

i t
um x  x x x x

Typ Ost x x t x  m t x  x
8 un»ineralisiert OBERE KOBERNAUSSERSCH. 0-0,5 s x x t x  X X X  X X

Typ West t x x x  t x x t x x x x x x x  X
9 Ca-HC03-Si02 UNTERE KOBERNAUSSERSCH. 1-1,5 a t x t x x x x  X X X  X

Typ West X X X X  X X
10 Ca-Ng-$04-Si02 QUARZITSCHOTTER 0,5 S t t x x x t x x x x  x  tt t

Heisterholz X X X

011 Ca-S04 GRIMBERG-KIESE 0,5 s m x x x x x x x x x x x x x  t x x x x x
Tiefenbach X X

X X
E12 Ca-Ng-HC03-Si02 EICHWALDSCHOTTER 2-2,5 A t x x x x x x x x x x x x x x x x i x x x x x x x x x x X

X m x x x x x x x x x x x x

FI3 Ca-Hg-HC03-Si02 MEHRNBACHER SANDE 2,5 A m x x x x x x x x x x x x x x 1 X X
artesisch x x x x x x x x x x x x x X X X

14 Ca-HC03 ATZBACHER SANDE 2,5 A x x x x x x x x x x x x x x x t x X t
artesisch t t

615 Ca-Hg-HC03 TREUBACHER SANDE 5,5-6 I x x x x x x x x x x I X
x x x x x x x x x x X X t

16 Ci-Hg-HC03 RISSMORÄNE 6 1 X X X X X X X X X X  X t t
Straßwalchen x x x x t m m

} I

H17 Ca-Mg-«C03 ÄLTERE DECKENSCHOTTER 5 l x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x  X t t
Südvestl.Innviertel x x x x x x x X X X X X  I

118 Ca-Hg-HC03 UMGELAG.KOBERNAUSSERSCH. 5,5-6 a x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x t
Aspach t

*

J19 Ca-HC03 HINDELMORÄNE BASIS 6-7 s-a m x x x x x x  x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x m x x x x x x x x x x x x x x x x
anthropogen beeinflußt

K2Q Ca-HC03 HIN0ELH0RÄNE WALL 10-13 s-a m m m m m m tm t x x x x x x t x m t t x x x x x x x x  x x x x x x x x x
anthropogen beeinflußt 1 1
Haselgebirge 7 1,0 0,5

Tabelle 2: Hierarchisches Clusterdendrogramm der Grundwassertypen

den. Die durchschnittliche Verweildauer kann mit mehreren Monaten 
angegeben werden.

A3: Der relativ hohe Sulfatgehalt beim Typ H ochkud il beruht auf 
der nach Westen zunehmenden Führung von Gipskomponenten (2— 
5%) in den H ausruckschottern. So wie bei A 2 sind die Quellaustritte der 
mehrere Monate gespeicherten Wässer an Lehme und Tone an der Basis 
der Hausruckschotter gebunden.

B 4: Die im Vergleich zu A 2 niedrige Mineralisation der Wässer ist 
auf eine geringere Verweildauer einerseits und auf eine geringere Vertei
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lung (2—4%) von kalkigen Feinstoffanteilen andererseits in den Haus
ruckschottern vom Typ Frankenburg zurückzuführen.

B 5: Die von Hausruckschottern überlagerten Oberen Kobernaußer- 
Schotter vom Typ Ost verzahnen sich merkbar mit den Kohle-Ton-Hori- 
zonten des nach Osten anschließenden Hausrucks. Die Quellaustritte 
sind an diese Horizonte gebunden. Die Verweildauer liegt im Bereich 
mehrerer Jahre.

B 6: Die stark alkalischen Wasser treten über einen weiten Bereich 
im Westen des Kobernaußerwaldes an der Oberfläche des Munderfinger 
Kohle-Ton-Horizontes aus. Die Zuordnung zu den Munderfinger Schot
tern ist nur bedingt gültig, weil ein Großteil der über einige Jahre bis 
Jahrzehnte gespeicherten Wässer über die hochporösen Kobernaußer- 
schotter im Zentralbereich infiltriert werden. Im Gegensatz zu den 
Kobernaußerschottern sind die Munderfinger Schotter mit 2—5% kalki
gen und dolomitischen Bindemitteln angereichert.

C7: Gebunden an die unterlagernden Vöcklaschichten fördern die 
kalkarmen (> 1%) Unteren Kobernaußer Schotter im Osten niedrigmine- 
ralisierte Wässer, die zum Teil Verweildauern von mehreren Jahren 
aufweisen.

C8: Huminsäure und stark eisenhältige Wässer mit geringsten 
Mineralisationen treten gebunden an mächtige Tonhorizonte in den 
Liegendbereichen der Oberen Kobernaußer Schotter vom Typ West aus. 
Trotz Verweildauern von Monaten werden in den bisweilen kalkfreien 
Kiesen keine nennenswerten Lösungsprozesse in Gang gesetzt.

C 9: Die im Zentral- und Westbereich bis zu 50 m mächtigen Unte
ren Kobernaußer Schotter sind von einem Quarzitkonglomerat unter
lagert und bilden aufgrund des weitgehenden Fehlens von eingeschalte
ten Stauhorizonten und kalkigen Bindemitteln einen hochporösen 
Grundwasserleiter aus. Dies wird durch die Identität der Wässer im 
Osten und Westen des Aquifers erhärtet. Die Verweildauer ist im Be
reich von einigen Monaten bis einigen Jahrzehnten angesiedelt.

C 10: Lokale Quarzitschotter-Komplexe innerhalb der Kobernaußer- 
schotter konnten mit Hilfe von huminsauren, gering mineralisierten 
Wässer abgegrenzt werden. Charakteristisch für diese Wässer ist ein 
extrem niedriger pH-Wert, der über einige km Oberflächenabfluß beibe
halten wird.

D il: Niedrig mineralisierte, sulfatreiche Wässer fördert ein klein
räumiges Vorkommen von Grimberg-Kiesen bei Vöcklamarkt. Die 
Quarz-Kristallin-Kiese sind karbonatfrei und führen untergeordnet 
Gipse.

E 12: Gebunden an Braunauer Schlier liefern die donaueiszeitlichen 
Eichwaldschotter im Nordwesten stark alkalische Wässer. Die Schüttun
gen sind minimal, da ein Großteil des Grundwassers in die unterlagern
den Sande der Innviertler Serie versickert.
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F 13: Ein großangelegtes System von artesischen Wässern mit 
einem Alter von bis zu 40000 Jahren (Goldbrunner , 1987) innerhalb 
der Schichtglieder der Innviertler Serie befindet sich im Nordwesten. 
Die Wässer sind durch einen ionenaustauschbedingten hohen Gehalt 
von Natrium-Ionen sowie einer erhöhten Konzentration von Si02 
charakterisiert. Die tiefen und damit ältesten Wässer stammen aus den 
Basisschichten der Mehrnbacher Sande.

F 14: Die artesischen Wässer im Südosten sind wesentlich jünger 
als die von F 13. Wie dort muß auch hier der zentrale Kobernaußerwald 
als Liefergebiet angenommen werden. Als Speichermedium treten die 
Atzbacher Sande auf.

G 15: An den durch Erosion freigelegten Ausbissen der Treubacher 
Sande kommt es infolge eines hohen Druckgradienten innerhalb dieser 
Schichten zu ergiebigen Quellaustritten. Die Wässer sind in der Regel 
älter als 50 Jahre.

G 16: Interessant sind die Wasservorkommen in den Hangend
bereichen der Riß-Endmoränenwälle im Bereich Straßwalchen aus zwei 
Gründen: a) Die Schüttungsmengen liegen über den für diese isolierten 
Kammlagen berechneten Werten; eine Zufuhr von Wässern entweder 
aus dem Kobernaußerwald oder aus der im Süden gelegenen Flyschzone 
muß angenommen werden, b) Der Chemismus der Wässer zeigt eine 
hohe Konvergenz mit dem der Wässer aus den Treubacher Sanden 
(G 15).

Aufgrund der zahlreichen oberflächennahen Zusickerungen sind die 
Wässer sehr anfällig für anthropogene Verschmutzungen.

H 17: Die älteren Deckenschotter im Südwestlichen Inn viertel führen 
Wässer mit zum Teil starken Eisengehalten. Zahlreiche Brunnenboh
rungen bewirken einen Wasseraustausch mit den artesischen Systemen 
unterhalb der Deckschichten des Braunauer Schliers.

118: Die seichten Grundwasservorkommen im Bereich lokaler, 
umgelagerter Kobernaußer Schotter bei Aspach sind durch hohe Minerali
sationsgrade, hohe Eisengehalte und auffallend hohe Kalium-Konzen
trationen im Vergleich zu niedrigen Nitrat-Werten gekennzeichnet.

J  19: In die Gruppe der anthropogen beeinflußten Wässer fallen 
einige ergiebige Quellen im Liegendbereich der Mindelmoränen bei 
Vöcklamarkt. Nach Abzug der anthropogen erhöhten Konzentrations
werte von Nitrat, Kalium und Sulfat sind diese Wässer weitgehend 
ident mit denen vom Typ A 1.

K20: Einige leicht kohlensaure und extrem stark mineralisierte 
Wässer aus den Hangendbereichen der Mindelmoränen im Westen wei
sen überdurchschnittlich hohe Chlorid-Werte auf. Trotz einer erkenn
baren, starken Verschmutzung müssen Einschaltungen von Haselge
birge als zusätzliche geologische Einflußfaktoren angenommen werden.
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4. Hydrologie

4.1. Entw ässerungssystem e
Entsprechend den geologischen Verhältnissen wird der Kobern - 

außerwald sehr uneinheitlich entwässert. Generell nimmt die Dichte der 
Oberflächenentwässerung von Osten (8—15 Bäche/km2) nach Westen 
(ausgeprägte Trockentäler) stark ab.

Die Entwässerung kann grob in 6 große Systeme eingeteilt werden.
1. Eine drainageartig nach Süden und Norden gerichtete Ent

wässerung aus den Kammgebieten im östlichen Zentralgebiet.
2. Im Gegensatz dazu ein starker Grundwasser-Abfluß im Westen 

mit Trockentälern und weitgehend niederschlagsunabhängigen, star
ken Quell-Austritten im Bereich Mattigtal.

3. Ein zurücktretender Oberflächenabfluß im Süden und damit 
verbunden starke Grundwasser-Übertritte aus dem Kobernaußerwald 
in die Talfüllungen der Vöckla.

4. Bedingt durch einen ausgeprägten Oberflächenabfluß kommt es 
im Norden zu stark niederschlagsabhängigen Wasserführungen.

5. Uneinheitliche Grundwasser-Führungen im Bereich der Morä
nenzüge im Süden.

6. Ein sowohl vertikal als auch horizontal uneinheitlich aufgebau
tes Netz artesischer Systeme im Südosten und vor allem im Nordwesten 
des Kobernaußerwaldes.

4.2. A bflußcharak teristika

4.2.1. Vöckla
Weinbach

Ungewöhnlich starke Quellschüttungen in den Hangendbereichen 
der Moränenzüge südlich des Kirchhamer-Baches. Im Unterlauf 
kommt es zu einer Überdotation des Grundwasser-Anteiles aufgrund 
massiver Übertritte aus dem nördlich gelegenen Riedlbachtal.
Fornacher Redl

Trotz zahlreicher Grundwasser-Stauschichten lassen sich im oberen 
und mittleren Redltal Versickerungen in tiefergelegene Stockwerke 
nachweisen. Das untere Redltal hingegen wird aus diesen Stockwerken 
und aus Übertritten aus dem Riedlbachtal überdotiert. Die artesischen 
Wässer in diesem Bereich haben keinen Einfluß auf das Abfluß verhal
ten. Im Quellbereich des westlich gelegenen Adligenbaches tritt der 
Oberflächenabfluß stark zurück.
Vöcklatal

Starke Quellaustritte aus den Moränenzügen im Bereich der Tal
sohle führen zu einer teilweisen Überdotation des Oberflächenabflusses.
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Frankenburger Redl
Lediglich bedingt durch Grundwasser-Zuflüsse aus dem Hausruck

gebiet findet hier eine geringe Überdotation statt.
4.2.2. Schwemmbach

Riedlbach
Die Zubringer des Riedlbaches sind unterdotiert, zum Teil wird 

dies durch mächtige Grundwasser-Begleitströme ausgeglichen. Bis zur 
Mündung des Weißenbaches nimmt die Gesamtwasserführung stark ab.
Weissenbach

Massive Versickerungen in die tieferen Stockwerke des westlichen 
Kobernaußerwaldes sind für die jahreszeitlich verschiedenen Abfluß
spenden verantwortlich.
Mittleres Schwemmbachtal

Die Entwicklung zu einem immer stärker ausgeprägten GW- 
Abfluß mit Übertritten in andere Einzugsgebiete wird bereits im Raum 
Friedburg spürbar. Im Bereich Munderfing—Mattighofen kommt es in 
dem im letzten Jahrhundert künstlich angelegten Gerinne während 
Trockenperioden zu einer Totalversickerung in das Grundwasser- 
Einzugsgebiet der Mattig. Hochwasserrückhaltebecken, intensive 
Grundwasser-Entnahmen für Fischzuchtanlagen und die Teilversicke
rung des aus dem Raum Straßwalchen kommenden Hainbaches tragen 
zu den sehr unnatürlichen Abfluß Verhältnissen in diesem Gebiet bei.
Schalchner Brunnbach

Der Oberlauf zeigt Trockentalcharakter. Erst unmittelbar nach 
seinem Austritt aus dem Holzwiesental führen massive Quellaustritte 
auf engstem Raum zur Bildung eines Baches mit einer Wasserführung 
von mind. 3001/s. Die Überdotation erfolgt aus tiefen GW-Leitern des 
westlichen Kobernaußerwaldes.
Unteres Schwemmbachtal

Bis zur Mündung des Florianer Brunnbaches kommt es zu einer 
teilweisen Anreicherung des Oberflächenabflusses mit Grundwasser so
wohl aus dem Begleitstrom als auch aus Zutritten aus dem Eichwald.

4.2.3. Florianer Brunnbach
Bedingt durch konzentrierte Grundwasser-Übertritte aus dem 

Moosbachtal kommt es ähnlich wie beim Schalchner Brunnbach zur 
plötzlichen Bildung eines Baches mit mehr als 5001/s Wasserführung. 
Ein geringer Teil des Grundwasser-Zustromes erfolgt aus den Trocken
tälern des Eichwaldes.

4.2.4 Waldzeller Aache
Aufgrund fehlender Grundwasser-Körper in den Talbereichen 

kommt es bei allen Zubringern der Aache zu einem ungedämpften 
Abfluß verhalten nach Starkregen. Ausreichend große Staukörper in
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den Kammgebieten sorgen für natürliche Abflußverhältnisse in 
Trockenwetterperioden. Die Einspeisung aus den nach Westen hin 
zunehmenden artesischen Wässern liegt in einer Gesamtgrößenordnung 
von 10—201/s. Grundwasser-Zuflüsse aus den südlich des Kammes 
gelegenen Gebieten führen zu einer leichten Überdotation.

4.2.5. Mettmacher Aache
Mettmach

Die Zubringer und der Unterlauf zeigen normale Abflußverhält
nisse.
St. Veiterbach

Die Zubringerbäche sind mit Grundwasser-Übertritten aus tieferen 
Stockwerken des Kobernaußerwaldes leicht überdotiert.

4.2.6. Achbach
Im Bereich Roßbach und Treubach starker Grundwasser-Anteil. 

Zum Teil werden damit die seichten Arteser im Raum Altheim, zum 
anderen ein nennenswerter Grundwasser-Abstrom nach Westen ge
speist. Im Hinblick auf eine mögliche Verschmutzung sind die durch 
unzählige Brunnenbohrungen ermöglichten Grundwasseraustauschvor
gänge bis in die gespannten Aquifere von wasserwirtschaftlicher Bedeu
tung.

4.2.7. Lochbach
Der geringe Oberflächenabfluß ist auf eine starke Versickerung in 

tiefergelegene Aquifere zurückzuführen.
4.2.8. Moosbach

Die Unterdotierung des Oberen Moosbachtales ist auf einen Grund- 
wasser-Abstrom Richtung Osten zum St. Veiterbach einerseits und auf 
eine Versickerung in den GW-Begleitstrom andererseits zurückzufüh
ren. Im Mittellauf kommt es zu einer ständigen Anreicherung des 
Begleitstromes, der schließlich im Raume Sonnleiten über eine Furche 
im Schliersockel zu einem großen Teil nach Westen umgelenkt wird. 
Das führt dort zur Bildung des Florianer Brunnbaches. Entsprechend 
unterdotiert ist der Abfluß im Unterlauf.
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CMONÔ OnONON ONONONONON ONONONONOn On.ONONOnON Onô ONONON ONONONOnoT—1 0N

U LOMOP"P pi LOp̂ ONpHON p - 00LOSO LO P 00 ĤP NO CHP P LOpt tH t-HP tH Ĥ P
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OnÔ ONONON ONONONONON ONONONONON o ONONONON ONONOnONON ON ONONONo ON
[•hpt ONP p- pHLOP pHo pH00pHP P pHp- "5t tH-pH CHCMtHSO pt tHOS tHCMp vH
b b CMCMbn b-i b bnb b bt b bt bt b CMb b bob LOb CMb b cOb bou bONON OngN GN ONOnONONON ONONONONON p p ONgN ON ON gN gN b TO TOTOgN ONo u

^H
T—1CMCO b b c- 00 ONo CMb b b b b OO Ono b b b OO o 'S

b CMCMCMCM CM 1 So
m

m
er

ze
it 

(+
 1

 S
tu

nd
e,

 b
is 

27
. 9

. 0
2 

U
hr

 M
EZ

) 
ni

ch
t 

be
rü

ck
sic

ht
ig

t!

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.zobodat.at



Se
pt

em
be

r 
19

87

Be
m

er
ku

ng
en

 
zu

m
 W

et
te

rv
er

la
uf

In
ten

sit
ät

 °
, 

, 
, =

 le
ich

t, 
m

äß
ig

, s
ta

rk

1  Ï  3  &
o1 H **7 f  -O
P  0 ^ P ¿T TL . „ m "

¡ r  s. j  j “  »I 5 4
7  7 ~  s  <r h  °  ^
2 2 7  J  • cf <J, %-O t- i 1—1 ® « c n o P

*  f  f  % S  à  
& 1  A.  \  \  1  f  ?  - .  £

4} 7 H iiT a. ™ f  1
3  b  • *a> .. g 2h -  j  & s  p  3 ^ ° in" V O* S O H, P ? O ö rt ^  1 p , m 1 G f—( fr fCT" ü cj _L • p O 

O? '"n Js 1 ^  4j •„ 1 o" fr _i 1 Æ oo1 0 0 
J 3 8 f  7 °# .0 ¿T 3 K. 7C 2  0C ort 'So 00 «r

A< i M $  1 ^ .  T  1  ^  7  Df
' H l  H  ;  f f  i x  1  f | 2 .  i  f i p i  i  ¡Ü 

3 f  1  1  -0 d l T Ä  à  . i  ¿ S?  £  Î  -8 S8 ?  i  3 >  S Î  ̂  
2 - " 8 1 -1 1  ^  f  1  â  1- *• & T s  3 ®- ®. ® ®- ?  s ‘ f  2 1 -  X^  U 1 1 1 LO rt I I 1 U <+4 U E \ 1 1 \ \p ^ ^ I I I  1, V ß C Ö ° , ß o  ß Ö G l ^ ^ l ö

oö j 3 S S 3 a 2 S 2 2 S oö . . . ^ o c oc Â 2 oö H  î  î  S S 2 
a a a a o ^ a ^ a a  a a l  i l  s a a ^ a  a a a  & ° . ^ a a a

^  °  

ÊB 0

ÊT CN

t: rH

^ i i °

◄
^  00 
•

1
fcß

H

Sc
hn

ee


hö
he

9 1 1

N
ie

de
rs

ch
la

g 
in

 m
m

 
W

as
se

rh
öh

e 
un

d 
Fo

rm

i3
00

0.0
0

. 
0

O
.O

T
6.11

0.0
¿.0
1.1

0.0
9

.€

0.6

1. 
f

o.t-

8.1 37
*2

CM 0° t̂- O  O  T i p  P P  
....................  1  • Ö  • • O .................................Ö ................................ IO O  • O O

JO 1
b

1  p  0  0  0  0  p  
....................  c<i- co • • b ................................. b -  • • • o b  • b -  • •

p  1 
in

b p p  \£> ^ n p O O O O b

W
in

dg
es

ch
w

in


di
gk

ei
t, 

m
/s

ek

M
ax

im
um

7 G N p p p p  p p p O p  p p p p p  p p p c o o o  O O C h p O O  QOpMDOvO
b  b  b  b  b  i n b b i n b  b b i o b b  in in b  b  b  i n o o b b b  b i n o o b ö orH rH t-H

Zw| z |  | z | | Z

m 
1 0

vO

i

P p T l p p  O  P P P P  P P P P P  p  p  p  p  P  p p p p p  p p p p p  
b  b  b  b  <N in  b  CM b  b tN c o b c O  b  b  CM b  b  b  CM b  b  CM b  b  b  cn CM

9.Z

W
in

dr
ic

ht
un

g 
un

d 
-s

tä
rk

e 
(0

-1
2

 B
ea

uf
or

t-G
ra

de
)

CM ES
E 

1 
EN

E 
1

c
 

0
N

N
E 

1 
SS

E 
2

W
N

W
 2

 
W

SW
 1

 
SW

 
1 

W
N

W
 1 

W
 

2
W

 
3 

W
 

3 
W

 
2 

W
 

2 
N

W
 

2
E 

1 
W

 
1 

N
W

 
2 

W
 

1 
N

 
2

S 
1 

SS
E 

2 
SE

 
1 

W
 

1 
SS

E 
2

W
 

2 
W

 
2 

N
W

 
2 

N
N

W
 2

 
N

 
3

1 ^

b E 
3 

W
 

3 
N

N
E 

2 
ES

E 
1 

ES
E 

3
W

 
4 

W
 

4 
W

 
4 

E 
2 

ES
E 

2
W

 
3 

SS
E 

3 
W

 
4 

W
 

4 
W

N
W

 3
EN

E 
2 

ES
E 

2 
W

 
2 

E 
1 

W
 

4
W

 
1 

SE
 

3 
SE

 
2 

W
 

3 
W

 
3

N
N

W
 2

 
W

 
3 

N
N

W
 3

 
N

W
 

3 
N

 
2

2'
7

b

N
N

E 
2 

E 
1 

ES
E 

1 
W

SW
 1

 
W

 
1

W
 

4 
W

 
3 

W
SW

 1
s 

1 
w

 
1

W
 

3 
W

 
1 

W
SW

 2
 

W
 

2 
W

 
4

N
 

1 
W

SW
 1

 
W

 
3 

SE
 

1 
S 

1
W

N
W

 1 
ES

E 
3 

N
N

E 
1 

W
 

4 
W

 
2

W
 

1 
N

W
 

2 
W

N
W

 3
 

W
N

W
 3

 
W

N
W

 2

i t

So
n

ne
n-

on^ onoocm in h - i v o p  cna\O M -cM  on cn m  m c o i  N n v o m o N  
in b  co b  00 b  b  b  in  b  b  00 00 00 <m b  00 in in in b o o b b t M  b  b  00 in b

9.S
I.6

9
I

Be
wö

lku
ng

 (
M

en
ge

 0
—1

0, 
D

ic
ht

e0
-*

)
W

itt
er

un
g 

zu
m

 T
er

mi
n M

it
. 0  cn cn cn 0  0  cn cn 0  N c n c n  h-cn c n o c n h o  cn cn 0  0  r->. cn 

b i o b b b  b  in b  b  b  ôo b  in  cm b  b  b  in in b  b b b b b  b o o  b o b
0  

1 in

CM
•1  O TH-rH-H®® tH 0 1  O O O O th 0 1 ® ^HtH O tH©0  on 0  0  rH o m v o i c n  on cn 0  0  n- 'ô- i m c m o  0  no 0  00 m  0  no cm cn cn 3

7

b • •
b  b  in  b  in  0  on b  on b  o \ o 8^ b o  0  0  b  b  in 0  b  0  no b  o b b b b 1 ?°m

-S • •
b  m  i—1 0  0  o ^ n b c n o o  ob b  ob b  m o i m ö b o  i o c n b o \  b o o b o b b 1 -

Ta
g i  cm cn m  0  N  co on 0  1—1 cm en M" m no r-* 00 on 0  n  cn cn M- m no 00 on 0rH rH rH rH rH -rH (N CM CM (N CM CM CM CM CM CM Cn

Su
m

m
e

M
it

te
l

'% .S o g

O B

I gO -g

l §

a £ > 0
r i

! f l
° -o \ '

i^ s - e
■?| §1

, H  Æ Hif. ni 3 ar.a ö & £
îi g»***£ .a-s
> O W f 2

£ 3 «S »J2 ,k ï M
.y O ö ag
q ï
¿« J lS
»I 1 * ̂'S
i î s ê3 J3 * ^
? H öl 
’ Z g-ä a * S c s g fi«* 3 H3 u3"̂ o t2 rt ̂S • h =aK Ö • &

I Q-f
I  8 S■fr „.û < a rt

N  ̂J

> s-a p s.s a

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.zobodat.at



B
eo

ba
ch

tu
ng

en
 

an
 

de
r 

Ze
nt

ra
la

ns
ta

lt
 

fü
r 

M
et

eo
ro

lo
gi

e 
un

d 
G

eo
dy

na
m

ik
, 

W
ie

n
, 

H
oh

e 
W

ar
te

 
(2

07
'5

 m
),

 
16

° 
21

'7
' 

E
-L

än
ge

 v
. 

G
r.

 
im

 M
on

at
 O

kt
ob

er
 

48
° 

14
'9

' 
N

-B
re

ite
.

0 vo vO un '7- on 04 x-l 0 Ov ov 00 p p yO p un p p p p p 04 P p 0 p 00 p p p p

Ín io vo vO vO io io vO vo vO ún ún un ún ún ún ún ún ún ún ún ún ún ún ún ún ún b b b b b ún
1 T-H1 t-1 t-1 T—l1 •»—' ■<—1 1 1 ■'“ < ■<—l ■<-H1 1 ^ 1 s—1 s—1 ,,~ l •»“ 1 _̂| T—• 1 T-H

u  5 O vC en 0 00 vo un N- 7- 7" 7 - un T-H p T-H 0 0 0 Os 00 p un en p 0 Os ?° 7- p P° 7 - OS
w 1 : • b- io vO vO ún ún un ún un ún ún un ún ún ún ún ún ún b b b b b b b bn bn bn bn ÍN ÍN b

^  ä ¿ 7—1 t-1 T-H 'r_i 1 1 1 ■<—1 •<-H i—* 1 •'”< 1 1 1 1 *-■ 1 •<—1 1 T—1 T-H T-H

un vO 04 Ov yo nf- p p 00 p p p p 0 p p p p p p p Os p p p p p p 0 p p p p
£ ún un b bf b bf b b b b ún ún ún b b b b b b b bn bn bn bn bn ín ín ÍN t-H b b bn

t-h V—1 t-h V—1 ■ 1̂ ■»—1 •rH 1 ■f-1 T_l 1 v-l s-l V—• *-* ■̂H 1 1 T—1 T—1 T-H
M en T-H Ov T-H Ov on 00 Ov 00 vO Ov ?° p p p p p p O p p p P p p b p p p un P
bn bn en 04 bn bn -7- "7" 7 - b ún 7 - bn bn bn b b bn bn bn ÍN b b ín ÍN b b b óo b b ÍN

“3 .£ t-h1t-h t—1 •V—1 •̂ h 1 V—1 1 ■̂h ▼-1 1 1 1 1 ,̂ h 1 v—1 -̂ _i 1 T-H
<N vO 0 Ov Ov un 04 00 04 0 7- Ov 7 - P Os p p p p P p p 0 0 0 p p p p p O P p

bn bn 04 04 bn b Tf un un ún io 7 - bn bn bn ún b bn bn bn ÍN b b ÍN ÍN b b b b b b ín
b t—1 ■<-H t-h "i—1 ■̂h ■»—1•<—1 1 •i—1 •<—1 •̂ h •»—1 1 1 1 1 1 s—1 1 1 ■̂h T-H

¿ - vO vO vO 00 00 nf M rO vO M Ov 04 p un Ov p p p p p p p p en p 7 - P p p p P  p

i V
b b O 04 7-1 7-1 b b b 7-1 b b b 7-7 b b b b b b 7-1 7-1 7-1 b 0  E 

en 3

p un fg
vC

nf vO cO 7- un 00 un un vO 0 0 0 04 0 0 oc 00 vO vO
iS

vO 0 un
00 00 00

QJ .'ti
7"
M

M
M 6

5

6
4

7
5

8
6

5
6

5
7

8
3

7
4

7
3

7
6

7
9

7
3

00 7
4

8
6

8
6

7
7

9
3

8
7

b OV
on
00

0
00 7

5

7
4

vo 5
4

7
4

7
6

^  <v>
‘o  -a; <N
7 .̂ 0 un 7 - 00 vO Ov 00 04 Ov T-H vO ro Ov 7 - en 0 vO 0 04 0 vO vo un 7 - vO M 7 - vO un C4 un CN vO

cy •*
*  ä

b un un un nf un vO vO ■7- 7 - VO vO M un un vO un o- Ov 00 M 00 Os 00 00 00 M vO M un un 7 - vO

£ un en 04 O 00 Ov y—{ on O 04 Ov Os cO on 04 0 un .'-H 7 - T—( 0 m un 7 - co Ov M 0 Ov Ov un 7 -
00 Ov 00 00 M M ON ov vO M 00 M M Ov Os Ov Os ON 00 ON OV Os Ov OV Os M 00 00 M un vO 00

p 04 un O p P p p p p ?° p p O p p 00 p p p p 00 p OS p p 0 T-h p p 00 p

§
¿0 óo óo óo b bn bn i—1 óo bn b i—1 óo bs ÍN b ín b b b b b b b b óo óo b b b b b

■»“ 1 v—' t-h -<-H '_H 1i-1 •»“ 1 t-H
-a* t-h 7" 0 p Ov p t-h p p p p ?° p t-h p Ov <N os p Os Os p 0 t-H CO t-H00 ?° 0 0 p P
a t-H Os 00 óo óo i-H b bn b óo b b bv óo bv bn b b b b b b b b ÍN b óo óo Í0 b b ún b

Ha «  
a  &-

Cvl V—1 1 ,̂ h -̂ H 1 i-1 1 s—1 ■̂h 1 1 1 ■̂h T-H
p 0 04 p p p p 7 - 7 - p p p p un P p p Os p p Os 7 - O 0 0 p p p p p p p

5 7" 00 óo bv b b bn ín óo b un b óo bv b ún Ín b b b b ÍN ÍN ín ÍN óo óo óo b ún b b
Q 7-1 l-H 7-1 7-1 7-1 7-1 7-1 7-1 7-1 7-1 7-1 7-1 7-1

p en p p p p p p p p p p p p p p P p 7" Os p p p p Os 0 p p p p p or
00 óo óo óo óo 04 ín ÍN óo b b ÍN b b bv ¡N b ÍN b b b b b b b óo b io ún b b bs

7-1 7_H 7-1 7-1 7-1 7-1 7-1 7-1 7-1 7-1
. Ti O T-H p p p p p p 0 O 1̂" p p p 04 Os 0 p p T-H p p Ov 0 t-hp t-h0 p t-h

A
us


st

ra
h

lu
ng

 °
( ÍN T"H bn bf io óo b- bv ún b y~¡ b b ín b óo bs ún bv b b óo b óo b ? 7—1ín 7 7 ún

0° p p p 00 O p 00 0 00 p p yo p p 00 0 p p OV Ov un P 0 O p p p p 0 P p¿ ún b un i0 b- bn i—1b i—1 bs bn bv b b io b ÍN b bv b M io b b b ún bn bn b ín © b7-7 7-1 7-1 7-1 7-1 7-1
«O vO p p p p p N" p p p p 7 - un p P 7" p p p p 0 p p 7" p P p p p un un

n̂ X*3 bn bn b bj- io bv bv ÍN óo bs ÍN b b io b 04 io bn ÍN bn b b ÍN ÍN ÍN b b óo io io óo b
00 £ 7-4 7-1 7-1 7-1 04 7-1 7-1 04 7-1 7-1 7-1 04 04 7-1 7-1 7-1 7-1 7-1 7-1 7-1 7-1 7-1

vO p yo p 00 p 00 p 7 - 00 p p p p p Ov rOp 7 - Ov p p O p 00 p p p p P p pc § bv óo b b 04 io b io b ún b- bn b b b io b b b b b b b b b óo b ún bn ún b~ na
p á § 7-1 7-1 7-1 7-1 7-1 7-1 tH7-1 7-1 7-1 7-1 7-1 7-1

OS p p p p p p p os ?° O p p 0 00 O 04 00 00 co p p 00 T-HOs 7" T-hp 7 - p p O
°c 1 _c bs óo b i—, bf io bn un Ín ún b b bv b ún io b b b b b b b b bs óo óo ún bn ún T—H b
-5 ^7 w.h eu

CN

p  p  p  p  00
Ci (N 7  7" io

vO CN 7" O  O  C4 O  O  M  O vO p  00 <N 00 vO Ov c<n O  00
(N in  b  o i  tN in  o b  b  in

p  O  p  p  p  p
b  rn oo io  b  öo

fO (O 7 (N O
b  in  b  b  öo

X  On (N  fO  vO T - t i n o o m v O  O  O  c<n C4 O  0 0  0 0  GO ^  -O  CN t-h T f  s© 0 0  CN
in i-H i-H (n  (n i t  in b  V  b  b  in b  b  b  b  io b  b  b  b  b- in b  in b

vobNOCN n  m Mn vH 
CN b  b Ov t-h ip bn O bn ÍN

O  v© un vD Ov

i r
oo p  vo un un 
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ANZEIGER
DER

ÖSTERREICHISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHE KLASSE

Jahrgang 1987 Nr. 8

Sitzung vom 10. Dezember 1987

Das korrespondierende Mitglied Heinrich Brauner legt für die 
Aufnahme in den Anzeiger die folgende Arbeit vor:

The following result is due to Calabi ([CA], Theorem 1.4, cf. [SI] 
for references):

'Theorem 1
Let x : M —► A3 be a locally strongly convex smooth affine maximal 

surface. If x : M -> A3 is both equiaffine and Euclidean complete, then 
it is a paraboloid.

By a result of K. J orgens every real solution z = z(x,y) of the 
differential equation zxxzyy — zxy = 1 which belongs to C2 (R2) must be 
a polynomial of order two (Math. Annalen, Bd. 127, 130—134 (1954)). 
Thus improper affine spheres being differentiable graphs over the whole 
plane are elliptic paraboloids. Especially they are affine maximal sur
faces, i.e. surfaces with vanishing mean curvature.

In relation to Bernstein’s problem in affine differential geometry we 
give examples of affine maximal surfaces. Furthermore a sequence of 
affine maximal surfaces will be constructed.

Consider a fixed affine coordinate system and construct the Ber- 
wald—Blaschke metric with respect to the standard determinant 
|| || :R3 x R3 x R 3->R.

Let a, /?, r be real constants such that a/?2 > 0.
i2a/9r is the following part of the plane

Affine Maximal Surfaces

Von Michael K ozlowski

= {(x, y ) e R2:oix2 + ß y >  a.ß2r}.

z: Q „ —► R is defined asa p t

3/2
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By direct computation one gets that z : £?a/jT -» R is a solution of the 
Monge-Ampère equation

-  C  = 1 •
Hence the surface Z  : Qapr —► A3 given by

z fa y )
x \
y

‘2 0*,y)/

defines an affine maximal surface.
We consider the case a = / ? = l , r  = 0:

*0 = {{x>y)tR2-y> -  £2} ,
z:Q-> R, z(x,y) = (2/3) (:r2 + y)312.

The gradient of 2 vanishes on the parabola y = — x2, i.e. on the 
boundary of Q.

Choose for k e N  ock = 1, pk = i ,  rk = 0.

Then Qk = {(x,y)eR2 :y) — k x 2} and

h (x ’ V) =  (2/3) k {x2 +  ^ j  ■

Of course (J Qk = R 2\  {0}, i.e. for a sufficiently large k one has almost
JceN

the whole plane.
z.The sequence qk defined by qk = converges. As the limit we obtainfC

the surface defined by q (x, y) = (2/3) | x31 which is of ‘cubic type’.
We introduce another class of affine maximal surfaces. Let y, d, a be 

real constants such that yd < 0 and a < 0. r  6a is the following part of 
the plane

^,4,=  {(x , y ) eRi: a < fix2 + dy2 < 0} .

The function / :  (a, 0) -► R is given by

Now z : r  8a -* R is defined as z [x, y) = f ( y  x2 + d y2). By direct compu
tation one gets that z: Qxf}r-+ R is a solution of the Monge—Ampere 
equation
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Hence the surface Z : QaßT -* A3 given by

x
z ( x , y )  =  I y  1

\z (x, y)J

defines an affine maximal surface.
We consider the case jbt=l,d = a= — 1:

The function f : (— 1,0) —► R is given by

r =  {(x,y)eR2: - l < x 2- y 2<0} ,  

z:T-> R, z(x,y) =f { x2 -  y2) .

The gradient of z vanishes on the hyperbola x2 — y2 = — 1. Further
more, we have

and it follows that limf ( t )  exists. Thus the surface has a continuous
¿-►o

extension to the boundary planes y = ± x.

[CA] Calabi, E.: Hypersurfaces with maximal affinely invariant area. Amer. J. 
Math. 104, 91—126 (1982).

[SI] Simon, U.: Zur Entwicklung der affinen Differentialgeometrie nach 
Blaschke: In W. Blaschke: Gesammelte Werke, vol.4. Thaies Verlag, Essen, 1985, 
p. 35—88.

Anschrift des Verfassers: Michael K ozlowski, Fachbereich Mathematik der Technischen 
Universität Berlin, Sekr. MA 8-3, Straße des 17. Juni 135, 1000 Berlin 12, Bundesrepublik 
Deutschland.

o </(*) = i j
-l

- d T ^ i  C 0 -,/2d0< 1 r J ,

References
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In die Sitzungsberichte, Abteilung II, wird aufgenommen:
„Vertauschbare Polynome. An den Grenzen der Koeffizientenver- 

gleichsmethode“ von w. M. Wilfried N öbauer

„On a method due to R. Bellman“ von D. S. Mitrinovic und 
J .E .P ecaric (vorgelegt von w.M. Edmund H lawka)

„Beiträge zur Theorie der Gleichverteilung und ihren Anwendun
gen“ von w.M. Edmund H lawka.
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Fünftägige Temperaturmittel2

1987

1*)
Beob
achtete
Tem

peratur
Garten
hütte

11*)
Beob
achtete
Tem

peratur
Hann
hütte

in*)

200jähr. 
Mittel 

(1776 bis 
1975)

Abwei
chung
II-III

1987

1*)
Beob
achtete
Tem

peratur
Garten
hütte

11*)
Beob
achtete
Tem

peratur
Hann
hütte

in*)

200jähr. 
Mittel 

(1776 bis 
1975)

Abwei
chung
II-III

1.— 5. Jänner 2*4 2*4 -1*6 4*0 30.— 4. Juli 23*6 23*2 19*2 4*06.—10. -3 7 -3*5 -1*9 -1*6 5.— 9. 21*1 20*8 19*6 1*211.—15. -12'9 -12*8 -2*0 -10*8 10.—14. 21*8 21*5 19*8 1*716.—20. -5*1 -5*0 -1*6 -3*4 15.—19. 23*8 23*6 20*1 3*521.—25. —2*2 -2*2 -1*5 -0*7 20.—24. 21*6 21*2 20*2 1*0
26.—30. -3*0 -3*0 -1*2 -1*8 25.-29. 16*7 16*7 20*1 -3*4

31.— 4. Februar -9*1 -8*9 -0*6 -8*3 30.— 3. August 17*7 17*7 20*2 -2*5
5.— 9. 0*8 0*6 -0*2 0*8 4.— 8. 15*4 15*3 20*0 -4*7

10.—14. 4*3 4*1 -0*2 4*3 9.—13. 16*7 16*7 19*6 -2*9
15.—19. 3*3 3*3 0*2 3*1 14.—18. 19*0 18*6 19*4 -0*8
20.—24. 2*2 2*2 1*1 1*1 19.—23. 20*4 20*2 18*8 1*4

24.-28. 20*1 20*0 18*3 1*7
25.— 1. März 0*3 0*2 2*1 -1*9
2.— 6. -7*5 -7*5 2*5 -10*0 29.— 2. September 18*4 18*2 17*8 0*4
7 —11. -4*5 -4*6 3*2 -7*8 3.— 7. 19*5 19*5 17*1 24

12.—16. -2*4 -2*6 3*6 -6*2 8.—12. 17*5 17*4 16*2 1*2
17.—21. 2*9 2*5 4*7 -2*2 13.—17. 21*5 21*5 15*2 6*3
22.-26. 8*8 8*2 5*5 2*7 18.—22. 21*2 21*1 14*5 6*6
27.—31. 6*9 6*8 6*6 0*2 23.-27. 16*4 16*5 13*7 2*8

1.— 5. April 7*6 7*3 7.7 -0*4 28.— 2. Oktober 9*4 9*5 13*1 -3*6
6.—10. 12*9 12*7 8*5 4*2 3.— 7. 13*1 13*0 12*0 1*0

11.—15. 9*4 9*2 9*3 -0*1 8.—12. 15*4 15*4 10*9 4*5
16.—20. 13*0 12*7 10*1 2*6 13.—17. 13*2 13*2 9*9 3*3
21.—25. 11*4 10*9 11*0 -0*1 18.—22. 10*9 10*8 9*0 1*8
26.—30. 13*0 12*7 11*8 0*9 23.-27. 9*8 9*8 8*0 1*8

1.— 5. Mai 15*5 15*1 12*8 2*3 28.— 1. November 4*7 4*8 7*0 -2*2
6.—10. 13*3 12*9 13*7 -0*8 2.— 6. 6*4 6*4 6*3 0*1

11.—15. 11*9 11*7 14*5 -2*8 7.—11. 3*5 3*5 5*2 -1*7
16.—20. 13*9 13*8 15*2 -1*4 12.—16. 6*3 6*3 4*1 2*2
21.—25. 10*6 10*4 15*7 -5*3 17.—21. 7*8 7*6 3*3 4*3
26.—30. 15*4 15*1 16*6 -1*5 22.-26. 6*7 6*6 2*6 4*0

31.— 4. Juni 15*0 14*8 17*2 -2*4 27.— 1. Dezember 4*0 3*9 2*1 1*8
5.— 9. 18*0 17*6 17*8 -0*2 2.— 6. 2*4 2*3 1*5 0*8

10.—14. 21*5 21*0 17*9 3*1 7.—11. -2*2 -2*1 0*9 -3*0
15.—19. 15*5 15*3 17*9 -2*6 12.—16. -1*8 -1*8 0*3 -2*1
20.—24. 16*2 16*1 18*4 -2*3 17.—21. 6*0 5*8 -0*4 6*2
25.-29. 20*9 20*6 18*8 1*8 22.-26. 4*3 4*2 -0*8 5*0

27.—31. 10*3 10*3 -1*0 11*3

*) Die Gartenhütte steht frei im Osten des Anstaltsgebäudes, die sogenannte „Hannhütte“ befindet sich seit 1872 an dessen Nordseite. 
Bemerkungen zur Jahresübersicht: 1 Mit Schwerekorrektur und Instrumentenkorrektur: Gc= +  0'25, Bc= +0'01 (1984). 2(7h +14*1 + 21tl): 

3. 3 (7h +  14h + 2lk +  21*1): 4. 4Aus der Registrierung. 5Millimeter. 6 Registrierperiode 1901—1950. 7Maximum in einem Tag von 7h bis 7“. 
8 Von 7h bis 7h. 9 Aus der Registrierung: Frosttage: Temperaturminimum < 0°, Eistage: Temperaturmaximum < 0°, warme Tage: Temperaturtagesmittel ^  
20°. 10 Alle Tage, an denen Nebel (horizontale Sichtweite unter 1 km) beobachtet wurde. 11 Sturmtage: Mittel der Windregistrierung mindestens 10 
Minuten lang ^  39 km/h. 12 Heitere Tage: Bewölkungsmittel < 2'0. 13 Trübe Tage: Bewölkungsmittel >8 0.

Berichtigungen:

28. Februar 1987: Lufttemperatur Maximum 6T 
„ Minimum 0'3

Februar 1987: mittleres Minimum der Lufttemperatur: —2'2
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:rt S rt 5 3̂ ^  Oĥ î o 8■&,£ S «  2 i l l  Æ O Z Q

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.zobodat.at



147

D. Wahlen

Ergebnisse der Wahlsitzungen am Montag, dem 11. Mai, und Dienstag, 
dem 12. Mai 1987:

In das Präsidium der Akademie für die mit 1. Oktober 1987 begin
nende Funktionsperiode wurden gewählt:
Otto H ittm air zum Präsidenten (bis 30.9.1988)
Werner W elzig zum Generalsekretär
Karl Schlögl zum Sekretär der math.-nat. Klasse.

In die m athem atisch-naturw issenschaftliche Klasse wurden folgende 
neue Mitglieder gewählt:

Zu wirklichen Mitgliedern: die bisherigen korrespondierenden Mit
glieder Adolf Ne ekel, o.Prof. für Physikalische Chemie der Universität 
Wien, Hans Georg Schwarzacher, o.Prof. für Histologie und Embryologie 
der Universität Wien.

Zu korrespondierenden M itgliedern im Inland: Hermann 
Hänsel, tit. a. o. Prof, der Pflanzengenetik und Pflanzenzüchtung der Uni
versität für Bodenkultur Wien, Eugen F .Stum pfl, o.Prof. für Mineralogie 
und Petrologie an der Montanuniversität Leoben.

Zu korrespondierenden M itgliedern im Ausland: Heinrich
K. Eichhorn, Prof, für Astronomie an der Universität of Florida in Gaines- 
ville, USA, Rudolf Haag, Prof, für Theoretische Physik der Universität 
Hamburg, Wolf Dieter H eiss, Prof, für Neurologie der Universität Köln- 
Lindenthal, Herbert W. Roesky, Prof, für Anorganische Chemie der Univer
sität Göttingen, Wolfgang Schm idt, Prof, für Mathematik der University of 
Colorado, USA, Ludwig F. W ilke, Prof, für Bergbaukunde der TU Berlin.

In die philosophisch-historische Klasse wurden folgende neue Mit
glieder gewählt:

Zu wirklichen M itgliedern: die bisherigen korrespondierenden Mit
glieder Hans H interhäuser, o.Prof. der Romanischen Philologie der Uni
versität Wien, Elisabeth Lichtenberger, o.Prof. der Geographie, Raumfor
schung und Raumordnung der Universität Wien, Ignaz Seidl-H ohenvel- 
dern, o.Prof. für Völkerrecht und Internationales Privatrecht der Universi
tät Wien.

Zu korrespondierenden M itgliedern im Inland: Johannes
B.Bauer, o.Prof. für Patristik der Universität Graz, Sigrid Jalkotzy, 
o.Prof. für Alte Geschichte der Universität Salzburg, Josef Riedmann, 
o. Prof, für Geschichte des Mittelalters der Universität Innsbruck, Kurt 
Schubert, o.Prof. für Judaistik der Universität Wien, Günther Tichy, 
o. Prof, der Volkswirtschaftslehre der Universität Graz.

Zu korrespondierenden M itgliedern im Ausland: René König, 
o.Prof. für Soziologie der Universität Wien, Boris U spenskij, Prof, für Se
miotik und Slavistik der Universität Moskau.
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Zu Ehrenm itgliedern: Edgar Lehmann, emer. o. Prof, für Geogra
phie, Institut für Geographie und Geoökologie der Akademie der Wissenschaf
ten der DDR, Otto Neugebauer, emer. o.Prof. für Geschichte der Mathe
matik und Astronomie, Brown University, and Member of the Institute f. 
Advanced Studies, Princeton, USA, Ernst Risch, emer. Prof, für Indoger
manistik der Universität Zürich.

E. Preis Verleihungen

I. W ilhelm -H artel-Preis
Der Wilhelm-Hartel-Preis wurde an emer. o.Prof. Dr. Gerold Stoll in 

Anerkennung seines wissenschaftlichen Gesamtwerkes verliehen.

II. Erwin-Schrödinger-Preis
Der Erwin-Schrödinger-Preis für das Jahr 1987 wurde zu gleichen Teilen 

verliehen an o. Prof. Dipl.-Ing. Dr. Edwin Franz Hengge in Anerkennung 
seiner grundlegenden Arbeiten zur Synthese und Charakterisierung neuartiger 
Siliciumverbindungen, und an o. Prof. Dr. Franz Seitelberger in Anerken
nung seiner besonderen Verdienste um die Aufklärung der degenerativen und 
entzündlichen Entmarkungserkrankungen.

III . R udolf-W egscheider-Preis
Der Rudolf-Wegscheider-Preis für das Jahr 1987 wurde an Doz. Dr. Peter 

Herzig in Anerkennung seiner grundlegenden Arbeiten zur Entwicklung 
neuer Methoden für die Berechnung von Gitterenergien und elektrische Feld
gradienten verliehen.

IV. Erich-Schm id-Preis
Der Erich-Schmid-Preis für das Jahr 1987 wurde an Doz. Dr. Helmut 

Rumpf in Anerkennung seiner besonderen Beiträge zur Entwicklung der 
Allgemeinen Relativitätstheorie verliehen.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.zobodat.at



IS S N  0 0 6 5 -5 3 5  X

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.zobodat.at


