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er von Euler in der Mitte des vorigen Jahrhunderts gefundene Satz uber

Zusammenhang der Anzahl der Ecken, und Flachen Polye-

ders l
) ,

ch die Zahl der Ecken und Flachen zusammen genommen die

Zahl der Kanten 2 ubertrifft, das Seitenstiick des an sich evidenten Satzes

dass in einem Polygon die Zahl der Ecken gleich ist der Zahl der Seiten,

ist von dem beriihmten Erfinder in der ersten seiner beiden darauf bezuglichen

Abhandlungen nur in unvollstandiger Induction verificirt, in der zweiten aber

streng bewiesen worden. Seildem ist dieses Theorem von verschiedenen

Geometern, wie Legendre 2
), Cauchy 3

), Lhuilier 4
)

u. A. sowie noch

1) Leonh. Euler: Elementa doctrinae solidorum, und Demonstratio nonnullarum

insignium proprietatum, quibus solida hedris planis inclusa sunt praedita. Novi

Commentarii Acad. Sc. Petrop. IV, ad annum 1752 et 1753. Pelropoli 1758.

pag. 109 und 140.
«

2) Elemens de g6ometrie, Paris 1794.

3) Recherches sur les polyedres , 2de partie. Journal de l'Ecole polytechnique

lt>. Cahier. Paris 1813. pag. 76.

4) Memoire sur la polyedrom6trie, contenaot une demonstration directe du tueo-

reme d'Euler sur les polyedres, et un examen de diverses exceptions auxquel-

les ce theorerae est assujetti (extrait par M. Gergonne). Annales de mathema-

tiques pures et appliquees par Gergonne III. 1812 Dec. pag. 169.
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neuerdings Cay ley 1
)

theils mit neuen Beweisen versehen, theils erweilert

worden. Die verschiedenen zum Beweise des Satzes angewandten Methoden
'

sind fiir den Zweck der gegenwartigen Untersuchung weniger von unmittel-

barem Interesse als die Erweiterungen desselben, welche als Anbahnung der

Verallgemeinerung betrachtet werden diirfen , die den eigentlichen Gegenstand

der vorliegenden Abhandlung bildeL Cauchy hat neben einem neuen Be-

weise dem Satze die Erweiterung gegeben, dass er sich auf ein zusammen-

hangendes Aggregat von Polyedern, gleichsam mit Intercellularwanden ver-

sehen, bezieht, wo die im Eulerschen Satze vorkommende constante Zahl 2

durch P -\- 1 ersetzt wird, wenn P die Zahl der Raumlheile oder Partialpo-

lyeder bedeutet, welche das polyedrische Aggrejrat bilden. Wahrend aber

Euler und Cauchy andere als sogenannte convexe Polyeder — sei es

stillschweigend, sei es ausdriicklich — von der Betrachtung ausschliessen,

hat Lhuilier die sogenannten Ausnahmefalle, in welchen sich der Satz in

der Eulerschen Fassung nicht verificirte, betrachtet und dem Theorem eine

auch diese exceptionellen Falle umfassende Erweiterung zu geben gesucht.

Die drei Arten dieser sog. Ausnahmen, nach Lhuilier's Meinung die einzig

raoglichen, fuhren auf die allgemeine Relation

F + S = A + 2(i—o+ 1) + (p-hp +f + ...)

wo i die Anzahl eingeschlossener Polyederraume im Innern eines grosseren

Polyeders, o die Anzahl von durchgehenden Oeffnungen, p, p\ u. s. w. die

Anzahl von eingeschriebenen Polygonen auf Seitenflachen des Polyeders be-

deutet, welche dadurch ringformige Zusammenhange (nach unserer Ausdrucks-

weise Cyklosen) annehmen , wo ferner F die Zahl der Seitenflachen , S die

Zahl der Ecken, A die Zahl der Kanten bezeichnet. Nur ist hierbei die aus

der inductorischen Ausdehnung des Falles o — 1 auf Falle complicirter Durch-

1) in einem erst nach Abschluss der vorliegenden Untersuchung bekannt gewor-
denen Aufsatz „on the Partitions of a Close'4 in Lond. Edinb. Dubl. Philosophical

Magazine 1861. June pag. 424. Die hier mehr angedeutete als durchgefuhrte

Ausdehnung des Euler'schon Satzes auch auf krummlinige Flachenbegrenzungen

bezieht sich wesentiich nur auf Linear -ConQgurationen in der Ebene oder auf

der Kugelflache.
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locherungen, wo der numerische Werih von o nicht sofort aus blosser Intui-

tion hervorgebt, erwachsende Schwierigkeit weder erwogen noch erledigt.

Wir haben es im Folgenden nicht bloss init Polyedern intend welcher

Art und ihren Zusammensetzungen zu einer oder beliebig vielen ausser- oder

ineinander bestehenden Gruppen, sondern mit raumlicken Complexes iiberhaupt

zu thun, wie wir beliebige Aggregate von Punkten, Linien (gerade oder

krunim) und Flachen (eben oder gekriimmt) nennen werden, durch welclie

der unbegrenzte Raum auf beliebige Weise vollkomrnen oder unvollkommen

getheilt, die Theile auf beliebige Art , vollstandig oder llieilweise begrenzl

werden. Je grosser aber die Ailgemeinheit ist, welche man erzielt, desto

scharfer miissen die Ausgangspunkle in ihren Begrillen feslgestellt werden,

will man nicht Gefahr laufen, der Ailgemeinheit durch Unbeslimmtheit oder

Willkiir ihren Werth zu entziehen. Wahrend bei einem Polyeder kaum be-

vorvvortel zu werden brauchl, was man unter Eckpunkten, unter Kauten und

Seitenflachen zu verstehen hat, geniigt es in dern verallgemeinerlen Gebiet

raumlicher Complexe nicht, von einem Quadrat oder von einem Telraeder zu

sprechen ; man muss vielmehr ausdriicklich angeben , ob das Quadrat bloss

vier Seiten und vier Ecken, oder ob es auch eine Fliiche besitze , die von

den Linien der Figur eingesehlossen oder begrenzt wird, und ebenso ob das

Tetraeder ausser seinen vier Ecken und sechs Kanten alle vier Seitenflachen,

wie an einem soliden Korper, oder nur einige oder gar keine besitze, ahnlich

einem Drahtgestelle mit oder ohne Papierwand,

Die genauer definirten Elemente und die aus ihnen zusammengesetzten

Complexe werden nun zunachst, wie im Euler'schen Satze, gezahlt, nur dass

wir nicht bloss, wie dort, drei Zahlen — der Ecken, Kanten und Flachen

sondern vier, mimlich der Punkle, Linien, Flachen und Raume auszumitteln

nder in Relahaben, welche alsdann durch das al

tion trelen. Es wird sich aber zeigen, dass das Theorem nicht die blosse

Zahl jeder Art von Elementen, sondern fur jedes Element noch eine nume-

rische Modification erforderlich machl, der zu Folge der Satz nicht unmitlelbar,

sondern bloss mittelbar auf einer Zaklung beruht, und so gleichsam in einem

Elementennach gewissen Rangklassen innerhalb der einzelnen Kategorien von

geregelten Census besteht. Dieser Punkt in der Verallgemeinerung ist so

N2
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wesentlich und durchgreifend, dass ich nicht angestanden habe, den Satz mit

dem Namen des „Census" raumlicher Complexe zu bezeichnen.

Der Inhalt des Satzes aber wird in seiner ersten allgemeinen Form darin

besteben, dass die in gedachter Weise modificirten Zahlen der Beslandtheile,

so zu einem abgebraischen Aggregat vereinigt, dass die von gerader Anzahl

von Dimensionen (Punkte und Flachen) positiv, die von ungerader Anzahl von

Dimensionen (Linien und korperliche Raume) negativ genommen werden, von

der Anzahl der Complexe um 1 iibertroffen werden, d. h. bei Einem Complex

Null, bei zweien 1, bei dreien 2 geben u. s. w.

Man sieht sofort, in welcher Weise sich der Euler'sche Satz als ganz

specieller Fall d Theo unterordnet. Die Summe namlich der Eel

(oder Punkte) nnd ebenen Seiten (oder Flachen) positiv genommen, und der

Kanten (oder Lini (ihre Zahl ist hier 2 der eing

schlossene nnd der ausgeschlossene Raum) negativ genommen ist gleich Null

--- die gedachle Modification fallt namlich fur die in diesem Falle belrachleten
m

Polyeder weg.

Sodann aber wird das Theorem vermoge einer leichien Modification im

Begriff des Complexes noch eine fernere, gleichsam mehr metaphysische Ver-

allgemeinerung erlangen, in der jenes Aggregat von vier Gliedern unter Benick-

sichtigung der aus dem neuen Begriff des Complexes sich ergebenden Modalitaten

Fallen = wird, selbst in dem ch bei Seite zu setzenden

Falle, wo sich beliebig viele Complextheile ins Unendliche erstrecken.

Diese einleitenden Bemerkungen mogen geniigen, den Sinn des Theorems

im Allgemeinen anzudeulen, dessen Begriindung uns nun im Nachstehendeu

ausfiihrlich beschaftigen soil.

1.

Begriff iler Complexe und der Constituenten

Unl einem rdumlichen Complex verstehen wir vorerst jede beliebig

Configuration von Punkten, Linien und Flachen Ra d Lin d
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Flachen mogen gerade oder krumm, offen oder geschlossen, begrenzt oder un-

begrenzt sein, nur dass alle diese Elemenle unter sich zusammenhangen

miissen, urn zu Einem Complex gerechnet zu vverden. Bei fehlendem Zu-

sammenhang der Elemente haben wir es mit so vielen Complexen zu thun,

als getrennte Configurationen im Raume vorhanden sind, gleichviel ob sie in

einander oder neben einander bestehen. Es versteht sich von selbst, dass die
7

Zahl einer oder mehrerer Arten von Elementen Null sein kann. So stellt

z. B. ein einziger Punkt einen Complex dar, in welchem sowohl die Zahl der

Linien, als der Flachen Null ist. Eine in sich zuriickkehrende krumme Linie,

z. B. der Umfang eines Kreises, wiirde einen Complex ohne Punkte und ohne

Flachen, eine Kugelflache einen Complex ohne Punkte und Linien, eine nil—

seitig geschlossene mit einer Spilze versehene, birnformige Flache einen Com-

plex bloss aus einem Punkte und einer Flache beslehend darstellen. Selbst

der Fall ist als zulassig zu betrachten, wo alle Elemente fehlen und somit

die Zahl der Complexe Null ist.

Wir bemerken nun, dass wir uns im Folgenden zunachst auf die Be-

trachtung begrenzter oder endlicher Complexe heschranken, urn weiterhin

unter einer leichten Abanderung des Begriffes der Complexe die Untersuchung

auch auf den Fall der Zulassigkeit unbegrenzter Complexe auszudehnen, d. h.

soldier, wo Linien oder Flachen, die sie enthalten, sich ein- oder mehrseitig

in unendliche Feme erstrecken. Die Unbeschranktheit der Ausdehnung bleibt

demnach vorlaufig dem die Complexe umgebenden und ins Unendliche sich

erstreckenden Raume allein reservirt.

Unter Constituenten verstehen wir die vorgenannten drei Arten von Ele-

menten, welche die Complexe bilden, nebst den Theilen des ganzen unendli-

chen Raumes, welche durch die Complexe und ihre Elemente von einander

abgegrenzt werden. Es gibt demnach vier Arten von Constituenten.

Zur Scharfe dieser vorlaufigen Feststellungen ist es erforderlich, daran

zu erinnern, dass man jeden korperlichen Raum als das Aggregat einer un-

endlichen Zahl von Flachen, jede Flache als das Aggregat einer unendlichen

Zahl von Linien, jede Linie als das Aggregat unendlich vieler Punkte betrach-

ten kann, und dass man demzufolge bei gegebenem Complex oder gegebenen

Complexen sammtliche Constituenten auf Eine oder im Allgemeinen auf weniger
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*

als vier Kategorien wurde zuriickfuhren konnen. Da indessen tiierdurch of-

fenbar nicht nur einer oder mehrere Constituenten in unendlicher Anzahl auf-

treten, sondern auch eine der fiir unser Theorem wichtigslen Verschiedenar-

tigkeiten unberiicksichtigt bleiben wurde, so sehliessen wir bier solche Aequi-

valenzen, wie einer Flache mit unendlich vielen in ihr enthaltenen Linien,

einer Linie mit der unendlichen Reihe der in ihr enthaltenen Punkte, als un-

zulassig aus.

Die vier Arten von Constituenten nennen wir Curien.

2.

Erste Curie: Puokte

Die Punkte, welche in der ersten Curie gezahlt werden, sind die Gren-

zen nicht bloss von Linien, wie das Ende einer Linie oder die Grenze zwi-

schen zwei oder mehreren Linien, z. B. eine Polygon- oder Polyeder-Ecke,

sondern auch von Flachen oder Korpern, wo sie ebensowohl als Spitzen oder

Ecken, wie bei einer Kegelflache, als auch auf einer stetig gekrummten oder

ebenen Flache vorkommen konnen, wie der Mittelpunkt einer Kreisflache (die

in diesem Falle als eine Ringflache zu betrachten ist, mit einer ausseren

Grenze, dem Kreisumfanu, Mittelpunkte) oder wie der

Beruhrungspunkt zweier sich beruhrenden Kugelflachen. Im ietztgedachlen

Beispiel kann der Punkt als solcher verloren gehen, sobald sich die zwei

Kugeln von eimmder trennen und zwei Complexe bilden, oder aber eine oder

beide Kugeln den Punkt auf ihrer Oberfliiche (im letzteren Falle als zwei

Punkte) behalten, je nachdem es bei Aufstellung der Elemente so oder anders

bestimmt worden. Diese Beispiele legen vor Augen, dass jeder Binnenpunkt

einer Linie oder einer Flache oder jeder isolirte Punkt im Raume als zahl-

pflichtiger Punkt, der sich als solcher von jedem andern bloss moglichen un-

terscheidet, unter den Constituenten gegeben sein kann. Es scheint daher

zweckmassig, solche al9 Constituenten unter den Daten gegebene Punkte so

wie alle Elemente, sofern sie in ihrer Curie mitzahlen sollen , durch das Bei-

wort effecUc zu bezeichnen, und andere bei den Betrachtungen oder Opera-
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tionen nur voriibergehend zu Hiilfe genoramene und in ihrer Curie nicht mit-

zahlende Elemente durch die Bezeichnung virtuell von ihnen ausdriicklich zu

unterscheiden. Bei Polyedem, auf welche allein, und nicht einraal in ihrer

moglichsten Allgemeinheit, sich der Euler'sche Satz in seiner urspriinglichen

Form bezieht, erscheinen lediglich die Eckpunkte als (in unserm Sinne) effec-

tive Punkte. Wir statuiren die Zulassigkeit noch anderer effectiver Punkte

sowohl innerhalb jeder Kante und jeder Seitenflache als innerbalb oder ausser-

halb des polyedrischen AUgeme

Betrachtungen vindicirt werden soil, Iasst es als irrelevant erscheinen, ob z.

B. der Winkel zwischen zwei an einem effectiven Punkte an einander gren-

zenden Linien oder zwischen ihren Endstucken einen Winkel von 144° oder

von 180° bilden, und ob der Korperwinkel der einen Raum begrenzenden

Flache an einem effectiven Punkte dieser Flache den achten Theil der Kn-

gelflache (vom Radius i), wie beim Wiirfel, oder die Halbkugel zum Maasse

hat, wie an jedem (effectiven) Binnenpunkte einer ebenen oder stelig krummen

Oberflache.

Wir werden die Zahl oder den Numerus der effectiven Punkte durch

a bezeichnen , welches also Null oder jede endliche positive ganze Zahl be-

deuten kann.

3

Zweite Curie: Linien.

Wahrend die Constituenten der ersten Curie in Elementen ohne raum-

liche Dimension, den Punkten, bestehen, enthalt die zweite Curie Elemente

von Einer Dimension, die Linien. Da wir vorerst nur endliche Complexe

betrachten, so ist die einzige Bedingung, welche wir den effectiven Constituen-

ten dieser Curie auferlegen, dass der Fall ihrer unbegrenzten Ausdehnung in

unendliche Feme ausgeschlossen bleibe, so dass also eine von einem gege-

benen Anfangspunkte ausgehende, ins Unendliche sich erstreckende gerade

Linie ebensowohl als eine beiderseits unbegrenzle gerade oder die langs

ihren Asymptoten verlaufenden endlosen Curvenzweige noch unzulassig sein
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sollen. Uebrigens ist jede Gestaltung statthaft : gerade oder krumm ; zweien-

dig, wie die Seite eines Dreiecks; oder einendig, wie jeder der zwei Theile

oder Schlingen einer 8 oder wie der mit einem effectiven Punkte versehene

Kreisumfang; in sich geschlossen, wie jede in sich zuruckkehrende sich nir-

gend selbst schneidende Curve im Raum , in einfachem oder beliebig ver-

schlungenem oder verknoletem Verlauf. Mehrere dieser Verschiedenartigkeiten,

wiewohl alle gleich zulassig, werden weiterhin ihre wesentliche Beriicksichti-

gung finden. So wie die Constiluenten der ersten Curie als Grenzen der

Constituenten der drei folgenden (hoheren) Curien erscheinen, so treten die

der zweiten Curie als Grenzen der zwei folgenden Curien , d. i. sowohl der

Flachen als der korperlichen Raume auf. Die 6 Kanten eines Tetraeders be-

grenzen nicht nur die 4 dreiseitigen Seitenflachen dieses Korpers, sondern

auch im Verein mit diesen Seiten sowohl den eingeschlossenen tetraedrischen

Raum, als den diesen Korper umgebenden aussern Raum. Ein bloss aus den

Tetraederkanten bestehender Complex, enthaltend 4 Punkte und 6 Linien,

gibt dem ganzen unendlichen Raum, obvvohl er nicht mehr, wie im vorigen

Beispiel , wo die Seitenflachen des Tetraeders effectiv waren, in getrennte

Stiicke zerfallt, eine in gewissem Maasse complieirte Begrenzung, durch welche

die Beschaffenheit dieses Constituenten auf eigenthumliche Weise modificirt

wird. Eine mit einem Durchmesser oder einer Sehne versehene Kugelflache

enthall einen inneren Raum
;

der von der Flache einerseits
;

von der Linie

andererseits begrenzt ist
7

ahnlicb einem mit einer Durchbohrung versehenen

soliden Korper. Wahrend die Durchschnitte von Flachen, die Kanten von

Oberflachen, mogen sie, wie bei Polyedern aus ebenen Theilen bestehen oder

nicht, die Grenzen von Flachen ohne Nachbarflachen, wie die Seiten einer

einzigen Dreiecksflache, und endlich isolirte oder nackte Linien, wie die Sehne

Radius einer Kugel ngf

selbstverstandlich als effectiv gelten, so konnen iiberdies auch Linien in einer

jeden Flache als effective gegeben sein, die man sich dann als Kanten der

Flache vorstellen darf, langs welchen der diedrische Kantenwinkel rucksicht-

lich beider Flachenseilen 180° betragt. Begrenzt werden die Linien nur

durch Punkte, oder sie ermangeln — ohne unendlich zu sein — der Grenze,

wie Ringlinien.
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Wir zahlen jede

als einen Constihienten

Curie durch b, welch

bedeuten kann.

Linie, so weit k

C

ler ihrer Binni

und bezeichnen

punkte effecliv ist,

I en Numerus dieser

N oder jed<> endliche positive ganze Zahl

4.

Dritte Curie : Flacben.

Die Flacben oder Constituenten zweier Dimensionen, der drilten Curie

zugehorig, fungiren neben Linien und Punkten als Begrenzungcn der Korper-

raume, welche die nachst hobere Curie bilden, wahrend sie selbst sowohl von

Linien als von Punklen begrenzt sein oder audi, wie z. B. rundum geschlos-

sene spharoidische Flacben ohne effective Punkte und Linien, aller Grenzen

entbehren konnen. Auch hier schliessen wir vorerst, wie in der vorigen

Curie, Ausdehnungen oder Erstreckungen in unendliche Feme aus. Der eben

erwahnte Fall der Abwesenheit einer Begrenzung, der sich an raannigfach ge-

stalteten allseitig geschlossenen Flachen darbietet, wie Kugel, Ellipsoid, kor-

perlicher Ring u. s. w. , welche einzeln einen Complex fiir sich bilden, be-

stehend bloss aus einer Flache nebst zwei Korperraumen, wird durch die Sin-

gularity seines Begrenzungsverhaltnisses spaler eine besondere Betrachtung

veranlassen. Flachen konnen ferner bloss Punkte als Grenzen besitzen, wie

z. B. eine mit einer beliebigen Zahl auf ihrer Oberflache beOndlicher effectiver

Punkte versehene spharoidische Flache; oder von einer Linie allein begrenzt

sein, wie die Flache einer Ellipse, ihren Umfang ohne eifectiven Punkt vor-

ausgesetzt; oder endlich von Linien und Punkten zugleich, wie die Seitenfla-

hen Poly

Wir Einen C Curie iede Flache, in welcher

man von einem beliebigen Punkte nach alien ubrigen Punkten L

Flache ziehen kann, ohne eine Grenze der Flache b

in d^r

. Ihre

Gestaltung bielet grosse Ma Complicationen dar, wie wei

terh b der Cykl erhell wird.

sowohl einfach als bel

Mathem. Classe. X.

Die Gre

und als

einer Flache konnen

llfach ist die Gren in
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dem erwahnten Falle einer allseitig geschlossenen Flache zn betrachten.

Einfach ist die Grenze bei der Flache eines Polygons, wo begrenzende Linien

und Punkte eine zusammenhangende und geschlossene Reihe von Gliedern

bilden. Doppelt ist die Grenze einer ringformigen zwischen zwei concentri-

schen Kreisen enthaltenen Flache und ebenso einer cylindrischen, rohren-

oder schlauchformigen Flache, die an jedem der beiden Canal -Enden von

cyklischen Linien begrenzt ist, wie in Fig. 1 und 2.

Wir bezeichnen die Zahl der Flachen oder den Numerus der Constituenten

der dritten Curie mit c, welches wie a und b Null oder jede endliche positive

ganze Zahl bedeuten kann.

5.

Vierte Curie; Raume

Die korperlichen Raume, welche durch die Complexe von einander ge-

trennt werden, bilden die Constituenten dreier Dimensionen und z'ahlen in

der vierten Curie. Der ganze unbegrenzte Raum zerfallt im Allgemeinen

durch die gegebenen Complexe in getrennte Theile, namlich in abgegrenzle

korperliche Raume oder Compartimente und einen ausgeschlossenen, nach

alien Seiten hin erstreckenden, die Compl

gebenden Raum, welchen letzteren wir mit dem schon bei anderer Gelegen-

heit 1
)

gebrauchten Namen Amplexum bezeichnen werden. In besonderen,

nicht seltenen Fallen aber kann eine solche Trennung oder Theilung ausbleiben,

namlich einmal offenbar, wenn die Zahl der Complexe Null ist, und sodann,

wenn entweder die gegebenen Complexe keine Flachen enthalten d. i. wenn

0, oder wenn die in ihnen enthaltenen Flachen keinen endlichen korper-

lichen Raum abschliessen, wie z. B. der Fall sein wiirde, wenn man an einem

Polyeder, unbeschadet seiner Kanten und Ecken, eine oder einige Seitenflachen

hinwegnahme, d. h. aufhoren Hesse, effectiv zu sein. Der ganze amplexe

einen einzieen Constituenten der vierten Curie,

c

Raum bildet in solchen Fallen

wahrend gegentheiligen Falls ausser dem Amplexum noch Raum

1) Vorstudien zur Topologie, in don Gottinger Studien 1847 l.Ablhcilung math.

and naturw. Abh. S. 863.
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theile zahlen, als abgeschlossene und gegenseitig begrenzte Compartimente in

oder zwischen den Complexen entbaiten sind.

Die Gestaltung der korperlichen Raume kann ebenso mannigfaltig und

complicirt sein, wie die der Flachen. Die von den Gliedern der drei erslen

Curien gebildeten Grenzen derselben konnen, wie die Flachengrenzen, einfach

oder mehrfach sein, einfach z. B. bei einem gewohnlichen Polyeder, mehrfach

bei dem von beliebig vielen ausser einander befindlichen Kugeln ausgeschlossenen

und von einer grosseren Kugel eingeschlossenen Raum und eben so bei dem

mehrere ausser einander befindliche Complexe umgebenden Amplexum. Null-

fach ist die Grenze lediglich in dem Falle der Abvvesenheit allrr Complexe.

Wir betrachten alle Theile des gesammten Kaumes durchweg als in der

vierten Curie efFectiv, so dass die Summe aller Constituenten dieser Curie den

gesammten Raum ohne Auslassungen oder Lucken darstellen. Als Einem Raum

zugehorig betrachten wir die Gesammtheit aller Raumelemente, welche unter

sicb so zusammenhangen, dass man von einem derselben auf irgend welchen

im Innern des Raumes moglichen Wegen, ohne Ueberschreitung einer Grenze,

zu jedem andern gelangen kann.

Die Zahl der Raume oder den Numerus der vierlen Curie bezeicbnen

wir mil d, wo d alle ganzen positiven Zahlen von 1 an bedeuten kann.

Die Zahl der als zugleich bestehend gegebenen, unter einander durch

Constituenten der drei ersten Curien nicht zusammenhangenden Complexe be-

zeicbnen wir durch p, welches Null oder jede endliche positive ganze Zahl

bedeuten kann.

6.

Von der Begrenzung.

»

Aus den tiber die Complexe und die Constituenten gemachten Feststel-

lungen ist ersichtlich, dass die Begrenzung irgend eines Constituenten nicht

Hpr niichst niedriereren Curien, sondern auch vonbloss von den Constituenten

denen aller niedrigeren Curien bewirkt werden kann. Constituenten von glei-

cher Curie aber konnen an einander grenzen, d. i. benachbart oder contigent

02
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sein, indem sie durch begrenzende Glieder niedrigerer Curien von einander

geschieden werden, woraus sich Contigenz nur zwisch

gleichartigen Constituenten der zweiten, dritten und vierten Curie, als neben

welchen niedrigere Curien bestehen, nicht aber zwischen Constituenten der

ersten Curie, d. i. zwischen effectiven Punkten bestehen kann. Eine durch

zwei beliebige Durchmesser in vier Sectoren getheilte Kreisflache bietet Con-
tigenz zwischen je zweien dieser vier Theile dar : vier Paare neben einander

liegender Sectoren besitzen eine aus einem Kreisradius und seinen beiden

Endpunkten bestehende gemeinschaftliche Grenze, zwei Paare einander gegen-

iiberliegender Sectoren besitzen eine nur aus einem Punkte, dem Kreismittel-

punkte, bestehende gemeinsame Grenze. Auch zwischen zwei oder mehreren

Theilen derselben Linie, derselben Flache oder desselben K(

Contigenz Statt finden. Ein

m Korperraums k

Punkte versehene Ringl

hat an diesem Punkte Contigenz zwischen ihren beiden Extremitaten oderEnden.

Bezeichnen wir die Constituenten nach ihren Curien symbolisch durcb

die Ziffern 1, 2, 3, 4, wo 1 die Punkte, 2 die Linien u. s. f. bedeutet, so

stellen sich fur die Contigenz die drei moglichen Fiille in den Symbolen

[<M], [3,3], [2,2]

dar. Aehnliche Symbole dienen die Begrenzung zu bezeichnen, wobei wir

das begrenzte Element voranstellen und ihm die begrenzenden nachfolgen lassen:

[20] [300] [4000]

[21] [301] [4001]

[320] [4020]

[321] [4021]

[4300]

[4301]

[4320]

[4321]
Von den drei nullfachen Begrenzungen [20], [300], [4000] bedeutet die

erste jede in sich zuriicklaufende Curve oder Ringlinie ohne effective Punkte,

die zweite jede rundum geschlossene Flache ohne effective Linien oder Punkte,
W

und die letzte den ganzen unbegrenzten Raum, wo die Zahl p der Complexe
Null ist.
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7.

I

Von der Cyklose uud der Dialpe

Unter den Constituenten der einzelnen Curien giht es verschiedene Arten

oder Kategorien, deren Unterscheidung lediglich von topologischen Eigenschaf-

ten, d- i. solchen abhangt, die sich nicht auf die Quantitat und das Maass der

Ausdehnung, sondern auf den Modus der Anordnung und Lage beziehen. Die

Modalifat des Zusammenhangs der Theile innerhalb jedes einzelnen Consti-

tuenten ist es, welche die nunmehr in Betracht kornmenden Untersehiede bedingt.

Korperliche Raume und Flachen konnen so gestaltet sein, dass sie gleich-

sam wie mit Durchgangen oder Durchlocherun<ren versehen erscheinen. Auch

jede in sich zuriickkehrende Ringlinie bietet einen solchen Durchgang dnr.

Denken wir uns zur Vorbereitung fiir die genauere Untersuchung dieser

Gestaltungsweisen • i ' einfache unverknotete and unverschlungene Ring-

linie und nehmen an, dass sie sich ohne die geschlossene Ringform zu ver-

lieren in Form und Lage beliebig aber stetig so verandere, dass ihre spateren

Gestalten denen, die sie friiher besessen, nirgend begegnen, und damit ende,

dass ihres Umfangs bis zu Null

(nicht effectiven) Punkte verschwinde, so beschreibt die cyklische Linie bei

dieser stetigen Formanderung eine Flache im Rauni, die von der Ringlinie in

lichen Gestalt vollstandig und einfach begrenzt wird. Der Zusam-inrer anian&i-v»w.« ^—.... » v..^w..-.b

irgend

hrer Theile, sie raochte in Folge ihrer Entstehungsweise eben oder

b und mannifffach uekriimmt ausfallen. ist so einfach, wie der einer

Kreisflache, ohne Durchgange oder Locher, vollstandig von einera cyklischen

Rand begrenzt, der, wenn man von einem Orte auf einer ihrer beiden Seiten

nach dem ihm antipodisch gegeniiberliegenden Orte der andern Seite, ohne die

Flache zu durchbohren, gelangen will, nothwendig irgendwo iiberschritten wer-

den muss, so dass der Rand zugleich die alleinige Scheidelinie ist zwischen

den zwei vollstandig von einander getrennten (gleich grossen) Arealgebieten

ihrer zwei Seiten l
). Fur sich allein schliesst sie keinen Korperraum ein,

I) Es niaji nicht uberflussig erscheinen, schon bei dieser Geiegenheit daraut auf-

inerksam zu machen, dass eine von einer cyklischen unverknoleten Curve voll-
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sondern kann dies nur in Verbindung rait anderen Flachen. Eine soiche cy

klisch begrenzte einfach zusammenhangende Flache werden wir zuweilen de

Kiirze wegen Zwerchfldche oder Diaphragma desjenigen Cyclus nennen, de

ihren Rand darstellt. Es isl klar, dass es unzahlig viele Zwerchflachen des

selben Cyklus geben wird, und

sie sich ausser an ihrem gemei

'ei solcher Flachen von der Art, dass

Rande nirgend sonstwo begegnen oder

durchschneiden, einen korperlichen Raum einschliessen, dessen vollstandige

Begrenzung von beiden Flachen und ihrem gemeinschaftlichen cyklischen

Rand gebildet wird, wovon die Halbkugel, sowie jeder der drei Raume, welche

durch zwei einander schneidende spharoidische Flachen von einander geson-

dert werden, einfache Beispiele darbielen.

8.

Zur einfachen Ringlinie g (Fig. 5) gehore die Zwerchflache G dann

ziehe man durch einen innerhalb G liegenden Punkt h eine zweite Ringlinie

g' so dass sie die Flache G in diesem Punkte durchschneidet und sonst keinen

Punkt mit ihr gemein habe, so greifen die Cyklen g und g' kettenartig inein-

ander. Eine Zwerchflache G' der Ringlinie g' wird ebenso von gnur in einem

einzigen Punkte durchschnitten. Die Grenze g' der Flache G

erstreckt sich vora Punkte k aus nach entgegengesetzten Seiten von G, und

ebenso erstreckt sich die Grenze g der Flache G vom Punkte h' aus nach

enlgegengeselzten Seiten von G\ Die beiden Diaphragmen G und G' miissen

sich also in einer einfachen unverknoteten Curve schneiden, deren Endpunkte

h und h' sind. Von den Ringlinien g und g' sagen wir, sie seien einfach

eerkettet.

Fassen wir ohne Beriicksichtigung der Zwerchflachen G und €F bloss

die beiden Cyklen g und g" ins Auge, so geht offenbar von jeder beider

Curven nur ein einziger Tractus durch den von der andern gebildeten Ring.

Wir nennen die Verkeltung einfach, so lange dies Kennzeichen Statt findet,

standig begrenzte Flache ganz andere Eigenschaften haben kann, als die ebenr

angefuhrten. Fig. 3 und 4 stellen soiche Beispiele dar.
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1

die Curven mdgen ubrigens irgend wie verschlungen oder verknotet sein,

wie beispielsweise Fig. 6 veranschaulicht. In jedem andern Falle zweier in

einander greifender Cyklen ist die Verkettung mehrfach *).

9.

Es sei nun allgemein K ein beliebiger Constituent, L die Gesammtheit

der seine Grenze bildenden Constituenten niedrigerer Curien, M der gesammte

iibrige korperliche Raum. Lassen sich nun zwei einfach verkettete die Grenze

L nirgend durchschneidende Cyklen k und m so Ziehen, dass k ganz in

K
y
m ganz in M liegt, so nennen wir diese Eigenschaft von K eine Cyklose,

den Constituenten K selbst cyklodisch. Im gegentheiligen Falie, wo K keine

Cyklose besitzt, nennen wir ihn acyklodisch.

Da im Falle der Cyklose m ganz ausserbalb K liegt und alle Theile von

K einen stetigen Zusammenhang untereinander besitzen, und m, weil im iibri-

gen Raum M liegend und mit k einfach verkettet, muss einfach cyklisch, d. i.

unverschlungen und unverkettet gezogen werden konnen, so muss es im AH-

gemeinen moglich sein, mittelst eines Diaphragmas von m den cyklodischen

Constituenten K einmal und zwar so zu durchschneiden, dass der als addi-

tioneller Theil L der Grenze L zu betrachtende Durchschnitt, dessen Curie

um 1 niedriger ist als die von K, selbst acyklodisch ist. Nur wenn L =
ist und also K eine der Begrenzungsformen [4000], [300], [20] darbietet,

kann ein singularer Fall eintrelen. in welchem dies wenigstens unmittelbar

1) Das Kriterium der einfach en Verkettung zvvischen zwei irgend wie gestalleten

Cyklen lasst sich nach den in den „Vorstudien zur Topologie" gegebenen Be-

trachtungsweisen dahin aussprechen, dass die bciden Cyklen — wenn erfor-

derlich — so transformirt werden konnen, dass sie.in ihrer Projection eine

zweiseitige Parzelle (Oese) darstellen , mit gleichwendlichen Ecken versehen,

mittelst deren sie an das Amplexum grenzt, jede Seite derselben je einem Cy-

klus angehorig. Diese Oese wurde im Falle der Figuren 5. und 6. das Symbol

d2 erhalteii- Bei zwei einfachen einfach verkettelen Cyklen gibt die Transfor-

ination und Projection vier solcher zweiseitiger Parzellen, deren eine das Am-

plexum isl, mit dem Symbol 2(d2
-f-^

2
).
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nicht moglich ist. Diesor particulate Fall ist lediglich an die Begrenzungsform

[300] geknupft und wir werden ihn vorlaufig bis zu einer weiter unten vor-

zunehmenden besonderen Discussion bei Seite setzen. Die zwei iibrigen Falle

Der Fall des Begrenzungstypus [40001dagegen lassen sicb sofort erledigen.

namlich, wo p — 0, kann iiberall keine Cyklose darbieten, weil ausser K
kein L und kein M and somif kein m existirt; der Fall [20] endlich enspricht

einer cyklischen Curve ohne effectiven Punkt, bei welcher wir durch den

Schnitt mitlelst der Zwerchflneke von m nur einen Punkl erhalten werden,

der wie alle Punkte, und sotnit die Constituenten der ersten Curie durchweg,

oflenbar acyklodisch ist.

Diese Durchschneidung sowie den dadurch erzeugten Durrbschnitt V
bezeichnen wir durch den Ausdruck Dialyse.

10.

Wir unterwerfen den mit der neuen Grenz i + versehenen Con

stituenteir/T, den wir. sofern die Dialyse L' wie die vorijre Grenze L als

von derselben Preffectiv betrachtet wird, durch K bezeichnen,

und falls sicb auch K' cyklod'isch erweist, derselben Operation. Es geht in

diesem Falle durch die neuen verkelteten die neue Grenze L -+- L' nirgend

durchscbneidenden Cyklen k' (innerhalb if') und m (innerhalb M) eine neue

Dialyse L" hervor. Durch Wiederholung dieses Verfahrens, so lange bis

durch die successiven Dialysen £', L"
t
L

> >
die letzte sei Z,M, der

Constituent K in seinern Zustande K*) sich als acyklodisch erweist, finden

wir dass der untersuchle Constituent x Cyklosen besitzt, die durch x Dialysen

successiv annullirl worden sind, oder dass derselbe x fach cyklodisch ist. Je-

der x facb cyklodische Constituent k durch Dialy so durchscbnitten

werden, dass gelrennte Stiicke zerfallt, sondern noch den Zusam

abl

behalt, der erforderlich ist, ihn itn Census als

)ie Dialysen, obschon wabrhafte Durchschnitle

Const

hi

Auflosung der Anastomosen, die Vernichtung mehrfacher Zusamtn

dar, welcbe cyklodische Linie

man einen Ring aufschneidet,

Flachen oder Korperraume besit

nen Schlauch der Lanjje nach auf;

wie wenn

zt, u. s. w.



DER CENSUS RAUMLICHER COMPLEXE. 113

Insofern jedem ac\klod Constituent ein bei-

gelegt werden muss, erscheint ein Constituent von Einer Cyklose als zwei

fach zusammenhangend, von zwei Cyklosen als dreifach zusammenhangend u.s. w

11.

leuchtet es ein, dass die in den vorigen

Bei der den raumlichen Complexen zugedachten Allgemeinheit, so wie

der damit verbundenen Moglichkeit selbst der vervvickeltsten Gesfaltungen

Artikeln nur in ihren Grundziigen
ft

enthaltene Operation der Dialyse und die aus ihrer Wiederholung hergelei-

tete Ordnungszahl der Cyklose eines Constiluenten irgend welcher Curie noch

mancher naheren Beleuchtung bedarf, urn in alien Fallen eine sichere An-

wendung zu gestatten, was gleich anfanglich nicht ohne die Gefahr, den we-

sentlichen Grundgedanken, der in Art. 9 und 10 darzulegen war, zu beein-

trachtigen , wurde thunlich gewesen sein. Den cyklischen Linien k und m
wird man, ohne die an sie gestellten Forderungen ausser Acht zu lassen,

verschiedene, ja unzahlig viele Lagen ertheilen konnen, und die durch sie er-

mittelten Cyklosen konnen in verschiedener Reihenfolge oder in verschiedenen

Die Curve k kann moglicherweise niehl andersTypen auf einander folgen.

als verschlungen oder verknotet realisirt werden, u. dgl. m. Es ist also er

forderlich, je verwickelter solche Eventualitaten sein konnen, desto sorgfaltiger

auf die wesentlichen Erfordernisse der auf die Cyklose beziiglichen topologi-

Analy zu inacben. Es scheint angemessen

,

zu diesem

Behuf erst noch einiges Allgemeine zu erortern und dann auf die Betrachtung

der einzelnen Curien in Beziehung auf die Cyklose uberzugehen.

Hatte man Cyklose und der sie auflosenden Dialy

zwei Cykeln k und m ausfindig gen

bis auf die der einfachen Verkettun

als un

Verfah

handen

d »

so ware es nicht noting

hb

sei es an

erfen kleine Abanderungen sei es ira
t>

Cykeln selbst zur Dialyse der in solchem Falle vor

Cyklose fiihren ko phragma
y

vorerst mit k mehrfach verkettet vorausgesetzt

welches nunmehr

obwohi k mehr-

fach, also in getrennte Stiicke schneidend

Mathem. Classe. X,

K entvveder einen oder mehrere

P
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Durchschnitte. Im ersten Fall ist der Schnitt als Dialyse giiltig, im zweiten

kann man von den mehrfachen Schnitlen nach Belieben einen als solchen

auswahlen; mehr als einer wiirde K in getrennte Stucke zerschneiden. Im

ersten Falle wird k in K so gezogen werden konnen, dass nicht mehrfache,

nur Ein Tractus von k durch den Ring m geht, im zweiten wird msondern

gegen

sp

einen andern Cyklus konnen vertauscht werden, der nicht mehr als

Tractus von k umringt.

Die nachstehenden Figuren 7— 14 mogen das Gesagte in einigen Bei-

n erlautern. Der in den Fimiren nicht selbst dargestellte Constituent sei

yklodischer Korper, mit beliebig wie auf seiner Oberflache angeordnete

und dieselbe in Flachenstuck Nahten)

In Fig. 7, 9, 11, 13 ist ein verschlungener oder verknoteter Cyklus k mit

dem einfachen Cyklus m doppelt verkettet. Die Zwerchflache von m liefert

in Fig. 7 und 11 Einen, in Fig. 9 und 13 dagegen zwei Durchschnitte des

Korpers K. Der eine Durchschnitt in Fig. 7 und 11 kann sofort als Dialyse

beibehalten, der andere verworfen werden. Dem gegenuber stellen die Fi-

guren 8, 10, 12, 14, die an den Cykeln k und m vorgenommenen Abande-

rungen dar, durch welche einfache Verkettung zwischen ihnen hergestellt wird.

In Fig. 8 ist k durch den unversciilungenen, in Fig. 12 durch den unverkno-

teien Cyklus k' , in Fig. 10 und 14 ist der zweifach verkettete Cyklus m

durch den einfach verketteten m' oder m" oder m" ersetzt.

Vi.

Die bisherigen Betrachtungen zeigen zwar den Weg zur Ausfuhrung

der successiven Dialysen, welche den gegebenen Constituenten zuletzt acy-

klodisch machen und ihm nur einfachen Zusammenhang ertheilen, und deren

Anzahl den Werth von x bestimmen soil. Es bleibt hierbei jedoch noch frag-

lich, ob x in jedem concreten Falle einen bestimmten von der Wahl und der

Ordnung der auf einander folgenden Dialysen unabhangigen Werth besitze.

Betracbten wir das in Fig. 15 dargestellte Beispiel eines mehrfach cyklodischen

Korpers, und wahlen zur ersten Dialyse nur eine der sechs (durch Doppel-

striche kenntlich gemachten) Stellen 1, 2, 3, 4, 5, 6, so wiirden sich, wenn
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man sich lediglich auf diese seclis Stellen behufs der Durchschneidung be-

schrankte, in jedem der sechs Falle die successiven Durchschneidungen auf

120 verschiedene Arten ausfiihren lassen, welche durch sainmtliche Permuta-

tionen der sechs Ziffern von 1 bis 6 dargestellt wiirden. Aber in den meisten

aller 720 Falle wiirde sich dep Korper schon nach der dritten Durhschnei-

dung als einfach zusammenhangend herausslellen, und in einigen Fallen wiirde

der dritte Schnitt den Korper schon in zwei Theile zerlegeu, ohne dass er

beim zweiten schon acyklodisch geworden ware. In keineni Falle gestattet

der Korper mehr als 3 Dialysen. Bilden wir also aus den Zifl'ern 1 bis 6

die Combinationen zu drei nebst ihren Permutationen , so miissen diese Sym-

bole sammtliche Vorschriften zur Zuriickfiihrung des Korpers auf seinen acy-

klodischen Zustand enthalten. Da unter diesen 120 Symbolen aber sowohl

die Combinationen 136, 145, 235, 246 als ihre Permutationen, deren Zahl

sich auf 24 belauft, aus dem eben erwahnten Grunde als unanwendbar ver-

worfen werden miissen, so folgt, dass sich der Korper auf 96 verschiedene

Verfahrungsweisen durch drei successive Dialysen acyklodisch machen lasse,

und dass sich also fur denselben jedesmal x — 3 herausstellt.

Es kann dargethan werden , dass die Ordnungszahl x der Cyklose all-

gemein bei irgend welchem gegebenen Constituenlen von der Wahl und der

Reihenfolge der Dialysen unabhangig und lediglich von der topologischen

Beschaffenbeit desselben abhangig ist.

13.

Von dem Diagramm.

Wir nehmen an, es sei ein beliebiger Constituent K gegeben, L sei

i Gesammtgrenze, welche, wie Arl. 6 erortert worden, im Allgemeinen

Constituenten niedrigerer Curien besteht. Ertheilen wir nun der Grenze

L an alien ihren Theilen eine stetige Veranderung in der Weise, dass die-

selbe im Allgemeinen ohne Verletzung der ihr anfanglich zukommenden Zu-

sammenhange durch unendlich kleine
,

gleiche oder ungleiche Schritte immer

tiefer ins Innere von K riicke, so lange bis durch diese Art von Verschma-

lerung, Verdunnung oder Zusammenschnurung K auf einen Complex bloss

P2
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von Linien und Punkten reducirt ist, so geht aus K im Allgemeinen ein

Complex hervor, welcher nur aus Constituenten der beiden ersten Curien be-

steht, und welcher gleichsam als das lineare Skelett des gegebenen Consti-

tuenten betrachtet werden kann. Die durch solche Transformation der Grenze

L hervorgehende Linear -Complexion nennen wir das cyklomatische Diagramm

oder Diagramm kurzweg von K.

Es mag nicht iiberfliissig sein, hierbei zu bemerken, dass diese Redu-

ction eines Korpers oder einer Flache oder einer Linie auf ihr Diagramm zwar

als eine Contraction wie sie bei Anwendung von ausseren Druckkraften oder

durch Temperaturerniedrigung bei physischen Korpern eintritt, angesehen wer-

den darf, dass aber bei dem hier vorausgesetzten Vorgange nur acyklodische

Constituenten sich bis zu einem Punkte contrahiren, wahrend solche, die mit

Cyklosen begabt sind, den cyklodischen Charakter auch noch in ihrem Dia-

gramm behalten. Das Diagramm jeder von Punkten begrenzten Linie ist ein

Punkt, in welchem sich bei stetiger gegenseitiger Annaherung der ins Innere

der Linie ruckenden Endpunkte, die beiden Grenzen begegnen, wobei es

gleichgliltig ist, welchen Binnenpunkt der Linie man als ihr Diagramm be-

trachten will. Das Diagramm jeder acyklodischen Flache
y

z. B. eines belie-

bigen Polygons, ist gleichfalls ein Punkt, der beliebig auf der Flache ange-

nommen werden darf, und ebenso ist das Diagramm eines acyklodischen Kor-

pers, z. B. eines beliebigen Polyeders, ein im Innern des Korpers gelegener

Punkt. Eine Ringflache aber oder ein korperlicher Ring besitzen ein cykli-

sches Diagramm, welches innerhalb der Lineargrenzen oder im Innern des Korpers

verlauft, wahrend hier eine der Contraction, wie sie hei physischen Vorgangen

Statt findet, ahnliche Veranderung in letzter Instanz die Flache oder den Kdr-

per auf einen Punkt reduciren wurde, indem die Grenze derselben zum Theil

nach Innen, zum Theil nacb Aussen riicken und die Ringoffnung verschwinden

miisste.

Das Bisherige mag noch an einem besonderen Falle beispielsweise er-

lautert werden- In einer polygonal oder cyklisch begrenzten Ebene denke

man sich, Fig. 17, die vier Durchlocherungen oder OefFnungen 1 , 2, 3, 4

angebracht, deren Grenzen sowie die cyklische Aussengrenze der Flache durch

starkere Linien kenntlich gemacht sind. Im Raume gehoren die OeiFnungen
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dem ganzen umgebenden Raume, oder sofern diese Flache sammt ihren fiinf

Grenzen den ganzen gegebenen Complex ausmachen, dem amplexen Raume

an. In der Zeichnung oder der Darstellung auf einer Ebene erscheinen die

vier Oeffnungen als (nicht effective) und von dem umgebenden (ebenfalls

nicht effectives) amplexen Flachenraum 5 gesondert. In dieser polycyklodi-

schen Flache lassen sich nun 15 verschiedene Arten cyklischer Linien Ziehen,

welche eine oder mehrere oder alle Oeffnungen umschliessen, oder was hier-

mit gleichbedeutend ist, welche unter den 5 nicht zur Flache gehorigen Fel-

dern 1, 2, 3, 4, 5 in verschiedener Weise Scheidungen veranstalten. Jede

Art umfasst naturlich eine unendliche Menge von Cyklen, welche alle hinsicht-

lich der durch sie veranstalteten Scheidungen mit einander liberein kommen.

In der Figur ist jede Art durch einen Cyklus reprasentirt und in der nach-

stehenden Uebersicht sind die verschiedenen Arten, unter Beifiigung der

Buchstaben, die sie in der Figur kenntlich machen, symbolisch dadurch bezeich-

net, dass die geschiedenen Gruppen durch einen Punkt von einander getrennt sind.

a 1.2345 / 12.345

b 2.3451 g 23.451

c 3.4512 k 34.512

d 4.5123 % 45.123

e 5.1234 k 51.234

/ 52.341

m 13.452

n 24.513

o 35.124

p 41.235

Alle diese Cykeln sind in dem Diagramm Fig. 18 durch dessen Linear-

theile vertreten, welche die Ebene der Zeichnung ebenso wie die cyklodische

Flache selbst in fiinf Felder 1, 2, 3, 4,* 5 zerlegen.

14.

Sind wahrend der Bildung des Diagramms einer Flache oder eines

Korpers bereits einige Theile linear geworden, welche zwar einerseits mit
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den ubrigen Bestandtheilen desselben zusammenhangen , andererseits aber mit

freien Endpunkten versehen sind, wie in Fig. 16 der Theil AD, so muss

das Diagramm als in fortwahrender Bildung begriffen angesehen werden, indem

durch ferneres Einwartsriicken des freien Endpunktes D bis zum Inserlions-

punkte A der appendiculare Theil A D sich auf den Punkt A zusammengezo-

gen und in den ubrigen Bestandtheilen des Diagramms aufgegangen d. h.

verschwunden ist. Bei der Zuriickfuhrung also von Korpern mit mannichfa-

chen Verzweigungen auf ihr Diagramm gelangt man durch die hieiTiir erfor-

derliche Verengung oder Retraclion ihrer Grenze auf lineare Bestandtheile,

welche selbst dem vollendeten Diagramm angehoren werden oder nicht, je

naebdem die Bestandtheile des Korpers, aus dem sie hervorgingen , rait ein-

ander anastomosirten oder freie Aeste und Zweige bildeten. Um ein concretes

Beispiel zu benutzen, so geht aus einem Korper von der Gestaltung des

Blutgefasssystems der Wirbeltbiere einschliesslich der Capillaren , wie des

Herzens eine complicirte Linearcomplexion als Diagramm hervor f in welchem

jede Arterie, jede Vene, jede Capillare durch einen linearen Bestandtheil ver-

treten ist. Im Diagramm eines Korpers von der Gestaltung des Nervensy-

stems einschliesslich des Gehirns und Ruckenmarks erscheinen nur die den

anastomosirenden Nerven (Plexus, Ganglien) entsprechenden Reprasentanten.

Das Diagramm der Gestalt eines Baumes oder des menschlichen Korpers da-

gegen wtirde nichts weiter als ein Punkt sein.

Diese Bemerkungen, welche iiberfliissig scheinen konnlen, sind gleich-

wohl insofern nicht ohne Belang, als wir bei den Operationen mit dem Dia-

gramm behufs der topologischen auf die Cyklose beziiglichen Analyse die bei

seiner Bildung postulirte Retraction der Grenze des gegebenen Constituenten

auch wahrend der am Diagramm vorzunehmenden Durchschneidung als fort-

bestehend voraussetzen, so dass offenbar durch jeden queren Durchschnitt

eines Lineartheils zwei nicht mehr anast

entstehen, durch deren weitere Retraction

de Zweige oder Appendil

timmter Lineartheil des D

gramms verschwinden oder ausgeschieden werden muss.

15.

Wenn nun nach dem Bisherigen einleuchtet, dass das Diagramm eines

acyklodischen Constituenten im Allgemeinen ein Punkt ist, so darf doch der
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der auch hier sich darbietende singulare Fall ,
auf welohen bereits in Art. 9

aufmerksam gemacht worden, nicht mit Stillschweigen ubergangen werden.

Das Diagraram einer allseitig geschlossenen, z. B. einer spharoidischen Flache

ohne effective auf ihr gelegene Linien oder Punkte wiirde zunachst nicht von

der Flache selbst verschieden sein
;

also keine Linearcomplexion bilden kon-

nen. Wir ertheilen in diesem Falle der einer Grenze ermangelnden Flache

die moglichst einfache Grenze , indem wir als eine solche einen beliebigen

auf ihr gelegenen Punkt annehmen. Diese virfuelle, mit deni Ausdruck Trema

zu bezeichnende Grenze geniigt, die zur Bildung des Diasxamms erforderliche

Retractibilitat in Wirksamkeit zu selzen. Das hervorgehende Diagramm wird

alsdann ebenso wohl, wie bei jeder anderen mit effectiven Grenzen verse-

henen acyklodischen Flache ein Punkt oder irgend ein linearer Complex.

Der analoge Fall eines Korpers, der zvvischen zwei in einander ge-

schachtelten Grenzflachen enthalten ist, wie der Haum zwischen zwei Polye-

dern, von denen ohne gegenseitige Beriihrung der eine sich ganz im Innern

des andern befindet, oder einer durch zwei concentrische Kugelflachen be.

grenzten Kugelschale, wiewohl derselbe durch die weiterhin zu erorternde

Anathese seine Beseitigung finden wird, kann imter dem eben besprochenen

Gesichtspunkt betrachtet werden. Auch fiir ihn gilt nur der Punkt als Diagramm,

insofern sich durch die Retraction der Grenzen zunachst eine allseitig geschlos-

sene Flache ergibt, welche in dem vorerwahnten Modus in einen Punkt iibergeht.

16.

Eine andere aber gewissermassen analoge Particularity hinsichtlich des

Diagramms bietet der einen oder mehrere Complexe umgebende unbe^jrenzte

Raum dar. Das Besondere liegt, was schon in Art. t hervorgehoben worden,

in dem lediglich dem Amplexum eigentbumlicben Mangel der ausseren Be-

grenzung. So viel ist evident, dass im Falle p = der ganze unendliche

Raum ebenso einfachen Zusammenhang hat und ebenso acyklodiscb ist, als

der von einem Polyeder oder einer Kugel eingeschlossene Raum, und dass

fur ihn mit gleichem Fug Falle. den Punkt als Diag

annehmen. welchen man als aus der Retraction einer dem unbegrenzten R
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beizulegenden virtuellen unendlich grossen spharischen Grenze hervorgehend

ansehen kann. Im Falle dass p= 1 oder > 1 dagegen, wo wir, wenn p> 1

durch p' die Zahl der ausser einander gelegenen (seclusiven) Complexe be-

zeichnen, besitzt der amplexe Raum eine oder mehrere einseitige innere

Grenzen, welche, indem wir sie zugleich mit der anderseitigen ausseren vir-

tuellen Grenze der Retraction unterwerfen, zunachst eine den oder die Com-

pi pharoidische Fliiche mit p'— 1 Scheidewanden und

Verb

p' Raumcompartimenten erzeugf, deren jedes einen Complex oder einen Satz

ineinandergekapselter Complexe enthiilt, oder aber (was topologisch hiermit

gleichbedeutend ist) p' spharoidische Hullen entstehen lasst, deren jede einen

der p' seclusiven Complexe umschliesst und welcbe durch p'— 1 lineare

indungen unter einander zusammenhangen.

Die durch Scheidewande aneinandergrenzenden Compartimente oder die

durch Linien unter einander verbundenen Hullen aber werden je nach dem

cyklodischen Zustande der Gesammtgrenze jedes der p' Complexe mit linearen

Durchgangen versehen sein, welche in der Wand der einhiillenden Flache

endigen, und nur wo die Gesammtgrenze des eingehullten Complexes acyklo-

disch ist, bietet der bier betrachtete vorlaufige Zustand des entstehenden Dia-

gramms soiche Durchgange nicht dai\ Lassen wir nun in der far die Falle

des vorigen Art. erorterten Weise die Flachentheile des Diagramms in lineare

unterworfen bleiben, so geht nunmehrubergehen und der weiteren Retraction unterworfen

auch hier als Diagramm fur den amplexen Raum im Allgemeinen eine Linear-

Complexion liervor. Ist p== 1 und der Totalinhalt des Complexes acyklodisch,

so ist das Diagramm ein Punkt, das Amplexum aiso ebenfalls acyklodisch.

Bietet der Complex Durchgange dar, so bewahrt die Configuration des Dia-

gramms den cyklomatischen Cbarakter des Amplexums, der ihm durch den

cyklomatischen Cbarakter des Complexes, gleichsam wie einer Matriz durch

die Patriz, verliehen wird, in seinen unter einander cyklodisch zusammen-

bangenden linearen Bestandtheilen. Im Falle z. B. eines korperlichen Rin-

ges
7

Fig. 19, oder eines ringahnlich gestalteten polyedrischen Korpers, Fig. 20,

ist das Diagramm des amplexert Rauraes eine einfache Ringlinie, welche wie

das Amplexum selbst, eine DiaNse geslattet, namlich durch den Schnitt mit-

telst eines die Ringoffnung schliessenden Diaphragmas.
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Waren die in beiden Figuren 19 und 20 dargestellten Complexe zu-

gleich gegeben, wo also p = 2, so erhielte man fiir das Diagramm des am-

plexen Rautnes die aus beiden Cykeln und einer etwa zwischen den Punkten

r und s gezogenen Verbindungslinie bestehende Linearcomplexion, und das

Amplexum wiirde sich als zweifach cyklodisch darstellen.

17.

Bei der Darstellung der ini Raume enlhaltenen diagrammatischen Linear-

complexionen auf einer Ebene, wie dies in den Figuren behufs Unterstiitzung

der FJaumvorstellungen erforderlich ist, werden wir die scheinbaren Durch-

sehnittspunkte, wo namlich im Diagramm selbst eine Linie im Raume die an-

dere ohne sie zu schneiden iiberkreuzt, als sogenannte Ueberkreuzungspunkte

dadurch von den wirklichen Vereinigungs- oder Durchschnittspunkten unler-

scheiden, dass wir in der Figur den von dem Beschauer entfernteren der

beiden in Frage kommenden Lineartheile als solchen an der Ueberkreuzungs-

stelle durch eine kleine Unterbrechung kenntlich machen, wahrend der nalier

liegende ununterbrochen durchgezogen wird , wie wir dies auch bereits fiir

analoge Falle in den bisherigen Figuren gehalten haben. Dies Mittel scheint

den Vorstellungen kaum in geringerem Grade zu Hiilfe zu kommen, als die

bei (zusammengesetzteren Figuren urastandlichere) Methode doppelter eng neben

einander verlaufender Linien, zumal, wenn man die durchgezogene Linie in

der Nahe der Ueberkreuzung etwas starker zeichnet, als die unterbrochene l
).

Die Figuren 21, 22 und 23 dienen zur Erlauterung des Gesagten. Die Fi-

guren 21 und 23 bieten eine Ueberkreuzung, die Fig. 22 eine Durchkreuzung

oder einen Vereinigungspunkt von 4 Lineartheilen dar.

18.

Von der Anathese.

Es scheint hier der passende Orl, bevor wir zu ferneren Discussionen

1) Am vollkommensten freilich wurden fur den fraglichen Zweck stereoskopische

Darslellungen dienen, duroh vvelche dem binocularen Blick die Anordnung der

Linien im Raume ohne Interpretatio per synesin klar wurden.

Mathem. Classe. X
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fiber das Diagramm und zu dessen Gebrauch bei Ermittelung des cyklomati-

schen Ranges x ubergehen, von der Anathese zu reden, einem bei der topo-

logischen Analyse behufs des Census raumlicher Complexe nicht unwesenl-

lichen Erleichterungsmiltel. Wir verstehen darunter gewisse Abanderungen,

die sich in der gegenseitigen Lage sowobl mehrerer Complexe als der Theile

eines und desselben Complexes vernehmen lassen, ohne Einfluss auf die fur

den Census in Betracht kommenden numerischen Bestimmungsstucke.

L der Belrachtuns zur Erleichteruna: der Vorstell

spiel zum Grunde, und zwar den bereits in Figur 15 dargestellten Complex

einer allseitig geschlossenen askoidischen Flache Fig. 24 mit unter einander

anastomosirenden Abzweigungen in den Stellen a, b
7

c, d und einem frei en-

denden Zweige in e.

Das Diagramm des

der Zweig bei e verschw

stalt der Fig. 25 herausst

eschlossenen Kdrpers h Art. 14

wtirde sicb nach dem Bisherigen in der Ge-

Die Umschlingung des Armes ac durch den

Arm abj so wie die von ac durch bd aber wiewohl in anderweitigen topo

logischen Riicksichten von wesentlichem Belang, sind fur die auf den Census

beziiglichen Fragen ohne alien Belang und kdnnen durch eine einfachere Gestal-

tung ohne Verschlingung ersetzt werden. Durch Anathese des Kdrpers in

Fi oder seines Diagramms in Fig. 25 erhalten g

Gestalten wie in den 26, 27, 28, woraus hervorgeht, dass die Line

theile des Diagramms im Wesentlichen dieselbe Anordnung und gegenseitige

Verbindung darbieten, wie die sechs Kanten eines tetraedrischen Kdrpers.

Die angefiihrten Gestaltungen sind fiir den Census Equivalent, insofern es

nicht auf die Grossenverhaltnisse der Bestandtheile des Complexes, nicht auf

die Graduationen und Quanta ihrer Kriimmung, nicht auf ihre Stellung im

ondern nur auf die Art ihrer Verbind und ih

nkommt. Die Anath erfordert also einerseits Conservi

Constituenten Complexe und fiir jeden Constituenten strenge Beibehaltung

seines cyklomatischen Charakters, gestattet aber andererseits jede s

fachung in den Lagenverhaltnissen erforderlich scheinende Aband

V

ZVVl

schen den Complexen

zweier cyklischen Lini

oder zwischen ihren Constituenten. Die Verkettung

i . so wesentlich sie in Art. 8 fiir die auf die Dia
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beziigliche Erorterung gewesen war, ist, falls die zwei Ringlinien als zvvei

dem Census zu unterwerfende Complexe gellen, unvvesentlich und wir konnen

durch Anathese die Verkettung aufheben und zwei getrennte cyklischje Liuien

als seclusive Complexe an ihre Stelle setzen, wodurch nicht nur die einfache

Cyklose jeder der Ringlinien, sondern auch die zweilache Cyklose des Am-

exums viel unmittelbarer als im Zustand der Verkeitung erkennbar ist. Zwei

concentrische Kugeln bilden zwrei inclusive Complexe, wo der gesammte Raum

in drei Theile zerfallt. Das Amp lexum ist nach Art, 16 acyklodisch, ebenso

die Kugelschale zwischen beiden spharischen Flachen, so wie der von der

inneren Kugel eingescblossene Kern. Durch Anathese stellen wir die zvvei

kugelformigen Complexe in seclusiver Stellung ausser einander, und es bJei-

ben nach wie vor alle drei Raume acyklodisch. Ware ein korperlicher Ring

von einer Kugelflache ohne gegenseitige Beruhrung umschlossen, so hatte man

ebenfalls zwei Complexe und drei Raume, das Amplexum acyklodisch, der

innerhalb der Kugel und ausserhalb des Ringes befindliche Raum einfach cy-

klodisch, der innerhalb des Ringes enthaltene Raum gleichfalls einfach cyklo-

disch. Durch anathetische Trennung der beiden Complexe in seclusiver Stel-

lung wird der in der Kugel enthaltene Raum acyklodisch, dagegen das Am-

plexum wie der Innenraum des Ringes einfach cyklodisch. Das Amplexum

hat im anathetischen Falle hinsichtlich der Cyklose die Rolle des im originaren

Falle ausserhalb des Ringes und innerhalb der Kugel befindlichen Raumes

iibernommen, und im einen wie im andern Falle hat man einen acyklodischen

und zwei einfach cyklodische Raume. Die beiden Flachen, d. h. sammtliche

Constituenten ausser der vierten Curie, haben ohnehin ihre censuellen Eigen-

schaften vollkommen beibehalten. Dieses Beispiel zeigt deutJich, dass dem

Amplexum als solchem im Census keine ausnahmsmassige Stellung unter den

Constituenten der vierten Curie zukommt , und man konnte an der Statthaftig-

keit der Anathese zweifeln, wenn man die Sache so ansahe, als ob durch

den mittelst der Anathese bewirkten Uebergang vom ersten zum zweiten Falle

das Amplexum um so viel bereichert worden ware, als einer der anderen

R ob , wiewohl sich im Endresuitat Comp

sation herausstellte, zwei Constituenten in censuell wesentlichen Requisiten

wiiren einer Veranderung unterworfen worden. Das Sachverhaltuiss ist viel-

Q2
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mehr dies, dass Kugel und Ring den Gesammtraum in drei Theile zerlegen,

einen acyklodischen und zwei einfach cyklodische, von denen der erste im

ersten Falle , einer der beiden letzteren im zweiten Falle Amplexum gewor-

den ist. Man konnte die Kugel anathetisch in den Innenraum des Rings ver-

setzen, und es wtirde nun mehr auch bei inclusiver Disposition der beiden

Complexe einer der beiden einfach cyklodischen Raume Amplexum werden x
).

Die Beseitigung der Umschlingungen, Verknotungen und Verkettungen

an den Complexen oder ihren Constituenten auf dem Wege der Anathese er-

weist sich in complicirteren Fallen fur die Bestimmung der Dialysen der solche

Configurationen umgebenden Raume als besonders forderlich.

19.

Bestimmungsstucke des Diagramms und ihre Variation.

Die in der Linearcomplexion eines Diagramms vorkommenden Punkte

sind in Beziehung auf die Zahl der Lineartheile , die durch sie an einander

grenzen, verschiedener Art. Die meisten Punkte — denn sie sind in dem
Diagramm jedes cyklodischen Constituenten in unendlicher Zahl vorhanden

1) Bei den geometrischen Untersuchungen an Flachen und Korpern, z. B. den

Polyedern, pflegt der amplexe Raum meistens ausser Acht zu bleiben. Im

Euler'schen auf die gewohnlichen Polyeder beziiglichen Satze ist nur von

Ecken , Kanten und Flachen die Rede , und die diakritische Constante 2 ist

nichts weiter als der in diesem besonderen Falle stattfindende Werth von d,

namlich die Anzahl der beiden Raume, des im Polyeder eingeschlossenen und

des Amplexums. In Cauchy's Ervveiterung des Satzes auf den Fall eines mit

inneren Scheidewanden versehenen Polyeders muss das unter den Raumen in

der Cauchy'sehen Zahl P nichl mitgezahlte Amplexum durch die Zahl -J- 1

besonders in Rechnung gebracht werden. Wahrend in solchen mehr oder weni-

ger engen Provinzen des uns hier beschaftigenden allgemeinen Theorems das

Amplexum gieichsam seiner Beitragspflicht enthoben und seine Rate auf die eine

oder andere Weise anderweitig gedeckt erscheint , muss es sich in unserem

Falle entschieden dieser Prarogative begeben — oder man diirrie, bildlich zu

reden, die Truhe, in welcher man eine Anzahl Kleinodien aufbewahrt, nicht

mit unter den Inventarienstucken aufzahlen. Selbst das Attribut der Ausdehnung
ins Unendliche koinmt dem Amplexum nur so lange ausschliesslich zu, als wir

nur begrenzte Complexe betrachten.
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sind der Art, dass zwei Lineartheile an ihnen zusammenstossen, gleichvicl ob

der Winkel zwischen diesen Theilen, wie bei jedem Binnenpunkl einer gera-

den oder stetig krummen Linie, 180 Grad betrage, oder nicht. Punkte von

denen nur Eine Linie ausgeht, kommen, wie in Art. 14 erorterl worden, nur

in den intermediaren Stadien des der Durchschneidung unterworfenen Dia-

gramms als freie Enden appendicular Theile vor, welche in Folge weilerer

Retraction gleichsam resorbirt werden. Der Fall von Punkten ohne lineare

Auswege, d. i. isolirter Punkte trilt Iediglich bei yklodischer

Constituenlen ein. Punkte aber mit raehr als zwei von ihnen ausgebenden

Linien kommen im Diagrainm ofFenbar nur in endlicher, bestimmter Anzahl

vor. Wir nennen sie Ausgange, drei-, vier- oder mehrziigig, je nach der

Zahl der in ihnen concurrirenden Lineartheile, und einen Zug nennen wir

jedes Stuck der Linearcomplexion, welches in Ausgiingen endigt ohne einen

punkt zu enthalten. Bei der Darstellung d p

in einer Zeichnung auf einer Ebene (oder unendlich grossen Kugelflache) kon-

nen nach Art. 1? Ueberkreuzungen vorkommen, denen im Raum keine Aus-

gange entsprechen. Wir werden sie von den Ausgangen durch die Benen-

nung Traversen unterscheiden x
). Sie theilen in der Projection die Ziige, auf

denen sie vorkommen, in Stiicke, je eins mehr, als der Zug Traversen ent-

halt, welche wir zur Unterscheidung von den Ziigen Strecken nennen werden.

Jeder Zug ohne Traversen ist zugleich eine Strecke. Die Projectionsflache

erscheint durch die Ziige und Strecken in eine gewisse Anzahl von Stiicken

oder Parzellen zerlegt, welche — den umgebenden oder amplexen Flachen-

raum mit einbegriffen — Felder heissen werden.

Es verdient bemerkt zu werden, dass es nicht nothwendig ist, die Be-

nennung „Ausgang" bloss auf drei- oder mehrziigige Punkte zu beschranken.

Wir diirfen isolirte Punkte als nullzugige Ausgange, das freie Ende eines Ap-

1) Bei anderweitigen Betrachtungen iiber Linearcomplexionen mag die Bezeichnung

„Knotenpunkt" oder „Nodalpunkt" vorgezogen werden, wie dies in den Vor-

sludien zur Topologie S. 860 geschehen ist. Durch Anathese darf in den Tra-

versen des Diagramms der uberlaufende Zug mit dem unteriaufenden vertauscht

werden, was in anderen Vorkommnissen einen wesentlichen Unterschied be-

dingen wiirde.
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pendikels als einen einziigigen und jeden Binnenpunkt als einen zweizugigen

Ausgang betrachten. Der Sinn dieser Beschrankung ist lediglich der, dass

bei Zahlung der Ausgange die zweizugigen weggelassen werden diirfen, in-

sofern es nur auf die Differenz zwischen der Zahl der Ausgange und der
*

Ziige ankommen wird, und jeder als Ausgang zwischen zwei Zttgen ange-

noramene Binnenpunkt offenbar die Zahl der Ausgange und der Ziige zugleich

um 1 vermehrt. Hiernach ist klar, dass man bei einem einfach cyklischen

Diagramm — alle Verschlingungen und Verknotungen durch Anathese als be-

seitigt vorausgesetzt — eine beliebige Zahl seiner Punkte als zweiziigige Aus-

gange betrachten kann, wo alsdann, wie in einem gewohnlichen Polygon, die

Zahl der Ziige der der Ausgange gleich ausfallt, und dass es mithin das Ein-

fachste ist, einen einzigen , iibrigens beliebigen Punkt des Cyklus als Ausgang

zu betrachten, in Folge dessen der Cyklus einen Ausgang und einen Zug besilzt.

20.

Die in Art. 18 besprochene Anathese musste in ihrer Anwendung auf

das Diagramm die Zahl der Ausgange und Ziige unversehrt lassen und konnte

nur Veranderungen in der Zahl der Traversen und Felder bewirken. Die

jetzt zur Sprache kommende Variation greift in den Bestand an Ausgangen

und Ziigen abandernd ein. Sie findet ihren Grund in der Allgemeinheit, die

wir in Art. 13 hinsichtlich der beliebig ungleich schleunigen Retraction der

Grenztheile eines Constituenten bei Erzeugung seines Diagramms statuirt haben.

Das Diagramm Fig. 18 der polycyklodischen Flache Fig. 17 hatte statt

des E offenbar zwei dreiziigige Ausgange F und

•(Fig. 29) annehmen diirfen, wodurch die Dialyse der zugehorigen in Art. 13

besprochenen Flache mittelst Durchschneidung der Cykeln i, I, m in Fig. 17,

d. h. mittelst eines Schnittes zwischen den Grenzen der Oeffnungen 2 und 4

auf der Flache zwischen 1 und 3 hindurchgehend, ihre Representation in der

Durchschneidun FG findet. Ebenso wiirde zur Darstel

lung der Moglichkeit eines Schnittes von der Oeffnung 1 nach der Oeffnung

3 zwischen 2 und 4 auf der Flache hindurchgehend, dem Diagramm die Form

Fig. 30 ertheilt werden konnen, wo, wie vorher, der vierzugige Ausgang E
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unter Einfiigung eines neuen Zuges zwei dreiziigjge Ausgange H, I gebildet

worden waren. Man hatte das Diagramra Fig. 29 in Fig. 30 variiren komien,

wo die zwei dreiziigigen, durch einen Zug verbundenen, Ausgange F, G iiv-

gen zwei andere dreizugige H, I diagonal vertauscht waren. Die Zahl der

Ziige und Ausgange ware hierbei dieselbe geblieben. Die Zulassigkeit einer

Dialyse in der Fiache Fig. 17 mittelst eines Schnittes von 1 nach 3 so, dass

die Oeffnungen 2 und 4 auf einerlei Seite desselben liegen bleiben, wiirde

durch die Gestalt Fig. 31 dargelegt, wo die zwei dreizugigen Ausgange A. B
K, L diagonal vertauscht erscheinen.

Jeder mehr als 3zugige Ausgang kann offenbar in zwei Ausgange nil

eingeschaltetera Zuge verwandelt werden, wodurch die Znhl der Ziige und

der Ausgange zugleich urn 1 wiichst. Der Ausgang N (Fig. 32) sei allge-

mein flzugig. Zerlegt man n in zwei (ganzznhlige) Theile, jeder ^>l
}
t und

Uj wo also / 4-&= #, so kann N unter Einfiigung des Zuges TU in die zwei

Ausgange T und U verwandelt werden, von denen der eine /+ 1 ziigig, der

andere u + 1 ziigig ist. Die Anwendung dieser Operation auf einen dreizu-

gigen Ausgang, wo die beiden Theile der Zahl 3 nur 1 und 2 sein konnten,

oder auf einen mehr als 3ziigigen Ausgang in der Form, dass man einen

der beiden Theile = 1 annahme, wiirde zwar einen neuen Zug und einen

neuen Ausgang ergeben, beide aber diirften, weil letzterer nur 2zugig ge-

worden ware, ungezahlt bleiben, so dass diese Variation ohne Effect bliebe.

Die Wiederholung des beschriebenen Verfahrens an alien mehr als 3ziigigen

Ausgangen wtirde das Diagramm dahin variiren, dass alle Ausgange 3ziigig

wurden. — Umgekehrt konnen je zwei durch einen Zug mit einander ver-

bundene Ausgange F, er sei pziigig, und Q, er sei yziigig, durch Vereini-

gung und unter Wegfall des Zwischenzuges PQ in einen Ausgang R von

p-\-q— 2 Zugen verwandelt werden, und die Zahl der Zuge wie der Aus-

gange wiirde sich um 1 vermindert haben. Durch Wiederholung dieses Ver-

fahrens kann jedes Diagramm, da alle seine Ausgange durch Ziige unterein-

ander zusammenhiingen , dahin variirt werden, dass es nur einen Ausgang

besitzt, und alsdann muss jeder Zug fur sich cyklisch geworden sein, d. h.

in dem gemeinsamen einen Ausgang seine beiden Endpunkte finden. Das

Diagramm Fig. 18 wiirde dann Gestalten wie Fig. 33 oder 34 annehmen.
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Hatte das vorgegebene Diagramm k Ausgange und / Ziige, so sind beide

Zahlen jetzt um k— 1 vermindert und das Diagramni hat in dieser monocen-

trischen Gestalt einen Ausgang und I—k-\- 1 Ziige.

Diese Variationen
;
welche zumal bei verwickelten polycyklodischen Con-

stituenten zu einer grossen Mannigfaltigkeit der Diagramm - Gestalten fuhren,

und deren weitere Verfolgung fiir unseren gegenwartigen Zweck unnothig

ist, lassen jede am Constituenten vorzunehmende Dialyse in dem Modus aus-

fiihrbar erscheinen, dass am Diagramm, sei es in dieser oder jener seiner

durch Variation ableitbaren, unter einander aquivalenten Gestalten, ein Zug

durchschnitten wird, so dass jede Durchschneidung eines Zuges je einer Dia-

lyse entspricht.
•

•

Die Aquivalenz der durch Variation aus einander abgeleiteten Diagramm-

gestalten uberhebt uns aber der Miihe, diese Ableitung selbst in jedem con-

creten Falle wirklich auszufiihren, insofern die Regel zur Bestimmung des

cyklomatischen Ranges x, zu deren Aufstellung jetzt die binreichenden Vor-

bereitungen gemacht sind , fur alle Gestalten des Diagramms eines gegebenen

Constituenten dieselbe ist, und man sie also nur auf irgend eine derselben

anzuwenden noting hat.

21.

Armendung des Diagramms.

Zur Ermittelung der Ordnungszahl x eines gegebenen Constituenten, leite

man aus ihm das Diagramm in irgend einer seiner Gestalten ab. Es sei die

Zahl der Ausgange = k
t
die Zahi der Ziige = /, so ist nach dem vorigen

Artikel klar, dass das Diagramm in seiner monocentrischen Gestalt aus /

—

k-\- 1

Ziigen besteht , welche durch einen Punkt unter einander zusammenhangen,

der seinerseits ein 2 (/—k-\-l) -zugiger Ausgang ist. Fiir diese Gestalt ist

sofort evident, dass jeder Cyklus eine Dialyse gewahrt, in Folge der er sich

zunachst in zwei Appendikel auflost. Nach /

—

k+ 1 Dialysen geht das Dia-

gramm in 2[l—k-\-i) Appendikel iiber, welche alle mit einem Ende in

dem anfanglichen Ausgang des monocentrischen Diagramms unter einander zu-

sammenhangen und mit dem andern frei endigen. Alle Appendikel Ziehen sich
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durch fernere Retraction in einen Punkt agramm ist nunmeh
bloss ein Punkt, und der den /—A+l Dialysen unterworfene Constituent

ist acyklodisch geworden. Es ist somit x = l—k+ i.

Aber auch in der ersten Gestalt mit k Ausgangen und / Ziigen reducirt

sich das Diagramm nach /

—

k-\- 1 Dialysen auf einen Punkt. Die vorlaufig

als isolirt zu denkenden Ausgange verbinde man in Befolgung der Configura-

•arams durch successive Ziige unter einander in folgender Weise:

msgang mit einem zweiten durch einen ersten Zug, einen drilten

tion des Diag

einen ersten a

Ausgang mit einem der beiden ersten durch einen zweiten Zug, einen vierten

Ausgang mit einem der drei ersten durch einen dritten Zug, einen funften

Ausgang mit einem der vier ersten durch einen vierten Zug u. s. w. bis der

letzte oder Ale Ausgang mit einem der iibrigen k— 1 Ausgange durch einen

k— lten Zug vereinigt ist. Dann stellen diese k— 1 Ziige einen vollstandi-

gen Zusammenhang unter alien k Ausgangen dar. Zugleich aber bilden sie

partiaies D durch Retraction von den k— 1

Zugen zunachst den letzten, dann den vorletzten u. s. f. in rucklaufiger Ord-

nung alle Ziige sich in einen Punkt zuriickziehend denken kann, woraus er-

hellt, dass dieses Partial-Diagramm von k— 1 Ziigen einem acyklodiscben Con-

stituenten entsprechen muss. Wollle man ausser den k— 1 Zugen noch einen

oder mehrere hinzufugen, so wurde man offenbar nach bereits auf anderen

Wegen untereinander zusammenhangenden Ausgangen auf neuen Wegen zu-

ruckkehren und dadurch cyklische Zusammenhange herstellen, welche eine
i

Retraction des Partial -Diagramms auf einen Punkt unmoglich machen wiirden-

er Ueberschuss an Ziigen im totalen Diagramm iiber die k— 1 Ziige des

partialen, d. h. die /

—

k-\-i Ziige des ersteren, welche dem letzteren fehien,

sind es somit, welche einzeln zu durchschneiden sind, um das totale in das

partiale zu verwandeln, woraus ersichtlich, dass der zugehorige Constituent

die Anzahl I—A+l von Dialysen erfordert, um acyklodisch zu werden.

Diese Schlussfolge gilt fiir jede anwendbare Ordnung in der Aufeinauderfolge

der successiv unter einander verbundenen Ausgange und fiir jede Wahl unter

den bei jedem Schritte disponibelen Ziigen des partiellen Diagramms. Man

hat also hier, wie fiir das monocentrische Diagramm x = 1—A4-1.

Fiir irgend eine andere Gestalt, die dera totalen Diagramm durch Varia-

Mathem. Classe. X. R
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tion ertheilt werden kann (die monocentrische nicht ausgeschlossen) sei die

Zahl der Ausgange k' j der Ziige / so wiirde man nach den eben

gemachten Schliissen die Ordnungszahi x V k'+l finden. Da aber

aus den Erorterungen tiber die Variation der Ausgange und Ztige hinreichend

hervorgegangen ist, dass die Unterschiede /'

—

k' und /

—

k gleich sind, so

folgt x'= x.

d

Es ist also allgemein

x = l—k+1

man findet die cyklomatische Ordnungszahi

wenn Diag irgend einer

Ziig

(1)

gegebenen Constituenten,

iner Gestalten) die Zahl

f

Wir

» Zahl der Ausgange vermindert und 1 hinzuzablt

noch einige Beispiele

also k

D
ele bei.

eines acyklodischen Constituenten ist ein Punkt wo
Folglich ist x

2. Eine ringformige Flache, etwa zwischen zwei concentrischen Kreisen

/ 1 (Art. 19), also x

3. Die Flache in Fig

Diagramm einen einfachen Cykl Hier ist k 1,

1.

hat das Diagramm Fig wo k

also

/

5, /

x 4. Im Diagramm Fig. 29 Flache

9, also wie vorher

ben 1, I

4. Im monocentrischen Diagramm Fig. 33 dersel

4, also wiederum x = 4.

Der in Fig. 15 dargestellte Korper hat das Diagramm Fig. 25

Figg. 26, 27, 28. In Gestalten ist k I 6, also x

oder

3

bereits vorlaufig in Art. 12 erkannt word

22.

Bei

lichen C

des vor. A das Diagr

mung von x in Betracht kommenden Bestandtheile waren

in seiner raum-

zura Gegenstande gemacht worden und die Bestim

und Ztige
?

glich die Aus

dass die bei seiner projectiven Darstellung auftretenden

Traversen. Strecken und Feld eb Es ist indess nicht ohne
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ElementenInteresse
;
auch die Abhangigkeit der Zahl x von den letztgenannten

des Diagramms kennen zu lernen. I i m a

Nehmen wir an, es sei ein Diagramm in seiner projectiven Darstellurg

ohne Traversen gegeben, so ist klar, dass wenn die musivisch in der Pro-
*

jectionsebene oder auf der Projectionskugel neben einander liegenden Felder

durch successive Schnitte seiner Ziige unter einander vereinigen, ihre Zahl

dadurch bis zu 1 verraindern kann. Man vereinige raittelst eines Schnittes

durch einen Zug irgend 2 seiner m Felder, gleichsam wie durch eine geoffnete

Thur, zu einem Felde, in Folge dessen nur noch m— 1 Felder existiren, dann

durch einen zweiten Schnitt wieder zwei der m— 1 Felder zu einem Felde a.

s. f- bis nach m— 1 Schnitten nur noch ein Feld, namlich das amplexe, existirt.

Das Diagramm ist alsdann acyklodisch und ein neuer Schnitt wiirde unfehlbar

eine Sonderung in getrennte Stucke zur Folge haben. Den m— 1 Schnitten

entsprechen eben so viel Dialysen an dera zugehorigen Constitnenten, und es

ist also in jedem Diagramm ohne Traversen x =± rn—1. Auch hier ist x von

der Wahl und Ordnung der successiven Schnitte unabhangig.

In einem beliebigen mil Traversen versehenen Diagramm D sei die

Zahl der Ausgange — k , der Ziige = /, der Strecken = /' , der Traversen

J9 der Felder = m. Man denke sich ein anderes (nicht aquivalentes) Dia-

gramm D' aus dem angegebenen D dadurch abgeleitet, dass man die Tra-

versen in vierziigige Ausgange verwandeiL Man seize die Zahl der A+g
Ausgange in D' = k'

y
die Zahl der Ziige in D' wird gleich der Zahl der

Strecken in D
t

d. h. = X ; die Zahl der Felder ist in beiden= m. Die Zahl
/

der Cykiosen fur D sei = x
}

fiir D'= x\ Da nun D* ohne Traversen ist,

so hat man, wie so eben bewiesen, x'= m— 1. Da aber auch nach dem

Satze des vor* Art. x' — V—A'+l, so hat man m— 1 = /'—A'-j-i oder

k'—l'+m—2=^Q (2)

Dieser Satz. den wir spater noch zu anderen Zwecken benutzen werden

besagt

in einer Linearcomplexion in der Ebene oder auf der Kugelflacbe isl

die Zahl der Verbindungspunkte und der Flachenstiicke um 2 grosser

als die Zahl der Verbindungslinien.

R2



132 J. B. LISTING,

Er enthalt, nebenbei bemerkt, implicite den Euler'schen Satz von den

Polyedern, ist aber in mehrfacher Hinsicht allgemeiner, sowohl durch die Zu-

lassigkeit beliebig krumraer — wenn nur acyklodischer— Linien und Flachen,

als durch seine Gultigkeit fur zwei- und eineckige Flachen und fur frei en-

dende Linien, wie sie bei dem Diagramm dfter unter der Benennung „Appen-
dikel" besprochen worden sind.

Es lasst sich nun darthun, dass T— /= 2q ist. Man nehme aus D d

einzelnen Ziige heraus und fttge sie alle in beliebiger Ordnung in einen Cy-
klus zusammen. Die Verbindungspunkte im Cyklus seien durch A bezeichnet

und die Binnenpunkte auf den Stucken AA, welche in D den Traversen an-

gehdrten , durch B. Dann ist offenbar die Zahl der Punkte A = I , die der

Punkte B aber (da jede Traverse in D auf zwei Zugen zugleich lag) =. 2qf

die Zahl aller Stiicke aber zwischen benachbarten Punkten A oder B ist

gleich der Zahl der Strecken in D, d. h. = V. Da nun die Zahl aller Stiicke

des Cyklus gleich der Zahl aller Punkte A und B sein muss, so hat man
7

l' =l+-2q oder, was bewiesen werden sollte, /'— / =
Man hat also in der vorhin gefundenen Relation k'—/'-fro— 2 =0 die

Werthe k' = k+q, V = l+-2(/, durch deren Substitution wir erhalten k—l—q
-j-ro—2 = oder ro—q— 1 =l—k-\-l. Da aber nach dem Satze des Art. 22
* —&+!=:#, so hat nunmehr

x = m—q— 1

h. man findet die cykl

(3)

hi x eines beliebigen Consti

tuenten, wenn man in dessen Diagramm den Ueberschuss der Zahl der Felder

iiber die Zahl der Traversen um 1 vermindert, oder wenn man von der Zahl

der Binnenfelder (das amplexe Feld weglassend) die Zahl der Traversen abzieht.

Einige Beispiele mdgen die Anwendung auch der in diesem Artikel ge-
fundenen Vorschrift (3) zur Bestimmung von x erlautern.

1. In einem einfach cyklischen Diagramm ohne Traversen ist ro— 1 = 1,

^=0, also, wie ohnehin bekannt, * = 1. Erschiene das Diagramm in Form
derZiffer 8, wie Fig. 21, so hatte man ro— 1 = 2, jr= t, also ebenfalls x = 1.

Stellte sich das Diagramm in einer der Gestalten der Fig. 6 dar, so ware
m— 1 = 4, q = 3, also wiederum x = 1.

2. In jeder der Diagramm -Gestalten Fig. 18, 29, 30, 31, 33, 34 der
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17, fur welche wir bereits Ira dritten Beispiel des vor. Art.

Cyklose vierfach befunden haben, 1st m— 1 = 4, q= 0, also wiederum x= 4.

3. Die aquivalenten Diagramme Fig. 25, 26, 27, 28 eines Korp
der Form Fig. 15 oder 24 baben im vierten Beispiel des vorigen Art. eine

dreifache CykJose ergeben. Wir erhalten jetzt fur das Diagramm Fig. 28:
*»— 1 = 3, g = 0, x = 3, fur Fig. 26 oder 27 : m— 1 = 4, q = 1, x

fur Fig. 25, m— 1 = 10, q = 7, x = 3.

4. Das Diagramm Fig. 35 von der Configuration der Kanten eines YViir-

fels gibt nach (1) 1= 1 2, k= 8, /—k+ 1 = #= 5, nach (3) m—\ = 7,q= 2
t

x = 5. Das aquivalente traverslose Diagramm Fig. 36 gibt m— 1 = x = 5.

5. Ein Diagramm von der Configuration der Kanten irgend eines ge-

wohnlichen Aseitigen Polyeders lasst sich durch Projection auf die Ebene einer

der Polyeder-Seitenflachen in traversloser Gestait darstellen, so dass m — h

und q = ist. Folglich ist in diesem eine Gruppe von unendlich vielen ver-

schiedenen Diagrammen umfassenden Falle jederzeit x= h— 1. Fur den Wurfel

war nach dera vorigen Beispiel x = 5, fiir das Oktaeder wird dieser Wertb

7, fur ein Dodekaeder 1
1 ,

gleichviel ob es den Typus des Granat-Dodekae-

ders, wo /= 24, k= 14 und /—A-f-1 = 1 1, oder den Typus des regularen oder

des Pyritoeder-Korpers babe, wo /= 30, k = 20 und l—k-\-\ = 11, oder den

Typus der Fig. 37, wo /= 20, k = 10 und /—k+ 1 = 11 u. s. f. Die Vor-

schrift (3) gibt fur Fig. 37 m— 1 = 23, q = 12, also wiederum k — 11.

6. Ein Diagramm Fig. 38 von der Configuration der Kanten eines Wiir-

fels sammt vier einander nicht begegnenden beliebig krummiinigen Verbin-

dungen je zweier einander diagonal gegenuberliegender Wurfelecken ergibt

nach (1) * = 16, / = 8, /—A+l = x = 9, nach (3) m~ 1 = 23
T

q = 14, also ebenfalls #=9.
i

7. Wenn sich im Falle des vorigen Beispiels die 4 diagonalen Verbindun-

gen in einem Punkte kreuzen, Fig. 39, so ist £= 9, /= 20, /—Ar-j-1 =x=\2
und m— 1 =20, q =8, also wiederum x = 12.

8. Das Diagramm habe die Configuration der Kanten eines aus zwei un-

gleich grossen in entgegengesetzter Stellung combinirten Tetraedern entste-

henden Oktaeders sammt den drei in der Mitte sich kreuzenden Oktaederaxen
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Fig. 40. Hier ist nach (1) k = 13, / = 24, x = 12 und nach (3) m— 1 = 21,

q = 9, x = 12.

9. Von einem 14flachigen 12eckigen Polyeder, welches aus der Combi-

nation eines Oktaeders mit einem Wiirfel in der Art erwachst, dass ausser

den 24 Combinationskanten weder Wiirfel- noch Oktaederkanten hervorgehen,

sollen sowohl die Kanten als die 6 in der Mitte sich kreuzenden Diagonalen

ein Diagramra Fig. 41 darstellen, so ergibt sich nach (1) k = 13, / = 36,

x =24, nach (3) m— 1 = 52, a = 28, x = 24

Die letzten Beispiele dienen zugleich, Falle vor Augen zu legen, wo
das Diagramra eine traverslose Darstellung nicht gestattet.

Wollte man in dem zuletzt angefuhrten Beispiel den Theil des Diagramms,

welcher den 24 Kanten des erwahnten Korpers entspricht, nach der unter

dera 5. Beispiel besprochenen und bei Fig. 36 befolgten Art traverslos dar-

stellen, so wiirde dies doch fiir den iibrigen Theil nicht angehen, wie aus

Fig. 42 ersichtlich ist, wo die in Fig. 41 geradlinig gestalteten Diagonalen zu

grosserer Deutlichkeit krumm gestaltet worden. In Fig. 42 erscheinen 36

Binnenfelder und 12 Traversen, also ist, wie vorher, das Diagramra 24fach

cyklodisch.

Diese Beispiele, deren Zahl und Complication sich leicht sehr vergro-

ssern liesse, mogen fiir den gegenwartigen Zweck geniigen.

Es verdient noch erwahnt zu werden, dass die Verbindung der beiden

Vorschriften (1) und (2) zur Bestimmung von x noch eine dritte liefert

/

—

k-\-m—a

* =—%—
welche zeigt, dass in jeder Linear- Complexion gewiss

renzen je zweier der vier Elemente k
}

/, «i, q zugleich

Summen und Diffe

gerade Zahlen sind

23.

Von der Cyklose in den einzeinen Curien.

Nach den bisherigen Uniersuchungen ilber die aus dem Diagramra zu

ttelnde Ordnungszahl der Cyklose irgend welcher Constituenten haben
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noch Einiges iiber die Cyklose innerhalb der einzelnen Curien zu

bemerken, und erwahnen im Voraus, dass wir das allgemeine Zeichen x fiir

die Curien der Reih

Erste Curie.*

h durch ersetzen werden.

Das Diagramm iedes Punktes ist ein Punkt. Alle Punkte

d acyklodisch. Es stets x° 0.

Zweite Curie. Eine Linie hat

Im ersten Fall ist L entweder durch

Kanten Polyeders, und ist offenb

tweder die Begrenzung [21] oder [20]

zwei Punkte begrenzt, wie die

ykl oder ihre Endpunkte

44 oder 45. Ihrvereinigen sich in Einem (effectiven) Punkte, wie in Fig. 43, 44 oder

Diagramm ist auch dann noch, wie vorher, ein Punkt und sie selbst acyklo

disch, so dass also fiir [21] stets x'=0 ist. Im zweiten Fall ist

sie unbegrenzt und kann nur, da unendliche Ausdebnung ausgeschlossen ist,

selbst zuriicklaufen. d. h

bat alsdann hr gleiche Gestalt, und

cyklische Linie sein. Das Diagr,

schlingungen und Verknotu

nfach cyklodisch

jse beseitjct oi

im

berucksichtigt werden mogen, machen

welche durch Anathese

\ Beispiele 2. des vor. Art. bei Ermi

hierin keinen Unterschied

Ver

abe

Fur

den Fall [20] stets x' 1 Es kann der zweiten Curi

nur die beiden Werthe oder 1 annehmen.

.

24.

Dritte modale Verschiedenheit der Flachen rticksichtlich

Begrenzung in den raumlichen Complexen ist aus den in Art. 6 angefiihrten

Symbolen [300], [301], [320], [32 i] erkennbar. Fur die drei letzten Falle,

wo eine Flache durch Punkte oder durch Linien oder durch Punkte und Linien

begrenzt ist, sind im Bisherigen die Vorschriften zur Bestimmung des cyklo-

matischen Ranges x" vollstandig enthalten. Nur der erste, dem Symbol [300]

entsprechende Fall, auf welchen als einen singularen bereits in Art. 9 hinge-

wiesen worden ist, macht noch eine besondere Erorterung erforderlich , fiir

welche indess schon gelegentlich in Art. 15 das Wesentlichste anticipirt

werden musste.

Um an einer periphraktischen
}

d. i. allseitig geschlossenen, aller Begren-
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zung durch Linien und Punkte ermangelnden Flache des Diagrarams abzuleiten,

muss derselben, wie in Art. 15 auseinander gesetzt worden, eine virtuelle

Grenze ertheilt werden, wozu wir am einfachsten einen beliebigen Punkt der-

selben wahlen. Dieser Aufhebung der Periphraxis geben wir die Benennung

Diatrese oder Trema. Erst durcb sie wird eine Retraction der Grenze mog-

lich, deren Resultat entweder, wie bei einer spharoidischen Flache, ein Punkt,

oder, wie bei einer in Fig. 19 dargestellten Ringoberflache , ein Cyklus oder

iiberhaupt ein Diagramm sein wird, welches, wie bei der Flache in Fig. 24

aus einer Linearcomplexion besteht. Nach erfolgter Zuerkennung des Tremas

ist der Fall [400] offenbar auf den [301] zuriickgefiihrt. Das Trema selbst

aber, als virtuelle und der gegebenen Flache nicht efFectiv zukommende

Grenze, erheischt, wie weiterhin zur Sprache zu bringen ist, im Census die

gebuhrende Beriicksichtigung, wo es darauf ankommen wird, sammtliche cy-

klodische Constituenten mit virtuellen Grenzen in der Weise auszurusten, dass

diese Grenzen die fur den acyklodischen Zustand nothwendigen Dialysen

bewirken.

Analog der auf die Cyklose bezuglichen Zahl z konnen wir durch 7T

den periphraktischen Rang einer Flache bezeichnen, der offenbar — wie x'

in der zweiten Curie — nur die Werthe 1 oder annehmcn kann, jenachdem

die Flache periphraktiscb oder aperiphraktisch ist.

Abgesehen also von diesem singularen Falle der Periphraxis kann in

der dritten Curie x" ausser jeden positiven ganzzahligen Werth annehmen.

r\

25.

Vierte Curie. Fiir die kdrperlichen Raume, welche durch die Complexe

oder die Constituenten der drei vorhergehenden Curien nach den verschiedenen
•

in Art, 6 aufgezabiten Typen von einander abgegrenzt werden, ist das fiir

die Ermittelung der Cyklose Erforderliche in dem Bisherigen vollstandig ent-

halten und die Allgemeinheit der fur die Ableitung und die Anwendung des

Diagramms gegebenen topologischen Analyse iiberhebt uns der Betrachtung

aller einzelnen in jenen Begrenzungs-Symbolen dargestellten Falle.

Das Amplexum, als der stets vorhandene oder effective Constituent dieser
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Curie, unter alien der einzige, welchem eine Ausdehniing ins Unendliche zu-

kommt, hat in Art. 16 hinsichtlich des Diagramms eine besondere Besprechnng

gefunden. In Ansehung der Herleitung der cykloinatischen Zahl •" aus (Jem

Diagramm folgt der amplexe Raum mil alien iibrigen Constiluenlen den glei-

chen in Art. 21 und 22 entwickelten Vorschriften.

Fiir den Fall endlich des Begrenzungs-Typus [4000] ist bereits in Art. *J

erwahnt, dass bei dem complexleeren Raum von Cyklose uberall nicht die

Rede sein kann. Das Diagramm des ganzen unbegrenzlen Raumes ist nach

Art. 16 ein Pnnkt und er selbst acyklodisch.

Auch hier kann, wie in der vorigen Curie, x'" ausser jeden positiven

ganzzahligen Werth annehmen.

26.

Der Partial -Census fur acyklodiscbe Consliluenten.

Der Census besteht in der Relation, durch welche bei raumlichen Com-

plexen die Zahlen unter einander zusammenhangen, welche auf bestimmle

Weise von der Anzahl der Constituenten jeder Curie und von ihrer topolo-

gischen BeschaiFenheit abhangen. Zur Ermittelung dieser allgemeinen Relation

ist es erforderlich , erst von gewissen speciellen Voraussetzungen auszugehen

von denen aus wir schrittweise durch allmalige Verallgemeinerungen zu dem

generellen Falle des Census gelangen werden.

Vorerst werden wir uns nur mit solchen Complexen beschaftigen, deren

Constituenten acyklodisch sind, und zunachst nur Einen Complex der Untersu-

chung unterwerfen. Ferner betrachlen wir anfanglicb nur gewisse Partial-

Complexe, d. h. solche, in denen wir bloss die Constituenten niederer Curien

zahlen, also z. B. bloss Punkte und Linien (Linearcomplexe im Raum), oder

bloss Punkte, Linien und Flachen (Flachencomplexe im Raum), wahrend die

nicht effectiven Constituenten der hoheren Curien gewissen speciellen Bedin-

gungen unterliegen.

Bei alien Complexen, den partialen wie den totalen, werden wir Aggre-

gaten begegnen, in welchen die Constituenten -Zahl der ersten Curie positiv,

der zweiten negativ, der dritten positiv, der vierten negativ erscheint. Den

Mathem. Classe. X. S
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Werth solcher Aggregate fur partiale Complexe werden wir Diakrise nennen.

Er ist eine fur jede Particularitat constante Zahl und kann als Charakteristik

derselben angesehen werden. So ist z. B. im Euler'schen Satze die Dia-

krise s^ 2 und sie charakterisirt den Fall, wo bei acyklodischen Constituenten

eines Complexes, der einen Raum ringsum vollstandig gegen den iibrigen

aussern oder amplexen Raum abgrenzt, nur die drei ersten Curien zur Zah-

lung herangezogen werden.

27.

Lehrsatz. In einem Linear -Complex ohne Flachen, in welchem bloss

Punkte und (acyklodische) Linien gezahlt werden, und welcher von einem

acyklodischen amplexen Raum umgeben ist, hat die Diakrise den Werth 1.

Beweis. Die Zahl der Punkte sei = k. der Linien = /, die Diakrise

0, so ist zu beweisen, dass Q — A*

—

I = 1.

Da wir bloss Punkte und Linien zu zahlen so kann der Compl

als ein Diagramm (mit beliebig vielen linearen Appendikeln) betrachtet wer-

den, und da das Amplexum acyklodisch sein soil, so darf das Diagramm selbst

nicht cyklodisch sein. Denn jeder Cyklose des Diagramms wiirde offenbar

eine Cyklose des Amplexums entsprechen, vgl. Art. 16. Da nun in jedem

Diagramm von A- Ausgangen und I Ziigen nach (1) Art. 21 die Zahl x == /—A+ l

ist und fur den vorliegenden Fall x =. sein muss, so hat man = I—k -J-

1

oder, was zu beweisen war:

Beispiele. Der Linear-Complex in Fig. 45 von der verlangten Beschaf-

fenheit hat 14 Punkte und 13 Linien, also ^ = 1. — Einen anderen Com-

plex gleicher Art stellt Fig. 46 dar. In ihm ist k = 16, /= 15, also wie-

derum 9 === k—/ = 1

.

28.

Lehrsatz. In einem Linear- Complex von acyklodischen Constituenten

welchem ausser den beliebig vielen Punkten und Linien nur eine Flacbe
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und ein korperlicher Raum, namlich das (acyklodische) Amplexum vorhanden
ist, hat die Diakrise den Werth 0.

Beweis. Die Zahl der Piinkte sei = k, der Linien = l
y

die Diakrise

= 0', so ist zu beweisen, dass 0'= k-l=0, oder dass die Zahl der Linien

gleich ist der Zahl der Punkte.

Der Beweis kann ganz dem des vorigen Satzes analog gcfiihrt warden.

Man darf namlich den Complex unter Vernachlassigung der von einigen oder

Flache

betrachten, in
I

elchem die Ziige den vollsliindigen Umfang einer acyklodischen

hnlich darstellen, und in welchem, falls hierzu nicht alle Zuffe

concurriren, einige derselben appendiculare Linearlheile bilden. Das Diag

Zwiirde durch die Dialyse an einem der in der Flachei

acyklodisch werden, es ist also selbst einfach cyklodisch, und somit ist nach

(1) Art. 21 x = l—&+1, woraus folgt, was zu beweisen war:

Beispiele. Die Flache des Complexes sei ein beliebiges Polygon mit

geraden oder krummen Seitenlinien, die Linien des Complexes seien die Sei-

ten des Polygons. Dann ist offenbar die Zahl der Linien gleich der Zahl der

die Ecken den Polygons bildenden Punkte, mithin Q'=k— 1 = 0.

In dem Linear -Complex Fig. 47 sind es 6 Linien, welche die Flache

des Complexes begrenzen, die ubrigen 8 Linien bilden appendiculare Theile

des Complexes. Derselbe hat 14 Punkte, eben so viel als Linien; also ist

wiederum 0'= k—/ = 0.

Die Flache des Complexes Fig. 48 ist von einer Linie begrenzt. Er

besitzt 3 Punkte und eben so viel Linien.

29.

Lehrsatz. In einem Flachen-Complex acyklodischer Constituenten, von

beliebig vielen Punkten, Linien und Flachen, aber nur einem Korperraum,

namlich dem acyklodischen Amplexum ist, die Diakrise === 1.

Beweis. Die Zahl der PunkteJsei =&, der Linien =/, der Flachen =m,
Diakrise = 9", so ist zu beweisen, dass Q"=.k—l-\-m = 1

S2
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Man zerlege den Complex in mTheile, so dass jeder Theil eine der

Flachen nebst etwa vorhandenen App beliebiger

jedoch so , dass nach Abldsung jeden Theils alle iibrigen das Araplexura stets

in seinem acyklodischen Zustand erhalten. Dann hat jeder Theil vor seiner

Trennung von den iibrigen einen linearen Complex von der Beschaffenheit

der im Satze Art. 27 besprochenen Complexe gemein, dessen Diakrise Q = 1

ist. Jeder Theil aber ist ein Complex von der Art des in Art. 28 enthaltenen

Satzes, dessen Diakrise 0'=O. Setzen wir also die Zahl der Punkte und

Linien im ersten Theil ki, h, im zweiten k2 , h y
u. s. f., desgleichen die

Punkte und Linien in den gemeinschaftlichen Linear- Complexer
|

2 , (/)2 u. s. w., so haben wir nach dem Satze Art. 28:

im 1. Theil &x
—^ = 0'

2 k2—

1

2= $'

3 k5-h=0'

und

etc.

m. Theil k —I = &'

2k —2L= m$' w
wo das Suramationszeicben sich auf die Suffixa von 1 bis m bezieht.

In dem gemeinschaftlichen Linearcomplex (Satz des Art. 27) zwischen

dem 1. Theil und den iibrigen ist [k)i — (t)i —9
2.

3

2 — W2

3 W3
etc.

m— 1. und dem mien Theil (k) ,

—

(t)
4
= 9

und *(*)-_,—sflL.,^"- 1* (»)m—

1

v /m—

1

Wir erhalten aber die Zahl der Constituenten des gegebenen Complexe:

wenn wir die gleichartigen Constituenten aller Theile addiren und davon di
ft

Summe der gleichartigen gemeinschaftlichen Constituenten abziehen. Hier

nach ist

k = Zk —Z{k)m \ Jm—

1

'=»„—*©m—

1

Also *_*=== j» -Si -(.StAL .
,-Z(l)

m m 771-1 V /J»— 1

*
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oder aus (4) und (5) k—l= mQ'—(m— 1)0

ist

Da aber nach den Satzen der beiden vorigen Artt. 9' = 0, = 1, so

k—l
oder, was zu beweisen war:

0" =k—l+m= 1.

Dieser Satz enthalt als Corollarium den von Cauchy in der ob

gefiihrten 78) bewiesenen Satz: „in jedem durch innere Punkte

und Linien in eine beliege Zahl von Polygonen zerlegten Polygon ist die

Zahl der Partial -Polygone und der Winkelpunkte um 1 grosser als die Zabi

der Linien, welche die Seiten der Polygone bilden".

Beispiele. 1. In dera Flachencomplex Fig. 50, wo k = 8, /= II,

m = 4, ist 0" = k-l+m = 1.

2. In Fig. 50 ist k = 21, / = 28, m = 8, also k—l+m = 1.

3. In Fig. 51 ist k = 9, 1= 14, m = 6, und 9—14+6= 1.

4. In Fig. 52 ist k= 11, /= 18, m = 8 und 11 — 18+8 = 1.

5. Jedes gewohnliche Polyeder, an welchem man eine oder raehrere

untereinander benachbarte Flachen herausnimmt, bielet ein hierher gehoriges

Beispiel. Man wird ohne Figur leicht nachzahlen, dass z. B. am regularen

Ikosaeder nach Wegnahme von funf um einen Eckpunkt gelegenen Dreiecks-

flachen, noch 11 Ecken, 25 Kantenlinien und 15 Seitenflachen iibrig bleiben,

wo wiederum 11—25 + 15^=1. Hatte man zwei an einander liegende

Dreiecke herausgenommen, so wiirde man 12 Eckpunkte, 29 Kantenlinien

und 18 Flacben erhalten haben, welcbe wiederum 0"= 1 ergeben.

30.

Lehrsatz. In einem Flachen- Complex acyklodischer Constiluenten von

beliebig vielen Punkten, Linien und Flachen und zwei Korperraumen , namlich

einem acyklodiscben von den Conslituenlen der niederen Curien eingeschlos-

senen und einem acyklodischen ausgescblossenen Amplexum, ist die Diakrise

Beweis. Aus dem gegebenen Complex lose man eine derjenigen Flachen,

welche den eingeschlossenen Raum begrenzen, aus, nebst ihren linearen Grenzen

und etwa vorhandenen linearen Appendikeln, aber so, dass die an ihrer Grenze
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ppendicularen Flachen mit dem iibrigen Theil des Compi

Connex bleiben. Dadurch zerfallt der ganze Complex in zwei Flachen-Cornplexe,

einen mehrflachigen und einen einflachigen, welchen beiden ein Linear-Complex

gemeinschaftlich ist, in welchem die Grenzen des einflachigen Theils den Umfang

einer Flache darslellen. Der letzte fallt in die Kategorie des Satzes Art. 28, die

beiden Complex-Theile unter die des im vor. Art. enthaltenen Salzes.

Es sei nun die Zahl der Punkte des gegebenen Complexes =k, der

Linien = /, der Flachen —m, die Diakrise = 9"\ die entsprechenden Zah-

len fur den mehrflachigen Theil seien hi, li, mi, 9" und fiir den einflachigen

k'', V, I, 9". Im gemeinschaftlichen Linear - Complex seien (k) Punkte, (/)

Linien und seine Diakrise = 0'.

Man erhalt nun die Constiluenten des gegebenen Complexes, wenn man

von der Summe der gleichartigen Constituenten der beiden Theile die, in

dieser Summe doppelt gezahlten, gleichartigen Constituenten des gemeinsamen

Complexes abzieht, d. h. \ \

m= mi+ 1

Nun ist nach den Salzen in Art. 29 und 28:

ki—h-\-mi = 0"

k'—l'+l =Q"
= 9'

(6)

folglich aus (6):

h—l+m = hi—h+mi +&'—/'+ !—(*)+(/) = 20"— 0'

und da nach den Satzen Art. 28 und 29 0=0, B" — 1, so folgt, was

zu beweisen war:

9"' = h-l+m=2.

31.

Vor der Auffuhrung von Belegen durch Beispiele auch fiir den so eben

erwiesenen Satz, scheint eine Bemerkung tiber die Bedeutung partialer Com-

plexe, mit denen wir hier noch beschaftigt sind, nicht am unrechten Ort.
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Art. 26 ist bemerkt worden, dass die in partialen Complexen nicht zur

Ziihlung kommenden Constituenten hdherer Curien als nicht effectiv gelten.

Fn diesem Sinne ist also namentlich die in den Linear-Complexen des Art. 28
angenommene Flache zu versiehen, deren Voraussetzung nur als das Mittel

zur einfachsten Definition der topologischen Beschaffenheit des Complexes an-

zusehen ist. Es ist also verstattet, in dem Beweis des letzten Lehrsatzes,

Linearcompl beiden Flachencomplexen vor der Zerle

meinschaftlich ist, der Kategorie des Satzes Art. 28 zu subsumiren, da bei

der Bildung des Census aus den drei Constituent- Zahlen (6) eine gemein-

schaftliche Flache in der That nicht mitgezahlt worden ist.

Beispiele zum vorigen Satze. 1. In jedem gewohnlichen Polyeder, dessen

Eckenzahl = k, Kantenzahl = I, Flachenzahl = m, ist &'"= k—/-f-m = 2.

Dies ist der Euler'sche Satz.

2. An jeder Ecke eines Wurfels seien buschelartig beliebig viele frei

endende oder appendiculare Linien, die sich nach Belieben in den inneren

Wiirfelraum oder in das Amplexum erstrecken mogen, inserirt. Ware ihre

Gesaramtzahl = t, so besasse der Complex 8-f-/Punkte, 12-+-/ Linien, 6

Flachen, und man hatte 8+/—(12-|-/)-|-6 = 2.

3. An dem wurfelformigen Complex seien alle quadratische Seitenflachen

durch angefugte Kreissegmente so ervveitert, dass jede Seite mit ihren vier

fliigelartigen Ansatzen eine Kreisflache bildet, so ware k = 8, / = 36,

m = 30, also Q"= 2. Theilte man jede quadratische Seite durch zwei Dia-

gonalen in 4 Flachenstucke, so erhielte man auf jeder Seite einen neuen Punkt,

also k= 14, auf jeder Seite vier neue Linien, also I = 60, und statt jeder

der 6 quadratischen Flachen 4 dreieckige Flachen , also m = 48 , und es

ware wiederum 14—60+48 = 2.

4. Schnitte man, wie Fig. 53 andeutet, mitten an jeder Kante eines

Wurfels einen kleineren Wiirfel, dessen Kanten weniger als ein Driltheil der

Kanten des ganzen Wurfels belragen, beraus, so wiirde die Zahl der Punkte

betragen 104, der Linien 156, der Flachen 54, und somit ebenfalls Q'" =104
156-J-54 = 2. Man kann sich leicht durch Nachzahlen davon uberzeugen,

dass die Diakrise stets den Werth 2 bewahrte, falls man statt an alien 12

Kanten nur an einigen oder einer solche Ausschnitte anbrachte.
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5. An einer einem geoffneten viereckigen Hasten ahnlichen Confi

wie sie in Fig. 54 dargestellt ist, denke man sich den etwa von dem Holze

eingenommenen Raum als den abgegrenzten Korperraum des Complexes, ge-

bildet durch 2 in einander geschobene Parallelepipeda, deren nntere Horizon-

talflachen um die Dicke der Bodenwand von einander entfernt bleiben, ebenso

wie die aufrechten Flachen. Den Deckel bilden appendicular Linien und

Flachen. Die obere rahmenformige Kantenflache des Kastens, wird zunachst

dem Deckel durch zwei Linien f und g in 2 Flachen zerlegt. Ohne sie wiirde

diese Kantenflache cyklodisch sein und den Complex der bier geforderten

Kategorie entriicken. Eine jener zwei Linien aber wiirde schon geniigen,

dieser Flache den geforderten acyklodischen Zustand zu verleihen. Dieser

Complex bietet nun 28 Punkte, 42 Linien und 16 Flachen dar, also ist

Q'" = 28—42+16 = 2.

Die (unstatthafte) Wegnahme der beiden Linien wiirde die Zahl der

Punkte um 2, der Linien um 4, der Flachen um 1 vermindern, und dann wiirde

die Diakrise, da k—l-\-m = 26— 38-f-15 = 3, aufhoren 2 zu sein. Lassen

wir dagegen nur eine der beiden Linien f und g weg, so bleibt die Diakrise

= 27—40-1-15 = 2.

6. Eine Cylinderflache sei an beiden Enden durch zwei Kreisflachen ge-

schlossen. Ein Punkt des einen Kreisumfangs sei rait einem des andern

durch eine auf der Cylinderflache gezogene sich nicht kreuzende Linie ver-

bunden. Ohne diese Linie wiirde die Cylinderflache cyklodisch sein. Der

Complex besitzt 2 Punkte, 3 Linien und 3 Flachen. Die Diakrise ist also

2. In Fig. 55 ist die Cylinderflache durch eine krumme Rohre ersetzt,

die kreisformigen Endflachen zu Kugelsegmenten erweitert. Auf der Flache

der Rohre sind zwei Schraubenlinien in gleichem Sinne laufend gezogen. Es

ist k= 4, / = 6, .m =4. Q'"= 2

7. Auf einer einen acyklodischen Korperraum begrenzenden, iibrigens ir-

gendwie gestalteten Flache ziehe man von einem effectiven Punkte aus eine

sich nirgend kreuzende Linie nach einem zweiten effectiven Punkte, so hat

man k =2, /=1, w = l, also $'=2. Man nehme auf der Flache nur

einen effectiven Punkt und ziehe eine in sich zurucklaufende Linie durch diesen

Punkt etwa in Gestalt der Fig. 43, so hat man k = 1 , / = 1, m = 2, also
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Q'" — 2. Man nehme endlich auf der Flache lediglich einen eflectiven Punkt

an, so hat man k = 1 , / — 0, m = 1 und 0'"= 2.

32.

• Das erste der vorstehenden Beispiele hat gezeigt, wie der Euler'sche

Salz von den Polyedern ein specieller Fall unseres Lehrsatzes in Art. 30 ist.

Wir erinnern damn, dass sich der Euler'sche Satz gleichfalls in dem friiher

(Art. 22) gefundenen Satze (1) einseschlossen fund. Die nahe Verwandischall

der beiden Satze, jenes des Art. 22, beziiglich auf einen Linear -Complex in

der Flache (Ebene oder Kugel) und dieses des Art. 30, beziiglich auf einen

Flachen-Complex im Raume, springt schon an der in beiden auftretenden Dia-

krise 2 in die Augen. In der That, die Beschaflenheil des Complexes in

Art. 22 bleibt dieselbe, mag die ihn tragende Flache eine Ebene d. i. eine

unendlich grosse Kugel, wo das Flachen -Amplexum ins Unendliche ausge-

dehnt ist, oder mag sie eine Kugel von endlichem Radius sein, wo die am-

exe Flache, wie die ubrigen Parzellen oder Felder, endliche Ausdehnung

hat. Die Kugel darf durch jede andere allseitig gesehlossene, einen ac^klo-

discben Raum einschliessende Flache, beispielsvveise die Oberfliiche eines Po-

lyeders, ersetzt; und der Complex gleieh dem Kantennetz eines Polyeders,

insofern wir in ihm ausser den Punkten und Linien auch die Felder gezahlt

haben, in welche er die Flache zerlegt, ein Flachen-Complex im Raume ge-

nannt werden. So stellen sich also nunmehr beide Arten von Complexen als

solche Flachen-Complexe dar, in welchen die Flachen den gesammten Raum

in zwei acyklodische Theile scheiden, und der Unterschied bleibt lediglich der,

dass im Complex des Art. 22 alle Flachen der Grenze zwischen beiden Rau-

men angehoren, wie es bei den gewohnlichen Polyedern der Fall ist, wahrend

in dem Complex des Art, 30 ausser diesen Grenzflachen auch noch andere

mit ihnen in appendicularer Verbindung slehende enthalten sein konnen, wie

die letzten Beispiele mehrfache Falle der Art vorgefuhrt haben. Offenbar

steht also der in Art. 22 (1) gefundene Satz, den der Satz in Art. 30 nur

als Specialfall unter sich begreift, unler den von uns bis jetzt aufgefiihrten

Satzen dem Euler'schen Satze am nachsten, wiewohl er ibn, wie bereits

Mathem. Classe. X. T
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hervorgehoben, in mehrfacher Hinsicht an Allgemeinheit ubertrifft. Uebrigen

bedarf es kaum der Bemerkung , dass in unseren Beweisen dieser, wie der

spateren Satze nur die topologische Argumentation der Situal - Analysis und

keinerlei im engeren Sinne geometrische Hulfssatze (wie bei vielen der zeit-

herigen Begriindungen des Euler'schen Satzes) zur Anwendung kommen.

33.

Bevor wir zur Betrachtung der vollzahligen Complexe ubergehen, wird

es nicht unzweckmassig sein, die vier in den Artt. 27—30 gewonnenen Satze

noch einmal in einer Uebersicht vor Augen zu stellen, wobei die in Klammern

gesetzten Zahlen den von der Zahlung ausgeschlossenen Curien angehoren. Es
ist durchweg nur Ein Complex mit acyklodischen Constituenten vorausgesetzt.

Partial-Complex. Punkte. Linien. Flachen. Raume. I Diakrise.

i. Linear-Complex

2. Linear-Complex

3. Flachen-Complex

4. Flachen-Complex

k

k

k

k

I

I

I

I

(0)

(1)

m

m

(1)

(2)

= 1

Q"= 2

34.

Der generelle Census fur acyklodische Constituenteo.

den beid letzten dieser Satze werden wir nun leicht zu dem
generellen Census zunachst E
langen, in welchem die Zahl derselb

Complexes acyklodischer Constituenten

Lehrsatz In

der

einem Compl

in alien Curien beliebig gross ist.

yklodischer Constituenten ist die Zahl

und Flachen

Beweis

gross, wie die Zahl der L Raume.

Zahl der Punkt

Raume d
der Linien 6, der Flachen c, der

ist zu beweisen, dass a—b-\- d 0.

Der Complex enthalt ausse

perraume. Man zerlege denselb

d—1

Pi

Gren

begrenzten Korp

1 begrenzte Kor-

Complexe, deren jeder einen der

gegebenen Complexes enthalt, nebst den

in d

die ihm im ungetheilten Complex zukom und etwa vorhanden
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appendicularen Flachen und Linien, in beliebiger Ordnung, jedoch so, dass

nach Ablosung jedes Theils der acyklodische Zustand des die iibrigen noch

ungetrennten Theile umgebenden Amplexums unversehrt bleibt, was dadurch

geschieht, dass man bei jeder der successiven Trennungen einen solchen Kor-

perraum wahlt, der durch einen Theil seiner Gesammtgrenze mit dein Amplexum

durch den iibrigen Theil mit den iibrigen noch ungetrennten Korperraumen

des Complexes in Contigenz steht. Dann erhalt man d— 1 Flachen-Complexe

von der Art des 4. unserer vorigen Lehrsatze und d— 2 zwischen je einem

und den iibrigen der d— 1 Theile gemeinschaftlicbe Flachen-Complexe von

der Art des 3. Satzes. Bezeichnen wir die Zahl der Punkte, Linien und

Flachen des ersten Theiles durch k\, l\, mi, des zweiten durch &2 j h > w2

u. s. w. und ebenso die Zahl der Constituenten im ersten gemeinschaftlichen

Complex mit (k)\ , (l)i , (m)i , im zweiten mit (k)2 ,
{t)2 > W2 u« s. f. , so hat

man nach dem 4. Satze (Art. 30)

fur den 1. Theil hx
— h + »»i = &

2 k2 — l2 -\- m2 =
etc.

d— lten Theil .... k, ;
— /, A -\-m, . = 9

a—1 a— 1 • a— 1

in

also 1)&" (7)

wo sich das Summationszeichen auf die Suffixa von 1 bis d— 1 bezieht.

Nach dem 3. Satze (Art. 29) aber ist in dem gemeinschaftlichen Complex zwischen

dem i. Theil u. den iibrigen (k)i — (/) x -f (m)i = 0"

2 2 W2 + (»)2 = 0"

etc.

d— 2. Theil u. dem letzten {k)
d_2
— (^_2+(m)d-_2 m ®

ft

also -^W.-s-^Vo+^K^= (
d-*W (8)

Nun ist aber

« = »„_, -m</— 1 —\"Jd—2

* = -«,_, - JBCOJ— 1
—Vld—2

c == Sm._
A
— 2(m)

d_2

folglich unter Zuziehung von (7) und

T2
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a b+c 1)0" 2)0"

Da aber nach dem 4. unserer obigen Satze Q
tf

a— b + c

oder, was zu beweisen war:

2(d

a b+c—d 0.

= 1, B

d

m
2, so ist

35.

spiele zu dem vorigen S In chen d

Punkle, Linien und Kbenen in polyedrische Raume getheilten Polyed

Zahl sammtlicher Eckp der inneren vvie d

sammtlicher Flachen

heit grosser als die

pi d Zahl

weniger der Zabi sammtlicher Kanteniinien urn die E
hi der polyedrischen Theile, oder wenn d Z

der Eckpunkte durch S, der Flachen durch F, der Kant

polyedrischen Theile durch P bezeichnet wird (wo also a

durch A
S, b A, c

der

d P+
S+ F

Dies ist die von Cauchy dem E
A+P+

Satze bene

b

w
b

Nehmen <

Seitenflach

54, c =

Wurfel. der durch halbirende Ebenen

iterung

in kleinere W
P

getheilt ist, so hab wir a 27

36, d 9 wo -h b+ Theilen wir ebenso jede

in n und den Wurfel in n s Theile
?

so kommt a
3n(n+\) c 3»»(«4-l) und? d 3« 3 4-

4- Snn (» 4- 1
)= 3»(«4- 1)2 4-» 3 4-

wo gleichfalls

»+
>+ 3

In Oktaed durch Flachen in 8 dreiseilige Py
deren Spitzen in einem beliebigen inneren Punkte liesen, wahrend

ihre Basis in einer Oktaederflache findet, sind 7 Punkte, 18 Linien

r dem Amplexu

In einem bloss

8 tetraedrische Raume und 4-20 -hB-f

OktaSder, Ikosaeder, findet

cken umschlossenen Polyeder, wie Tet

der Flachen mittelst des 4. der obig

der Punkte und Linien aus der Zahl

(s. Art. 33) Da lich

1) Journal de l'Ecole polytechnique (16. cahier) Tome IX. pag. 77. Vgl. die Anm.
in der Einleilung so wie Anm. zu Art. IS.
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k—l+t)i=2 jetzt ofFenbar 3m = 2/ wird, so erhalt man k — 2+ ^m und

/ = |m. (Die Flachenzahl kann in diesem Falle nup eine gerade Zalil sein).

Zieht man nun von einem Punkte im Innern des von m Dreiecken begrenzten

Polyeders gerade Linien nach sammtlichen k Eckpunkten und theilt das Po-

lyeder in m dreiseilige Pyramiden nach Art des vori<jen Falles, so erhalt man

&-H Punkte, /+& Linien, m+ l Flachen und m+\ Raume (einschliesslich des

Amplexums). Es ist also a= 3+ %m, b = 2+ 2m, c = %m, d = m+l und
«

—

b+c-d= 0. Fur ra = 8, wie im vorigen Falle wird a = 7, b = 18,

c = 20, d = 9, wie vorher. Fur das Tetraeder wird a= 5, 6= 10, c= 10,

d= 5, fur das Ikosaeder a = 13, 6 = 42, c = 50, d= 21. Fiir cinen

von 16 Dreiecken begrenzten polyedrischen Korper, wie er aus Fig. 37 her-

vorgehen wiirde, wenn man die beiden funfeckigen Grenzflachen durch je

zwei Diagonalon in Dreiecke zerlegle, ist in dem den vorinen analogen Falle

der Zerlegung in 16 dreiseilige Pyramiden o=ll, 6= 34, c= 40, d= 17.

Aber audi jedes gewohnliche Polyedcr, seine m Seilenfliichen mogen

Dreiecke sein oder nicht, gibt durch die Zerlegung in m Pyramiden mit ge-

meinschaftlicher Spitze im Innern des Korpers, wenn k die Zahl der Ecken

und / der Kanten des unzerlegten Polyeders, wie vorher, a= k+l, b=l-\-k,

c= m-f/und d= m-f-l und es ist wiederum a-j-c = b-\-d.

2. Es sind im Raume n Kugeln ausser einander liegend gegeben, auf

jeder Kugelflache ein effectiver Pnnkt. Alle diese n Punkte sind mit einem

einzigen «+lten Punkte, der ausserhalb jeder Kugel liegt durch beliebige

Linien, deren keine sich selbst kreuzt, verbunden. Dieser Complex hat n-\- 1

Punkte, n Linien, n Flachen und »-fl Raume, also a-f-c= 6-j-rf. Setzte

man in beliebiff vielen der Kugeln noch eine Verbindun^slinie zwischen ihrem

Mittelpunkte und dem effectiven Punkte ihrer Oberflache hinzu, so wiirde da-

durch die Zahl a und die Zahl b urn gleichviel vergrdssert.

3. Zwei Systeme concentrischer Kugeln, Fig. 56, das eine n, das an-

dere ri Kugeln enthaltend, beriihren sich von aussen in einem effectiven

Punkte, welcher der Flache der grdsslen Kugel in jedem Systeme angehort.

Dieser Beruhrungspunkt ist in jedem System durch eine, jede umschlossene

Kugel our in Einem Punkte durchdringende Linie mit dem Mittelpunkt des

Systems verbunden, Dieser Compiex
;

dessen Constituenten alle acyklodisch
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sind , hat n+n'+\ Punkte, n-\-n Linien, n+ri Flachen und n-\-n-\-\ Raume,

also ist wieder a-\-c = 2n-\-2n-\-t = b-\-d. Eine durch beide Mittelpunkte

gelegte schneidende Ebene, welche zugleich die vorerwahnten Verbindungs-

linien enthalten soli, sei durch die grtissten Kugeln nach aussen begrenzt,

erstrecke sich also nicht in den amplexen Raum. Dann komraen keine Punkte,

aber n-\-n Linien, 2n-\-2n' Flachen und n+ri Raume hinzu, so dass also

a-\-c = 3(n+n')-\-l = b-\-d. Wird die schneidende Ebene in den amplexen

Raum zur Flache eines Kreises erweitert, der die ausseren Kugeln in 2 Punk-

ten beruhrt, so kommen zwei Punkte, vier Linien und zwei appendiculare

Flachen hinzu, und es bleibt immer noch a—6-fc—d=0.
4. Zwei Ringkorper greifen verkettet in einander, Fig. 57. Jeder ist

durch eine die Oeffnung des andern schliessende Flache durchschnitten, welche

selbst mit ihrem Ringe eine cyklische Grenzlinie gemein hat. Beide Schliess-

flachen schneiden einander in einer Linie, deren Endpunkte auf je einer Ring-

oberflache liegen und die vier cyklischen Grenzen der beiden Schliessflachen

acyklodisch machen. Die Durchschnittslinie macht beide Schliessflachen selbst

acyklodisch. Die Ringkorper sind vermoge der in ihrem Innem gelegenen

Theile der Schliessflachen acyklodisch. Vor Hinzufugung noch anderer in der

Figur enthaltenen Flachen besteht der Complex aus 2 Punkten, 5 Linien, 6

Flachen und 3 Raumen > wo 2+6= 5-1-3. Schneiden wir jeden Ringkorper

noch an einer andern Stelle, wie die Figur andeutet, durch eine vierseitig

begrenzte Flache, so besteht jetzt jeder Ringkorper wegen des in seinem In-

nern belindlichen Theils der neuen Schnittflache aus 2 Korperraumen, so wie

seine Oberflache aus 2 Flachen, und wir haben o^=14, b= 2\
f
c=i2, d=o,

also wieder a—b-\-c—d= 0. 31an diirfte jelzt — ohne Gefahr einer ent-

stehenden Cyklose — den im Innern der Ringkorper liegenden Theil der

Schliessflachen herausnehmen. Durch die Wegnahme in einem der Ringe

wurde c und d zugleich um 1, durch die Wegnahme in beiden Ringen um 2

vermindert, wahrend a und b ungeandert blieben. Die Gleichung des Census

aber bliebe verificirt.

Nach Wegnahme der eben gedachten beiden Flachen diirfte man nicht

wiederum auch die im Innern der korperlichen Ringe befindlichen Theile der

vierseitigen Schnitlflachen beseitigen. Es wurde dadurch lediglich c um 2 ver-
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ringert und unsere Census -Gleichung unrichtig werden, was daher nihren

wiirde, dass nunmehr die ringformigen Korperraume cyklodisch geworden
waren und somit der Bedingung nicht mehr geniigt wiirde, an welche die

Wahrheit des durch die gegenwartigen Beispiele zu erlauternden Satzes ge-
kniipft ist. Slellen wir die eben gedachten Flachen wieder her, beseitigen

aber die ausserhalb der Ringkorper liegenden Theile der Schliessflachen unler

Beibehaltung der Linie, die vorher ihre Durchschnitlslinie gewesen, so sind

zwar die Ringkorper oder ihre constituirenden Theiie acyklodisch, aber das

Amplexum wiirde zweifach cyklodisch werden. Durch Verminderung um 2
des Werthes von c allein, wurde sich wiederum die Census- Gleichung aus

gleichem Grunde nicht verificiren. Eine ausserdem versuchte Beseiligung

erwahnten Durchschnitlslinie wurde, weil jetzt das Ganze in zwei Compl

zerfiele, ebenso wenig eine Verification der Gleichung herbeifiihren.

der

hnliche im Vorhergehenden einjrestreute BemerkJS"""""*-" ^'"O o " "*"c
dienen, die Bedeutung des bis jetzt noch ausbedungenen acyklodischen Zu
standes sammtlicher Constituenten des gegebenen Complexes in concreten Fal

len noch mehr hervortreten zu lassen.

36.

Lehrsats. Sind p Complexe von acyklodischen Constituenten gegeben,
deren Gesammtzahl der Punkte a, der Linien b, der Flachen c, der Raume d

ist, so ist a—b+c—d= p— 1.

Beweis. Wir bezeichnen fur die einzelnen Complexe, in ganz beliebi-

ger Ordnung genommen, die Constituenten fur den ersten , durch a
t , 6 U c

VJ

dv fur den zweiten durch o2, 62 , c2 , d
2 u. s. f. in jedem die Raum-Zahl d

t

oder d2 u. s. w. so verstanden, als ob der Complex allein existirte.

Durch Tilgung der Flachen, Linien und Punkte eines Complexes hort

naturlich die Existenz des Complexes selber auf. Alle seine Constituenten

der vierten Curie aber, die an ihm unter einander in Contigenz waren wer-

den dadurch zu einem einzigen Raume verschmolzen, gleichviel, ob dieser

Raum das Amplexum oder ein einem anderen Complex angehoriger Binnen-

raum sei. Die Wegraumung irgend eines Complexes, dessen Nuraerus der
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vierten Curie dr ist hat demnach die Verminderung der Gesammtzahl d urn

d — 1 zur Folge. Tilgen wir also nach und nach alle Complexe, so vermin-

dert sich bei jeder Wegschaflfung eines Complexes die Total -Anzahl d urn

eine Zabl, welche 1 weniger betragt als die Raumzahl des getilgten Com-

plexes, und nach Wegriuimung aller Complexe bleibt natiirlich der leere am-

plexe Raum allein ubrig , oder alle Tilgungen bewirken eine totale Verminde-

rung urn d— 1. In Zeichen ausgedruckt haben wir also

d—\=S(dp—l

die Summation auf alle Suffixa von 1 bis p ausgedebnt gedacht. Dies gibt

d— 1 = 2dp —p

oder JSdp =s d-\-p — 1 (9)

Nach dem vorhergehenden Lehrsatz ist nun fur die einzelnen Complexe

flj

—

b
l
-^-c

l
— d

t
=

a
2
— b2 -\-c

2
—d2 =

etc.

(ip—bp+Cp— dp =
Han—Zbu+Zcp—Zd,, = (10)

also -*ap"<*°pT* cp—^ap

Es ist aber offenbar

2ap = a

Zbp =b
p c

Unter Berucksichtigung dieser drei Summenwerthe , so wie des vierten,

ben gefundenen (9) folgt aus (10):

a—b+c—d—p-f-1 =
der. was zu beweisen

a—b-\-c—d = p— 1

Der hiermit geschehene Schritt zur Ausdehnung des Satzes in Art. 34

auf den Fall einer beliebigen Zahl von Complexen ist so palpabel, dass wir

uns fuglich der Vorfuhrung neuer Beispiele iiberheben durfen. Aus den auf

Einen Complex beziiglichen Beispielen des Art. 35 kann man nach Belieben

mehrere Complexe seclusiv oder inclusiv coexistirend annehmen und daran

die Gleichung des gegenwartigen Satzes verificiren. Auch ist es fast iiber-

flussig zu bemerken dass der Satz fur p — 1 in den vorhergehenden des
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Art. 34 tibergeht, so wie dass er audi fiir den Fall p = gilt, wo a — b

c = 0, d= i ist.

9 «

37.

Der generelle Census fur irgend welche Complexe.

Nachdem wir die allgemeine Relation fiir den Census solcher Complexe

gewonnen haben, deren Constituenten sammtlich acyklodisch sind, gehen wir

nun an die Untersuchung des Einflusses, den die Cyklose in den Constituen-

ten gegebener Complexe auf diese Relation ausubt, um dadurch zu dera ge-

nerellen Census irgend wie beschaffener Complexe zu gelangen.

Bisher haben alle Constituenten zum Census lediglich mil ihrera Numerus

concurrirt, d. h. jeder Constituent zahlte als Einheit in seiner Curie. Sobald

wir, wie jetzt gescbehen soil, die bisberige Einscbrankung in der Beschaffen-

heit der Constituenten fallen lassen, wird der Beitrag eines Constituenten im

Allgemeinen nicht mebr 1, sondern eine Zahl sein, welche aus der Einheit

durch einen Zusatz hervorgeht, der lediglich fiir acyklodische Constituenten

Null ist. Wir werden diesen Zusatz abgesehen von seinem Vorzeichen, wel-

ches aus den weiteren Betrachtungen von selbst hervorgehen wird, in den

einzelnen Curien mit a, £, y, S bezeichnen und ihn, so wie die Summe der

Zusatze in jeder Curie, das Attribute nennen. Durch das Altributiv wird

dera numerativen Element des Census gleichsam ein taxatorisches hinzugefugU

N

Stellen wir uns vorerst zur Vereinfachung der Argumentation wieder

zuriick auf das Gebiet Eines Complexes, fiir welchen nacb Art. 34 im Falle

lediglich acyklodischer Bestandstiicke die Relation

a-b + c-d = (11)

gilt, so wird jetzt, wo der Beitrag der einzelnen Constituenten allgemein in

der ersten Curie 1-f-a statt 1, in der zweiten l-f-6 statt 1, in der dritten

l+y statt 1 und in der vierten \ + d statt i sein soil, jedes der vier Glie-

der der Census-Gleichung (11) nicht mehr die blosse Anzabl der Constituen-

ten in der entsprechenden Curie, sondern die Summe der Beitrage aller in

einer Curie contribuirenden Constituenten sein miissen. Bezeichnen wir die

neuen Glieder der Census-Gleichung durch A, B, C, D
t
wahrend nacb wie

Phys. Classe. X. u
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vor a die Zahl der Punkte, b der Linien, c der Flachen, d der Raume be

deutet, sind ferner die Attributive der einzelnen Constituenten in der erste

... €bi
in der dritten yCurie a

l9
cc2 , ccs aaj in der zweiten £l9 £2

Yv '" Ye, in der vierten S
l9

dii dd und endlicb die Summen 2cea a

b 6,2y. r.sti S, so muss offenbardas Aggregat (a-f-«) (*+o
_j- (c+y)— (d-\-d)j sobald sammtliche Attributive Null werden, in a—6-f-c

—

d

iibergehen, von welchem in Art. 34 bewiesen worden, dass es =0 ist; mit

andern Worten: die bisherige Census -Gleichung (11) fur einen acyklomati-

scben Complex geht im gegenwartigen ailgemeineren Falle eines cyklomati-

schen Complexes in die allgemeinere

A—B+C—D (12)

tiber, wo
A
B
C
D

a-\-a

d+d

(13)

.

Ik

Wir bezeichnen nun ferner die cyklomatische Zahl der einzelnen Con-

stituenten in der ersten Curie durch x\, x\^ #g, ... x%, in der zweiten durch
9 9

x
h\ in der dritten durch x", x2

"
9

ff

xc 7
in der vierten durch

x
ttt

X
1 J ~2 >

7T 1>

... */' und ausserdem fiir die Constituenten der dritten Curie durch

7r 2 , ... ?rr
den periphraktischen Werth 1 oder 0, jenachdem die Flache

periphraktisch ist, oder nicht,
//

so wle endlich die Summen -2*°. JSxk \ JSx .

Sx HI

d und
m

c bezw. durch x°
9
x\ x", x

9
rt\ so ist nunmebr die Aufstel

lung d f einen beliebigen Complex beziigiichen allg Theorems

des Census vorbereitet, welches wesentlich nur die Abhangigkeit der Attri

butive der topologischen Natur der Constituenten. d

matischen und periphraktischen Beschaffenheit nachzuweisen hat

38.

ft Lehrsatz In d auf raumlichen Compl von .1 b

schaffenen Constituenten beziigiichen Census-Gleicb

A—B+C—

D
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wo A = a+a, B = b+€, C — c+y , D = d+d, ergibt sich

a = — x°
r

3
ttt

X
r

wo r einen beliebigen ganzzahligen Index bedeutet, und somit audi

a = —x°
€ = — x'

y = —x"+<n
d

oder: das Atlributiv ist in der ersten, zweiten und vierten Curie gleich der

cyklomatischen Ordnungszahl negativ genommen und in der dritten Curie gleich

der periphraktiscben Zahl minus der cyklomatischen Zahl.

Beweis. Wir fiihren durch die erforderlichen Dialysen, nach Anweisung

der in den Artt. 7 bis 25 enthaltenen Abschnitte von der Cyklose, der Dialyse

und dem Diagraram, sammtliche Constituenten successive in den einzelnen

Curien, mit der ersten beginnend, aber innerhalb jeder Curie in beliebiger

Ordnung, auf den acyklodischen Zustand zuruck, urn dadurch neue Complexe

zu erzeugen, in welchen eine oder mehrere oder alle Curien theilweis oder

ganzlicb acyklodische Bestandtheile enlhalten. Von den durch die dialylischen

Operationen in den einzelnen Constituenten wie in den Curien dem gegebenen

Complex hinzugefiigten oder augmentaren Constituenten miissen wir uns die

erforderliche Rechenschaft geben, um den dadurch bewirkten doppelten Einfluss,

namlich des Ueberganges cyklodischer Constituenten in acyklodische und des

gleichzeitigen Zuwachses an neuen Constituenten im Einzelnen iibersehen zu

kdnnen. Das Gesammt- Augment bildet alsdann in dem gegebenen Complex

offenbar einen Inbegriff von virtuellen Constituenten, welche, sobald wir ihnen

den Charakter der Effectivitat ertheilen, den cyklomatischen Complex mit

Einemmal in einen acyklodischen umwandeln.

In der ersten Curie fallt die Reduction weg, da die Punkte sammtlich

acyklodisch sind. Es ist nicht bloss x° und x, sondern auch das Attributiv

a und die Attributivsumme a stets = 0-
r

U2
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In der zweiten Curie, der Linien, ist */ entweder = oder == 1. Im

ersten Falle ist die Linie acyklodisch und £
r
= 0. Im zweiten ist sie cyklisch

und wird durch eine Dialyse acyklodisch. Die Dialyse besteht in einem Punkte

an einem beliebigen Orte auf dem Cyklus. Jede solche Dialyse in der Curie

bewirkt also im Complex einen Zuwachs von einem Punkte. In der zweiten

Curie hat mithin die Reduction eines beliebigen Constituenten einerseits den

Uebergang von B in B—£ andererseits ein Augment von

x ' Punkten
r

und die Reduction aller Constituenten einerseits den Uebergang von B in B
andererseits ein Augment von

x' Punkten

zur Folge, wahrend in der ersten Curie bei dem Uebergang von A in A—a

oder in A—a dieser Zuwachs Null war.

In der dritten Curie, der Flachen, kann #.' Null oder jede ganze posi-

tive Zahl bedeuten, der Werth von n aber kann entweder oder 1 sein.

Wir ertheilen der Flache erforderlichen Falls das Trema. Durch diesen Theil

der Reduction an einem beliebigen Constituenten erwachst dem Complex der

Zuwachs von tt Punkten und durch die Operation an sammtlichen Constituen-
r

ten der Zuwachs von it Punkten. Die Dialyse einer Flache besteht in einer

acyklodischen Linie, welche entweder zwei neue Punkte , auf bereits acyklo-

dische Linien fallend, und dadurch zwei neue Linien, oder einen solchen

Punkt und dadurch eine neue Linie oder keinen Punkt und keine neue Linie

dem Complex hinzufttgt. Jede Dialyse bewirkt also einen Zusatz von einer

Linie und ausserdem einen Zusatz von gleichviel Linien und Punkten und so-

mit alle Dialysen einer beliebigen Flache von der cyklomatischen Zahl x" einen

Zusatz von *" Linien nebst gleichviel (wir setzen i»
r)

Linien und Punkten

Die sammtlichen Dialysen in der Curie werden mithin einen Zuwachs von ;

Linien und daneben von gleichviel (wir setzen «i) Linien und Punkten zur

Folge haben. Unter Mitberucksichtigung des Tremas ist sonach die Wirkung

der Reduction einer beliebigen Flache einerseits der Uebergang von C in

C—y > andererseits ein Augment von

/?

x 4-tfi Linien
r • r

tT -\-m Punkten,
r r '
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und die Wirkung der vollstandigen Reduction der ganzen Curie einerseits der

Uebergang Yon C in C—y, andererseits ein Augment von

x -|-to Linien

it + m Punkten.

In der vierten Curie, der Raume, besteht jede Dialyse in einer acyklo-

dischen Flache. Diese augmentare Flache fiihrt im Allgemeinen / neae Linien,

welche bereits acyklodische Flachen durchschneiden, und k neue Punkte, auf

bereits acyklodische Linien fallend, ein. Die / neuen Linien bewirken durch

die Zerschneidung acyklodischer Flachen einen Zusatz von / Flachen, und die

k neuen Punkte durch die Zertheilung acyklodischer Linien einen Zusatz von

k Linien. Der Zuwachs in Folge einer Dialyse wird also sein: eine Flache

und daneben / Flachen, l+k Linien und k Punkte, d. h. ausser einer Flache

ein Zuwachs von gleichviel Flachen und Linien und ein anderer Zuwachs von

gleichviel Linien und Punkten. Ein Raum, dessen Cyklose von der Ordnung

x "'
ist, wird also durch seine Reduction einerseits den Uebergang von D in

D—d andererseits ein Augment von
rrr+ /& Flachen

n 4-n ' Linien
r r

n
'

Punkten
r

verursachen, und die Folge der durchgangigen Operation in der vierten Curie

wird sein einerseits der Uebergang von D in D—S und andererseits ein

Augment von

x'"-\-n Flachen

n 4- ri Linien

ri Punkten.

Die hierbei mehrfach zur Bezeicbnung gleicher Zuwachs-Antheile in zwei

benachbarten Curien gebrauchten Zeichen A, /, m, n (mit oder ohne Affixa)

konnen sowohl Null als jede beliebige ganze positive Zabl bedeuten.

Der urspriinglich gegebene Complex hat jetzt durch die Reduction in

den Yier Curien eine Reihe von Stadien oder Phasen durchlaufen, die wir

aus den Erfolgen der einzelnen Operationen leicht tiberblicken. Nennen wir

Complex in seinem anfanglichen Zustande W und Pha
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sen: W° nach der Reduction der ersten Curie, W° nach der Reduction bloss
' r

des rten Constituenten der ersten Curie, W' nach der Reduction der ersten

und zweiten Curie, W' nach der Reduction der ersten Curie und in der

zweiten Curie bloss des rten Constiluenten, u. s. f. also W" den finalen Zu-

stand nach der durchgangigen Reduction, so haben wir nech dem Bisherigen

folgenden Bestand an Constituenten des Complexes in seinen successiven Phasen.

Der Complex in der Phase unreducirt reducirt

W enthalt Punkte a

Linien b

Flachen c

Raume d

W° enthalt Punkte a—\ Punkt 1
T

Linien b *

Flachen c

Raume d

W'° enthalt Punkte a

Linien b

Flachen c

Raume d

W ' enthalt Punkte a+x '

Linien 6— i Linie 1

Flachen c

Raume d

W enthalt Punkte a+x'

Linien b

Flachen c

Raume d m
W

r
" enthalt Punkte a-\-x'+Tt

r
+

m

~ Linien b-\-xJ!'-\-tn

Flachen c— 1 Fiache 1

Raume dW enthalt Punkte a-f-^'-j-7r -j-m
Linien b+x"-\-m
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Der Complex in der Phase unreducirt reducirt

Flachen c

Raume d

W
r

enthalt Punkte a+x+<rr+m+rf
r

Linien b -\-
x"

-\-m -\-n -\-n

Flachen c-\-x '"4-»

Raume d— 1 Raum 1

W" enthalt . . Punkte a+x'+>rt+m+ri

Linien b-\-x' -j-m -f-n -\-

n

Flachen c-\-x'"-\-n

Raume d

Wenden wir nun unter Beriicksichtigung, dass fur alle reducirten Con-
stituenten das Attributiv wegfallt, die allgemeine Census - Gleichung (12) an,

erhalten wir folgende Gleichungen fur

fur W

w;

A—B+O-D =0 (14)

—B+C—D = (15)

a—B+C—D = (16)

(a+x;)-(B-e)+C-D =0 (17)

(
a+^_6+C—D =0 (18)

W
r "" («+«r+*r

+«
r
)-(ft+»

r

w+« )HC-Yr
)-D = (19)

W" (a+x-\-Tt+m)-(b+x',+m)+c—.D = (20)

W
r

m
'-(a+x'+*+m+\l—(b+x"+m+n

r
+n

r
)+(c+x"+n

r
)—(D—d

r
)=0(2i)

W" (a+x'+7r+m+n')—(b+x"+m+n+n)+(c+x" +n)—d =0 (22)

Aus (14) und (15) folgt —«. =r und da *° = 0, so 1st
.

« = —xo
r r (23)

Aus (16) und (17) folgt *'
r*Kr

== 0, oder

e =—x
r r (24)

Aus (18) und (19) folgt ir
r
—xj-y

r
=z0 oder

' r r ' r

Aus (20) und (21) folgt *
r
'"+<?

r
= oder

(25)

r r

9tr

(26)



M

160 J. B. LISTING,
-

Ebenso ergibt sich aus (14) und (16) A— a = oder, da auch A—a= a

und *o = 0, # r

a= ~x° (27)

aus (16) und (18) nach (13) auch B—b+x = 0, oder da B—b
g=—x'

4 f *

(28)

aus (18) und (20): C—c+x"—<jf= 0, oder da auch C—c= y,

endlich aus (20) und (22): D-d+x" = 0, oder da D-d
(29)

<*= —X
t9f

A

(30)

Mit den Gleichungen (23) . . . (30) ist der Satz bewiesen.

* *

39.

Die allgemeine Gleichung (12) od

nimmt also zu Folge des eben bewiesenen Satzes diese G
^o)_(6_^+ (

c_^'+7r)_(d_*'") =0 (31)

Von dieser auf Einen Complex bezuglichen Census -Gleichung gehen

wir sofort auf den Fall einer beliebigen Zahl von Coraplexen iiber, d

vorstehenden als Specialfall wird enlhalten mussen.

ft b

i

Lehrsatz. Sind p Complexe von irgendwie beschaffenen Co

gegeben, in welchen die Gesammtzahl der Punkte a, der Linien b, der Fla

chen c, der Raume d ist, und bezeichnen #°, x', x\ x" in den einzelnen

Curien die Summe der cyklomatischen Zahlen so wie it die Summe der pe-
I „

ripbragmatischen Zahlen in der dritten Curie, so ist, wenn A= a—x°, B=b—x
t

n . *-v i fitC= c—x -f-Tf , D— d—x

A—B+C—D = p— 1

Beweis. Stehen die Complexe in seclusiver Stellung, so dass also alle

von dein Amplexum umgeben werden, so wird man durch p— 1 successive

acyklodische und sich nicht selbst kreuzende Verbindungslinien erst zwei, dann

drei, vier u. s. w. bis zuletzt alle p Complexe zu Einem Complex vereinigen

konnen. Ist die Stellung so wird man entwed

durch Anathese die seclusive Stellung einfubren und wie vorher d
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siven Combinationen zweier, dreier u. s. w. Complexe in beliebiger Ordnung
ehen, oder sofern man auf die Anwendung der Ahathese verzichten will,

bei diesem Combinationsffeschaft Ordnung befolg

sten zum nachsten aussern oder umgekehrt vom aussersten zum nachst inner-

sten fortschreitend. Die Zahl der Combinationslinien 1st auch in diesem Falle

p— 1. 1st endlich die Stellung promiscue die seclusive and inclusive, so wird

man wied Anathese durchgangig seclusive Stellung

fuhren
, oder — ohne Anathese — die successiven Vereinigungen zwischenC""&

einzelnen oder bereils untereinander verbundenen Complexen dadurch voll-

ziehen, dass man durch jede Verbindungslinie jedesmal nur Einen Zwischen-

raum durchsetzt oder gleichsam durchbohrt. Dass aber auch jetzt zur Ver-

einigung sammllicher Complexe in Einen Complex p— 1 Combinationslinien

erforderlich und ausreichend sind, geht, wie auch fur die vorigen Falle, aus

der Ueberlegung hervor, dass die Zahl der Complexe nach Einfuhrung jeder

soldier Linie urn 1 vermindert erscheint, so dass nach p— 1 Linicn die Zahl

CompI f 1 herabgeko

Es ist, wie fur den gegenwartigen Zweck, so auch in anderweitigem

Betracht von Interesse nachgewiesen zu haben, dass zur Herstellung Eines

Complexes aus p Complexen in alien Fallen
?

auch ohne Zuhulfenahme der

Anathese, p— 1 Combinationslinien erforderlich und ausreichend sind.

Jede Combinationslinie nun , welche gleichsam eine Briicke von einem

Complex zum andern quer durch den beide umgebenden Zwischenraum her-

zustellen hat, muss den einen ihrer Endpunkte in dem einen, den andern im

andern Complex finden. Untersuehen wir die Wirkung jedes solchen neuen

Punktes auf die Constituenten des belreffenden Complexes, so kommen fol-

gende fiinf Falle in Betracht.

Erstens: der Endpunkt der Combinationslinie ist ein bereits effectiver

Punkt des Complexes, dann erfahrt der Complex von dieser Seite keine

Aenderung in seinem Bestande.

Zweitens: der Endpunkt ist ein Punkt auf einer acyklodischen Linie,

dann ist die Wirkung im Bestande der Constituenten ein Augment in a urn 1

und in b um 1.
* » m

Drittens: der Endpunkt ist ein Punkt auf einer cyklodischen Linie, dann

Mathem. Classe. X. X
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bildet der Punkt die Dialyse dieser Linie und die Wirkung ist ein Augment

in a um 1 und in x um — 1.

Viertens: der Endpunkt ist ein neuer Punkt auf einer aperiphraktischen

Flache von dera cyklomatischen Range *,", dann ist die Wirkung ein Augment

in a um 1 und in x " oder in x" um 1

.

T

Funftens: der Endpunkt ist ein neuer Punkt auf einer periphraktischen

Flache. fur welche also tt = 1, dann bildet der Punkt das Trema dieser

Flache, und die Wirkung ist ein Augment in a um 1 und in t<
r
oder « um — 1.

Die Wirkung eines Endpunkts auf die im Census vorkommenden Grossen

«, b, c, d, x°, x, x", x" und it ist also, indem wir einen Zuwachs mit +,

eine Abnahme mit — verzeichnen, die Aenderung

im 1. Fall keine oder von A um

von £ um

von Cum
im 2. Fall von a um +1 oder von ^ um +1

von b um 4-1 von B um +1
von C um

im 3. Fall von o um ft oder von A um +1
von x um —

1

von B um +1
von C um

im 4. Fall von a um -f-1 oder von i um +1
von x" um 4-1 von B um

von C um —

1

im 5. Fall von a um -}-l oder von il did +1
von tt um —

1

von B um

von C um — 1

und in alien Fallen bleibt D ungeandert.

Bezeichnen wir durch u und u Grossen, welche nur die Werthe

oder 1 annehmen konnen, so lassen sich die vorigen fiinf Falle in zwei so

zusammenfassen , dass wir den Effect jeder der p— 1 Verbindungen , welche

einerseits einen Zuwachs um eine acyklodische Linie, andererseits den eben

ermittelten Zuwachs durch jeden ihrer beiden Endpunkte einfuhrt, darstellen

als den Uebergang
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entweder von A in A~\-u-\-u

von B in B+u+u+\
oder von A in A+u+u

von B in B-\-\

von C in C—u—

u

d. h. durcb die Einfuhrung jeder der p— 1 Verbindungslinien entsteht im Be-
slande der Complexe entweder in den zwei Gliedern A und B ein Zuwachs,

der in B urn die Einheit grosser ist, als in A, oder in den drei Gliedern

A
y
B

}
C ein Zuwachs, der in A und C gleich gross aber entgegengesetzt

und in B der Einheit gleich ist. Bezeichnen t> und w Zusalze, die sowohl

als jede ganze positive Zabl bedeuten konnen, so wird durch die Einfuhrunji

aller p — 1 Combinationslinien im Bestande des dadurch hergestellten einzigcn

Complexes ein Uebergang

entweder von A in A-\-v

von B in B-f-c-fp— 1

oder von A in A-\-w

von B in B-j-p—

1

von C in C—w
bewirkt. Fur den nunmehr hervorgegangenen Complex aber gilt nach dem

Satze des vorigen Art. die Gleichung (12), welche jetzt diese Gestalt annimmt

entweder (A+0)—(B -f- 9 +/>— 1)+C—D =
oder . (A+w)—(B+p—l)+(C—w)—D=

In beiden Fallen ist, was zu beweisen war:

A—

B

+C~D = p— 1

oder nach Einfuhrung der Werthe von A, B, C, D:
(32)

xo)„(6_^+ (
c_^+7r)_(rf_^ = p_t (33)

Dies ist der Census raumlicher Complexe von endlicher Ausdehnung

in seiner allgemeinsten Bedeutung, wiewohl seine Form sich spater noch einer

weiter gehenden Verallgemeinerung fahig zeigen wird.

40.

Zur Veranscbaulichung des Sinns und der Allgemeinheit dieses Theo-

X2
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rems fiihren wir nun eine Reihe vou Beispielen fiir einen oder mehrere Com-

plexe auf. Wir werden jedesmal aus dem Numerus und dem Attributiv die

Glieder A, B, C, D und das Aggregat A—B+C—D berecbnen, dessen Be-

trag wir rait Q bezeichnen. Die Verification der Census-Gleichung wird als-

dann aus der Uebereinstimmung der Werthe von Q und p— 1 hervortreten.

1. Ein einziger Punkt im Raum ist gegeben. Dann ist «=1, x°

4 = 1; b = B = 0; = 0=0; d = 1, x"= 0, D= 1; p = 1, also

x

l_0+0— 1 =0
p-l =

Fiir n verschiedene irgendwie im Raume gelegene Punkte ist a = n,

0, A= n; 6= £= 0; c= C= 0; d= 1,
*'" = 0, D= 1; p=n, also

w_0+0— 1 = /?—

1

p— 1 = n—

1

2. Eine in sich zuriickkehrende mit einem effectiven Punkte versehene

Linie, wie Fig. 43, 44 oder 45, gibt a = 1, x° = 0, 4= 1; 6=1, x = 0,

B = I; c=C = 0; d = 1, x'"=l, D = 0; p = 1, mitbin

l_l +0— =
p—1=0

Fur alle drei in Fig. 43, 44, 45 dargestellte , zugleich existirende Li-

nien, gleichviel ob sie unter einander verkettet seien oder nicht, hat man

a= 3, x° = 0, 4^=3; 6= 3, *'= 0, 6=3; c=C=0; d= 1,#'"=3,

D = —2; p = 3, also

3—3+0+2 = 2

p— 1 = 2

3. Eine cyklische Linie ist gegeben. Dann ist a = A =0; b = 1,

x' = 1, #= 0; c=C= 0: d= 1, *"'=1, Z)= 0; p = 1. Also

= 0—0+0-0 =
p-l=0

Fiir n cyklische, sicb weder beriibrende noch kreuzende Linien — ir-

gendwie verkettet und verknotet oder nicht — hat man a= 4 — 0; b— n,

x = n, B— 0; c = C= 0; d = 1, x"= n, D=i-n, p= ». Also

() = 0—0+0—(1—«) = »—

1

p— 1 = w—

1
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4. Eine allseitig geschlossene , einen acyklodischen Raum einschliessende

Flache ohne effective Punkte oder Linien ist gegeben. Sie kann die Gestalt

einer Kugel, eines Spharoids, einer Blase, eines geschlossenen Schlauchs

u. s. w. baben. Es ist a = A= 0; b = B= 0; c = 1, x"= 0, tt= J

C=2; d=2, x'= 0, D= 2;p=l. Also

= 0— +2—2 =
p_l=0

Fur » solche Flachen in seclusiver oder inclusiver Stellung vorausge-

setzt, dass sie einander weder beriibren noch durchschneiden, ist a= A=0;
b= B = 0; c= n,x'= 0, *= «, C=2n, d=n+l, *"= 0, D= n+1;

p= n. Also

0—0+2«—(»+l) = n— 1

p— 1 = «—

1

5. Fur die in Fig. 24 dargestellte polycyklodische Flache, fiir welche

das Diagramm des eingeschlossenen Raums im 4. Beispiel des Art. 21, so

wie im 3. Beispiel des Art. 22 sich als dreifacb cyklodisch erwiesen hat,

welche sich selbst als sechsfach cyklodisch erweist und deren Amplexum

dreifach cyklodisch ist, hat man a = A = 0; b= B = 0; c— 1,
*"

tt==1, C=— 4; d=2, x
l
'"=3, *2

'"= 3, D = — 4; p=\. Also

Q = 0-0—4+4 =
p—1=0

6. Es seien die in den Figuren 3 und 4 dargestellten Flachen zwei

zugleich gegebene Complexe. Jede derselben ist von einer cyklischen Linie

vollstandig begrenzt, die eine (Fig. 3) ist einfach cyklodisch, die andere

(Fig. 4) zweifach cyklodisch. Das Amplexum ist dreifach cyklodisch. Effective

Punkte fehlen. Man hat demnach a = ^4 = 0; 6=2, x'= 1, x'= 1,

£ = 0; c = 2, * "== 1, * 2
"= 2, C = — 1; d = 1, x " = 3, D

p = 2. Milhin

0—0—1+2= 1

p-i = i

7. Eine ringformige Rohre Fig. 58 besteht aus zwei Ringflachen , de-

ren eine in der anderen ohne gegenseitige Durchschneidung oder Beriihrung

enthalten ist. Sie stellt zwei Complexe dar, von welchen jeder aus einer
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periphraktischen , zweifach cyklodischen Flacho besteht, und enthalt zwei

Raume, einen einfach cyklodischen und einen zweifach cyklodischen. Das

Amplexum ist einfach cyklodisch. Hier ist also a — A =0; b— B

c 2, x
l
"=2, *

2
"= 2, *! = 1, tt2

= 1, C=0; d= 3, x
'"

i

x
2

'" = 2, x
3

'"= 1, D= — 1 ; p = 2, und somit

£ = 0—0+0+1 =1
p— 1 = 1

Warden beide Ringdachen durch Anathese in seclusive Stellung ge-

bracht, so miisste, wie bereits in Art. 18 hierauf aufrnerksam gemacht ist,

das Amplexum die Rolle des zweifach cyklodischen der drei Raume iiber-

nehmen, ohne dass dadurch die Glieder des Aggregats Q eine Aenderung

ihrer Werthe erfuhren. Es bliebe nach wie vor Q= p— 1 = 1. Waren

statt zweier beliebig viele solcher Ringdachen gegeben, gleichviel ob in se-

clusiver oder inclusiver Stellung, ob verkettet oder nicht, so wiirde sich of

fenbar stets Q= p— 1 ergeben

8. Die Figuren 19 und 20 enthalten zusammengenommen vier Com-
-

plexe, namlich zwei ringartige Korper und zwei cyklische Linien, letzlere

jede mit einem efFectiven Punkte. Die Oberflache des einen Ringkorpers

(Fig. 19) ist periphraktisch und zweifach cyklodisch , der eingeschlossene Raum

einfach cyklodisch. Der andere, polyedrisch gestaltet, besitzt 20 Ecken, 30

Kanten und 12 Flachen, wovon zwei einfach cyklodisch. Das Amplexum ist

vierfaeh cyklodisch Hier ist a= A= 22; 6=32, x=0, B=32;c=lS,
Xl " = 2, x

2
" = l, *s

" = i, 7f 1
= l, C=10;d= 3; x

1
'"=l

t
x2'"=i,

x3
'"= 4, D = ^3; p = 4. Mithin

22—32+10+3 = 3

p— 1 = 3

9. Der leere complexlose unendliche Raum allein sei gegeben. Dann

ist offenbar A = B = C— 0, = 1, p = 0, also

p— 1 = —1

41.

Bevor wir zu weiteren Betrachtungen ubergehen , mogen wir noch einen

Blick auf den Zusammenhang der in Art. 33 zusammengestellten vier Special-
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satze mit unserem letzten Satze Art. 39 zuruckwerfen , woran sich einige

allgemeinere Bemerkungen von selbst anschliessen werden.

Die dort vorkommende Diakrise namlich ist offenbar nichts anderes, als

der (rait negativem Zeichen versehene) Inbegriff derjenigen Glieder der allge-

meinen Census-GIeichung (32), welche sich auf die von der Zahlung ausge-

schlossenen, d. i. als nicht effectiv betrachteten Curien in jenen Partial-Com-

plexen beziehen.

Insofern in jenen vier Satzen jedesraal nur von Einem Complex die Rede

ist, so haben wir uns bei dieser Vergleichung nur an die Form (12) des

Census zu halten. Ira ersten Satze ist nun 9= — (C—D), wo C=c =
D = d = 1, also 0=1; im zweiten ist 0' == —(C-D), wo C=c= 1,

D=d= 1, also ^=0; ira dritten Q" = D und D = d= f, also &'= !;

und im vierten &"=D
y
wo D = d=2 und somit 0'"— 2.

Es springt von selbst in die Augen, dass wenn z. B. im zweiten Satze

Flachen und Raume nicht als effective Constituenten geziihlt werden, die Dia-

krise von solchen Abanderungen in den von der Zahlung ausgeschlossenen

Curien, welche sich innerhalb derselben compensiren, nicht bertihrt werden

wird. Hatte man etwa der in diesem Satze vorausgesetzten Flache eine oder

mehrere andere innerhalb derselben linearen Umfangsgrenze beigesellt, so

wiirde c und d, also C und D zugleich um Gleiches vergrossert werden, also

ff unverandert geblieben sein, und hatte man die Flache — versteht sich

unter Beibehaltung des unveranderten Zustandes aller Linien und Punkte

beseitigt, so ware die Compensation durch Verringerung von c auf Null und

Anwuchs von x'" auf 1 erfolgt, weil der amplexe Raum durch die Abanderung

einfach cyklodisch werden rausste.

Es findet hierdurch die im Eingange des Art. 31 gemachte Bemerkung

eine neue Begriindung.

Die Constante 2 des Euler'schen Satzes ist mit der Diakrise &" des vier-

ten jener Specialsatze identisch, und ebenso ist im Cauchy'schen Satze (s. Art. 35)

die Zahl P+l eine Diakrise. Wir sehen jetzt, vom Standpunkte der Glei-

chung (32) diese diakritischen Zahlen in dem Inhalte der Glieder der Census-

GIeichung in der Weise aufgehen, dass sie sich sei es im Numerus oder in

den Attributiven der Constituenten eingereiht finden.
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Der Census stellt gleichsam eine Bilanz auf zwischen zwei Abtheil

von Beitrags - Raten , welche aus den verschiedenen Gruppen von Elementen

der Complexe, d. i. aus den Curien erhoben werden. Die Diakrise erscheint

alsdann als der Ausschlag des nicht bestelienden Gleichgewichts, als ein Saldo

oder Deficit. Die in unseren Census -Satzen gewonnene Veraltgemeinerung

des Eulerschen Theorems hat uns aber gezeigt, wie die Diakrisen der aut

tieferen Stufen der Allgemeinheit stehenden Formen des Census in den hoheren

Stufen gleichsam wie durch Deckung eines Deficits ihre Erledigung finden.

Der Gedanke, ob in unserer zuletzt gefundenen Form des Census die Zahl

p— t nicht gleicherweise nur eine Diakrise darstelle
;

die durch geeignete

Umgestaltung einer Deckung fahig ware, und ob sich in der Bilanz nicht

volliges Gleichgewicht herstellen lasse, wird uns durch diese Erwagungen

nahe gelegt. Diesen Gedanken wollen wir in der nachstehenden weiteren

Verallgemeinerung verfolgen, und wenn auch der Fingerzeig zu diesem Ziele

nur als ein Spiel mit leeren, lediglich die Form des Census beruhrenden Bil-

dern erscheinen konnte, so wird gleichvvohl die in diesem Sinne zu gewin-

nende neue Form unseres Satzes nicht nur den Blick so zu sagen auf die

metaphysische Seite des Census, sondern zugleich auch die situal-analytische

Kraft desselben dahin erweitern, dass er neben endlichen, wie bisher, nun

auch unendiich ausgedehnte Complexe in letzter Verallgemeinerung zu beherr-

schen vermag.

42.

Weitere Verallgemeinerung des Census.

In den bisherigen Untersuchungen musste ein Hauptaugenmerk auf die

Cyklose und ihre numerische Ermittelung gerichfet sein. Wir haben zu dem

Ende die Complexe nur aus Constituenten der drei ersten Curien bestehen

lassen und sie so definirt, dass im Falle mangelnder Zusammenhange der

Congregate von Punkten, Linien und Flachen mehrere Complexe als existi-

rend angenommen werden mussten. Der Fall ferner, wo eine Flache ohne

unendliche Ausdehnung einer Begrenzung durch Linien und Punkte ermangelte.

den wir durch den Ausdruck Periphraxis bezeichneten , stellte sich unter der

bisherigen Fassung des Begriffs der Complexe als ein leicht zu erledigender
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singularer Fall dar. Um zu einer ferneren Verallgemeinerung des Censas zu

gelangen, ist es zweckm'assig und erforderlich , den Begriff des Complexes

dahin zu modificiren, dass wir darunter den Inbegriff oiler zugleich unci neben

einander bestehenden Constituenten verstehen, so dass jeweilig, auch wo bis-

her p Complexe vorhanden waren, nur von Einem Complex die Rede ist

Diese neue Fassung des Begriffes ^Complex" hat nun zur Folge

erstens, dass jeder gegebene Complex, mag es allein der eine Bestand-

tbeil oder Constituent, namlich der amplexe, ins Unendliche ausgedehnte Raum

oder ausser ihm noch andere Bestandtheile, wie Linien, Flachen oder Raume

sein, welcbe unendliche Ausdehnung besitzen, unendlich ist, und

zweitens, dass da, wo nach der fruheren Begriffsbestimmung mehrere

Complexe bestanden, die zeitherige Modalitat der Periphraxis, welche auf

gewisse Arten von Flachen beschrankt war, jetzt auch auf Constituenten der

vierten Curie Anwendung findet, und somit ihr Vorkommen auf die dritte

und vierte Curie zugleich erstreckt.

Die in Art. 39 besprochenen p— 1 Verbindungslinien, welche das Am-

plexum oder andere Raume zwischen den p Complexen im fruheren Sinne des

Worts die wir der Kiirze wegen nunmehr Complexionen nennen wollen,

gleichsam durehbohren, leisten in der vierten Curie dasselbe, was das Trema

in der dritten. Die Raume, welche solche Verbindungslinien enthalten, er-

scheinen also vor dieser Diatrese periphraktisch, und um sie aperiphraktisch

zu machen, miissen ihnen lineare Tremata ebenso ertheilt werden, wie einer

periphraktischen Flache, um sie aperiphraktisch zu machen, ein trematischer

Punkt. Nach E i Diatresen in der vierten Curie bleibt

so lange die Complexionen, wie bisher noch immer angenommen worden,

keine ins Unendliche sich erstreckende Bestandtheile enthalten, ofFenbar das

ins Unendliche ausgedehnte Amplexum noch einfach periphraktisch, und um

diese letzte Periphraxis zu beseitigen , ist noch eine trematische Linie erfor-

derlich, Welche, von einem beliebigen Bestandtheile der p Complexionen aus,

den unbegrenzten umgebenden Raum bis in unendliche Feme durchbohrt, so

dass also° zur Beseitigung sammtlicher Periphraxen der vierten Curie bei p

gegebenen endlichen Complexionen p Diatresen erfordert werden.

Wir fiiaen den periphraktischen Zahlen im Attributiv der dritten Curie

Mathem. Classe. X.
Y
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der Concinnitat wegen (wie den cyklodischen Zablen in der zweiten Curie)

einen Accent bei und bezeichnen die den einzelnen Raumen zukommenden

periphraktischen Zahlen durch tTj", 7T2
", tf3

" u. s. w., deren jede sowohl Null

als jede ganze positive Zahl bedeuten kann
;

so sind diese Zahlen, deren

Summe n"= p ist, in das Attributiv der Constituenten der vierten Curie auf-

zunehmen, wie die Zahlen ^/j ir2
', ir3

' u. s. w. und ihre Summe tt in das

Attributiv der dritten Curie aufgenommen worden ist.

Die bisherige allgemeine Census-Gleichung (33) geht nach dieser Inter-

pretation des Theiles p in der als Diakrise betrachteten Grosse p— 1 nunmehr

in diese iiber:

x x')Jr(c—x"^)—{d—x"
,

^Tt")= — 1 (34)

43.

Der Effect der p— i Verbindungslinien zwischen den p endiichen Com-
plexionen, d. h. der Effect der ihnen entsprechenden p— 1 Diatresen ist in

dem Beweise des Satzes Art. 39 erortert und erledigt. Es bleibt nur noch

die Wirkung der im vorigen Art. besprochenen letzten der p oder tc" trema-

tischen Linien zu erwagen, welche den amplexen Raum in den aperiphrakti-

schen Zustand zu versetzen erforderlich ist.

Diese Linie fuhrt uns auf das Unendliche und macht die Beriicksichtigung

der ersten jener beiden im vorigen Art. hervorgehobenen neuen Wirkungen

der Modification in Begriff des Complexes ebenso nothwendig, als die der

zweiten. Sie soil ihren einen Endpunkt, wie die ubrigen p— 1 trematischen

Linien in einem Constituenten der drei ersten Curien, den andern aber im

Unendlichen finden. Fur kt wiederholt sich die Untersch

derjenigen Falle, welche im Beweise des Satzes Art. 39 fur jeden Endpunkt

der p— 1 Combinationslinien nOlhig geworden. Die Folge der Einfuhrung der

neuen Linie ist einerseits ein Augment 1 im Werthe von b, andrerseits aber

wenn ibr Ausgangspunkt in einem der a vorhandenen effectiven Punkte des

Complexes liegt, Null, oder wenn er auf einer effectiven Linie liegt, ein Aug-
ment 1 in den Werthen von A und B zugleich, oder endlich, wenn er auf

einer effectiven Flache liegt, ein Augment 1 im Werthe von A und ein De-
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crement 1 im Werth ) von C: in jedem Falle also ein Decrement 1 im Werthe
von Q. Der andere Endpunkt, welcher im Unendlichen liegen soil, muss

mithin im Aggregate Q augmentativ als 1 gezahlt werdeu, wodurch sich her-

ausstellt, dass das raumlich Unendlich spielt, der

unendlicher Feme liegt und mit welchem diese trematische Linie den Inbegriff

der p Complexionen zu verbinden hal.

44.

Der allgemeine Census in seiner finalen Gestalt.

Es geht aus dieser Betrachtung hervor, dass wir das raumlich Unend-

liche als einen in unendlicher Feme gelegenen virtuellen Punkt zu betrachten

haben
?

der unter den Attributiven des Census ebenso nothvvendig eine Auf-

nahme erheischt, wie die Cyklose und die Peripbraxis, und dass wir folge-

richtig die in der Gleichung (34) noch ubrige diakritische Zahl — 1 in der

Bedeutung des raumlich Unendlichen zunachst in das Attributiv der vierten

Curie aufnehmen miissen. Es stellt sich aber leicht beraus, dass gleichwie

die Ordnungszahl der Cyklose im Attributiv der zweiten Curie und die Ord-

nungszahl der Peripbraxis im Attributiv der dritten Curie nur die Werthe

oder 1 annehmen konnen, ebenso hier der censuelle Werth der Ausdehnung

ins Unendlicbe ausser 1 auch sein kann, namlich in dem Falle, wo gar

Nichts, also auch kein unendlicher Raum gegeben ware, und somit auch der

Numerus in der vierten Curie wie in alien ubrigen gleich Null gesetzt wer-

den miisste. Bedeutet also to entweder oder i und bezeiebnen wir da-

durch das Attribut der Ausdehnung ins Unendliche, so erhalten wir. indem

wir jetzt #°, welches stets =0, weglassen, und in den bisherigen Zeichen

fur die Cyklose und die Periphraxis einen Accent weniger schreiben, folgende

allgemeinste oder finale Form fur die Census-Gleichung.

a (6—*)+ (c-*'+w)—(<*—*"+*'—») == (35)

Abgesehen von dem eben beriihrten ganz singularen Fall, wo w zugleicb

mit alien in dieser Gleichung vorkommenden Grossen Null wird, hat id durch-

den Werth i, durch welchen im Censusdas Unendliche in den Attribu

tiven verwerthet wird. Den in unendlicher Feme zu denkenden, das Un-

Y2
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endliche reprasentirenden Punkt nennen wir das Stigma. Er ist es zuvor-

derst, in welchem die das Amplexum auf den aperiphraktischen Zustand zu-

ziickfiihrende trematische Linie ihren Endpunkt findet, zugleich aber ist das

Stigma auch als die gemeinsame Grenze aller in einem raumlichen Complex

etwa vorkommenden ins Unendliche sich erstreckenden Constituenten der zwei-

ten und dritten Curie zu betrachten, so dass nach Einfiihrung des unter co in

Rechnimg gebrachten Stigmas der Census in seiner nunmehrigen Gestalt von

selbst seine Geltung auch auf den Fall erstreckt, wo die Ausdehnung irgend

welcher Constituenten ins Unendliche Platz greift. Stalt zu sagen, eine Linie

(gerade oder Flache (eben oder gekriimmt) dehnt sich nach

oder zwei oder beliebig viel Seiten ins Unendliche aus, ist nunmehr der

Ausdruck gestattet: sie endet oder findet ihre Grenze nach diesen Seiten bin

in dein Stigma, welches in alien solchen Fallen stets mit dem Werthe 1 in

Rechnung kommt. Die anfanglich gestellte Bedingung, dass in den drei ersten

Curien nur Constituenten von endlicher Ausdehnung vorkommen diirfen, ist

d finalen Fassung des Census -Theorems gleichsam

ohne unser Zuthun weggefallen. Auch bleibt der Begriff des amplexen Rau-

mes, der bisher als durch die Ausdehnung ins Unendliche vor alien iibrigen

Constituenten bevorzugt scheinen durfte, und wie jetzt erhellt zugleich stets

periphraktich war, durch den neuen und erweiterten Begriff des Complexes

nicht unbeeinflusst. Nicht nur, dass durch die unendliche Ausdehnung von

Linien und Flachen die raumliche Cyklose und Periphraxis zu neuen Ord-

nungszahlen gelangen, durch unendliche Constituenten der dritten Curie konnen

sogar zwei oder mehr unendiich ausgedehnte Constituenten der vierten Curie

erwachsen, deren jeder von nun ab auf die zeilherige Benennung „Amplexum"

Anspruch machen kann. Die Singularity des sog. Amplexums in dem frii-

heren minder allgemeinen Falle, wo unendiich ausgedehnte Constituenten in den

drei niederen Curien noch ausgeschlossen waren
,

gegenuber den im Com-

plex enthaltenen iibrigen Constituenten der vierten Curie fallt demnach jetzt

so gut wie vollig weg l
). Gleichwohl mag die Benennung ibrer Bequem-

lichkeit wegen selbst fur mehrere ins Unendliche ausgedehnte Raumtheile
H

zugleich beibehalten werden.

1) Vgl. Art. 18, Anmerkung.
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Nach dieser letzten Verallgemeinerung lasst sich der Inhalt der Census-

Gleichung (35) dahin aussprechen

:

LEHRSATZ. In einem gegebenen, beliebig me bescha/fenen raumlichen

Complex ist die Sumtne der mit abwechselnden Zeicken versehenen tier Bei-

tragszahlen aus den vorhandenen Punkten, Linien, Fldchen und Raumen.

welche innerhalb jeder dieser vier Curien aus der Anzahl der Bestandtheile
9

und den aus den Modalitaten der Cyklose, der Periphraxis und der Amdeh-

nung ins Unendliche ermittelten Attributicen erhalten werden, gleich Null.

45.

Beispiele.

Indem wir so durch die Gleichung (35) auf dera Stadium der umfas-

sendsten Allgemeinheit des Census angelangt sind, durch welche derselbe auf

einen beliebigen raumlichen Complex mit begrenzten oder unbegrenzten Con-

stituenten Anwendung findet, bleibt uns nuriibrig, den Umfang dieser Allgemein-

heit wiederum durch Auffuhrung einiger Beispiele noch anschaulicher zu machen.

Wir stellen die finale Gleichung (35) auch jetzt noch, wie die fruheren

Ausdrucke des Census, in der summarischen Form

A—B+C—D
dar, wo nunmehr

A
B
C
D

a

b x

C—X+7T
d—X -f-7T —W

wird, und ermitteln in den concrete

friiher, die numerischen Werthe der

Fallen der nacbfolgenden Beispiele,

ier Glieder A, B, C, D und hieraus

den Werth Q des Aggregats A—B-\-C—D, welcher, sobald er sich gleich

Null herausstellt, unser Theorem verificirt.

1. Der in Fig. 59 dargestellte Complex bietet 88 effective Punkte, 132

Linien oder Kanten, 36 Flachen, wovon 2 einfach cyklodisch , und 2 mehr

fach cyklodische R einen inneren begrenzten d

plex periphraktischen unbegrenzten, d Zur Ermittelung Raumcyklo
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dient das in Fig. 60 dargestellte Diagramm, in welchem wir nach Art. 21

finden k = 9, 1= 14 also x = 14—9+ 1 =6, oder nach Art. 22 dieZahl

der Biniienfelder = 12, der Traversen = 6 , also ebenso x = 6. Beide

Raume sind demnach 6 fach cyklodisch. Man hat also ^4 = a = 88; B= b

^ 132; c=36, *i'=i, x2
'= * , C=34; d=2, x1

"=6, x2
"

7r'=l, w = 1, D= — 10, und somit

= 88-132+34+10 = 0.

In diesem Beispiele kam noch, wie in alien friiher aufgefiihrten, das

Attribut des Unendlichen dem Amplexum allein zu. Die Zahl solcher Falle

zu vermehren, wie sie sich leicht wiirden erfmden oder aus Art. 31, 35, 40

entlehnen lassen, wtirde jetzt nur von geringerem Interesse sein, und ftihren

wir deshalb ausser dem im Vorhergehenden wiederholentlich beruhrten Fall

des leeren unendlichen Raumes hauptsachlich noch solche auf, in welchen

mehrere Constituenten an der Ausdehnung ins Unendliche Theil nehmen.

2. Wenn der leere unendliche Raum allein den gegebenen Complex

bildet, so wird jetzt A = B = C = 0; d = 1 , *"= 0, <n'= 0, to = 1,

D= 1— 1 und Q = 0. Wahrend hier D verschwindet, indem d und w zu-

gleich den Werth 1 annehmen, geschieht dasselbe im Falle d=0 dadurch,

dass nun auch w = wird.

3. Es sei ein Punkt gegeben und eine von ihm ausgehende gerade

oder krumme, sich nirgend selbst durchkreuzende endlose Linie. Dann ist

a = A=\; b = B=l, C=0; d=\, x" =tt'= 0, to = I, D
und demnach = 1— 1 =0.

4. Eine auf beiden Seiten ins Unendliche sich erstreckende sich nicht

selbst durchkreuzende Linie ist gegeben; z. B. eine unbegrenzte gerade Linie,

Parabel, Logistik, Schraubenlinie u. s. w. Dann ist a= A = 0; b= B= 1

;

C=0; d — 1 , und da nunmehr der amplexe Raum offenbar einfach cyklo-

discb, ausserdem aber noch wie vorhin aperiphraktisch ist, #"=1, tc = 0,

ai== 1, D==— i, also ^=—1+ 1 = 0.

5. Nehmen wir auf der Linie des vorigen Beisp. nocb einen effectiven

Punkt an, so werden a und 6 zugleich am 1 grosser, und es wird Q= 1—

2

+ 1 = 0. Da es gleicbgiiltig, ob die zwei an dem effectiven Punkte zusam-

mentretenden Linearelemente den Winkel 180° mit einander bilden oder nicht,
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so kann auch der vorliegende Complex als aus dem 3. Beisp. dadurch her-

vorgehend angesehen werden, dass wir von dem gegebenen Punkt stall einer

zwei ins Endlose sich erstreckende, aber nirgend Durchschnitts- oder Beriib-

rungspunkte bildende, iibrigens beliebig gestaltele Linien annehmen. In den

numerischen Werthen des 3. Beisp. wachst alsdann b und x" zugleich urn I,

so dass wiederum Q = 1—2+1 =0. Offenbar muss durch jede neu hin-

zutretende derarlige Linie b und x" zugleich urn 1 steigen. Durch m unbe-

grenzte in Einem Punkt sich kreuzende Linien enlslehl ein Complex der vor-

liegenden Art mit 2m Linien, wo a= 1, b = 2m, d=l, x"=2m—i.
co — 1 und Q = 0. Man sieht, wie der Raum z. B. durch drei in ihm ge-

zogene Coordinatenaxen 5 fach cyklodisch wird. In der Thai kann sein

Diagramm durch die Ecken und Kanten eines Wiirfels dargestellt werden.

woraus nach Art. 21 oder 22 die 5 fache Cyklose erhellt.

6. Es haben n Linien von der vorigen Art und n Linien von endli cher

Lange Einen gemeinsamen Ausgangspunkt. Dann besteht der Complex aus

l-f-»' Punkten, n-\-n Linien und der amplexe Raum isl aperiphraktisch, »—

1

fach cyklodisch. Also a == A =!+»'; b = B =»+» ; C= 0; d — 1,

x =«-l, 7r=0, (o=l, D— —»+l, und

= 1 +»'_»—»'+»— 1 = 0.

7. Ein Polyeder mit 24 Flachen und 14 Ecken (Fig. 61) etwa das in

der Krystallographie sogenannte Tetrakishexaeder sei gegeben. Von dem

MilteJpunkt des Polyeders fiihren gerade Linien je eine nach einem mitten

auf jeder der dreieckigen Seitenflachen gelegenen Punkte, und von jeder Po-

lyederecke aus geht eine radiale Linie bis ins Unendliche. Auch ohne dass

wir in der Figur die 24 inneren und 14 ausseren Linien darstellen , wird

sich der Census fur diesen Complex leicht ausfindig machen lassen.

Das Polyeder allein belrachtet besitzt 14 Ecken, 36 Kanten und 24 Flachen.

Die 24 Linien im Innenraum haben in der Mitte des Korpers einen gemein-

samen Anfangspunkt, und jede einen Endpunkt auf einer Seitenflache . welche

durch diesen Endpunkt einfach cyklodisch wird. Der Innenraum selbst wird,

wie aus den vorigen Beispielen hinreichend erhellt, 23 fach cyklodisch, die

1 4 von den Korperecken ausgehenden endlosen Linien des Aussenraums aber

aber machen diesen Raum 13 fach cyklodisch. Wir finden somit a= A = I
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+ 24-M4 = 39; 6=5=24-1-36+14 = 74; c = 24, *'=24, C

d = 2 , */'= 23, *2"= 13, w= 1, Z>= —35. Folglich

39-74+0+35=0.

8. Wiirde die polyedrische Oberflacbe des Innenraums durch eine Ku-

gelflache ersetzt ohne effective auf ihr liegende Linien, aber nach wie vor

die 24 Endpunkte der inneren, wie die 14 Anfangspunkte der ausseren ra-

dialen Linien enthaltend, so trate bloss eine Aenderung im Bestand der zweiten

und dritten Curie ein, indem durch Wegfall der 36 Polyederkanten b = 24

+ 14 = 38, und durch Austausch der 24 einfach cyklodischen Polyederflachen

gegen eine durch 38 effective Punkte 37 fach cyklodisch gewordene Kugel-

flache c= 1, *'= 37 werden muss. Indem also B und C zugleich um 36

verringert werden , bleibt Q = 0.

9. Zwei Linien im Raum, die eine beiderseits endlos, die andere mit 2

effectiven Endpunkten, weder einander noch sich selbst kreuzend oder beriih-

rend, sonst aber beliebig gestaltet, smd gegeben. Im einfachsten concreten

Falle mag man sich beide Linien gerade denken. Der amplexe Raum ist

jetzt einfach periphraktisch und einfach cyklodisch und es ist a= A = 2;

6 = B= 2; C=0; d=l, *'=1, 7r'=l, co = l,X)=0und(? = 2

2= 0. Durch Hinzufugung jeder neuen isolirten endlichen Linie wiirde

a um 2, 6 um 1 und it um 1 zunehmen und Q = bleiben. Vereinigte

man die Endpunkte der endlichen von beiden Linien zu Einem effectiven

Punkte, so wiirde a um 1 ab- und x" um 1 zunehmen. Jede neue solche

in sich zuriickkehrende Linie mit einem effectiven Punkte wiirde eine Ver-

grosserung von a und b, so wie von x" und <jt um 1 zur Folge haben, wo-

durch Q unverandert = bliebe. Entzoge man der in sich zuruckkehrenden

Linie den einen effectiven Punkt, wodurch sie cyklisch wiirde, so wiirden

sich die Aenderungen in a und x wiederum compensiren. Jeder neue Jineare

Cyklus wiirde b und x
y
so wie x" und n um 1 vergrossern und dadurch

unverandert lassen. Verschlingungen und Verkettungen solcher Linien unter

sich und mit der endlosen Linie in beliebiger Complication wiirden hierbei

irrelevant sein, da sie sich durch Anathese sofort beseitigen liessen.

JO. Durch Verlangerung der endlichen Linie nach einer Seite bis ins
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Unendliche wiirde dem Complex ein effectiver Punkt, zugleich aber dem am-

plexen Raum die Periphraxis entzogen, weil beiden Linien Ausdchnung ins

Unendliche zukommt, d. i. weil dicselben durch das Stigma mil cinander

zusammenhangen. Die Raum-Cyklose ist auch jetzl noch einfach. Jede neue

solche Linie mil Anfangspunkt und ohne Ende wiirde nur a und b zugleich

urn 1 vergrossern und somit Compensation im Census bewirken.

11. Geben wir der zweiten Linie wie der ersten unendliche Ausdebnuns

nach beiden Seiten, wie z. B. bei zwei parallelen endlosen geraden Linien

der Fall ware, so hatte man a= A = 0; b= B = 2; C=0, d=i,
/= 2 , 7r=0, co= 1, D= —2 und £=2—2=0. Fur « b

Unendliche R Kiummung,

in beliebiger gegenseitiger Lage , aber ohne effective Punkle , ware A— 0,
a ib= B= n, C=0, d= 1, x = n, 7r'= 0, to =a 1, D= —n und Q --= »

n 0.

12. Von drei Linien der eben gedachten Art, Fig. 62, gehl die eine

EF durch eine Kugel S hindurch, die zweite GH beriihrt sie in einem Punkle,

die drilte K geht in Distanz an ihr voriiber. Der Complex hat 3 Punkte, 6

Linien. 1 Flache und 2 Raume. Die Kugelflache ist durch 3 effective Punkte

zweifach cyklodisch, der innere Kugelraum vermoge des in ihm befindlichen

Stiicks der Linie EF einfach cyklodisch. Die Cyklose. des ausseren Raums

wird aus dessen Diagramm erkannt, welches man in einer seiner Gestallen

z. B. dadurch erhalt, dass man von einem Punkte diesseits der Fig. 62 durch

die mit e, /, g, h, k bezeichneten Regionen nach einem Punkle jenseils

Linien gezogen denkt, wodurch sich (wie in Fig, 63) 5 Ziige und 2 Ausgtinge
m

0(jer — ohne Traversen — 4 Binnenfelder herausstellen. Der aussere Raum

ist also 4 fach cyklodisch. Somit ist a=A = S f b= B=6; c— 1,

x' * C = — 1; d=2, xl
"==\, *2 =4, 7T =0, t»= 1, Z) = -4.

Also

3—6— 1 + 4 = 0.

Ftigen wir noch eine ganz isolirle Kugel ohne effecliven Punkt hinzu,

so wird eine acyklodische periphraktische Flache und ein acyklodischer ape-

ripbraktischer Raum, sowie eine einfache Periphraxis des Amplexums hinzu-

treten. Es wird jetzt a = A = 3; b = B = 6; c = 2, xx
' = 2, <nr2 — I,

Mathem. Classe. X. Z
--
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C = 1 ; d = 3, *r= 1, *2"= 4, it -= 1, ft>= 1, D = — 2, und somit

3_6+l+2=0.
Durch Hinzufiigung jeder neuen solchen isolirten Kugel wiirden C und

D zugleich urn 2 wachsen, indem c, n», d und it um 1 zunehmen.

13. Eine nach alien Seiten unbegrenzte Ebene tbeilt den ganzen unend-

licben Raum in 2 gesonderte unbegrenzte Theile. Es ist A = 0, B — 0,

c = C= 1, d == 2, co = 1, Z> = 1. Also 0=1— 1 -» 0. Ziehen wh-

in der Ebene eine gerade endlose Linie, so zerfallt die Ebene in 2 Stiicke,
p

b und c wachsen um 1, und Q bleibt =s 0. Nehmen wir das eine Flachen-

stiick wesr. so nebmen c und d zugleich um 1 ab.

Zwei sich kreuzende unbegrenzte Ebenen ergeben eine unb 5

Linie, 4 Flachen und 4 Raume, und somit ^4 = 0, b = B = t ; c = C= 4

d=4, co=l, D= 3; also = — 14-4—3 = 0. Durch Wegnahm

der 4 Flachen wird C=3, d= 3, co = 1. D= 2 und £= — 1+ 3

2 = 0. Statt der drei von der gemeinsamen Linie ausgehenden nach einer

Seite unendlich aussedehnten Ebenen kann man deren n annehmen und es

wird offenbar A = 0, B = 1, C= » , d=n, co = 1 , D = 4—1 und

\-\-n—71+1 = 0.

Durch einen in der Linie angenommenen effectiven Punkt steigt A und

B zugleich um t und Q bleibt Null.

Drer sich kreuzende unbegrenzte Ebenen (Coordinaten-Ebenen) ergeben

1 Punkt, 6 Linien, 12 Flachen, 8 Raume, also a = A = 1 ; 6 = £ = 6;

c C= 12, d= 8, (o= 1, Z) = 7. Also = 1—6-1-12-7=0.

Alle diese Falle gestatten, ohne Einfluss auf die numerischen Elemente,

die vorkommenden Ebenen und geraden Linien durch krumme Flachen und

Curven zu ersetzen, wenn diese nur wie jene sich nicht in neuen Punkten

oder Linien kreuzen oder berubren.

14. Die Spitze oder der Mittelpunkt einer vollstandigen (doppelten) Ke-

gelflaehe, Fig. 64, liege im Inneren einer Kugel, die durch sie in zwei cy-

klischen Linien durchschnitten werde. Der Complex enthalt alsdann 1 Punkt,

% cyklische Linien, 7 Flachen, von denen 3 der Kugel, 4 dem Kegel ange-

horen, 6 Raume, wovon 3 innerhalb und 3 ausserhalb der Kugel liegen.

Man hat also a= .4=l; 6 = 2, x Y =1, *2= 1, 5=0; c=7, x{==x2

*3= #4= 1 , X5
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%2
"= 0, *5

"= 1 , k+
"=*

5"=0, x6
"=

I , tt'= 0, co= I , D
und mithin

l_0+2—3=0
15. An einem Wiirfel erweitern wir alle Flachen allseitig ins Unend-

liche, im Innern des Wiirfels sei eine isolirte Kugel enthalten. Dieser Com-

plex hat 8 Punkte, die Wurfelecken, jede der 12 Wiirfelkanlen gibt mil 2

Verlangerungen 3 Linien, im Ganzen 36 Linien, in der Ebene jeder Wiir-

felseite liegen 9 Flachen, im Ganzen sind also, die Kugelflache mitgezahlt, 55

Flachen vorhanden. Die Kugelflache ist periphraktisch. Das Innere des Wiir-

fels zerfalll in 2 Raume, einen innerhalb der Kugel, acyklodisch und aperi-

phraktisch, und einen die Kugel umgebenden, periphraktisch acyklodisch. Der

amplexe Raum zerfallt in 6 den Wurfelseiten, 12 den Wurfelkanlen und 8

den Wurfelecken anliegende Raume, alle ins Unendliche ausgedehnt, acyklo-

disch und aperiphraktisch. Der Census ergibt also a— A = 8 ; 6= #= 36

;

c= 55, *'=0, *=1, C=56; rf=28, *"=0, * = 1, a> = I, = 28.

Also

8—36+56—28= 0.

Fiigen wir noch drei endlose gerade Linien hinzu, die sich unter ein-

ander recbtwinklig und den Wiirfelkanten parallel in einem Punkte innerhalb

der Kugel kreuzen, so wacbst die Zahl der Punkte um 13, der Linien um

18. Flachen und Raume andern zwar nicht ihre Zahl, aber ihr Attributiv.

Die Kugelflache verliert ihre Periphraxis und erlangt 5fache Cyklose. Jede

der 6 Wurfelseiten wird einfach cyklodisch. Der im Wiirfel enthaltene, die

Kugel umgebende Raum wird aperiphraktisch und nimmt ebenso wie der In-

nenraum der Kugel 5 Cache Cyklose an. Von den 26 den Wiirfel umge-

benden ins Unendliche reichenden Raumen werden die 6 den Wurfelseiten

entsprechenden einfach cyklodisch, die iibrigen 20 bleiben acyklodisch. Es

ergibt sich also nunmehr a =A— 21; 6= 1?= 54; c=55, x\

-rti .2*2
' = 6, C=44; d= 28, *i"=5, x2"=o, ni=0, 2x5

///

co= 1, D= 11. Folglich

21—54+ 44—11 =0.

Diese Beispiele, die sich leicht durch noch complicirtere vermehren liessen,

Z2
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mogen fur den gegenwartigen Zweck geniigen. Die Anwendung des Census

in verwickelten concreten Fallen kann nach den im Vorhergehenden darge-

legten Regeln keinen weiteren Schwierigkeiten unterliegen.

46.

Wir schliessen d

im Euler'schen Satze

Unlersuchu

audi

mil der Bemerkung, dass sowie

wenn llschweigend nur ryklod

aperiphraktis d endlich dtheil in d

gesetzt werd das Theorem des Census

polyedrischen Compl

n Stufen der Verallg

meinerung
7

auf welche wir dasselbe hab nach d gleich

anfangs gemachten Feststellung

gelegten Numerus nur

ch hinsichtlich des Constituenten bei

auf einfachsten Fall glicher Voraussetzun

namlich auf die Annahrae stutzt, dass die Constituenten schlechthin gezahlt

werden oder d jed die positive reelle Einheit als Numerus zukomme

W ab gewissen Gebieten geometrisch d pologischer Analy

die Constituenten rail

ausgerustet werden

damit fur den Census

von neuen Modalit'aten abhangig

beispielsweise „Vorstudien" S. 870) so eroffnen sich

nach Seite hin

die jedoch von der vorliegenden Untersuchung, in \

bildung desselben nach der Seite des Attributivs h

ganz ausgeschlossen bleiben mussten.

h fernere Erweiterungen

elcher zunachst die Aus-

bezielt werden
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Anhang
;

enthaltend die kurze Erklarung einiger in der Abhaudlung gebrauchten neuen Benetiaungeu

Acyklodisch

(Art

Analhese, eine Umstellung der Complexe oder ihrer Theile ohne Eingriff in ihren Zu-

sammenhang (Art. 18).

Aperiphraktisch , nicht periphraktisch , s. Periphraxis (Art. 24).

Attributw, eine aus den Modalitaten der Cyklose, der Periphraxis und der unendlichen

Ausdehnung abgeleitete Zahl (Art. 37).

Ausgang, in den Linear -Complexen jeder Punkt, in welchem mehr als zwei Linien

(Zuge) zusammentreffen (Art. 19).

Census , die Relation zwischen der Anzahl von Punkten, Linien, Flachen und korperli-

chen Raumen der Complexe und den Attributiven ihrer Bestandtheile.

Complex, jedes Aggregat von Punkten, Linien und Flachen ein- oder ausschliesslich

der dadurch abgegrenzten korperlichen Raume (Art. 1 und 42).

Constituent, Bestandtheile eines Complexes (Art. 1).

Curie, Abtheilung oder Classe, zu welcher ein Constituent im Complex gehort, ob

Punkt, oder Linie, oder Flache, oder korperlicher Raum (Art. 1).

Cyklodischy ringmassig zusammenhangend, anastomosirend (Art. 9).

Cyklose, ringmassiger Zusammenhang, Anastomose (Arl. 9).

Diagramm, eine Linearcomplexion , auf welche ein Constituent durch allmalige Veren-

gerung oder Retraction seiner Grenzen zuruckgefiihrt wird (Art. 13 u. ff.)

Dialyse, Auflosung oder Annullirung der Cyklose (Art. 9).

26)

ragma oder Zwerchflache, eine acyklodische , durch eine cyklische Linie be

grenzte Flache (Art. 7).

Annullirung

Effectit heissen alle im Census zur Zahlung kommenden Constituenten (Art. 2).

Felder, die einzelnen Flachenraume in einem auf eine Flache projicirten Diagramm

(Art. 19).

Flachen-Complex , ein Partial-Complex, in dessen Census nur die drei ersten Curien

gezahlt werden (Art. 26 , 29 , 30).

Linear-Complex, ein Partial - Complex , in dessen Census nur die zwei ersten Curien

gezahlt werden (Art. 26, 27, 28).
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Monocentrisch , ein Diagramm mit einem einzigen Ausgang (Art. 20).

Periphraktisch, allseitig geschlossen, vvie spharoidische Flachen oder rirtgs umhullende

korperliche Raume (Art. 24, 42).

Periphraxis, Eigenschaft einer Flache oder eines Raumes, wenn sie allseitig zusammen-

hangen und einen Complex oder Complextheii rings umhullen. (Art. 24, 42).

Stigma, ein das raumlich Unendliche im Census reprasentirender virtueller Punkt (Art. 43).

Strecke, in einem Diagramm, die Stucke, in welche bei seiner Projection auf einer

Flache, die Zuge durch die Traversen getheilt werden (Art. 19).

Traverse, in einem auf eine Flache projicirten Diagramm die Punkte, in welchen sich

zwei Ziige iiberkreuzen, die sich im raumlichen Diagramm nicht schneiden (Art. 19).

Trema, der die Periphraxis einer Flache auflosende oder annullirende Punkt (Art. 24)-

Viriuell heissen Punkte, Linien, Flachen und Raume, wenn sie in Complexen als nicht

effectiv gelten, oder nur zu Hulfe genommen werden, ohne im Census |mitgezahlt zu

werden (Art. 2).

Weg
als Binnenpunkt cnthSlt (Art. 19).

Zwerchflache s. Diaphragma (Art. 7)

»

V

»

77

n

»

v

Verbesserungen.

S. 134 Zeile 1 v. o. statt k 13, / 24 lies k 19, I

136

)}

138

141

145

158

159

77

77

77

V

9)

V

V

V

))

1 v. o. statt des Diagramms lies das Diagramm.

10 v. o. statt [400] lies [300].

7 v. u. statt Fig. 45 lies Fig. 45a.

11 v. o. statt Fig. 50 lies Fig. 49.

7 v. o. und Zeile 3 v. u. statt (1) lies (2).

6 v. u. statt m lies m
14 v. u. statt £ lies £

4-*"-ft*) lies (c-K"+«)
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