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^

Einleituiig

n der Bestimmung der absoluten Storungen spielt die Entwicklung

der Grosse
1

)/r^+ r'^—2rr' cosH'

ft

deren Nenner bei bekannter Bezeichnung den gegenseitigen Abstand

zweier Planeten ausdriickt, nach einer in den einzelneneiner in den einzelnen Gliedern in Be-

ziehung auf die Zeit integi-irbaren Eeihe, eine wichtige RoUe, sogar die

wicbtigste, da in fast alien schwierigeren Fallen die Wahl der Fundamen-

talformeln zur Integration bis zu einem gemssen Grade'~gleicbgultig er-
q

scheint, wenn nur fiir die Entwicklung der Ausdriicke, welclie die obige

AVurzel enthalten , eine geeignete Methode angewendet wird. Man konnte

z. B. um die absoluten Storungen der Pallas zu bestimmen, der Glei-

chungen (X), (F), [Z) im 6ten Capitel des zweiten Buches der Mecanique
t

Celeste, statt der Hansen'schen sicb bedienen, ohne mehr als Bequem-

lichkeit zn opfern, aber die Laplace'sclie Entwickelungs - Methode der

Storungsfanction wiirde liberhaupt keinen Erfolg zulassen. Denn die dabei

gebrauchten Heihen-Entwicklungen convergiren nur hinreichend bei klei-

nen Excentricitaten und Neigungen der Bahnen, wie sie die altern Pla-

neten haben, fur die neuern hort entweder die Convergenz auf, oder

-wild doch so schwach, dass Niemand die Rechnung weit genug fortsetzen
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konnte. Brauclibare Methoden zur Entwicklung der StoruDgsfunction liat

die Wissenschaft lange entbehrt; jetzt besitzt sie deren mehrere, die zum

grossern Theile, wie die jezt gebrauchlichsten Fundamentalformeln ffir

Storungen, ebenfalls Hansen verdankt werden, Neben dem hohen In-

teresse, welches diese Arbeiten iiir die Astronomie haben, kniipft sich

daian noch ein anderes, da feinere matbematiscbe Untersuchungen, ii. A.

die Eigenschaften der hypergeometrischen Reihe dabei zur Hiilfe gezogen

sind. Was die erstere praktiscbe Seite betriift , welche uns bier naher

angebt, so ist bis jetzt kein Planet bekannt, welcher sicb einer solchen

Behandlung entzoge, dagegen wiirde die Anwendung auf die Bestimmung

der Storungen, welche einer der periodischen Cometen^) durch den Ju-

piter erleidet, hochst wahrscheinlich missgliicken , entweder durch Auf-

horen der ConvergenZj oder dadurch, dass die Anzahl der zu beriicksich-

tigenden Glieder zu gross wird, und in alien Fallen ist die verlangte

Entwicklung von

2 < r'^—2rr€0sH)-^^, {r^^r^—2rr€0sH)-*, (r'+/'— 2n-'co5 Jf)"^ etc.

in eine nach Cosinus und Sinus der vielfachen Winkelgrossen fortschrei-

tende Reihe eine ungemein beschwerliche Arbeit. Wenn man der An-

sicht sein soUte, welche Einiges fiir sich zu haben scheint, dass die be-

kannten Entwickelungen keine sehr erhebliche Vervollkommnungen mehr

zulassen, und dass sich daher auf dem bisher betretenen Wege ver-

muthlich kein wesentlicher Fortschritt erreichen lasst, so bietet sich uns

die Frage dar, ob denn liberhaupt die Nothwendigkeit der Entwicklung
h

jener Grosse, welche sich in einem geschlossenen Ausdrucke nicht geben

lasst, auch in der Natur der Sache Heart , oder, ob es vielleicht mogHcho

sei, den Differentialgleichungen fur die gestorte Bewegung eine solche

Gestalt zu geben, dass der gegenseitige Abstand zweier Planeten nur in

geraden positiven Potenzen vorkommt. Im Gegensatze zu den ungeraden

und alien negativen Potenzen lassen sich dieselben durch die excentri-

1) den Encke'schen ausgenommen. Man sehe Hansen, Ermittehmg der absolu-

ten Storungen in EUipsen von beliebiger Excentricitat u. Neigung. pag- 8.
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sche sowolil, als die walire Anomalie der beiden Korper in geschlossener
ft

Form darstellen ; ahnlicli verhalten sich dereii Derivirte in Beziehunff auf

die in ihnen auftretenden Elemente oder in Beziehung auf die Zeit ge-

nommen. Durch die mittleren Anomalien lassen sich jene Grossen of-

fenbar nicht kurz ausdiiicken, den besonderen Fall ausgenommen , dass

die Excentricitaten beide gleich Null gesetzt werdcn konnen; man wird

indessen sehen, dass die obigen Eigenschaften fiir den vorliegcnden Zweck

geniigen ; man weiss , dass z. B. nacli den excentrischcn Anomalien ge-
*

ordnete Ausdrilcke mit Hiilfe der Transcendenten l' ^) integrirt vverdeu

konnen.

Nach den eben anj^estellten Betraclitungen erschien es mir einer(_,V,..VV.XXi.^^X ^^ vxi*v.x^VLixi5
r '

Untersuchung werth, ob nicht die Umgeliung der Entwicklung ungerader

und negative! Potenzen des gegenseitigen Abstandes, welcher sich durch

yerschiedene Transformationen erreichen lasst, u*«rend einen Nutzen u,e-

wahrt, sei es durch grossere Allgemeinheit oder durch Kurze, Man wird

namlich auch auf diesem Wege schKesslich der Integration wegen eben-

falls Reihenentwicklungen zu Hiilfe nehmen mussen, deren Convergenz

indessen andern Bedingungen unterliegen wird, als die Methoden, wel-

che fiir die Entwdcklung der oben bezeichneten Grossen bekannt sind.

Die Erleichterung der Vorbereitungsrechnungen, welche in der Umgehung

letzterer Entwicklung beruht, lasst sich auf sehr einfache Weise erlan-

gen; ich habe vor dieser in der Abhandlung einen kunstlicheren AVeg

eingeschlagen , weil ich auf diesen zunachst yerfieL Beide Verfaliren

fuhren aber darauf, die Storungen durch die Losung von linearen Diffe-

rentialgleichungen mit variablen Coefficienten zu finden, in welchen das

Quadrat des Abstandes p* und dessen Derivirte vorkommen. Die Inte-

gration lasst sich nun zwar durch die Metliode der unbestimmten Coef-

ficienten auf eine auch fiir Cometen noch gilltige Weise erreichen; kurz

oder besonders bequem jedoch wird die Rechnung dabei nicht. Diese

Untersuchungen batten jedoch einen andern Erfolg , den ich am wenig-

1) Man sehe: Bess el, Unlersuchung des Tbeils der planetarischen Storungen,

welcher aus der Bewegung der Sonne entstefit.
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sten erwartet hatte ; sie leiteten mich scliliesslich auf eine neue Entwick

lunssmethode ftir die Stornngsfunction , welclier der Vorzua^ der Allurej^^... ^™ — o

meinheit in demselben Grade zukommt, die dabei aber auf weit ktirzere

und bequemere Rechnung ftihrt, als die eben besprochene Methode der

unmiitelbaren Integration. Die erwahnte AUgemeinheit der Entwicklung,

von der man sicli spater leicht uberzengen wird, besteht darin, dass grosse

Neigung der beiden sich storenden Bahnen und Grosse der Excentrici-
r

taten der Ausfiihrung nicht hinderlicli sind, ein Umstand, der es eben

moglich macht, sie auf periodische Cometen anzuwenden. Bei einigen
r

der bekannten Methoden, vorzuglich derjenigen, welche auf der Bestim-

mung der als Doppel - Integrale ausgedriickten Coefficienten durch me-

ehanische Quadratur beruht, tritt die Unbequemlichkeit hervor, dass die

erforderliclie Arbeit mit der Anzahl der zu bestimmenden Coefficienten

nicbt proportional wachst, sondern in eineni sebr viel ungiinstigern Ver-

haltniss, welcbes bei der vorzulegenden Methode nicht der Eall ist.

Die Abhandlung zerfallt hiernach in zwei Theile ; in der ersten Ab-

theilung wird die Methode der unmittelbaren Integration gezeigt, in der

zweiten die Entwicklung einer beliebigen Potenz des Abstandes p der

sich storenden Planeten, wonach die Entwicklung der Storungsfunction

selbst ohne Schwierigkeit zu bewerkstelligen ist. Es sei hier nocb be-

merkt, dass die ganze Darstellung, der damit zu erreichenden Uebersicbt-

licbkeit wegen, auf die Storungen erster Ordnung bezogen ist.

Abtheilung I.

Bestimmung der ahsoluten Storungen nach der Methode der unmittelhareti
^

Integration.

In Betreff der Bezeicbnung werde Folgendes bestimmt , es sei

a die balbe grosse Axe der Bahn des gestorten Planeten,

Mq die mittlere Anomalie , welcbe der Epocbe t = entspricbt,
-

mit welcber die Storungen beginnen soUen,
L

e die Excentricitat der Babn des gestorten Korpers,
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tD der Winkcl zwischen dem Periehel und dem Knoten in der Bahn-

ebene desselben,

Xi der Knoten in Beziehung anf eine beliebisr zu walilende Funda-^ WUV^ V.XX.V. ^v.^a.w^*^

mental-Ebene,

i die Neisung der Bahnebene,0"'"'0

t)

»

jjL die mittlere tagliche sidcrische Bewegung

p der halbe Parometer,

Jf die mittlere Anomalie zur Zeit t,

n die excentrische Anomalie,

V die wahre Anomalie,

r der radius vector,
^

X, y, z, die rechtwinkliclieii Cordinatcn, den Mittelpuiikt der Sonne

als Nullpiinkt gewahlt. Denselben Grossen werden wir einon Accent zu-
r

fugen, wenn sie sich auf den storenden Planeten beziehen sollen. Von

der Lagrange'schen Tlieorie der Variation der Constanten Gebrauch

macbend, betracliten wir die Elemente a, Mq u. s. w, als veranderlicb.

Von diesen veranderlicben Elementen, welcbe bekanntlich, wenn sie in

den Formeln fiir die rein elliptische Bewegung snbstituirt werden, den

gestorten Ort geben, miissen wir diejenigen miterscbeiden , welcbe zur

Zeit t ^=^ Q den Ort und die Geschwindigkeit des Korpers darstellen

;

wir bezeichnen sie mit Qq, Cq, coq, i^o» ^o etc. Ausserdem bemerken wir

noch, dass, wie dies aucb eine einfacbe Ueberlegung ergiebt, bei der Va-

xiation der Constanten die mittlere Bewegung in der Zeit t als Integral

;aufgefasst werden muss, und zwar als fiidt, so dass wir immer baben:

m = Mq +fiidt = j/o^y^Mth^ dt.
-V-

"wenn wir unter k die Gauss'sche Constante, unter in die Masse des

gestorten Korpers verstehen.

Wir setzen ferner:

m als Masse des storenden Planeten,

0?— of = I y—y = ^. st~z

^e+f+ C* = p'

Mlalhem. Classe. XL F
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l+ /w'(p r'^ )

Man hat dann nach Lagrange fur die Aenderungen der Elemente
folgende Ausdriicke

da^ = 2^K"(l+m).j/«.
(

/dSi\
dM,

dM
dt

d£i\ pii /dSi

\daJ e \d

dt~ e'^' KdMo) ^ " \dZ
dm _ 7cV(\ -\-m.) Vp. ^dSl^ ]cV{].-{-m) ^ .^dSiliii _k.V [\+m.)y p. ^da>. ky {i-{-m) ^ ./dS2^
dl ^^-— C^J - —yy— '"^"^^

' Vdj)
di _ M^l+^ . .dJ2. __ kj^+ ml J_ .dSi

dt l/> ^ \dt»J y^p sin i\d^
d£l ^ k.{V(l-^m) 1 ^^
<?? |/jO ' sin I V di

Es ist fiir iinseren Zweck wesentlich, zu bemerken, dass die liier

vorkommenden partiellen Differentialqnotienten , nnd demnach aucli die

Geschwindigkeiten der Elemente selbst, sammtlich von der Form
K . L
p3 r"

sind, worin K nnd L die Grosse p nicht enthalten. Wir haben z. B.

fA^\ = f^\ / da)
y^ /^\ f_^K\ _!_ /^ '^\ / ^^

KdMo) ^da;) KdMo) '^ydi/) \d3Io)
"^ Kd^) UFl^

Darnach findet sich das Element a durch eine Quadratur, wie die

folgen de

dt J Vp^^r'V
^ dt

und dasselbe findet in Beziehung auf die nbrigen Elemente Statt. Es

I
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ist so«:leich ersichtlich , dass man mit Hiilfe der obigen Formeln ohne

Weiteres auch die \ gen nicht bloss der Elemente

selbst, sondern irgend welcher Grossen, welclie von den Elementen auf

bekannte Weise abliangen, finden kann, z, B. wird man fur die Storung

der Coordinate oo die Formel haben:

A-(S/(f+70^'+(&/(f+''' dt

wobei die Bedeutung der Grossen K\ K" . . etc. ; . . L', L". etc. aus dem.

Vorhergehenden leicht zu entnehmen ist.

. 2.

Auf die eben angefiihrte Art kann man auch die Storungen (erster

Ordnung) der Coordinaten ^r und z auf Quadraturen zuriiclvfuliren, und es

wie man leiclit erkennen kann. die Bereclinung derselben keinenwur

Lesonderen Schwierigkeiten unterliegen, wenn nicht diese Quadratur die

Entwickluner der Grosse -^ verlanste. H i eben die Haupt-

schwierigkeit der Storungsentwickhmgen, wahrend dagegen das mit ^
^ ^^^ x^xw^K^w 3 .^^* 51.^- j.a.xv,xxx* c*^^x ^^-o

behaftete Glied sehr leicht

wegen, weil bekanntlich

theils dess

/ = ^, —7 oder = a (1— e' cos u)
1 -j- ^ cos V

anderentheils wegen der geringen Excentricitaten aller Bahnen der sto-

renden Planeten. Es ist auch klar, dasS wir die Quadraturen uber diese

Glieder von den anderen trennen konnen, so lange wir uns mit den Sto-

rungen erster Ordnung beschaftigen. Indem wir desshalb zunachst die

Glieder mit ~ berucksichtigen, wurden wir den hiervon herruhrenden

Theil der Storungen von x aus der Formel

F2
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finclen. Zu grosserer Erleichterimg der Uebersicht iind der Schreibweise
-pollen wir den Einfluss suchen, welchen die Aenderungen der Elemente
hervorbringen

, indem wir dieselben nach einander behandeln.

Dabei kann man die Entwicklung negativer und ungerader Poten-
zen von p zunachst dadurch zu umgehen suchen, dass man die Storui or

von p selbst, d. h. Ap, sucht, bei welcher Wabl des

die Erfahrung leiten kann , dass in der Eegel eine Eesnltirende leichter
zu bestimmen ist, als eine jede ihrer Componenten. {Der Leser wird
sich z. B. erinnern

, dass die Storungsformel fiir r am Einfachsten aus-
fallt).

Man hat, wenn man sich der besseren Uebersicht halber, zunachst
auf den "Einfluss der Variation von a beschriinkt:

wobei die Bedeutung von P„ sich aus dem Vorhergehenden ergiebt; ich

werde dessgleichen im Folgenden die Zeichen P,^.. P... etc. in analoj,^..v.v.xx v..^ M^^^K^Ly^^^ M J^^, ^

ger Weise gebrauchen. Demnach hat man fiir diesen Theil der Sto

rung von p

^^=l^©+^(g)+HSl•^/5'''p -
p

da)' p-y «-3
dt

oder

X^ PAP _ fPa dt

und wenn man jetzt in Beziehung auf t differentiirt

dt

^da / \ da y ^

Differentiation nach f ist zu bemerken Elemente als
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stant behaiidelt werden diirfen, da alles hier Gesagte zunachst nur auf

die Storungen erster Ordnung angewandt werden soil. Die eben ent-

TV'ickelte Gleicliung multiplicire man mit 2 p^ t ' ^^ '\ , man erhalt dann

fiir die dem Gliede mit -j in der Variation der grosscn Axe entspre-

chende Aenderung von p die folgende Diiferentialgleichung

:

12 \ da J dt ^ dt \^^^ ^ \da ) dt \ da

)

welche mit den ihr analogen, den iibrigen Elementcn entsprechenden

eine Grundlage dieser Thcorie bildet Obgleich man jctzt, anstatt eine

Quadratiir , eine DifFerentiaMeiclmnj? zu behandeln hat , wird doch so-

gleich aus der BeschafFenheit der in ihr auftrctendcn Functioncn klar,

dass ihre Integration selir oft geringcren Schwierigkciten unterliegt, als

die Ausfahrung der Quadrature). Da namlich die Factoren von /^ p

und —4^ eine geschlossene Form haben, so lasst sich die DifFerentialglei-
It V

chung auf einfache Weise durch die Methode der unbestimmten Coeffi-

cienten auflosen, welche Methode hier offenbar eben aus dem Grunde

zulassig ist , weil die Factoren von /\ p und —^^ aus einer endliclien

Anzalil yon Gliedern besteben. Man siebt leicht, dass man ^p unter

folgender Form wird suchen diirfen:

t"' = CO » = CO

» — — OO 1=0

-|- QCf^' ^ cos [lu -f- *^w
) 4" ^i i' sin [in -\- lu)^ t

wenn man die excentriscben Anomalien in die Entwicklung einfiihren

will; eben so leicht kann man, was in Betreff der Anwendung auf Co-

1) Diese Behauptung ist nur auf die grossere Allgemeinheit der hier zu erhal-

tenden Entwicklung zu beziehen.
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meten wichtig sein mochte, zu bemerken, die wahren Anomalien einfiihren

Bei Anwendunsr der erstern wird

dt

t'= oo » = oo

4"= -OO t = ''' V ^ y

r = 00 « = cxD

+ -^ 2J (^C^^ cos (/ w -f- ^V] 4" 'Sf';
i'
sin [iu+ i'w')}

t' = — 00 » =

»' = oo e = o
'* v r r /

f 'f

+ ^i,r ("^+^) cos (n.+ {u)

\

Durch Substitution in 1) und Multiplication mit rr =^ad (1—ecosw).

d cos u) erhalt man Ausdriicke , deren Coefficienten auf beiden Sei-

ten gleich sein miissen, welches lineare Gleichungen zur Bestimmung

Ton Ci,i\ Si,i' u, s. w. liefert. Die Anwendung der wahren Anoma-

lien, welche bei sehr grossen Excentricitaten , wo die excentrische Ano-

malie ihre Brauchbarkeit verliert, nothwendig wird, bringt in das Ver-

fahren keinen wesentlichen Unterschied. Man hat bekanntlich

'\2dv __ a*y{l— e'^) _ (14-gcosi?f dv _ (1 -f- e cos v)

Tind folglich fallt die Diiferentiation und Substitution von —==-^ nicht
dt

allzu complicirt aus. Es ist aber allerdings nicht zu laugnen, dass diese

einfache Integrations -Methode numerische Rechnungen von nicht gerin-

ger Ausdehnung erfordert und dass die AUgemeinheit, welche sie besitzt,

ihren einzigen Vorzug vor anderen Behandlungsweisen ausmacht Auf
den ersten Blick erscheint dieses Verfahren sogar noch weitlaufiger, als

es in Wirklichkeit ist, da man glauben konnte, die Elimination der un-

bekannten Coefficienten, deren immer eine grosse Anzahl in den Bedin-
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gungsgleichungen mit einander verbimden sind , sei schon an sich mit

grossen Schwierigkeiten verkniipft. An einem weiter unten zu iiiiter-

suchenden Eliminationsprocess wird man sich liberzeugen, dass unter Zu-

ziehnng gewisser Erleichteriuigsmittel fiir die Multiplication vielglicdriger

Sinus- und Cosiniis -IR^eilien die Bestimmung der Storungs-Coefficicnten in

^ p keineswegs eine uniiberwindliche Arbeit ist, wcnn auch freilich eine

beschwerliche.

§ 3:

Eine andere Art dcr Integration der Gleichung 1) wird erlialten,

wenn man auf sie die bekannte Form des Integrals eincr lineiiren l)if-

ferentialgleichung erster Ordnung in Anwendung bringt. Setzt man:

1 c^.p* ^C^) 1

4p* dt dt (^ F

1 /d. p

so wird
2f \da

2

-).Pa G

Ap=^c-^^''lC-{-fGc^''l

wenn c die Zahl die Basis des naturlichen Logaritlimensystems, sowie C
eine Integrationsconstante bedeutet. Die sich aufdrangende Bemerkung,

dass

d. log p

F (¥) ^^''^^m
dt 2dt

gibt keine Vereinfacbuug in nnserem Sinne, weil wir dadurch auf unge-

rade und negative Potenzen von p zuruckgefuhrt werden; sie fuhrt in-

dessen, wie sich unten zeigen wird, auf jenes Verfahren zur Entwick-

lung irgendwelcher Potenzen von p, von dem in der Einleitung die

Rede war.

Man sieht aus dem Vorherg Theil der Storun

gen von p durch die Q
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Tdt
fFdt und Jg/

sicli ausdriicken lasst, welche ebenfalls in der oben angedeuteten Weise

durch die Methode der unbestimmten Coefficienten ausgefuhrt werden

konnen, und zwar mit etwas grosserer Bequemlichkeit, als die unmittel-

bare Integration der Gleichung 1) auf diesem Wege bot, wegen der

Einfacliheit der Functionen F. und G. Obgleich ich diese und einige

der nachst folgenden Formeln nicbt zur numerischen Reclinung vorschla-

gen mocbte, so scheint mir die vorliegende Umformung der Lagrange'-
T

scben Storungsformeln doch einiger Beacbtung wertb; desshalb will ich

nocb zeigen, wie nicht bloss /\p, sondern nacbber der vollstandige ge-

storte Ort unter Vermeidung ungerader und negativer Potenzen von p

aus der Integration einer linearen DifFerentialgleichung mit variablen

Coefficienten erbalten werden kann.

. 4.

Nachdem man die Variationen aller Elemente auf die eben gezeigte

Art bebandelt hat , soil /\ p die Summe der so gefundenen Storungen

bezeicbnen, welche dem mit -^ multiplicirten Theile der Storungsfunc-

tion entsprechen. Femer sei

ap, TJr-rPp, C = TP

Man hat nun fur a

dx^ ^XAi = 9Aa + aA9-^Q)ffidt
r

wobei sich wieder die Bedeutung von X^ aus den Vorhergehenden er

dx
giebt. Dividirt man auf beiden Seiten mit (-t-\ und differentiirt nach t.

so erhalt man.
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t?p . d/\a da
<^A ?\ ^(up .

,
a /\a. . ua .

dt (B
dx

pAa+ «Ap ''yTa) Xa

und mit Riicksicht darauf, dass

dt
— 1 ^__i, ^

j7 p' dt ^^
' dt

und nach Multiplication mit p
3

F 1

Analoge Gleichungen erhalt man fiir p und y ; auch sind alle diese Glei

chungen von derselben Art, wie 1

Um vollstcindig die einer Storung des Elementes a entsprechende

Aenderung (mit Ausschluss aber des dadurcli erzeugten Theils in der

mittleien Bewegung), welchen letzteren wir bequemer spater berucksich-

ti^en, zuhaben, suchen wir den Einfluss des Gliedes -^ in der Formel

da _K . L

Hierbei bedurfen wir aber der Vermittlung von p nicht, um die Stor

von i Oder a?, ti oder i/, ^ oder z zu finden; denn offenbar braugen

cben wir zu den aus den Formeln

A^ = Aj/=-p.Ap + PAp
AC = A2 = p«At + tAp

Jflathetn. Classe. XF. G
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bereclineten Storungen bloss respective die Grossen
L

k 1

d^fv^'^' (j:)j7^''' c£)jf^''

hinzuzufiigen.

Die Quadratur

7.*

lasst sich mit bekannten Hiilfsmitteln sehr leicht ausfiiliren; denn be-

sonders fur die durch Jiipiter und Satur7i verursachten Storungen und in

fast alien in Anwendung kommenden Fallen ist die Eeihenentwicklung

1
fur -^ selir convergent.

. 5.

Nach dem im Vorhergehenden entwickelten Verfahren werden nach

einander die Variationen aller Elemente berucksichtigt ; nur die Varia-

tion der mittleren Bewegung scheint vielleicht auf den ersten Blick

derselben Behandlungsart nicht nnterworfen werden zu konnen, wesshalb

diese etwas naher zu betracbten sein wird. Man bezeichne mit Mq die

mittlere Anomalie, welche fur den Umfang der Storungen oder fur f=
den Ort des Korpers gab, zur Unterscbeidung von Mq welches in Folge

der Storungen die mittlere Anomalie fiir dieselbe Epoche ist. Den un-

gestorten Ort zu finden, wurden wir die festen Elemente a©, Mq, e^ etc-

anwenden, und die mittlere Anomalie nach der Formel

M =^ M, + ^ot = Mo+ '^^^^ t

^0 z

berechnen. Um den gestorten Ort zu erhalten, muss oiFenbar Mq an die

Stelle von Mq, sowie ffjb dt zm die Stelle von juq ^ gesetzt werden. Den

Einfluss der Differenz Mq— Mq berucksichtigt man nach dem Vorherge-
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henden; in Beziehuiiff auf den andern Theil der Aenderung von M abero
gilt die Bemerkung:

flidt = iit—j t. ^dt

also

^f*^,_ , r^l^ ^. r* ^f*
fi.dt-i.ot = (f.

- mo) ^ -/>. -^dt= tf^ dt-ft. ^. dt

tf±,^dt-ft.^.^.dt
J da dt da dt

Das letztere Integral ist gleich.

2i..vii+.^).va.f{^y'£,it.

d. h. gleich demjenigen Tlieile, welchcr in

dSl
2^.K(i + -).K-/(^)^^

durch die Relation zwischen jn und a entsteht. Es ist namlich, wie be-

kannt, a in i2 auf doppelte Weise enthalten, theils als Factor, theils in

d£2
jn; deshalb erscbeint in (-j-) das Glied

/ d£2-^ ydMo\ d^

dMoJ \ d^x J' da

oder / dSl\ d^x

\dMnJ da'

Man ersiebt nun aus dem Anblick der Lagrange'scben Formel f

dMo
IT'
pelt zu nebmen bat, um dann einfacb

dass man bei der Differentiation ( -V—^ die Aenderimg von {jl dop
\da /

d

S^at-,.t = t.fji.'".it-2it.%'-dt

02
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setzen zii diirfen. Umgekehrt konnte man

fl.dt-,,t=tf^.^,t-2ft.i>i.'^^.dt
da dt *' da dt

dS2
setzen, wenn man in (-7—) die Differentiation bloss in Beziehung auf a

als Factor ausfulirte. Beide Arten vermeiden das Doppel - Integral , wel-
ches ausserdem zum Vorschein kommen wiirde i). Wir konnen jetzt be-
merken, dass wir auch die mit der Variation von ft zusammenhangenden
Storungen unter Anwendung der Differentialgleichung l) nnd der analo-
gen finden konnen; wir brauchen zu dem Zwecke nur

/"_^N/'of.ff r^?
2

(^ t statt . (^\aa/ \da

einzufiihren, um die von t C-^
dt

d
5 halten

6.

Man kann unter Vermittlung der partiellen Storungen von p noch auf
einem andern, als dem eben angezeicbneten Wege zu dem Betrage der voll-

Storun Bezeicbnen wir namlich mit Ap die
tielle Storung von p, welche aus der Variation von a entspringt, mit
Ap« die von der Variation A herriihrende, und
die iibrigen Elemente, so haben

so entsprechend

wir

A^^-TtL- APa(If)

d

I] Dennesist: t. f i^dt- ft. ^^ dt ==f dt. f'^. d(
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Ti. s. w. Wir erhalten somit die Variationeu der Elemente, nachdem wir

iinter Umgehung der Entwicklung ungerader oder negativer rotenzen

von p die partiellen Perturbatioiien von p durch die Metliode der unbe-

stimmten Coefficienten gefunden haben. Dieser Weg ist entscliieden

kiirzer, als die friihcrn bier vorgeschlagenen ; indessen kann er in die-

ser Beziebung keinen Vorzug vor andern schon bekannten Metboden be-

anspruchen. Ueberhaupt will ich bier bemerken , dass ich die vorigen

Untersucbungen vorzug Absicht eine allgeraeine, also auch

auf Cometen anwendbare Entwicklunffs-Art der absoluten Storungen ziiti

iinden unternommen babe; und diese wird aiicb durch dieselben nach

meinem Urtbeile ausfiihrbar. Die nun folgenden Untersuclmngen er-

reichen dasselbe Ziel, jedocb mit weit grosserer Kiirze, indem auf die

Entwicklung iigend welcber Potenzen von p eine neue Metliode ange-

wandt wird, deren Nutzen, (beilaufig bemerkt) sich nicbt bloss auf Sto-

run'gs-Eechnungen bescbranken dilrfte, und welche den obigen Entwick-
-r

lungen ihren Ursprung verdankt.

Abtlieilung II.

JJeher die Erhehung eines die Cosimis und Sinus der Vielfachen eines

oder mehrerer von einander undbhdngiger Argumente enthaltenden, jedoch ge-

schlossenen, Ausdrucks, auf die ntc Potenz; mit hesonderer Rucksicht auf

die Entwicklung von [r^-{-r'^— 2rr'cosH)~i

6.

Nach den vorhergelienden Untersuchungen erkennt man leicht, dass

man auch auf einem andern Wege die Elimination ungerader imd ne-

gativer Potenzen von p aus den Grundformeln hatte erreichen k6nnen»

namlich dadurch, dass man

1 _ ^-flogp'

tind
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logp^= fld_lJ f clt

setzte, wobei c wieder die Basis des natiirliclien Logaritlinieiisystems "l^e-

deutet. Ausserdem sieht man aber, dass in dem obigen Inteorrale die

Derivirte nach der Zeit t durch weniger complicirte wird ersetzt werden

konnen, da die Abbangigkeit zwischen p nnd den beiden Argumenten

u und u oder auch zwiscben p, v und v sich rein geometrisch ausdruckt.

In seltenen Fallen kann audi wohl die Entwicklung nach den Mittleren

Anomalien durch dasselbe Htilfsmittel vortbeilhaft sein , wobei dann of-

fenbar die Derivirte —j— eine RoUe spielen wird. Um zunaclist die

Umrisse des Verfahrens zu zeigen, behandle ich die Entwicklung einer

Potenz U^ unter der Bedingung, dass U ein die Sinus und Cosinus der

Vielfachen von nur einer Variablen entbaltender und dabei geschlosse-

ner Ausdruck ist, welcher fiir alle Werthe der Variablen endlich bleibt.

Es sei also U unter der Form einer abbrechenden Reihe:

17 z= y^ -j- y^ cos It -{- y2 COS 2ll -f- Js COS 3w -j" • • 7^ COsXw

-|- ^1 sin u -^^2 sin 2 w -f- ^3 sin 3 w -f- . . . . ^.smXu

durch die numerischen Werthe von yot Ti. ^i» Y2* ^2 yx- ^X ge

geben. Man

S-o
_ ^
U' duIjn^^j u au ^^^

und es ist somit U"' eine der unendlicli vielen Losungen der linearen

Differentialgleichung

:

-j-,nV—~-. U=0, {A)
du du

welche sicli sammtlicli nur durch einen constanten Factor von einander

unterscliieden. Von diesem letztem, der sich immer leicht mit Hiilfe

eines speciellen Werthes der zu entwickelnden Function wird bestimmeu
lassen, abgesehen, hat man also
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?7"== V
Die Losung V der obigen Gleichung kann nun aber, in Folge der vor-

ausgesetzten Eigenscliaften von U durch die Methode der unbestimmten
Coefficienten als entwickelte Function von u erhalten werden, da dieselbe

unter der Form

F =: Co~\- Ci cos ?i -j- C2 cos2w -{- C3 cos 3?^ -|-

+ ^i sin u -{-82 sin 2 M + >S'3 sin 3 u

t= 00

>7 (Q cos iu ^ S^ sin iu)

t =

existirt. Durch Substitution in die Gleichung [A) erhalt man die zur

Bestimmung der Coefficienten Cq, Ci, C2U. s.w., 81, S2, S^ n.s.w. dien-

lichen Bedingungen. Um eine Anwendung davon zu machen. ist es nur

nothig, den Index zu wahlen, bis zu welchem man in der Entwickl

Yon V schreiten will. Es sei dieser Index x, also erlaubt

Ck+ i = C^ + 2 = C/i + a, etc. =
8k ^i = 8k + 2 = 8k -^3, etc. =

zu setzen: denn diese Annahme muss bei einer zur numerisch

&
r

Reihen-Entwicklung stets statthaft sein. Bei der Sub

stitution in [A] verfahre man so, dass man nach einander alle diejenigen

Multiplicationen ausfuhrt, welche in dem Product ein gewisses Vielfaches

von u im Argumente hervorbringen. Es scheint, bevor ich den Gegen-

stand gegenwartiger Untersuchung weiter verfolge, zweckmassig, an eiu

Mittel zu erinnern, durch welches sicher und mit moglichst geringer

Aufmerksamkeit diejenigen Glieder in den zwei Factoren eines Produc-

tes erhalten werden, aus welchem ein bestimmtes Argument hervorgeht.

Es ist klar, dass ein gewisser Index des Productes q aus alien Indices

X und X der Glieder der beiden Factoren entsteht, welche den Bedin-

gungen :

geniigen. Wenn man nun die Glieder der beiden Factoren beide nach



56 W. KLINKERFUES,

wachsenden oder beide nach fallenden Werthen von x und X geord-
net hat, so kommt man offenbar auf alle Indices, welche der ersteren

Bedingung

x+ X = q

genugen, wenn man in beiden Reihen in entgegengesetzter Richtung fort-

schreitet, so weit als die Coefficienten merkliche AYerthe behalten; wenn
man sicb aber in beiden Reiben in gleicher Richtung fortbewegt, so wird
man diejenigen Glieder erbalten, welche dnrch die Verbindung

X — X

den Index q des Argumentes im Prodncte hervorbringen. Diese Vor-
schrift kann man leicht fiir den Fall verallgemeinern , dass die Argu-
mente aus Vielfachen zweier Variablen in der Weise
sind, wie es bekanntlich bei den Storungsentwicklungen Statt findet. Es

znsammeng

liaben die einzelnen Glieder die Form

Ci,i' cos {iu -\- lu') Oder Si,i' sin (iu -{- lu).

4.

Schreibt man nun in zwei Diagramme mit horizontalen und vertikalen

Felder-Reihen die Coefficienten der beiden Factoren in der Anordnuns
dass die mit gleicbem i in die vertikalen, die mit gleichem i in die ho-
rizontalen Reihen gesetzt werden, so sieht man leicht man

Fortschreiten innerhalb der Diagramme einmal nach gl

gcgciig Richtungen, diej el

che zu dem Coefficienten eines bestimmten Arguments im Producte con-
tribuiren. Diess Hiilfsmittel mochte wohl am geeignetsten sein, gegen
ein sonst leicht zu furchtendes Uebergehen von Factoren sicher zu stel-
len. Denn jedes Feld enthalt (mit Ausnahme des fur das constante
Glied bestimmten) zwei Coefficienten, die Verbindun- zweier Felder der
beiden Diagramme geben also je vier Partialproducte ; dabei macht man
noch von der Kenntniss Gebrauch, dass das Product gleichbenannter
Function zwei Cosinus, das ungleich beuannter zwei Sinus liefert.

Nach diesen Beraerkungen in Betreff der bei diesen Entwicklungen
und bei den Stornngsrechnungen iiberhaupt haufi^ wiederkehrenden Mnl-
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tiplicatlonen periodisclier Ausdrucke nehme ich die Bestimmung der

Coefficienten der Function V wieder vor, unter jener oben gemachten
Voraussetzung, dass die Coefficienten von einem gewissen Indeo! an un-
merklich werden, und dass der Index x der grosste sei, welcher bei V
in Betracht kommt. Die Differentialgleichung {A) liefert dann

hx sin \u — ^x cos Xw) ( C^ cos xm+ S^ sinx?^) n\

d. h.

H- [jx cos Xw -f- ^x sin Xu) (— Cx sin xm -J- S^ cos xm) x =

Tx a — ^x ^x =
Tx-Sk+ ^x Oc-^O.

Hierdurch wird man zunachst auf die unbrauchbare Losung V =^ ge-

fiihrt, die einzige, welche sicb mit der gemachten Annahme, dass alle

Coefficienten mit hoherem Index verscbwinden, in aller Strenge vereini-

gen lasst. Diese Losung muss vermieden werden, und wenn es auch

auf vollig correcte Weise gescbehen kann, da das Verbaltniss

bekannt ist, so kann docb der zu beorehende Fehler immer bin

SX

chend klein gebalten werden, wenn nur x gross genug gewablt ist. Nimmt
man noch ferner, da der Werth der Einheit docb einstweilen, auch schon
wegen der spater eintreteuden Bestimmung des constanten Factors unbe-
stimmt bleiben darf:

C% = Sx = 1

so werden jetzt alle iibrigen Coefficienten der Entwicklung leicht aus den
Bedingungsgleichungen gefunden, welcbe die Partialproducte der Glei-

cbung (A) fur kleinere Indices liefern. Da letztere Gleichung, von dem
constanten Factor abgesehen, die Function IT vollstandig bestimmt und
als eine Definition zur Aufsucbung ihrer Eigenschaften dienen konnte,

so sind die auf eben bescbriebene Weise bestimmten Coefficienten auch

bis auf einen beliebig klein zu machenden Fehler die Coefficienten der

Entwicklung von ^7^ da sie den partiellen Bedingungen, welche jene

definirende Gleichung erfordert, bis auf Grossen von der Ordnung jener

Fehler genugen,

Mathem. Classe. XI. H
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Da aber dieses Eaisonnement docli noch einige Bedenken zuruck-
lassen konnte, so wird es nicht tiberflussig erscheinen, wenn ich ein
Mittel angebe, diese Fehler selbst zu enhvickeln und demnach mit aller
wiinsclienswertben Scharfe Die Ursache des Fehlers kann

wie an-
namlich offenbar aucb so aufgefasst warden, dass man bemerkt
statt der Gleichimg (J..), welche die Entwicklung von V in aller Strenge
geben wurde, eine andere Hneare Differentialgleichung integrirt ist, wel-

sich von der

hat in Wirkliclikeit die Gleichung

gelegten durch ihr zweites GHed unterscheidet Man

-7—. n V —. Cr— W
du du

anstatt der vorgelegten

dU -^ dV ^, ^
du dt4

befriedigt. Den Unterschied der beiden Losungen konnen wir leicht
geben; denn die

J

du);

die der letztern

V= Cc"^''^^-

Bestimmung der Integrations-Constante C hat man die Bedingnng
der Unterschied der beiden Losungen mit W zu^leich verschwinden

muss. Mt Riicksicht hierauf wird
man will, die an U" anzubringende Verbesserung

Unterschied oder, wenn

muss U" mit dem folgenden

W
1 —y" f^^qri . du



UEBER BESTIMMUNG DER ABSOLUTEN STORUNGEN ETC. 47

multiplicirt werden, nm die Enhvicklung felilerfrei zu machen. Es wird

hiermit die oben ausgesprochene Behauptiing in Betreff der Folgen be-

statigt, welche die nicht strenge Auflosung der linearen Bedingungen der

Coefficienten nach sich ziebt. Denn es zeigt sich, dass der entstehende

Fehler mit W von gleicher Ordnung ist; ausserdem hat Wj wenn dieser

Fehler nach dem Vorigen methodisch begangen ist, gerade soviel Glieder

mit endlichen Coefficienten, als U; was fiir die leichtere Berechnung von
W ^

jjn+i ^^^ Wichtigkeit ist. Es ist iibrigens klar, dass diese Art der

Verbesserung auch auf die nicht methodisch begangenen Fehler sich

ausdehnen lasst, welche sich bei Priifung der Bedingungsgleichungen er-

geben soUten, besonders, wenn dieselben als Grossen der ersten Ordnung

betrachtet werden konnen.

Die Anwendung auf die Storungsrechnungen darf sich auf den Fall

beschranken, wesshalb ich die daftir geltenden Bedingungsgleichungen, so

weit sie in Form verschieden sind, hersetze

:

fiir Cx-i nud Sj,-i^):

(yi C^—^i 5'x) + (x— 1— 2 w) (72 Oc-i — €2 ^-1) =
(^1 Cx+ yi S;) + (x— 1— 2w) (^2 ac_i+ 72 S^-i) =

fiir Cx— 2 und Sa—2

2/.yo Cx+(/—1-w) (yi Cx-i— ^i;/Sx_i)+(-/—2—2«) (ya C^-2—-62S^-2) =
2xyoSfx+(x—1—w) (^1 Cx-i+yifi^x-i)-f (x—2-2?i) (^2 Cx-2+y2S^x-2] =

fur Cx—3 iind 8/.— 3 :

n] (yi Cx+^1 ^x)+2yo (x— 1) Cx_i+(x—2—w) (yi Cx_2—€1 Sy

+(x—3—2?2) (ya Cx-3—^2 S^-3) =
n) (^1 Cx—y 1 >Sx)—2yo(x— I ) S^-i—{ic~2~n) (€1 Cx-2+yi S..

_^(x—3—2«)(g2 Cx_3+y2^x-3) =

1) Bei den Anwendungen in der Storungstheorie kann man sogleich 62,=
setzen, vne man imten sehen wird.

H2
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fiir Cx— 4 und ^x— 4:
¥"

4_(x_3—«) (yi a-3—^i>S'x_3)+C'<—4— 2?i) (72 a-4—^2 'S'x-4) =
2w)(€2 Cx—Y2>Sfx)+(x~l-w)(€i Cx-i-yi^S'x-i)—2yo(-/—2)>Sx-2

(x—3—w)(6iCx_3+Ti«'x-3)—(x—4—2n)(€2 Cx_44-T2 'Sfx-4) =
Von Her an erhalt man alle tibrigen Bedingunsgleichungen , indem

man in diesen letztern beiden Gleichungen nach einander x— 1, x— 2,
r

X— 3 etc. filr x sabstituirt; nur ist von dem so zu findenden Co die

Halfte zu nehmen.

8.

Es ist klar, dass die im Voxhergehenden dargelegte Methode der
— *

Entwicklung von 17" niclit bloss dann anwendbar ist^ wenn die Coeffi-

cienten Cx, S^,, C%^u ^r.— i, t^- s. w. Zahlen im engern Sinne sind, son-
1

dem anch noch, wenn sie Ausdriicke sind, die eine oder mehrere Gro-

ssen gleichsam wie Parameter enthalten. Bei den Storungsgleichungen
V"""

hat man es vorzugsweise mit den Entwicklnngen , welcbe von zwei Va-

riablen abhangen, zu thun; sind diese Variablen die excentrischen Ano-

malien u und u\ fiir welchen Fall die vorhergehenden und einige der folgen-

den Formein vorziiglich sich eignen, so erscbeinen die Coefficienten Cx— i,

^^_i, C%—2, Sx—2 etc. im Allgemeinen als Fanctionen von u, welche

leicht nacb den Vielfacben der letzteren Grosse geordnet warden konnen.

Es bleibt aber dann noch der in Beziebung auf u constante Factor zu

bestimmen, mit welcbem sammtliche gefundene Coefficienten zu multipli-

ciren sind, und welcher offenbar im Allgemeinen ebenfalls eine Function

von u ist. Zu seiner Bestimmung specialisire man, z. B. u = setzend,

die gefundene Entwicklung; diese muss dann mit derjenigen iibereinstim-

men, welche man unter derselben Specialisirung aus der Differentialgleichung

du du

erhalt. Nur ein vollig constanter Factor bleibt bei letzterer Losung noch

XLubestimmt, welcher aber zum Schluss sehr leicht mittelst gleichzeitiger
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Specialisirung von u und u' gefunden werden kann. Dass audi die eben

angefuhrte Differentialgleichung nach den obigen Kecursionsformeln aiif-

zulosen ist, wobei aber dann der erleicbternde Umstand eiiitritt, dass

alle Coefficienten numerisch. sich ausdrucken, wird kaum nothig sein, zu

bemerken; ebenso mochte es liberfliissig sein, Etwas liber die Ansdeh-

nung der gegebenen Vorschrift auf eine Function dreier und noch mebr

Variablen zu sa^ren, da sie sich ohne Weiteres ergiebt.

9.

Bei Entwicklung einer Potenz von p nach Vielfachen von u und u^

ist der Umstand von sehr grosser Bedeutung, dass ^2 und ^2 von tC

ganzlich unabhangig sind ^2 sogar =: 0, Es ist nach der bekannten

Form der Coordinaten x, y, z, w\ y\ z\ wenn sie durch die excentri-

schen Anomalie ausgedriickt werden, einleuchtend , dass in p oder

nur das Quadrat G^^+^^+ ^^) oder r^ in Beziehung auf 2w in Betracht

kommt- Es ist aber

Y2 = fa^^; ^^ = a

Die Anwendung der Methode der unbestimmten Coefficienten er-

scheint als das radicalste Mittel, in den Storungsent^vicklungen die nach

Potenzen der Excentricitat und Neigung fortlaufenden Reihen zu ver-

meiden, und zu einer allojemein brauchbaren Bestimmuncj der Storungs-

coefficienten zu gelangen. Nur die Methode der mechanischen Quadra-

tur, bei welcher diese Coefficienten nach einer bekannten Form als be-

stimmte Integrale behandelt werden, hat der Form nach dieselbe All-

gemeinheit und sie ist in Wirklichkeit diejenige, durch welche zu den

Storungsentwicklungen fur kleine Planeten der Weg gebahnt wurde.

Aber aus dieser Allgemeinheit kann leider die Praxis nicht in alien Fal-

len, wo es wiinschenswerth ware, Nutzen ziehen, indem, wie schon frii-

her bemerkt wurde, die dabei zu bewaltigende Arbeit in einem sehr un-

gunstigen Verhaltniss mit der Zahl der Storungsglieder zunimmt Von
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andern Methoden gewahrt, ausser der'im Vorliergelienden vorgetragenen

keine die Ueberzeugung, dass ihre Allgemeinheit sich auch auf Cometen-

bahnen erstreckt; denn diejenige, welche Hansen in der oben citirten

Schrift publicirt und auf die Storungen des E n eke' schen Cometen durch.

Saturn angewandt hat, macht die Unterscheidun
t3

r' immer >r
/ immer <: r

r zuweilen ^r^ zuAveilen <Cr,

* Diesen letzteren Fall hat Hansen bisher nicht behandelt. Unter

den bekannten Methoden hat also die durch mechanische Quadratur den
L

M

Vorzug einer unmittelbar einleuchtenden und unzweifelbaren AUgemein-

heit, aber nur der Form nach, denn fiir Cometenbahnen ist sie dennoch

der durch sie verursachten Arbeit wegen, so gut wie unbrauchbar. Die

Methode, welche in dem Vorhergehenden entwickelt wurde, ist nicht we-

niger allgemein, ihrer Form nach, aber sie ist fiir schwierige Falle bei

Weitern brauchbarer, weil die durch sie verursachte E,echnung weit leich-

ter zu iiberwinden ist. Um in letzterer Beziehung vorlaufig ein Urtheil

zu gewinnen, denke man sich den aussergewohnlichen, nirgends bis jetzt

behandelten Fall einer Storung von etwa 900 Gliedern; man wiirde da-

bei genothigt se}Ti x = 20 zu setzen ; aber die Bestimmung der Coefli-

cienten Cq bis C20 und von Si bis ^§20 wiirde einen geiibten Rechner

vielleicht nur 8— 14 Tage beschaftigen , und es scheint mir die Behaup-

tung gerechtfertigt, dass wenige Monate hinreichen wurden, mit der Ent-

wicklung der Storungsfunction fertig zu werden* Der eben gesetzte Fall

ist aber, wie gesagt, ein aussergewohnlicher ; fiir die kleinen Planeten

wird nur selten x grosser als 10 oder 12 zu setzen sein.

. 10.

Es wird kaum einer Bemerkung bedurfen, darauf aufmerksam zu

machen, dass dieselbe Methode der Entwicklung auch auf die Vielfachen

der wahren Anomalien anwendbar ist; sie ist aber, da r und r durch

V und v' auf eine etwas weniger einfache Art ausgedruckt werden, als
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durch w und u nicht ganz so kiirz. Hire Anwendung wird fiir Cometeii

von nicht ganz kurzer Periode nothwendig; desshalb gedenke ich bei an

derer Gelegenheit darauf einzugelien. Dagegen kann ich hier eine an

dere Bemerkung , welche sich auf die Wahl der Variablen und AiD

mente, welche man bei der Entwickluno: von Storungcn bezicht, nichtO "'" -^^wv^^^ix^jj

unterdriicken , weil sie besonders in einem Falle Beriicksichtigung ver-
A

dient; diess ist der, der Anwendung der mechanischen Quadratur zur

Bestimmung der Coefficientcn bei nicht allzu grosser Ncigung uud Ex-

centricitat. Man wahlt dabei entwedcr die Variablen M' und M, oder u'

und u, oder M' und u. Man kann nun aber durch eine einfachc Be-

trachtung die Uebcrzeugung erlangen, dass durch eine kleine Modifica-

tion in der Wahl der Variablen, durch welche man sich keines der gc-

wahlten Form eigenthiimlichen Vortheils begibt, man cine wichtige Ab-

kiirzung erzielen kann. Am deutlichsten wiirde diess in dem Falle her-

vortreten, in welchem die Neigung der Bahnen und ihre Excentricita-

ten Null waren. Man wurde namlich nach den gegebenen Vorschrif-

ten einmal nach M, darauf nach M' von o bis 2tc integriren; und doch

ist wesentlich nur eine Integration erforderlich , da offenbar in diesem

P eine Function von M'—M ist. Es ist desshalb, wenn man nach

Vielfachen der mittleren Anomalien durch mechanische Quadratur ent-

wickeln will, entschieden vortheilhaft, statt M und M' selbst, ihre Summe

und Differenz einzufuhren, da hierdurch die eine Integration immer sehr

erleichtert, zuweilen fast ganz gespart werden kann. Dass dasselbe mit

demselben Rechte auch fur die Entwicklung nach Vielfachen der beiden

excentrisc^hen Anomalien, sowie fiir die nach Vielfachen von M und w

eschlagen werden kann, fallt in die Augen. Es kann von Interesse
t3^"^"-'"0

sein. mit den Storungsformeln eines kleinen Planeten diese Aenderung

vorzunehmen und zu sehen, wie die hochsten Indices, mit welchen die

Vielfachen der beiden Variablen behaftet sind, sich zu einander verhal-

ten. Als Beispiel wahle ich die periodischen Langenstorungen der Flora

durch Jupiter, welche nach Dr. Briinnow's Berechnung folgende Argu-

mente enthalten:
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M
2M
ZM
AM
hM

M'
2M'
SM'

4:M'

hM'

M'
2M'
SM'

M
2M
2M
2M
4cM

M
2M

4.M'

2M'
4:M'

SM'

M'
2M'

S3I

M
SM
SM
M
M
M
SM

SM'
2M'
4:M'

M'
2M
4:M
M'

M
4:M

6M
4:M

SM
4:M

bM

SM'

SM'
4.M
hM'
hM'

AM
SM'

Der hochste Index bei M
diesen Arsrumenten

6, ebenso bei M'. Setzt man aber in

&

M
M'

so nehmen dieselben folsrende Formen an:

2S

48

68

88

108

4y+48
T+ 38

2^+ 68

Y-1-33

38

8

2y+28
3y+ 38

Nach dieser TJmformu

Y das Vierfacbe. bei 8

682t

T+
2y+26

I

3t
2y-j-48

Y+58
T+ 76

3y+58
2yH-48

4Y-f-28

T+78
Y+ 98

Y+ 98

2y+88
3y4-58

2y+88

ist das hochste Vielfache Variablen

es eine Vereinfachung gewesen ware,

nach Vielfachen von 8 als Functionen

n kann daraus schliessen, dass

Coefficienten der Entwickluno
bestimmen

^ 11.

Berucksichtigt man die Bemerkungen des vorigen

Wahl der Variablen
Betreff

macht man sich die Kleinheit der

Bahnen der Hauptplaneten zu Nutzen kann man die oben
orgetragene Methode der Entwicklung von beliebigen Potenzen von o

ch sehr erheblich abkur Offenbar es mlich vortheilhaft zu
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nachst in dem Ausdrucke fiir U oder p das Glied

i a'^ e'^ cos 2 u'

zu vernachlassigen, die Potenz von U zu entwickeln, und dann nachtrag-

lich die erforderliche Correction anzubringen, welche selir einfach ausfal--

len muss. Setzt man

p^ = pQ^-|-^a^e'^ cos2 w'

so wird

* 1 111
3' d^ e^ cos 2 w'

-f- - . . . . . etc

p po 4 po

^ = ^-X- —5- «"^" cos2«'+ etc.

p po 4 Po

Da nun "bei den bequemsten und gebrauchlichsten Formeln fiir die

Aufstellung der Differentialgleichungen der gestorten Bewegung die un-

^eraden negativen Potenzen von p verlangt werden, so sieht man, dass

die notliige Correction mit Htilfe solcher Grossen auszufuhren ist, deren

Entwicklung audi schon ausserdem erfordert wird. Wenn jetzt fiir

— , -^ etc. die oben vorgetragene Methode mit der Abanderung in An-
po Po
wendung gebracht wird, dass zuerst nach Vielfachen von u entwickelt

ietzt den srrossen Vortbeil, dass X = 1 zu setzen ist,man

wahrend man oben X = 2 hatte. Dasselbe ist der Fall in Beziebung

auf die Entwicklung nacb Vielfachen von {u — w), und da p* oder po^

und alle Potenzen dieser Grossen als Punctionen der beiden Variablen
r

lu'— u), und u betracbtet werden konnen, so wird verlangt, die Coeffi-

cienten der ersteren Entwicklung nach den Vielfachen von u auszudru-

cken und zu ordnen. Man sieht aber leicht, dass diese letzteren Reihen

verhaltnissmassig stark convergiren werden, indem p" um so naher nur

eine Function von [u — u) ist, je kleiner die Excentricitat und Nei

bei den sich storenden Bahnen ist. Dieser Umstand empfiehlt bei Planeten

mit Zuziehung der mechanischen Quadratur in folgender Weise zu verfahren.

Um zur Entwicklunor von p" zu j^elangen, filhre man unter Specialisirung

Mathem. Classe. XL I
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von u fiir eine Reihe aquidistanter Werthe dieser letztern Variablen die

Entwicklung von po" aus, wobei nach dem Vorliergelienden X .= 1 zu
setzen ist; das sehr einfache System von Eecursionsformeln, welches hier-

bei gebraucht vs^ird, vs^erde ich unten anfuhren. Hierauf werden durch
die mechanische Quadratur die Coefficienten als Functionen von u ge-

Transformation, po**
funden und es bedarf nur

auf die gewohnliche Form zu bringen. Anf dieselbe Art man
Po ~% po"~^ und leitet damit auf die eben beschriebene Art p" ab.

Kaum wird es nothig sein, darauf aufmerksam zu machen, dass auch
die Entwicklung von po"~^ hinreicht, die ubrigen zii finden, wenn man
die Multiplication mit po^ in Anwendung bringen will.

Da die Anzahl Kreises oder der SpeciaU
gen von u, welche nothig werden, durch die Neigung und Excentricitat

der Bahnen wesentlich bedingt wird, so lasst sich dariiber nichts Allge-

meines sagen
;
jedoch diirfte nach den bei den kleinen Planeten bis jetzt

gemachten Erfahrimgen zu schliessen sein, dass die Eintheilung der Peri-

pherie in 12 Theile gewohnUch ausreichen wird; die Theilung in l6,

24, Oder gar 32 Theile wird bei den Planeten schon nicht oft erforder-

lich sein. Bei periodischen Cometen wird es wieder bequemer werden
die mechanische Quadratur zu vermeiden.

11.

Die eben vorgeschlagene Modification fiihrt auf die leichteste Art zi

sehr wichtigen Relationen, welche Hansen zum Theil ohne Beweis ge
geben hat'). Ausgangspunkt der Untersuchung ist bei Hansen die Dif
ferentialgleichung zweiter Ordnung:

doo^'^ x{l— x) 'da; x [1

welcher die hypergeometrische Eeihe

1} Die Herleitung dieser jetzt oft angewandten, fiir Planet.n wohl imraer hin-
reiciiencle Kurze gewahrenden Vorschrift-n , ohne die Zuziehung hypergeome-
Irischer Reihen auf welche dieselben bisher gestiitzt werden , als speziellenran aus clem Vongen, schien mir ein besonderes Interesse zu haben.

4.
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4 ^

geniiejt, und aus welcher die zur Entwicklun^ benutzten Eigenscliaftent)^*"^'C) ^ ^^XX^I.X.I.V.XX ^.^

^Xt>l^.llU.llj-jfliessen, wahrend hier das particulare Integral einer Differential

erster Ordnung zu deniselben Zwecke angewandt wird. Die letztere gibt

die Recursionsformeln mit grosster Einfaclilieit, wie nacli dem Folgenden

hervortreten wird.

Es sei:
"f

und

^\ =:fcosF

y\ =fsmF
so dass y und F Functionen von u sind, welche man nachher mit aqui-

distanten Werthen von u gleichzeitig specialisirt, so wird

Man kann hier nun wieder wie frviher verfahren, po" nach. Vielfachen

von Cosinus und Sinus der Vielfachen von iu'— F] zu entwickeln

aber sogleich ersichtlich wird, dass die >S2WM^-Coefficienten sammtlich

KuU werden. Mit der dadurch erlangten Yereinfachung fallt zugleich

die Schwierigkeit weg, welche wir fruher in der Unkenntniss des Ver-

haltnisses

gefunden liaben, so dass war jetzt, wenn Cx-fi, 5^x+i, C^+a, fi'--c+2 tin-

merklich zu setzen sind, Ca einstweilen gleich der Einheit setzend, die

Losung V= 17^ = auf correcte Art vermeiden. Die Bedingungen»

w^elche die Differentialgleichung {A) liefert, nelimen jetzt folgende Ge-

stalt an

:

Ueberhaupt wird aber die einfache Recursionsformel

:

(0) [i-n)J. Cf+4/o [i~\-l)Ci^i^[i-^n+2). f. O/+2 =
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zur Anwendung kommen, urn allgemein d aus Ct+i und C,--f2 zu be
stimmen. Nur fiir i = wird die Gleichung

2f.n Co+ ^y'o C, -f- (w-1-2)/. C2 =
anstatt [C] zu gebrauclien sein, wie eine leichte Betrachtung lehrt.

Urn den Factor zu finden, mit welchem die Coefficienten multipli-

cirt werden miissen, kann zwar, wie oben die Vergleicbung der Entwick-
lung mit einem speciellen Werthe von po" angewandt werden. Weit be-
quemer aber ist es, denselben Factor aus der Vergleicbung des eben ge-
fundenen Cq mit einem andern fur das constante Glied der Entwicklun'^
von po" leicht aufzustellenden Ausdrucke zu scbliessen. Man hat nam-
lich, far u'—F der Kurze halber x gesetzt,

1 r2Tr

^^
wenn Glied in der Reihe fiir (yq+/
tedeutet. Dieses Integral reducirt sich fur die in Betracht kommenden
Wertlie von n;

71 -—

-

X fj 3^ ri - s

auf die Function F' von Leg end re, fiir welche derselbe in dem dritten

Eande der Exercices de calcul integral, Tafeln gegeben hat. Bekanntlich

ergibt ausserdem das Gauss' sche Verfahren des arithmetisch-geometri-

schen Mittels dieselben Functionen durch eine sehr kurze Eechnung.
In den Entwicklungen fiir eine Reihe specieller Werthe von u wird

jetzt

cosi (m— F) = cQsi[u'—u—F^u) = cos [iF—iu] cos (iu— iu)

als

-J- sin [iF— lu] sin (iu— iu]

worauf dann die mechanische Quadratur die Coefficie

von u ergibt.

Druckfehler.

pag. 42 Zeile 9 von oten, statt (— ) Ues (—
^di^ \di
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