
Ueber die Eigenschaften der periodischen negativen

Kettenbriiche , welche die Quadratwurzel aus einer

ganzen positiven Zahl darstellen.

Von

M. A. S t e r n.

Wissenschaften vorereleert am 7. Februar

l.

Im Folgenden werden nur zweierlei Gattung Kettenbriichen

betrachtet, solche bei welche die sammtlichen Theilzahler 1 und

ganze positive Zalilen sind, solche bei welchen die

sammtlichen

Zahlen sind

eilzahler 1 und die Theilnenner ganze positive

die jedoch grosser als die Einheit seyn miissen.

Gattungen durch einen knrzen Ausdmck von einander

Urn

scheiden, werde ich die ersteren positive, die zweiten neg

Kettenbriiche nennen. Zur

branche ich ausschliesslich das Schema

a+ 1

Bezeichnung eines positiven Kettenbruches

fli + 1

a2 +
"M

««+

statt dessen auch

gesetzt werden soil.

(«, fli, a2 ... atn ...)

Zahler und Kenner des Naherungswerthes

([a, a\, . . . Q,n,

bezeichne ich, wie sonst, durch o, am und ax , am
A2
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Zur Bezeichnung eines negativen Kettenbruches brauche ich ausschliess

lich das Schema
b — 1

6,-1
l

b2

1

bin

oder auch

[b , bi , b2 . . . 6m . .

.]

und bezeichne Zahler und Nenner des Naherungswerthes

durch b, bm und bL , b

[6, 6i ... 6m]

m

Die Verwandlung von J/C4 , wo A eine gauze positive Zahl bedeutet,

in emen positiven periodischen Kettenbruch ist aus den Elementen be-

kannt. Die Entwickelung der Eigenschaften dieses Kettenbruches* ist

der Gegenstand mannigfacher Untersuchungen gewesen, welche ich als

bekannt voraussetze. Dagegen scheint man bis jetzt der Verwandlung

von \/A in einen negativen Kettenbruch noch wenig Aufm erksamkeit

geschenkt zu haben , obgleich dieser Kettenbruch , wie ich im Folgenden

zu zeigen hoffe, mancherlei eigenthumliche Eigenschaften besitzt, welche

ohne

2.

Der Weg, welchen zuerst Lagrange eingeschlagen hat, um die

Periodicitat des positiven Kettenbruches , welcher ]/"^4 ausdrfickt , zu

linden, kommt bekanntlich auf Folgendes zuriick. Man nehme an, es

sey A zwischen a2 und (a-\-l) 2 enthalten, dann hat man

VA = a + 1

<*i + l

«2-h

4-1
a

,
i

zm
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wo a, «i, a<i .. .am ganze positive Zahlen sind und der vollstandige

Quotient zm in die Form

z
VA + Im

m Dhi

gebracht werden kann, so dass /,„ und Dm ganze positive Zahlen sind.

In der Folge werde ich, zur Abkiirzung, Im den Zahler und Dm den

Nenner des vollstandigen Quotienten zm nennen. Man weiss auch dass

M tn
-

+ (A.ai, am . a\ , am _ i — a, am . a, am - 1)

(a, «2
^4 . «i ,

2m

wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem der Theil-

nenner aM erne gerade oder ungerade Stelle in der Iieihe a, ffi,... am & m

einnimmt.

Bezeichnet «m+ i die grosste in zm enthaltene ganze positive Zahl,

so ist demnach
YA + im

Dm
am + l + l Nun kann man wieder

*m+l
VA+ Im+1

2m+1

Dm + 1

setzen, so dass Im+ i nnd Dm+i ganze positive Zah-

len sind, und indem man diese Werthe statt zm+i in die vorhergehende

Gleichung setzt, zerfallt dieselbe in zwei, nemlich

Im + /m + 1 am+ 1 An
A a »+ l A»^m-f-l -j- DmDm+l

Aus der Verbindung dieser zwei Gleichungen folgt

*m *«n-|- l

A
hieraus erhalt man

/m-j-i + DmDm+ i

rm+ 2 J£i+ Dm+i(Dlit
Dm +

Rucksicht auf Gleich

D + «m+2 (Im+
Die Gleichung 3) zei

und da «m+ i mindestens

dass /, +

/„+ ,) + />

<|/04, also hochste / + a,

-2a.

1 ist, so folgt aus Gleich. 1) dass Dm hoch-

Dieselben Grenzen gelten bezuglich fur jedes / und jedes

aber in dem unendlichen Kettenbruche unzahlig viel voll-

stens =

D\ da

standige Quotienten vorkomr mtissen nach endlichen Reihe

Werthen , die vollstandige Quotient annehmen kann, dieselben

zusammengehorenden / und D einmal vorkamen, wieder
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kom da muss

hat man diesen Satz

Kettenbruch periodisch seyn

i der quadratischen Formen a

Spater

welche Beweisfiihrung nur in der Einkleidung von der Lagrange'schen

schieden ist.

Versucht

3.

Lagrange'schen Gedankengang auf den negativen

Bruch, welcher J/L4 ausdruckt, anzuwenden, so erhalt man Folgendes.

Da I/'A zwischen

VA b
l

u ? es ist also b

+ 1 liegen sol

2 nnd u ^>

so setze man' a-f- :6 und

Setzt man b
l

i

dass bi die nachst grossere ganze Zahl
a so

so 2 und

> Fahr auf diese Weise fort, so findet man

VA b i

b i

b2

1

b 1m
U

so dass fc, 6X , b2 . . bm
tn

> 2 sind und «m > 1

erhalt man den unendlichen

ganze positive Zahlen bedeuten, die sammtlich

Denkt man sich m unbegrenzt wachsend, so

druckt
o Kettenbruch elcher \fA aus-

einem Kettenbruche von dieser Form nehmen . wie bekannt
die Zahler und Nenner der aufeinander folgenden Naherungswerthe
immer zu und sind alle positiv, wahrend die Naherungswerthe selbst

immer abnehmen und immer grosser als VA bleiben.

Nun ist

VA in •ft, bm *> *m-l
u bi, bm— *D 6m-l

, also um
VA A 'h, Ki- bi, bm-l + Mm-Min-1

Setzt man diesen Ausdruck
VA+i

6, bm A . ftj , bm
m

dm
so soil wieder im der Zahler,

dm der Nenner des vollstandisen Quotienten um heissen, und es ist&

tm 6, bm . b, bm .x

dm

A.bi, bm .bx ,
bm _i

b i; bm

6,6
2

in A.bi.b 2

m

\/A, so ist auch b, Vm > A . b v , b
2

m , d. h. dm ist positiv. Da
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ferner auch
&

?
bm-l

]/A , also
6, Am *? Jm- 1

*n *m *n *m - 1
> A , so ist auch swt

positiv, mithin sind im und rfm ganze positive Zahlen.

Setzt man um bm+1
1

Um + 1

und um+1
VA+im+1

d
m-f- 1

SO dass

mithin auch im +\ und dm+i ganze positive Zahlen sind, so iindet man

hieraus

/ ^m+ 1 dm

A i
•2

m+ 1 dm dm +1
und aus diesen Gleichungen ergiebt sich

bm + 2 (t*i ++
ebenso Gleichun aus 1) und 3) abgeleitet

m vollkommen mit derselben xiberein

Die Gleichung 5) entspricht der Gleichung 1) und stimmt in der

die Gleichung 6) entspricht

der Gleichung 3), unterscheidet sich aber von ihr durch das Zeichen

des Produktes der Nenner der zwei aufeinandcr folgenden vollstandigen

Quotienten, welches dort positiv hier negativ ist. In Folge dieses Urn-

standes kann man daher aus der Gleichung 6) nur eine untere Grenze

fur im+ 1 ableiten , sie zeigt nemlich dass im + 1 > J/^4 also mindestens

= a -f- 1 = b ist , eine obere Grenze kann aber daraus nicht , „ wie dies

Damit fallt aberbei der Gleichung 3) der Fall war, abgeleitet werden.

auch die Moslichkeit we0.
T> t> ' in ahnlicher Weise, wie es Lagrang bei

dem positiven Kettenbruche , welcher \/A ausdriickt, gethan hat, zu

zeigen

,

ist

dass auch der entsprechende negative Kettenbruch periodisch

Indessen findet diese fundamentale Eigenschaft wirklich statt und

kann auf folgendem Wege nachg werden.

Wenn a, a\, «2 und

4.

or, «l9 ce2 ganze positive Zahlen sind, so

kann bekanntlich die Gleichung

fl-f-1

«2-h

«+ 1

«i+l
«2-h

t

\
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nicht statt finden, wenn nicht a

die Gleichung

N.

b 1

bi 1

b2

a, ax

P 1

1

ofx u. s. w. Ebenso kann

1

P2

nicht statt linden , wenn b, biy £2 • • • und /?, /J2 , /?2 . .

.

Zahlen bedeuten, die sammtlich >2 sind, sobald nicht 6

u. s. w. ist. Hat man also

ganze positive

bl l

(a, «! , a2 . . .
.) [£, ^i , 62 ]

so muss es moglich seyn, unmittelbar aus dem gegebenen positiven

Kettenbruche , den gleichwerthigen negativen abzuleiten.

Es ist zunachst von selbst klar, dass b= a-\-l ist; die folgenden

Theilnenner des negativen Kettenbruches ergeben sich aber aus einer

sehr einfachen Betrachtung. Man setze

(a, «x, a2 a+\
«i+l

dann hat man die Gleichung
R

a-f- 1 a -}- 1 1

ai-f-1 2 1

R 1+1
«i 2 + 1

R
deren Richtigkeit die unmittelbare Reduction ergiebt. Es ist also auch

1 + 1 2 1

«i 2-f 1 2 1

R 1+ 1

a, 4 + 1

Verwandelt man nun wieder 1 -f- 1

R
nach demselben Gesetze

«i 4+1
71

und fahrt so fort
,

so sieht man , dass sich nach k Operationen ein Ket-
tenbruch ergiebt, welcher mit
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1

1 + 1

aY
- 2k -j- 1

R
schliesst, wahrend, auf das Anfangsglied a+1 folgend, 2k— 1 Theil-

nenner vorausgehen , welche sammtlich = 2 sind , und deren entspre-

chende Theilzahler sammtlich = — 1 sind.

1st also «! eine gerade Zahl und — 2k ,
so erhalt man nach h

Operationen einen Kettenbruch, bei welcliem auf das Anfangsglied die

Anzahl 2£— 1 oder ^ — 1 Theilnenner, die sammtlich =2 sind, folgen,

worauf als Schluss des Kettenbruches der Ausdruck j-r-j = j-r- ^ folgt.

0+1
R

1st dagegen aL ungerade und == 2h+ 1 , so hat man nach h Ope-

rationen einen Kettenbruch, bei welchem auf das Anfangsglied die An-

zahl 2h — 1 = ai — 2 Theilnenner = 2 folgen, worauf der Ketten-

bruch mit
1

1+ 1

1 + 1

R

schliesst. Setzt man aber statt dieses letzteren Ausdrucks den gleich-

werthigen — 1 so ist dann wieder der Kettenbruch a -f- 1

2— 1 +
1-t-R R

in einen anderen verwandelt, in welchem auf das Anfangsglied a -+- 1,

wie im vorhergehenden Falle , aY
— 1 Theilnenner , welche = 2 sind,

folgen, worauf der Kettenbruch mit j~tTr
scnliesst

man nun R = o2 + 1 setzt , kann man wieder 1+ Rm

in

«3+i_
R l

Kettenbruch mit nur negativen Theilzahlern verwandeln, wel-

Mathem. Classe. XII.
B
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cher mit a2 -f- 2 beginnt
, worauf nach der vorhergehenden Kegel a* — 1

1Theilnenner = 2 folgen
, und dann—L. den Schluss bildet. Ebenso14- R 1

verwandelt man dann wieder 1+Ri in einen negativen Kettenbruch,
welcher mit % + 2 beginnt, worauf a5 — 1 Theilnenner =2 folgen

Es ergiebt sich demnach hieraus folgende einfache Kegel
1 • -*-— Ver

wandlung eines Kettenbruches von der Form (a, a, , a2 . . .) in einen
gleichwerthigen Kettenbruch von der Form [b, b1 ,b2 .. .]. Man bilde
nemlich aus der Reihe

die Reihe
O

>
al . «2 . «3 , «4 • •

+ 1, «! — 1, a2 -\-2, a5 —l, «4 -f-2
llgemein

,
urn die leztere Eeihe zu bilden

, jedes Glied ak aus
der Reihe 8)

,
sobald k> , urn eine Einheit vermindert , odei urn zwei

J^nheiten vermehrt wird, je nachdem k ungerade oder gerade ist
h., msofern a als das erste Glied der Reihe 8) betrachtet wird, ie

Stelle steht. Nach

Kettenbruch auf

nachdem ak in einer geraden oder
Anleitung der Reihe man
folgende Weise. Man beginne mit dem Theilnenner a+
ai — 1 Theilnenner = 2 folgen

,

hierauf

Theilnenner a2 -f- 2,

als nachsten Theil-
lasse hierauf a5 — 1 Theilnenner = 2 folgen , setz,

nenner a4 +2 und fahre so fort, so erhalt man den gesuchten Ketten-
bruch lb, bu b2 .^], vorausgesetzt , dass der Kettenbruch (a, alt a2 )u n e n d 1 i c h ist. 1st dagegen dieser letztere Kettenbruch e n d 1 i c h so
so smd zwei Falle zu unterscheiden. Ist nemlich die Anzahl der Theil-
nenner gerade, so dass etwa der letzte Theilnenner ^a2n+1 ist , so
bleibt die Regel dieselbe wie bei dem unendlichen Kettenbruche , ist
dagegen die Anzahl der Theilnenner ungerade und der letzte Theilnenner
etwa «2n+2

,
so muss man, wahrend alles Uebrige wie fruher bleibt,

statt dieses Theilnenners in dem negativen Kettenbruche nicht «2»+2 -f-2sondern o2»+ 1+ l setzen. Dies ergiebt sich unmittelbar aus dem Obi-
gen. Ware nemlich «2n+1 nicht der letzte Theilnenner? so Mtte fflan
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statt desselben «2n+i— 1 Theilnenner = 2 zu setzen, worauf der Ketten-

\
bruch mit - - schlosse. Bricht daher der positive Kettenbruch mit

1-j-i?

1
«2n+i ab, so muss =0, d. h. R= oo gesetzt werden. Die Kegel

bleibt also der positive Kettenbruch

Folgt aber in dem positiven Kettenbruche auf o2n + i noch ein Theil-

1
nenner a2n + 2 , so dass man R = a2n 4- 2 + dT setzen kann

,
also

•
, so muss man, wenn a2»-f2 der letzte

1 — 1

1+ fi
«2„ + 2+l+

Theilnenner ist, Ri = 00 setzen, folglich schlicsst der negative Ketten-

bruch mit «2« -f 2 -f
- 1-

Auf diese Weise findet man z. B.

l-f-2. =2 — 1

3+1
3

1+1 2

3+1

2 -1

2--1
4

1

2 1

2 1
"5

3+ 1

2 5-1
2

Im Allgemeinen entspringt also aus jedem Theilnenner des positiven

Kettenbruches ein oder mehr als ein Theilnenner des negativen. Eine

Ausnahme bildet nur der Fall , wenn in dem positiven Kettenbruche ein

Theilnenner <tk = 1 vorkommt , welcher in einer geraden Stelle steht.

Diesem wiirde in der Reihe 9) das Glied an. — 1 = entsprechen , was

also so viel heisst, dass dasselbe gar nicht vorhanden ist. In diesem

Falle folgt alsdann in dem negativen Kettenbruche auf den Theilnenner

o4-1 +2 unmittelbar der Theilnenner <** + i + 2. In der That ist

a 4. 1 = a + 1 — 1

+ 1 -
J*+ l

R
B2
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Fur die unendlichen Kettenbruche kann man die obige Re<*el&~ -*-»"-& m
der Kiirze symbolisch so ausdrucken, dass man sagt, es ist

{a, ait a2 ,
a5 , a4 . ...) = [«+l, aL

— 1, a2+ 2, o3— 1, a4 + 2, ...]

indem man statt der Symbole ax
— 1 , a3 — 1 u. s. w. so viel Theilnenner

= 2 setzt, als Einheiten darin enthalten sind. Auch ist, sobald ak in

einer geraden Stelle steht

(a, «i, «2 ...a*) = [a+1, «i —1, «2+ 2, ...a*

o.

Aus diesen Betrachtungen ergeben sich noch einige weitere For-
meln, von welchen ich spater Gebrauch machen werde. Wenn man
nemlich nach der obigen Kegel aus dem Kettenbruche (a, ax , ....«*.!, ak)
den Kettenbruch [b, bx ,

.

. . . bn. u bn] gebildet hat und es bedeutet s eine
gauze positive Zahl, welche nicht grosser als ak ist, so hat man auch,
wenn ak in einer geraden Stelle steht,

(«, «1? . . . ak — s)=^ lb, blf ... 6„.,J

Aus dem Theilnenner ak des Kettenbruches (a, ax ... ak) entspringen

nemlich die letzten ak— 1 Theilnenner des Kettenbruches [b, bL . . . bn],
d. h. die Theilnenner bn-ak+ 2 , bn „u bn , welche daher sammtlich

= 2 sind; streicht man die letzten s Theilnenner 6M _S+1 , . . . 6„_i, bm
so bleiben die ak— s— l Theilnenner 6„_ rt&+ 2 . . . . bn . A . Nun ergeben
sich aber

;
nach obiger Regel

, aus dem Gliede ak— s des Kettenbruches
(a, ai, ..

.
ak— s), da ak — s nach der Voraussetzung in gerader Stelle

steht, in dem gleichwerthigen negativen Kettenbruche ak —s— 1 Theil-
nenner, welche =2 sind und also mit den Theilnennern b„ „ . , A

iibereinstiramen. Als specieller Fall folgt hieraus: wenn
(a, «! . . . oa-l «A) b= [6. ^ . . . 6n - l5 6„]

und es steht ak in gerader Stelle, so ist auch

mitbin
{a, ax... ak -i, ak —l) = [6, bx . . . bn - x

0*— 1) a, a&-i + a, ak . 2 = b, 6„_i

(«*— 1) «i, flJl-i+ fl!, Oa_ 2 = *!. 6n-i
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oder
a, an— a, a*-i = b, bn .i

ai,ak— «],«*-! = blt on -i

und da a, a* = b, bn ; alf ak = A
i, 6„ so ist audi

11)
6, An — 6, bn-i = a, a/i-i

b\,bn— bi,bn -i = aisQk-i

6.

Es ist nun, nach dem Vorhergehenden , leicht die fundamentalen

Eigenschaften des negativen Kettenbruches , welcher J/J4 ausdriickt, zu

finden, wenn man die des positiven gleichwerthigen Kettenbruches als

bekannt yoraussetzt. Sei nemlich

y~A = (a, «!, a2 . . •) = [b, b x , b2 . .
.]

Nun weiss man , dass (a, aiy a2 . • .) ein periodischer Kettenbruch ist,

dergestalt, dass auf a die Glieder

a\, ct2 • • • Q>2i a\> 2a

folgen, welche sich in derselben Ordnung unendlich oft wiederholen.

Diese Glieder sollen die positive Periode heissen. Es wird sich

zeigen, dass auch der Kettenbruch [b, b {
,b2 ...] periodisch ist. so dass

auf b die Glieder

bi, b2 ... b2 , B\, 2b

folgen, welche sich in derselben Ordnung unendlich oft wiederholen,

diese Glieder werde ich die negative Periode nennen. Bei der posi-

tiven Periode unterscheidet man zwei Falle. Entweder hat sie kein

Mittelfflied , so dass ihr das Schema

«i, a2 . .- am , «,».•• «2. «i^ 2o

zukommt, oder sie hat ein Mittelglied g so dass ihr das Sche

o L , a2 . . . am 2a

zukommt.

Hat die positive Periode ein Mittelglied, so ist die Anzahl ihrer

Glieder eine gerade. Die sich in umgekehrter Ordnung wiederholenden

Glieder a1
,a2 ...am stehen beide mal zugleich in einer geraden oder in
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erste Periode schliesst, steht in einer ungeraden Stelle

M. A. STERN,

einer ungeraden Stelle; aus irgend einem dieser Glieder ah ergeben sich
also beide mal in dem negativen Kettenbruche entweder ah— 1 Tlieil-

nenner = 2 oder ein Theilnenner «* + 2. Das Glied 2a, welches die

und es tritt also
an dessen Stelle in dem negativen Kettenbruche das Glied 2«+ 2. Es
sind nun folgende Falle zu unterscheiden

:

Steht g in einer ungeraden Stelle, so entspricht demselben
in dem negativen Kettenbruche der Theilnenner g + 2. Der negative
Kettenbruch ist also ebenfalls periodisch und zwar hat seine Periode
die Form

«!— 1, a2 -|-2, .. ..gm— i, g+ 2, am— l, ... «2 -f 2, afr^l, 2a-f 2
wenn die Symbole ax — 1 . . . a~^x wieder die Bedeutung haben, dass
man statt jedes derselben so oft den Theilnenner 2 zu setzen hat, als
darin Einheiten enthalten sind. In diesem Falle hat mithin der negative
Kettenbruch ein Mittelglied g+ 2 und die Periqde schliesst mit 2a+ 2.

Steht g in einer geraden Stelle und ist zugleich eine gerade
Zahl

,
so treten an dessen Stelle in dem negativen Kettenbruche g— 1

(also eine ungerade Zahl) Theilnenner =2. Die negative Periode wird
dann durch

«i— 1, fl2+ 2, ... am -\-2, g—1, am -\-2, ... «2 -f 2, ^ — 3, 2a+ 2
symbolisch dargestellt; sie hat also wieder ein Mittelglied, welches nun
der mittlere in dem Symbol 1^1 enthaltene Theilnenner ist und schliesst
wieder mit 2a -\- 2.

Ist dagegen g eine ungerade Zahl, so bleibt die symbolische Form
der negativen Periode dieselbe, sie hat aber nun kein Mittelglied, da
g— 1 eine gerade Zahl ist.

Hat die positive Periode kein Mittelglied , so wird der negative
Kettenbruch wieder periodisch seyn und ein Mittelglied =2 haben,

Periode bild Perioden des positiven Ket
tenbruches. In diesem Falle steht nemlich das Schlussglied 2a der
ersten positiven Periode in einer geraden Stelle, es sind also statt

desselben in dem negativen Kettenbruche 2a— 1 Theilnenner = 2 7u
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-etzen, der mittlere derselben ist das Mittelglied der negativen Periode;

das Glied 2a dagegen, welches die zweite positive Periode schliesst,

steht in einer ungeraden Stelle und es ist daher statt dessen in der

negativen Periode 2a -f- 2 zu setzen , womit dieselbe schliesst.

Hierin sind also folgende Resultate enthalten

:

Der negative Kettenbruch, welcher J/14 ausdriickt, ist wie der

positive , ein periodischer , auch hier folgen auf das Anfangsglied (a -f- 1)

eine Anzahl Glieder, die sich, mit oder ohne Mittelglied, in umgekehrter

Ordnung wiederholen , das Schlussglied (2a -f- 2) ist auch hier das Dop-

pelte des Anfangsgliedes.

Die negative Periode hat nur und immer dann kein Mittelglied,

wenn die positive Periode ein ungerades in gerader Stelle stehendes

Mittelglied hat.

Da bei dem positiven Kettenbruche kein dem Schlussgliede voran-

ehendes Glied der Periode grosser als das Anfangsglied a seyn kann,

so kann bei dem negativen Kettenbruche keines dieser Glieder grosser

als a+ 2 seyn , d. h. es kann keines derselben das Anfangsglied a -f- 1

der negativen Periode urn mehr als eine Einheit libertreffen. Es folgt

hieraus dass bei dem negativen, ebenso wie bei dem positiven, Ketten-

bruche kein Glied der Periode so gross als das Schlussglied seyn kann.

&

7.

Sowie man, nach dem Vorhergehenden , aus den bekannten Theil-

nennern des positiven periodischen Kettenbruches , die Theilnenner des

gleichwerthigen negativen ableiten kann, ebenso kann man auch aus

den bekannten Zahlern und Nennern der vollstandigen Quotienten des

positiven Kettenbruches die Zahler und Nenner der vollstandigen Quo-

tienten des negativen ableiten und auf diesem Wege fur die letzteren eine

obere Grenze linden (vgl. §. 3).

In dem Kettenbruche (a, ax . . . a&) stehe ak in einer geraden Stelle

und es sei

(a, a1? ...ak) = [b, &!,.-. bn]
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kann man audi setzen (§. 2

J/04 = a + 1 6—1
«1 + 1 />, — 1

«2~l- 62

+ 1 1

«A"M 6m — 1

K-4+ /a- 1/4 2n

Alsdann ist

Z>* rfn

2
a, ak — A.ai, ak = Dk

b, bn — A.bi, bn = dn
und da a, ak = b, bn und «lf oA == 6lt bn so ist

12) 4 = Dk
Da nun A: der Voraussetzung gemass u n s e r a d e ist , so heisst dies

:

die Zahlen aus der Reihe Dn, £>, , D geraden
haben, kommen auch in der Reihe d , du dz ... vor. Es ist ferner, da
ak in gerader Stelle steht (§. 2)

und zugleich

h = A . a\ , an . «i , «*- 1 — a, ah. a, ak- 1

in = 6, 6„ . 6, 6M _i — ^4 . 6X , 6n , . 6lt 6n _i
Hieraus folgt

/a + Dk = a, an {a, ak— a, «*>i) — A . ax , ak {ax , ak — alt «*_i)

Setzt man in diesem Ausdrucke b, bn statt a, ak und 6X , bn statt

»i, a* und berucksichtigt die Formeln 10) so ergiebt sich unmittelbar

13) in = Ik -\-Dk

Nun ist a* +1 die grosste ganze in r__±_* enthaltene Zahl, 6„+ 1

die Zahl zu V"j**; oder, wie ich im Folg

agen werde, es gehort h und Dk zu a*+1 *) und in und rf„ zu 6rt+ 1 ;

) Zu ox gehoren /o und Do; da a aus
" /* entspringt, so kann man sagen

und

1

und D-\ = 1 setzt.
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zugleich ist bn+ \ = a*+i4-2. Sei ferner 6, + 1 der Theilnenner des

negativen Kettenbruches, welcher aus a*+ 3 entspringt , so dass bs+i

o/i^3-f-2; dann gehoren h + 2 und Dk + 2 zu 0A+ 3 und gs und d, zu

bs+ i- Nach den Formeln 12) und 13) findet man in und rfn aus h und

Da und ebenso is und d5 aus /*+2 und /)*-j-2- Die Aufgabe aus den

Zahlern und Nennern der positiven vollstandigen Quotienten die Zahler

und Nenner der negativen vollstandigen Quotienten zu finden, ist also5UW ' ~~ ' wx*o TO*x^x&

gelost, sobald man noch nachweisen kann, wie man mit Hiilfe von

h+i und Da+1j welche zu a*+ 2 gehoren, die Zahler und Nenner der

vollstandigen Quotienten linden kann, welche zu den 0* + 2— 1 Theil-

nennern = 2 des negativen Kettenbruches , die aus a* _|_ 2 entspringen

(wenn nicht oa+2= 1) gehoren, d. h. zu b„+ 2 , K+z ^n+ ak±z
^s

sind demnach in+i und 4»+i> in + 2 und d„-j-2 *» + a . ,
und

rf»+ a , _
x
zu bestimmen. Zugleich ist nach der Formel 12) und 13)

in+ ak+2
=

*•
= /a+ 2 ~+~ D*+*

Aus (Form. 5)

«n+ 1 = 6„+ i<J„— in — (a*+ 1 -f 2) Dh — (/*+ /)*)

und (Form. 1)

ak+ 1 Dk = h -f- /a+ 1

folgt aber

15) *»+ i = /*+i + Dk

ferner ist (Form. 6)

16) dn-i
in -A ^ (h+ Dk)2 - A

dn Dk

Dk+ 2Ik -Dk-i

und (Form. 7)

d„+ 1 = bn+ 1 (*»+ 1 — in) 4- dn - 1

oder da bn+i = «A + i4~ 2
' *»+ t — »» = **+ i — h

d„+i =ss ajt+ i(/A+t — J*)4-2/a+i4-#a — Ai-i

also da (Form. 4)

Dk+ 1 = «a+ 1 (J* — J*+
1) 4- Dk

17) dn+i .= 2h-\-i Ji-Dk— Da+i

Mathem. Classe. XII. C
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Hierdurch sind zunachst in+ x und rfM+i bestimmt Urn nun noch
?n-j-2 und fi?n -|_ 2 u. s. w. Zu finden, bemerke man Folgendes. Die
Differenzen der zwei Reihen

*

ln+ 1 In
-J- 2 • • • • *n -j- a

dn dn+ 1 dn -j_ a

k+2

h+2
sind constant und gleich. Wenn nemlich drei aufeinander folgende

Theilnenner br , 6r+1 , br+ 2 sammtlich = 2 sind, so folgt aus 5)

4^/^fcLSfe dr = is±jL±l. A^^hlSkkO ' r o ' **r+ 1

2

2

und aus Formel

dr+ 1 == 2 («r+ i — *.) -|_ r̂-1

Setzt man in der letzten Gleichung statt dr+i und dr . t die vorher-

gehenden Werthe, so erhalt man

»r + 1+ *r+ 2 _ o /

.

\
x , *r_ ! -f- *.

" \*r + 1

oder
• 2 2

«r+ 1+ *»+ 2 = 4 (//•+ j — ir) -f fr_ ! -|_ ^

Statt dieser Gleichung kann man aber schreiben

18) tr+ 2 *r+ 1 — («r+ 1 — *r) = «V+ 1 «V— (4; I,-
1)

d. h. unter der Voraussetzung , dass br , br+ 1 , br+ 2 sammtlich = 2 sind,

sind die zweiten Differenzen der Reihe

einander gleich. Da nun in der That

6n+2, 6n -f 3 • . . 6„-|- a
2

sammtlich = 2 seyn sollen , so gibt die Voraussetzung von r= n -\- 2 bis

r = »-|-«a-|.2— 2 einschliesslich , d. h. die zweiten Differenzen der Reihe

19) »i»+l, *«+2 2rt+»
A+ 2

sind alle gleich. Aus ir-i-\-ir = 2dr -i folgt aber auch

ebenso
ir — ir-l = 2 (dr-l ir-l

mithin
*r+l ~ *V = 2 (rfr Ir)

(fr+1— fr) — (tr-lr-i) = 2[rfr ~rfr_ 1 ) _ 2 (ir— ir -l)
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und da
2(fr — ir-l) = dr — dr - 2

so ist

(«V+ 1 — «r) — («r — *r- l) = «?r — 4- 1 (#V- 1 rfr-a)

mithin sind die zweiten DifFerenzen in der Reihe

20) dH , dn+ i, <*»+ +
ebenfalls constant und den zweiten Differenzen der Reihe 19) gleich.

Der Werth dieser constanten Grosse ist aber leicht zu finden. Denn aus

dn+2 == 2 (»»+ J— «'n + l) + dn t& 4 (rf»+ l *«+ l) + dH

folgt

dn -l 2
— 2dn+ i + rfw = 2rfn+ 1 4- 2</n— 4«n+ i

also, wenn man die Werthe von 4 4-1, </», *»+i aus den Formeln 17)

12) und 15) einsetzt,

(d« + 2 — 4+l) — (rfn+l — dn) = — Wk+1

welches die gesuchte Constante ist.

Aus «„+ 2— «»+i = 2(rfn+1 ~ in+ i) folgt ebenso

t»+2— «»+i = 2(7*4-1 — 2>*+ i)

Man findet daher die aufeinander folgenden Glieder der Reihe 19) durch

die Formel

21) M-i+« = Dh+*+' + 2 ('*+i - ^ + * — *(*- 1) *>* + i

7)*+ 7* 4. i + (27* 4. ! — />* 4. 1) x— D* 4- 1 **

indem man fur x die Werthe 0, 1 ... 0*4-2 — 1 setzt.

Da ferner

4.1— da — 27*4- 1
~~ &k+ 1

so werden die auf einander folgenden Glieder der Reihe 20) durch die

Formel

22) rf„4..= ^*+(244-i—Dk+i)x—x(x—l,Dk+i^Dk+2h+i<B—Dk^x2

dargestellt, indem man fur x alle Werthe von x= bis x= 0*4-2 setzt,

dass also das i welches zu einem bestimmten x gehort und das d

welches zugleich zu x+1 gehort , Zahler und Nenner desselben voll-

standigen Quotienten sind. Der W7
erth x= ak+ 2—l in 21) substituirt

bt iibereinstimmend mit 14) wenn man die Formel 1) und 4) beruck-

C2

so

s



20 M. A. STERN,

sichtigt ««+fl
A ,

2
= /A+2+ A+2 und ebenso giebt die Substitution

x = ak+ 2 in 22) wieder 4+^ 2
== #a+ 2-

8.

Fur das Folgende benutze ich eine einfache aber, soviel ich weiss,

noch nicht bemerkte Eigenschaft des positiven periodischen Ketten-

bruches welcher \/~A ausdruckt.

Bezeichnet wie bisher ak die grosste ganze in V ~*~ k~J enthaltene
Dh-x

Zahl, so ist mithin (ak -+- 1)DA _ 1>«+ /A_i, setzt man hier statt akDk^
Werth h-i-\-Ik , so erhalt man /A_ 1 _j-/A _|-Z)A.1> a -|-/A„ 1 , mithin

23) Ik + Z>A_! > a

Hat die Periode des Kettenbruches ein Mittelglied, welches aus

bekanntdem vollstandigen Quotienten r A ~^ In
entspringt, so ist,

Im+i= Im ; /m+2= Im-i u. s. w. und zugleich Dm+ X = Dm. x , Dm+ 2 =Dm-2
u. s. w. Nun ist nach 23)

also da Im+ r+1 = /m. r und 2>ro+ r = Dm. r auch

und wenn m — r = # gesetzt wird , also k m

h-{-Dk >a
Ferner ist nach 23)

also auch
lm-r -f" Z)m -r-l ^> «

Jm + r+l -f- #m+r+l > «

es ist mithin fur jeden Werth von k

J*-f-D*>a*).
Hat die Periode kein Mittelglied oder, wie man auch sagen kann

zwei Mittelglieder , und sind K-4 + /m-i Vj±±Jm d[e zwei voustan .

/>„,-! Dm

Anmerk
wenn k=— 1, wo Z)-i= l, /-i=0 (vgl. §.7
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digen Quotienten, welche zum ersten und zweiteii Mittelgliede gehoren,

so ist bekanntlich Im + i = /»-i, Im+ 2 = /m-2 u. s. w. und Dm-i = Dm ,

Dm + 1 = 7)m _ 2 u. s. w.

Man hat also wieder Im+r -\-Dm+r-i*>a und mithin 7„,_r -j- £>„_,> o.

Ebenso folgt aus /m . r+ Dffl . r_i>a auch /m+ r+ Dm + r >o. Mithin

hat man fur jeden positiven periodischen Kettenbruch den Satz : die

Summe des Zahlers und Nenners eines vollstandigen Quotienten ist imraer

grosser als die grosste in y"A enthaltene ganze Zahl.

9.

Da 7*4.1 -\- Dh+i>a und h + 2 hochstens =a ist (§.2) also jed

falls Ik 4- 1 + Dk + 1> h + 2 so ist auch nach Formel

oder
h+i -f- Dk+ i > «a+2#a+i — h+i

24) 2/4+ 1 >(a4+ «-l)/)*+ i

|/* + /*
Andererseits ist, insofern 0*+ 2 die grosste ganze in =r — ent

haltene Zahl bedeutet, (o4+ 2 + l)l>* + i > « + /*+ i also jedenfalls

25) 2/4+1 <(a4+2+ l)Z>A+1

Hieraus ergiebt sich unmittelbar folgender Satz

:

Wenn a*+2 eine ungerade Zahl ist, so werden die Glieder der

Reihe 21) bis zum
g*+!~~ +lten einschliesslich, d.h. bis *=^I±_

2 2

zunehmen und von da abnehmen. Denn die ersten Differenzen sind

2/*+i — 2D* + i, 2&+i—2 .*Jfc+t, 2/a + i-3.2Da + i....

#A -4- 2 " 1
Nach 24) und 25) ist aber 27*+ i

£-3 27)* + i positiv und

2Ik + 1
-^+l±l2Dk + 1 negativ.

1st oa + 2 eine gerade Zahl, so werden die Glieder jedenfalls bis

°k+ 2
ten einschliesslich wachsen und vom -^~- + 2ten an abneh-zum

2 2

men. Denn aus 24) folgt umsomehr 27*+ 1 >(a* 4- 2 — 2) 7)* 4- 1 also ist
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«A+ 2
2h+ i — {—- l)2Dk+ 1 positiv. Andererseits folgt aus 25), dass

2/*+ i — (—±i -}- 1)2Z)4+ 1 negativ ist. Dagegen kann das -* + 2

-f- 1 te

Glied, sowohl zur wachsenden als zur abnehmenden Reihe sehoren. Ist

ak+ 2Dk+ i = 2h+ i, was nur und immer statt findet, wenn Ik+ 1 =zIk+2
so wird das Q±* -flte Glied dem ^±iten Gliede sleich sevn und2

-

—

lcu vjueue gieicn seyn

beide werden also den Maximalwerth ausdriicken.

Aehnlich verhalt es sich bei der Reihe 22). Hier sind die ersten

Differenzen

2h + i— Dk+i, 24+ 1 — 3Z>a^_! u. s. w.

Ist nun ak + 2 eine gerade Zahl, so werden die Glieder der Reihe

22) bis zum —± j_ 1 ten einschliesslich zunehmen , die folgenden ab-

2
ehmen, da 2Ih + 1 — Dk + 1 kleiner als

(l

h±1.2Dh + 1 und grosser als

a^l-l)2Dk+1 ist

ft j
o

Ist ak+ 2 ungerade, so wird das -A±AIlL- te Glied zur wachsenden

oder abnehmenden Reihe gehoren konnen, wahrend die vorhergehenden

Glieder jedenfalls wachsen, die folgenden abnehmen. Ist 2/ft+ i
— Z>a+i

(oa+2— l)Dk+ i, also /a +1 = /a+2 , so ist das °* + 2+ te Glied dem
12

ten gleich und beide die grossten.
2

10.

Aus dem Vorhergehenden leitet man nun leicht eine obere Grenze
fur die Zahler und Nenner der vollstandigen Quotienten des negativen

periodischen Bruches ab, und zwar ergiebt sich, dass beide niemals

grosser als A seyn konnen.

Man schreibe statt der Formel 22)

26) d„ + x— ^Pk+ 1+ 2/a+ 1
D*+ i x — Dl+±x

Dk + l

\
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1st nun ait+ 2 gerade, so wird, nach dem Vorhergehenden , das Glied

der Reihe 22), welches zu a?= —~ gehort, das grosste seyn. Der

Werth desselben ist aber

Dk Dk+i + /a+iA+ i ak+ 2 — (
T«+2ft+l\ 2

#A+ 1

Nun ist DkDk+i = A— i|+i; a*+ 2 A+i = J* + i -+- A+2, also

ist dieser Werth

^
2

A+ i
/

Dieser Werth ist mithin immer kleiner als A, ausgenommen wenn

Dh+i — li in welchera Falle, wie bekannt, h+ i = J*+2, so dass als-

dann das grosste Glied der Reihe 22) den Werth A hat. Dieser Fall

wird aber immer und nur dann eintreten [ wenn die Periode des positiven

Kettenbruches kein Mittelglied hat. Dann steht nemlich das Schluss-

glied 2« dieser Periode in einer ungeraden Stelle, setzt man dasselbe

= ak+ 2, so ist ak+2 ^ine gerade Zahl und zugleieh Dk+i = 1. Dies

ist aber auch der einzige Fall in welchem der Nenner eines vollstandi-

gen Quotienten des negativen Kettenbruches den Werth A erreicht.

«y-2-j-l

2
Ist nemlich a^+2 ungerade, so ist im

zu setzen. Macht man nun dieselben Substitutionen , wie im Vorher

gehenden, so verwandelt sich die Formel 26) in

A h-t-i — h +r±tl 2 2

(-4+1 X-Da+- — 1^— -r «+i <,—*+.
j

j r» /a+1 + lfc+ 2
oder, wegen a*+ 2 i>* + i = —-—~ -E- in

J //a+1 /*+ 2
2

2 / ,/*+!— /jfc+2 #*++ 1

• A + i 2 4
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Was nun den Zahler in und Nenner dn des vollstandigen Quotienten

betrifft, der zu einem Theilnenner der negativen Periode gehort, welcher

aus einem in einer ungeraden Stelle befindlichen Theilnenner des positiven

Kettenbruches entspringt, so ist deren Werth durch die Formeln 12)

und 13) gegeben. Da dn= Dk, so ist mithin £?n <^2|/04, also dn <^A
sobald A> 4. Es bleiben also nur noch die Zahlen .4— 2 , A= S tibrig,

bei welchen die unmittelbare Rechnung zeigt, dass hier kein Nenner

d„ > A vorkommt. Da ferner i„ = h-\-Dk, so ist jedenfalls in < 3J/04,

also in <1 A sobald A *"> 9. Es waren also nur noch die Zahlen A
2, 3, 5, 6, 7, 8 ubrig, bei welchen man sich wieder durch unmittelbare

Rechnung iiberzeugen kann , dass bei denselben kein Zahler in > A vor-

kommt.

Man findet demnach als schliessliches Resultat, dass die Zahler

und Nenner der vollstandigen Quotienten des negativen periodischen

Kettenbruches in der Regel kleiner als A sind, und nur in dem einen

oben erorterten Ausnahmefalle den Werth A haben.

11.

Mit Hiilfe des Vorhergehenden lassen sich viele Satze , die fur den

positiven periodischen Kettenbruch bereits ermittelt sind , leicht auf den

negativen tibertragen. Ich hebe nur einige hervor von welchen ich noch

Gebrauch machen werde. Der Nenner des vollstandigen Quotienten,

welcher zum Schlussgliede 2a -j- 2 der negativen Periode gehort , ist = 1,

der Zahler = a + 1. Ist nemlich K^ ±_^ der vollstandige Quotient,
dm

welcher zu dem Schlussgliede gehort, so muss der nachstfolgende voll-

standige Quotient V—±Mii wieder dem ersten ^A ~^\ aus welchem
«m-fl d

sich der Theilnenner bL ergibt, gleich seyn. Da nun

VA = b
X

VA±i
d
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so ist im+ 1= iz=b= a-\-l; dm+i = d= b?'— A; nun ist dmdm+ i=&+ 1—A
also rfOT = 1 und daher em = a -f- 1.

Umgekehrt muss ein vollstandiger Quotient , dessen Nenner = 1 ist,

dem Schlusssrliede eehoren. Ist nemlich —

—

der vollstandigezu _~& „
dm

Quotient welcher zu bm+i gehort und dm= l. so ist bm + i= a-\-l-\-im

und da im -j. i = bm+ x dm —im auch •„.}- 1 = a -f- 1 — • und dm+ 1 = d da

4.4.+1 = {im+ i)
2 -A = (a+ l)2—A

Man kann ferner beweisen, dass die Gleichung

a?2 — yfy
2 = dn

wo dn eine ganze positive Zahl bedeutet, sobald dn <lJ/04, immer

dann eine Losung wenn dn der Nenner eines

vollstandigen Quotienten ist, welcher zu einem Tlieilnenner bn+i des

negativen periodischen Kettenbruches [b, blt b2 • • bn , bn+ i . .
]

gehort,

welcher — ]/A ist , und zwar ist x= b, bn ; y= bi, bn . Man hat hierbei

nur die Eigenschaft eines negativen Kettenbruches zu beriicksichtigen

.

dass bei einem solchen die Naherungswerthe sammtlich grosser sind als

der ganze Werth und zugleich jeder folgende Naherungswerth kleiner

als der -vorhergehende , dagegen Zahler und Nenner eines folgenden

Naherungswerthes beziiglich grosser sind, als Zahler und Nenner eines

(JO

vorhergehenden. Soil nun entschieden werden, ob ein Ausdruck — ein

Naherungswerth eines negativen Kettenbruches, welcher den Werth ]/^4

hat, ist, so verwandele man — in einen negativen Kettcnbruch, welcher
y

[b y
6X , b2 . . bn) sey, also x= b,bn \ y — b\ % bn . Den unmittelbar vorher-

gehenden Naherungswerth [b, bi,b2 .. • 6n-i] nenne man — also x =^b,bn^. l ;

yo

yo bi,bn-i> Nun kann man jedenfalls ]/~A = - setzen, soil

py — yo

aber — ein Naherungswerth von A seyn , so muss p ]> 1 seyn und
y

X "

umgekehrt ist p> 1, so ist — ein Naherungswerth von V A. Da nun
y

D2
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— — \/~A === —— - und x y— xy = 1 so ist \^A
1

y y vy — yo y y{py—yo)

X 1
sobald also p *> 1 ist T/C4 < —— . und umgekehrt. Aus

y y\y— yo)

x2— Ay2= rfn folgt aber —

—

yA= " --— , also

y yix+yV^Ay x-{-yV~A y—y

odcr d„(y

—

yQ) <^ x -{- yV^A , wenn — ein Naherungswerth von \TA seyn

soil. Da nun y—yo positiv und kleiner als y ist, so ist, wenn dn <CVA,

dn iy— y )<CyV
rA und um so mehr dn (y — y ) < x -{-y\^A , also ist auch

ein Naherungswerth von \/~A. Andererseits ergiebt sich aus der
x

y

Gleichung dn =^b,bn — A.bi,b
z

n (§.3), dass der Gleichung x2— Ay2 —dn

durch die Werthe x — b, bn und y — 6lf bn wirklieh Geniige geleistet

wird, sobald dn unter den Nenner der vollstandigen Quotienten vor-

kommt, welche in der Entwickelung des negativen Kettenbruches er-

scheinen , weleher = V^A ist.

Es folgt hieraus , dass der erste Nenner dn = 1 zu der Losung der

Gleichung x2 — Ay2 = 1 in den kleinsten ganzen Zahlen fuhrt; dies ist

der Nenner, weleher zum Schlussgliede der ersten Periode t3

da kein vorhergehender = 1 seyn kann.

Auch folgende Eigenschaft kann hier ebenso wie bei den positiven

periodischen Kettenbriichen bewiesen werden. Wenn die ersten Theil-

nenner b, b\, 62 ---^2i ^i> 26 sind, so dass zu dem ersten b\ der voll-

standige Quotient ^— u. s. w. zu dera zweiten bi der vollstandige
d

Quotient —^ gehort , also zu 26 der vollstandige Quotient .—xi
* 1

und die Periode hat ein Mittelglied bm , zu welcheni der vollstandige

Quotient -— — gehort, so sind die Zahler der vollstandigen Quo-

tienten paarweise gleich , nemlich i = ik+i; iL = •* ; bei den Nennern

dagegen kommt ein Mittelglied dm -i vor, wahrend die iibrigen Nenner
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gleich sind, nemlich d= dh\ dj =f «fc-i u. s. w. Hat dagegen die Periode

kein Mittelglied, oder vielmehr zwei Mittelgliedex , zu welchen die voll-

standigen Quotienten -— '

m~ 1 und
"*" m

gehoren. so sind die
«m-i dm

Nenner paarweise gleich, dm -i = dm u. s. w. Dagegen haben die Zahler

ein Mittelglied im wahrend die librigen Zahler paarweise gleich sind,

nemlich i = ih+ i ; i = h u. s. w.

Aus der Gleichung A = im— dm-\dm (§.3) folgt also in diesem Falle

A = i
2

m— dm , d. h. wenn die negative Periode kein Mittelglied hat, ist

A die Differenz zweier Quadrate. Dies gilt also von alien Zahlen deren

positive Periode ein ungerades in gerader Stelle stehendes Mittelglied

hat (§. 6).

12.

Hat die Periode des negativen Kettenbruches ein Mittelglied welches

bn+i heisse und gehen diesem die Theilnenner b,b
l
,b2 ...bm voraus, so

sey x der Zahler, y der Nenner des Kettenbruches [b, b\, b2 . . .bm , bm +\,

bm -- b2 , b{\ und — = F, ferner sey b,bm= p; bi,bm— q, b, £m _i =/> ;

y

h, bm-i === qo\ h, bm = q\ ; b2 , bm -i = px ; £_ = / so findet man

p 11 (
bfn+i9 — 9o)P— qPo

also wenn man
{bm+iq— 2qo)q

J

28) bm+iq— 2qo = I

setzt

29) x = Ip — 1 ; f

und — — £ =c — F— /* mithin

30) F2 — 2Ff-\-f2
1

V
2

audi a?2— ^2 = 1 oder F2 — A 1

f
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also 2Ff—f2 = A oder F = A j~^
2/

h

31) F m t+A£ und \ * (Pl+^-A
2pq f \ 2pq

nun ist auch p
2 — Aq2 = dm mithin

•

oder
dm = (p

2+ Aq2
)

2 - A (2pqf

also

p
2
-f- Aq2

^
2 _ __ /</OT \ 2

32) y = ^P- und nach 31)

33) * p
2+ -4g2

Aus 32) und 29) folgt

34) /

dm

Aus p
2— Aq2 = dm folgt aber , wenn man diese Gleichung mit 2 multi-

plicirt, / -i- = 2. Nach Form. 34) ist aber JL eine sranze Zahl,
dm dm ' dm & '

also auch y
. Da nun p und y keinen gemeinschaftlichen Faktor

(Jm

haben, so muss 2A durch rfm theilbar seyn, mithin wenn A eine Prim-
zahl, muss dm= 2 oder = A seyn. Ist A eine Primzahl von der Form
4» + 1 , so muss , iibereinstimmend mit §. 10 , dm = A seyn , da dann

p
2 — Aq2 nicht =2 seyn kann; ist dagegen A eine Primzahl von der

Form 4« -j- 3 , so kann nicht p
2 — Aq2 = A seyn , also muss dann

dm = 2 seyn.

Wenn in dem negativen periodischen Kettenbruche , welcher

VA ist
,

ein vollstandiger Quotient den Nenner dm = 2 hat , also die

Gleichung x2 — Ay2 = 2 losbar ist, so muss auch, insofern VA^>2,
die Zahl 2 unter den Nennern der vollstandigen Quotienten des gleich-

werthigen positiven Kettenbruches vorkommen, und zwar dort zu einem

vollstandigen Quotienten gehoren, aus dem sich ein in ungerader Stelle
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stehender Theilnenner ergiebt. Wenn aber liberhaupt 2 als Nenner

eines vollstandigen Quotienten in dem positiven Kettenbruche vorkomnit,

so muss dieser zum Mittelgliede gehoren*), die Periode des positiven

Kettenbruches muss also ein in ungerader Stelle stehendes Mittelglied

haben, folglich muss auch die Periode des negativen Kettenbruches ein

Mittelglied haben (§. 6). Kein Nenner eines vollstandigen Quotienten

des negativen Kettenbruches kann also = 2 seyn, sobald dessen Periode

kein Mittelglied hat. Hat diese Periode ein Mittelglied, so kann unter

den Nennern der vollstandigen Quotienten nur ein einziger seyn, welcher

2 ist und dieser muss zum Mittelgliede gehoren. Jedenfalls muss

dann, wie eben gezeigt wurde, in dem gleichwerthigen positiven Ketten-

bruche, der Nenner des vollstandigen Quotienten, welcher zum Mittel-

gliede gehort , = 2 seyn , und dieses Mittelglied muss in gerader Stelle

stehen. Seyen nun im positiven Kettenbruche die dem Mittelgliede

vorausgehenden Theilnenner a. a\ ...a2w-i und *~ = {a, a
{ ...«2m-i), also

p
2 — Aq2 = 2 , mithin sind x == p , y = q die^ kleinsten Zahlen , welche

die Gleichung x2 — Ay2 = 2 losen. Dera Mittelgliede im negativen

Kettenbruche werden also die Glieder

o + l» «i — l...a2m-i — 1

vorausgehen und es wird — = [a -\- 1 , ax — 1 . . . ($2m- 1— 1] seyn , also

muss auch, wegen p
2— Aq2 = 2

f der zum ^littelgliede gehorende Nenner

in der negativen Periode = 2 seyn. Gabe es nun noch einen anderen,

also dem zum Mittelgliede gehorenden vorausgehenden , Nenner = 2 , so

ware auch die Gleichung p\ — Aq\=2 losbar, so dass p
l <Cp, q

l <Cq
ware, was nach dem eben Gesagten nicht seyn kann.

13.

Setzt man dm = 2
y
indem man im Uebrigen die Bezeichnung des

:

) Man vergleiche meine Abhandlung rZur Theorie .;

Journ D Bd. 53. p. 43.,
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vorhergehenden §. beibehalt , so folgt aus 34) dass dann l— p = bq— q
l

und mithin nach 28)

oder

bm+iq— 2q = bq— qx

w+l

d. h.

?

bm+l
9

o

"I /~ A |
•

Da nun 6»,+ i die nachst grossere Zahl zu J~ m
ist und im ^> V^i,

so ist bm+ \ mindestens ==6, andererseits kann bm -\-i nicht grosser als

b -f- 1 seyn (§.6); im ersten Falle ist daher q
l = 2q , im zweiten

q = 2q — q
1 also q -f- q

l = 2y .

Hieran kniipfen sich ganz ahnliche Resultate, wie sie Goepel zuerst

bei den positiven periodischen Kettenbriichen gegeben hat und ich spater

in der oben erwahnten Abhandlung weiter ausgefuhrt habe. Man findet

nemlich hier folgenden Satz : Wenn dm = 2 und es sind , ,

——- die vollstandigen Quotienten, welche beztiglich zu den zwei
du

Theilnennern bu und Z>u+i gehoren, so giebt es immer in der Periode

des negativen Kettenbruches einen Theilnenner bu so beschaffen, dass

entweder du-x~2du oder du= 2du .i; im ersten Falle ist A = i*u— 2dl,

im zweiten A =. i
2

u — 2d£-i-

Man setze bu bu = m l
, b2 , bu = n l

, 61, b**% =* w , ^2, ^w-i = n ,

b,bu = N, 6, 6„_i=iVo, 6„-j-i, 6m = ,tt, 6«+2, &»« = *>, 6«-f-i, 6m_i — ju
,

bu+2,bm-i= vo. Nun ist qp
1— q

1
q = — 1. 1st nun erstens 6OT+i = 6

2

also q
l = 2q , so ist mithin qp

1 =^2q\ — 1 , d. h. 2qpl = q
l — 2. Da

ferner

q = fim1 — vtn

35) q*= ^«i — y«

so ist also
<7o= ju m l — ^ »»o
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36) jun 1 — vn =±s 2 (ju ml — ^omo)

und zugleich ju p— iip = 1. Diesen Gleichungen geniigt man, wenn man

und

fi = dmo -f- tm
1

; v = — dm 1
-f- €\mo

2/u =: dn -}- ml
; 2p = — dn l -\- Ein

38) S2+ M i = 2

setzt.

Nun kann d nicht = 1 seyn, denn dann konnte t l hochstens = 1

seyn, da aber ml ^>m so wurde sich aus dem Wertlie von v in 37) er-

^eben, dass v negativ ist, was nicht seyn kann.

Audi kann d nicht =— 1 seyn, denn dann ware ts l = 1. Ware

nun £ = — 1, t
l = — 1, so wurde aus 37) folgen, dass /u und /u

negativ, was nicht seyn kann; ware aber $=1, € l — 1 , so hatte man

ju z= ml — m und v= m l
-f" wi , also p^> fi, was ebenfalls nicht seyn

kann. Es muss daher S= seyn und es sind demnach nur zwei Falle.

moglich, entweder ist s = 2, sl = 1 oder e = 1, € l = 2.

1st e = 2, so folgt aus 37)

und der Werth von 9 in 35) wird

q = 2m\- m\

1st « = 1 so folgto

(x = to1 ; y = 2to

2/*°= »
' ; ^o= «

und q = to* —- 2to*

1st * = 2, so ist —= , d. h. ^ L
6u -j.i, btt+2- . £«] = [6u, ^u-i • • • 61]

J' TO <S

und hieraus folgt , dass je nachdem bu -f 1 gerade oder ungerade ist.

bu = ^bu+i oder bu = ^(bu+i -f- !)*)• Da nun *« niindestens =2 ist.

so ist 6«+i niindestens im ersten Falle ^=4, im zweiten =3.

1st 6= 1, so ist —= =— , also [Z>M+i, 6M+2 . . . bm] = ^[bu , bu-i-b
v 2toq'

*) Vgl. Crelle's Journ. f. d. Math. Bd. 53. p. 59

Mathem. Classe. XII. E
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je nachdem bu gerade oder ungerade ist , muss demnach bu -j. 1

bu

2
oder

ku+\ = u ~2~
seyn, und da ba+i mindestens

2

destens im ersten Falle

2, so muss bu min-

4, im zweiten 3 seyn

Alles dies bezieht sich auf die Voraussetzuner 6,»+ifc>
b. 1st nun

aber zweitens bm+i = b-\-l, also q -f- q
1 = 2q , so ist nach Form. 35)

p {m1 + n 1
)
— v (m + » ) 1 2Cti ml

*W»o)-

Diese Gleichung erhalt man aus 36) , indem man m1 nl statt nl und

«o4"»o s^att ra setzt. Man hat daher statt der Gleichungen 37) nun

die folgenden

2a <*K +»o)+ e
i
ml 4- wl

) ;
2"

Jm1
-f- «xm

<J (w1+ rc
1
)+ e

x
{m 4- » ).

Man beweist nun wieder, vermoge der Gleichung d2 -\-8S1 = 2, dass

9

und s 2, i 1 oder * 1, 8 1 2 und dass im ersten Falle

2m m
I
und zugleich bu+\ mindestens =3, im zweiten q m 2m

o

und zugleich bn mindestens 3 ist.

Uebrigens wird bei allem Vorhergehenden vorausgesetzt

,

dass es

einen dem -liede vorausgehenden Theilnenner bu giebt, welcher

auf das Anfangsglied der nesativen Periode^ folb was also m
der Fall ist, wenn , wie bei A 7 das &lied, zu welchem der

Nenner 2 gehort, unmittelbar auf das Anfanesglied fol

14.

Aus dem Obigen erhellt, dass q immer entweder in der Form
2

2 m l

oder in der Form m 2ml darstellba
o

E

g dass a weder auf mehr als eine Weise in derselben Form
zu gleicher Zeit in beiden Formen darstellb ist. Denkt man ch

nemlich in Periode des Kettenbrucl noch einen Theil-

nenner bk und setzt £l5 b

dass

9

9

m
m2 2m

2m 21

O

2

1» "It

I
2

I1 ? bi, bk l I

211 oder q

0'

2m

so ist es nicht moglich.

m
V oder q 2m m r 211 •

2V l\ oder

Man nehme nemlich an , der positive Kettenbruch , welcher — V~A
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ist, babe die Form (*,*i, «2 • ••£ 1st nun q = m\ — 2ml, so muss, wie

oben gezeigt wurde, b„^>2 seyn, dieser Theilneimer muss also aus einem

Theilnenner «a des positiven Kettenbruchcs entsprungen seyn, welcher

einer ungeraden Stelle steht, so dass bu = ah -\- 2. Alsdann ist I

[b, bi ... bu-i] =*= (a, fli ... oa-i)

b, bi . .. bu— 1] ?= (o, «i . . . «a)

und b, bu -i = a, «a-i: b x , 6«-i = «i. «a-i, ferner «, «a der Zabler. a!, oa

der Nenuer des reducirten Bruches , welcher den Werth von [b, b^ ...b

ausdriickt. Aus —— - = b
th . bu bi

1

bu i

1
i

bu - 1 +
1

folgt aber
b , bu «, ak -\- a, cth-i

bi, bu «!, Oh -(- «li «*-i

also m 1 = bi, bu= «i. «a+ «i,oa-i, zugleich ist tn = bi, bu -\ = a l: ah-v.

also ff = (a l5 «a+«i, «a-i)2 — 2(«i, oa-i)2

Ware nun ausserdem q = /^ — 2/^ , so musste aucb bk > 2 und

mithin aus einem in ungerader Stelle stehenden Theilnenner ax des positiven

Kettenbruches entsprungen seyn. Man fande also durch Wiederholung

der vorhergehenden Betrachtung ^ = a x , a,-+ «i >
a%- 1 J 'o= a i » °«- »

unô

(«!, OA+Oi, oa-i)2— 2(a!,OA-l)2 = («1, a.+ «i . «i-i)
2— 2 («i, Oi- l)

2

d. h.

40) flfi.aAH-^a^aA.ai^A-i — Oi,oa-i = «!>«• +2a 1; al
-.a 1 . ai_i — ax , a,_i

Diese Gleichung kann aber nicht bestehen , wenn nicht h— i also k= u

ist. Ist nemlich nicht h = i, so sey h die grossere der zwei /allien k

und i. Im giinstigsten Falle ware also i= k— 1 und alt a; = «i, oa-i;

fll) ai^i = Oj, OA-2- Nun ist aber (olt oa)
2 = («a-«i, «a-i -f- «i, aA-2)2 ,

also selbst im ungunstigsten Falle, wenn oa = 1 noch immer

2«i . «a-i . ai , «a-2 und um so mehr > ai , o/+ 2a

auch a! , ah . «i , «A-i> «i , »a-i , also kann die Gleichung 40)

bestehen.

E2
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1st 9 2m mo muss bu+ i 2 seyn also muss bu+ aus
emem Theilnenner ah+ i der positiven Periode entsprungen seyn, welchei
in ungerader 8 telle steht. Man hat mithin

woraus bx , bu

[b, bi ... bu] = (a, ax ... an)

«i, ah folgt, zugleich ist nach Form. 11)

bi, bu 6i, bu

Da nun 2m
i «1, «*-!.

m
o (2mx mQ)

2 2(f»!

oder
? (2^, 6W

m
)

2 so findet man
bi,bu. lf— 2{bl ,bu h, bu i )

2

? («i, +
Hatte man nun zugleich

2(fli,o*-i)2

? 2/ c so miisste wieder die Glei
chung 40) statt finden, deren Unmoglichkeit bewiesen worden Auf
dieselbe Weise

iibrigen Annahme]

folgt mithin, dass

nnd

•giebt sich auch die Unstatthaftigkeit der zwei noch
Beziehung auf die Darstellung der Zahl q

9 einer der Formen m 2m2
°der 2m

Es

m
nur m einer Weise darstellbar ist, und man kann mithin, nach

der Beschaffenheit von q, alle Zahlen, deren negative Periode einen zum
Mittelgliede gehorende

Klassen theilen. Im

^^ Quotienten mit dem Nenner 2 hat,

5
Klasse gerechnet werden

9 m 2m l

ist.

eine solche

je nachdem q 2m

zur ersten

m 2
oder

Wenn

9P
i

Da nun s

also

9
l

1

2

15.

o und 9 2m 2

1

2»1 9\ 2

9
so folgt aus 35) und

9i 2m l ni

i
(2mj «!

2m

m so folgt

9\ 2

2m 2

1
mo

39)

m n

m n
)

2 2

m
Setzt man

, mit Rucksicht auf (w %
O

minQ)

2

I
{2min x m n

)
2 2 (/«o«i

aus der Gleichung

1, statt dessen

»»i« )

2

2m m

\
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so folgt hieraus unmittelbar

i = 2»;-<
Aus /?

2 — Aq2 = 2 und p = bq— q
l folgt aber

% — 2bql
-f-

?i
2

Substituirt man hier die eben gefundenen Werthe von 7 1 und 2/;
1 und

setzt zugleich 2ni\— m 2

statt q , so erbalt man

A L 2{bm\-niY— (bm — n f = 2iV2 - JV;

Setzt man nun
? '/

2iVm1 + iV m Ntrio -+- N m
xx —-

; y a
? 7

so ist ^4 = a?2— 2y2 . Ferner ist

ml {2m-ND-2 (mlW- m\W ) = Aft

Da nun , wie der Werth von A zeigt , 2N2— N2
durch g theilbar ist,

also auch m 2 N2 — m2

t
N2 und zugleich N mi — Nm = 1, so ist auch

iVnio + iVowii durch 9 theilbar, mithin y und folglich auch x eine

ganze Zahl.

Ist noch immer g
l = 2q , aber y === m] — 2m* $ so hat man

1 ?I-2
*: - 2<

und da nun e = 1 , so ist 1 = ro^ — 2m n und hieraus findet man
i = n]— 2m9

.

Substituirt man wieder diese Werthe von q, g
1

, 2pl in die Glei-

chung 41), so ergiebt sich

N2— 2N 2

j^ __ 2_ o

9
Setzt man

_ Nm l
-f; 2N m

. _ JVqOT1 + iVm
j? .

—

-
, y —

9 9

so hat man wieder A = ar2 — 2#2 und da

*< (iv2 - 2iv;, j
— 2 (iv^ — iv>;) = mq
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und JV2 — 2AP durch q theilbar ist, so ist auch N^m^ -J- Nm durch q
theilbar, also y und mithin auch x eine ganze Zahl.

Alles dies gilt fur die Voraussetzung q
1= 2q , woraus q\— 2 = 2pq

l

folgt. Ist q
1 = 2qQ — q oder q\ = q

l
{2q — q), so folgt, da zugleich

2 = 2(p*q— q q
l
) , ql

— 2 = q{2pi — qi). Der Werth von q\ — 2

stimmt also mit dem friiheren uberein, sobald man 2pl — q
1 statt 2pl

setzt. Nun behalten q und q
1 dieselben Werthe wie friiher und 2pl — q

l

nimmt denselben Werth an, welchen friiher 2/?
1 hatte, es bleiben also

audi die Formeln fur A dieselben wie friiher.

*

16.

Es sind -— , * die vollstandigen Quotienten, welche
««-i du

bezuglich zu bu und bu+i gehoren, auch hat man (§.3)

t„ = NN — A.mlm ; du = N2— Am\.

Gehort nun A zur erst en Klasse (§.14), so dass mithin A

so ist

2N2—N 2

2m' — in
2

o

%u - ™° 2m\- ml
mim°

2m 2 - m*
~

oder iu = = . Ebenso findet man du = —

-

—-.

Vergleicht man dies mit den oben gefundenen Werthen von x und y,

so sieht man, dass

iu = x; du — y

mithin ^4 = x2— 2y2 = %l— 2du und da (Form. 6) A=itt
— du-idu , so

muss mithin d„_i = 2dM seyn.

Ebenso findet man, wenn A zur zweiten Klasse gehort, i„ = x,

du
du = 2y, also A = £— 2 {£\ = £_ $u _ \ du , demnach du- 1

und A = «« — 2<£_i, womit der in §.13 ausgesprochene Satz bewie-

sen ist
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Aus 4- 1 -+- 4 = bu (4-i und 4 -f- 4+ t = bu+ 1 (4 folgt

4-i — 4 + 1 == bu du - 1 — 6U+ i du.

Gehort nun A zur ersten Klasse, so folgt hieraus

4- i — 4+ i — (26u— 6U+ 1) du .

Es ist aber (§. 13) entweder 6M+i = 26M— 1 oder 6w -j-i = 2bu . Im

ersten Falle ist daher iu-i — 4+i = (4, im zweiten 4-i = 4+i-

Gehort dagegen A zur zweiten Klasse, so ist entweder bu= 2bu+i— 1

oder btl
= 2bu+ 1 , zugleicli ist

4+i— 4-i ** (26M+ 1 — bu) du~i.

Im ersten Falle ist also 4+i — 4-i = (4-i, im zweiten 4-i=4+i-
Ist /„_i = 4+ i, s° wird zugleich du + t = 2(4-2 oder (4-2 = 2(4+ 1, je

nachdem A zur ersten oder zur zweiten Klasse gehort. Denn man hat

(Form. 7)

42) (4+i— (4-i = 6M+i(4+i

43) du — (4-2 = bH [iu — 4-i

Nun ist, wenn A zur ersten Klasse gehort, 6„+i = 26„ und zugleich

du-i = 2(4. Man hat daher in diesem Falle

2(4— 2(4-2 = 6M+i (4 — 4-i).

Addirt man diese Gleichung zu 42), so folgt mithin

(4+i = 2(4-2*

Gehort A zur zweiten Klasse, so dass b„ = 26„+i und zugleich

2(4-i -== <4, so folgt aus 42)

2(4+i — <4 = 6a (4+ i
—

und wenn man diese Gleichung zu 43) addirt, so erhalt man (4-2= 2tftt+i
#

Mit Riicksicht auf die Beschaffenheit der Zahlen 4-i und 4+i
lasst sich also jede Klasse nochmals in zwei Abtheilungen theilen. Zur

zweiten Abtheilung sollen die Zahlen gerechnet werden, bei welchen

iu , t =z 4+ i ist, zur ersten die iibrigen.

17.

Unter den Zahlen von 1 bis 1000 gehoren

zur ersten Klasse. die Zahlen: 71. 94, 103, 127, 151, 238, 263, 271.
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311, 343, 386, 391, 431, 478, 503, 542, 622, 631, 647, 679, 718, 734, 862.

863, 866, 911. 919, 926, 958, 967, 974

zur zweiten Klasse, die Zahlen : 7*), 31, 46, 158, 191, 199, 206, 239,

302, 334, 367, 382, 383, 446, 463, 479, 487, 511, 526, 599, 607, 686, 706,

719, 743, 751, 766, 802, 823, 878, 887, 983, 991.

Nach dieser Zahlung gehoren zur ersten Klasse 31 Zahlen und zur
zweiten 33. Es ist also schon hiernach zu vermuthen, dass sich die

Zahlen, unbegrenzt gedacht, gleichmassig unter den beiden Klassen ver-

theilen. ich habe aber schon friiher bemerkt, dass es,

solchen Abzahlungen Sehlfisse ziehen will, richt

man
*^f S t amm

wer

also

zahlen zu beriicksichtigen **). Thut man dies auch hier, so sind in

der ersten Klasse die Zahlen 238, 503, 866 und in der zweiten die

Zahlen 158, 383, 706, 887, 983 auszuscheiden, so dass in beiden Klassen
28 Zahlen bleiben.

Wenn die Zahlen, von welchen hier die Rede ist, in Beziehung
auf die gleichwerthigen positiven Kettenbruche betrachtet

so zerfallen sie in drei Klassen***). Diese drei Klassen mussen sich

unter den zwei, zum negativen Kettenbruche gehorenden, vertheilen

und in der That findet man in jeder dieser zwei Klassen Zahlen
den drei zum positiven Kettenbruche gehorenden Klassen. So z. B.

kommen in der ersten zum negativen Kettenbruche gehorenden Klasse
die Zahlen 71, 94, 311 vor, von welchen die erste, zweite, dritte, be-
ziiglich in der dritten, zweiten, ersten, der zum positiven Kettenbruche
gehorenden Klassen enthalten ist.

Die dritte Klasse habe ich a. a. O. auf folgende Weise charakterisirt.

In dem positiven Kettenbruche der zu dieser Klasse gehorenden Zah-
len kommen immer vier auf einander folgende vollstandige Quotienten

aus

:

) zu keiner
der beiden Klassen; ich rechne sie zur zweiten, weil die Nenner der beiden

ersten vollstandigen Quotienten 1 und 2 sind. also derBedingung d„=2rf„-i
«*

genugen

**) Crelle's Journ. f. d. Math. Bd. 53. p. 69.

***) Ebend. p. 82.
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y^rL-2 VA+ L-i VA+ h Y±th±± vor, aus welchen sich

die Theilnenner «,_i, a*, a*+ i, a*+2 ergeben, so dass o,= as+ i = 2

undA-i+A^S/^/^-i+ A+i; X>*-2+ A+i = D.-i+ D*. wah-

rend zugleich /,-i +/, = 2A- 1 ; /»+ /»+ 1 = 2D». Es ist hieraus leicht

zu schliessen, dass die Zahlen dieser Klasse immer in der zweiten

Abtheilung der zum negativen Kettenbruche gehorenden Klassen ent-

halten sind, und zwar der ersten oder zweiten Klasse, je nachdem a*

in einer geraden oder ungeraden Stelle steht. Im ersten Falle nemlich

entspringt aus a* in dem negativen Kettenbruche der Theilnenner 2,

wahrend aus dem folgenden a»+i in der negativen Periode der Theil-

nenner 4 entspringt. Im zweiten Falle dagegen entspringt in der nega-

tiven Periode aus az der Theilnenner 4, aus a*+i der Theilnenner 2.

In der negativen Periode finden sich also im ersten Falle die unmittelbar

auf einander folgenden Theilnenner 2, 4, im zweiten Falle dagegen 4, 2;O

jedenfalls soil die erste dieser Zahlen bu , die zweite bu+i heissen, so dass

entweder bu+i= 2bu oder bu= 2bu+i. Nun sind die vollstandigen Quotien-

ten, aus welchen bu und 6„-j-i entspringen, beziiglich —— und

VA+ iu -Qa aber im ersten Falle aa +i in einer ungeraden Stelle

du

Form. 12) und 13)

du = Dt ; iu = /*+/)*

ferner nach 15) und 16)

*m+i = fs+i + D*; du-i = Dz-\-2I*— -D»-i

und da ««-i+ *« = M«-i — 2dM-i, so folgt, wenn man die eben ge

fundenen Werthe von iu und du -i substituirt,

«„_i = Z>S +3J5— 2D,-i

also «„+i — Ci == h+i— 3/a+ 2Ds_i oder da 2Da_! = /,»!+/, (nach

Form. 1)

iu+i— fe-i = ^s+i + £-i — 2/,

also da 2/5 = /a+i + is-i

*U-|-1 = *«-i

Mathem. Classe. XII.
F
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Nun ist auch 2h— D,. 1 = Dz , also 4-i - 2D, = 2du , d. h. die

Zahl A gehort zur zweiten Abtheilung der ersten Klasse.

Steht dagegen ah in einer ungeraden Stelle, so ist

und nach Form. 17)

also
4. = 2/5+ /),_!—

D

*«+i — bu+idu — iu = 2du — iu = 3Iz -\- D,.i — 2D
und da 2D, = /,-f /,+ 1

also

«M+ i == 2/s— /,+ 1 -f-£>,_ i

d. h.
4+ i — 4- 1 = 2/s— /*_ i — /5+ i

««+ 1 = 4-i.

Die

Da ferner 2IZ — DZ. = j0,_ lf so ist zugleich

<4 = 2DZ . X == 2<4-i.

Zahl ^4 gehort demnach zur zweiten Abtheilung der zweiten
Klasse. Man darf aber diesen Satz nicht umkehren. Es giebt nemlich
Zahlen, bei welchen die Gleichungen 4_ 1 = «tt+1 und du -i = 2du oder
du = 2du -i statt linden, und welche dennoch nicht in der dritten zum
positiven Kettenbruche gehorenden Klasse enthalten sind. Dies ist z. B.

bei der Zahl 311 der Fall, bei deren negativen Periode die Zahler&
*M_i — 21, 4=19, 4+i= 21 mit den entsprechenden Nennern du-i= XO,

d„ = 5 vorkommen
, obgleich diese Zahl in der ersten zum positiven

Kettenbruche gehorenden Klasse enthalten ist.

18.

Aus der Gleichung f— Aq2 = 2 folgt , dass q ungerade ist. Da
q = 2m\ —ml oder m\ — 2m! ist, so muss im ersten Falle mn und

im zweiten m x ungerade seyn. Setzt man 2mQml = 3, und ie nachdem
A m der ersten oder zweiten zum negativen Kettenbruche gehorenden
Klasse enthalten ist

, « = 2m\+ m\ oder a = m\ -f- 2»J , so ergiebt sich

in jedem Falle aus den in §. 14 gefundenen Werthen von x und v die

Gleichun& ay — 3x = 1
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Da nun /? gerade ist, muss y ungerade seyn und da y du oder

dii-i, je nachdem du -i = 2du oder du = 2du„i y
so heisst dies: von den

zwei Zahlen du~i und du muss immer die kleinere ungerade seyn.

Ich lasse noch zur bequemeren Veranschaulichung eine Tafel folgen

welche fiir alle Zahlen von 1 bis 100, die keine Quadratzahlen sind,

die zugehorigen negativen Kettenbriiche enthalt Die Einrichtung der

Tafel ist der des bekannten Degen'schen Werkes Canon Pellianus

ahnlieh, nur ist noch eine Columne hinzugeko so dass zu jeder Zahl

Columnen gehoren; die Columne enthalt die Theiln

zum mittleren oder bis zu den beiden mittleren einschliesslich , die zweite

(welche bei Degen nicht vorkommt) die

der zugehorigen vollstandigen Quotienten.

Zahler dritte Nenner

F2
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2 2, (2)

0,2
1,2

3 2,4
0,2
1, 1

5

6

3, 2, (2)

0, 3, 5

1,4, 5

3,(2)

0, 3

1,3

7 3,(3)

0, 3

1,2

8 3, 6

0, 3

1, 1

10

11

4, 2, 2, (2)

0, 4, 8, 10

1, 6, 9, 10

4, (2, 2)

0,4,6

12

13

1, 5,5

4,(2)

0,4
1,4

4, 3, 3, 2, 2, (2)

0, 4, 5, 7, 11, 13

1, 3, 4, 9, 12, 13

14 4

1

15 4

1

17

18

5

1

5

1

1915

1

20

21

o

1

5

1

225

1

23 5

1

;24|5

1

(4)

4
2

8

4

1

2, 2, 2, (2)

5, 11, 15, 17

8, 13, 16, 17

2,(2)

5, 9

7,9

2, 3, (2, 2)

5, 7, 8, 10

6, 5, 9, 9

(2)

5

5

3,(2)

5,7
4,7

4, 2, (2)

5, 7, 11

3, 9, 11

(5)

5

2

10

5

1
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26

27

6

1

6

1

28 6

1

29 6

1

3016

1

31

32

6

1

6

1

336

1

346

1

35 6

1

2, 2 * 2, 2, (2)

6, 14, 20, 24, 26

10, 17, 22, 25, 26

2, (2, 2)

6, 12, 14

9, 13, 13

2, 2, (4)

6, 10, 8

8, 9,4

2, 3, 4, 2, 2, 2, 2, (2)

6, 8, 7, 9, 17, 23, 27, 29

7, 5, 4, 13, 20, 25, 28, 29

(2)

6

6

3, 2, 2, (7)

6, 9, 11, 7

5, 10, 9, 2

(3)

6

4

(4)

6

3

(6)

6

2

12

6

1

37

38

39

7

1

7

1

7

1

40 7

41

42

1

7

1

7

1

43 7

1

144 7

1

45

46

7

1

7

1

2, 2, 2, 2, 2, (2)

7, 17, 25, 31, 35, 37

12, 21, 28, 33, 36, 37

2, 2, (2)

7, 15, 19

11, 17, 19

2,(2)

7, 13

10, 13

(2,2)

7, 11

9, 9

2, 4, 2, 2, 2, 2, 2, (2)

7, 9, 11, 21, 29, 35, 39, 41

8, 5, 16, 25, 32, 37, 40, 41

(2)

7

7

3, 2, 2, 3, 2, (2, 2)

7, 11, 15, 13, 14, 20, 22

6, 13, 14, 9, 17, 21, 21

3,(4)

7,8
5,4

4,(2)

7,9
4,9

5,3, 2,(8)

7, 8, 10, 8

3, 6, 9, 2
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.

0, 7

1, 2

58 8,3, 3, 3, 2, 2, 2, 2, 2, 2,(2)

0,8, 10, 11, 16, 28, 38, 46, 52, 56,58

1,6, 7, 9,22,33,42,49,54,57,58

48|7, 14

0, 7

1, 1

59|8, 4, 2, 2, (2, 2)

0, 8, 12, 22, 28, 30

1, 5, 17, 25, 29, 29

50 8, 2, 2, 2, 2, 2, 2, (2)

0, 8, 20, 30, 38, 44, 48, 50
1, 14, 25, 34, 41, 46, 49, 50

60 8, (4)

0, 8

1,4

51 8, 2, 2, (2, 2)

0, 8, 18, 24, 26

1, 13, 21, 25, 25

61

52(8, 2, 2, 2, 3,(2)
0, 8, 16, 18, 14, 13

1, 12, 17, 16, 9, 13

8,6, 2, 2, 3, 2, 4,5, 2, 2, 2, 3, 2, 2, 2, 2, 2, 2,(2)

0,8,10,16,14,13,11,9,11,19,21,17,19,31,41,49,55,59,61

1,3,13,15, 9,12, 5,4,15,20,19,12,25,36,45,52,57,60,61

62 8,(8)

0, 8

1,2

53 8, 2, 2, 3, 5, 2, 2, 2, 2, 2, 2, (2)|03 8,

0, 8, 14, 12, 9, 11, 23, 33, 41, 47, 51, 53

54

1,11,13, 7, 44 53

8, 2, 3, 2, 2, (2)

0, 8, 12, 15, 23, 27

1, 10, 9, 19, 25, 27

65

16

0, 8

1, 1

*

9, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, (2)

0, 9, 23, 35, 45, 53, 59, 63, 65

1, 16, 29, 40, 49, 56, 61, 64, 65

55|8, 2, (4)

0, 8, 10

1, 9, 5

66

56

9, 2, 2, 2, (2)

0, 9, 21, 29, 33

1, 15, 25, 31, 33

8, 2

0, 8

1, 8

67|9, 2, 2, 2, 2, 4, 3, 2, 2, (2, 2)

0, 9, 19, 23, 21, 13, 11, 16, 26, 32, 34

1, 14, 21, 22, 17, 6, 9, 21, 29, 33, 33

57 8, 3 2, (2)

0, 8, 13, 19

1, 7, 16, 19

68

I

9, 2, (2)

0, 9, 17

1, 13, 17

I
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C9,9, 2, 2, 5, (6)

0, 9, 15, 11, 9

1, 12, 13, 4, 3

79
i 9, (9)

0, 9

1,2

70|9, 2, 3, (2)

0, 9, 13, 14

1, 11, 9, 14

80 9, 18

0, 9

1, 1

71 19, 2, 4,(9)

0, 9, 11, 9

1, 10, 5, 2

(

73 9,3, 2, 2, 2, 2, 7, 3, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2,(2)

0,9, 15, 23,25,21, 11, 10, 17, 31,43, 53,61,67,71,73

1,8,19,24,23,16, 3, 9,24,37,48,57,64,69,72,73

82|10, 2. 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, (2)

0, 10, 26, 40, 52, 62. 70, 76, 80, 82

1, 18, 33, 46, 57, 66, 73, 78, 81, 82

83 10, 2, 2, 2, (2, 2)

0, 10, 24, 34, 40, 42

1, 17, 29, 37, 41, 41

I

84 10, 2, 2, (2)

0, 10, 22, 28

1, 16, 25, 28

74

75

7<i

77

9,3, 3, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2,(2)

0, 9, 12, 18, 32, 44, 54, 62, 68, 72, 74

1, 7, 10, 25, 38, 49, 58, 65, 70, 73, 74

9, (3)

0, 9

1,6

85 10, 2, 2, 2, 3, 6, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2,(2)

0, 10, 20, 22, 16, 11, 13, 29, 43, 55, 65, 73, 79, 83, 85

1,15,21,19, 9, 4,21,36,49,60,69,76,81,84,85

8GJ10, 2, 2, 3, 3, 2, 2, 2, (2)

0, 10, 18, 16, 14, 19, 31, 39, 43

1, 14, 17, 10, 11, 25, 35, 41, 43

9, 4, 3, 2, 2, 2, 2, (6)

0, 9, 11, 16, 24, 26, 22, 12

1, 5, 9, 20, 25, 24, 17, 4

87 10, (2, 2)

0, 10, 16

1, 13, 13

9, 5, (2)

0, 9, 11

1, 4, 11

88; 10, 2, (3, 3)

0, 10, 14, 13

1, 12, 9, 9

78 9,(6)

0, 9

1, 3

89 10, 2, 5, 2, 2, 4, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2,(2)

0,10,12,13,19,15,17,33,47,59,69,77,83,87,89

1,11, 5,16,17, 8, 25; 40, 53, 64, 73, 80, 85, 88,89
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90
'

10, (2)

0, 10

1, 10

91 10, 3, 2, 2, 2, 2, (3)

0, 10, 17, 27, 31, 29, 21

1, 9, 22, 29, 30, 25, 14

92 10, 3, 2, (6)

0, 10, 14, 12

1, 8, 13, 4

93 10, 3, 6, 2, 2, (2)

0, 10, 11, 13, 25, 31

,1, 7, 4, 19, 28, 31

94 10, 4, 2, 2, 3, 7, (10)

0, 10, 14, 20, 16, 11, 10

1, 6, 17, 18, 9, 3, 2

95

96

10, (4)

0, 10

1, 5

10, (5)

0, 10

1, 4

97 10, 7, 3, 3, 3, 2, 2, 2, 2, 3, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, (2)

0, 10, 11, 13, 14, 19, 29, 33, 31, 23, 25, 41, 55, 67, 77, 85, 91, 95, 97

1, 3, 8, 9, 11, 24, 31, 32, 27, 16, 33, 48, 61, 72, 81, 88, 93, 96, 97

l\i
CFO 10, (10)

0, 10

1, 2

99 10, 20

0, 10

1, 1
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