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Den Gegenstand dieser Abhandlung bildet die Aufg von alien

Fliichen, die sich durch eine im Begrenzung legen

sen, diejenige vom kleinsten Inhalt ausfindig zu m
ist nicht neu.

Aufgab

Mitte des vorigen Jahrhunderts die Auf-

merksamkeit der Mathematiker auf gezogen Der erste, der sich

mit
e> & £> Abhandlung

Grundlage der heutigen Variationsrechnung bildet (M:

;he die

Tauri-

nensia T. II. 1761),

ab, nemlich

Differentialgl

x

(l + 0*)r —

2

W,+(l+p*)< 0.

Dabei sind rechtwinklige Coordinaten vorausgesetzt und z wird als

Function der unabhangigen Variabeln x und y angesehen. p und q sind

die ersten, r, S, t die zweiten partiellen Derivirten von z, nach x und

y genommen Die Integration der partiellen Differentialgleichung ist

Lagrange nicht gelungen. Er beschrankt sich auf die Bemerkung

0, folglich auch r

st. Nach Lagrang

die Gleichung erfiillt& wenn p 9 s

t d Flache

Aufgabe behandelt in dem Memoire sur la

des surfaces, welches 1776 in der Pariser Akademie verlesen und 1785

publicirt worden ist. (Memoires presentes par divers savans 10

A2
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Meusnier hat zuerst bemerkt , dass die Differentialgleichung dieselbe

ist wie fur eine Flache, die in jedem Punkte gleiche und entgegengesetzt

gerichtete Hauptradien der Krummung hat. Er gelangt zu einer parti-

cularen Losung, der Gleichung der Schraubenflache , indem er die par-

tielle Differentialgleichung in die beiden einfacheren zerlegt

q
2r — 2pqs-\- p

2
t = 0,

r + t = 0.

Eine andere particulate Losung erhalt er durch Aufsuchung der

Rotationsflache vom kleinsten Inhalt. Er findet, dass diese Flache durch

Rotation einer Kettenlinie urn eine auf ihrer convexen Seite gelegene ho-

rizontale Axe entsteht.

Die erste vollstandige Integration der partiellen Differentialgleichung

verdanken wir Monge. Gegen seine Losung der Aufgabe (Memoires

de l'Academie. 1784, p. 144} lasst sich aber einwenden, dass unter dem
Integralzeichen Functionen von mehreren Variabeln vorkommen, die der

Bedingung der Integrabilitat nicht Geniige leisten. Daher versuchter>

Legendre (Memoires de l'Academie 1787. p. 309) auf einem andern

Wege, die allgemeine Losung zu ermitteln. Er gibt sie in den drei

Gleichungen

x = A*4>" — 3Aa# + BH*"— SBbW,

y = — A*a<P' -J- (2a— 1) A<F — B$b *"+ (2b— 1) BW,
s = — A*4>" + 2A2a& — * -f- B*W— 2B2bW -4- V.

Darin ist Y~-

a

2— l= A, \/—b 2—l= B gesetzt. * ist eine

willkiirliche Function von a, W eine willkiirliche Function von b. Um
die Gleichung der Flache zu erlangen, hatte man a und b aus den drei

Gleichungen zu eliminiren. Als Specialfalle werden die beiden schon
von Meusnier gefundenen Flachen behandelt.

Ml

Bei der Untersuchung der charakteristischen Linien fand Monge,
dass jeder solchen Linie nicht zwei, sondern drei Gleichungen angehoren,

die charakteristischen Linien sich auf Punkte reduciren (Appli-

! l'analyse a la geometric Paris 1807. p. 187). Zu zwei an-

also

dem wichtigen Eigenschaften der Flache gelangte Dupin (Developpe-
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meats de geometric Paris 1813. p. 187), dass nemlich die indicatorischen

Linien gleichseitige Hyperbeln sind , und dass die asymptotischen Li-

»
nien rechte Winkel mit einander bilden, die von den Krummun
halbirt werden.

Diese allgemeinen Eigenschaften aller Minimalnachen ergeben sich

aus der partiellen DifFerentialgleichung. Um sie zu erkennen, bedarf es

nicht der schon von Legendre und Monge gegebenen allgemeinen

Ldsung. Auch war die Form dieser Losung fur die Anwendung wehi«-

gunstig. Daher verzichtete man darauf, aus ihr die Eigenschaften der

Flache abzuleiten oder durch Specialising der willkurlichen Functionen

zu besondern Flachen iiberzugrehen.o

Gleichwohl erschien es wttnschenswerth , ausser den beiden von

Meusnier gegebenen Beispielen andere Flachen aufzusuchen, die der

partiellen DifFerentialgleichung Genuge leisten. Und es musste dann von

Interesse sein, den Zusammenhang der einzelnen Flachen mit der all-

gemeinen Losung der partiellen DifFerentialgleichung klar zu legen.

Beide Aufgaben stellt sich Scherk in der 1831 von der Jablonowski-

schen Gesellschaft gekronten Preisschrift. Er gibt die DifFerentialglei-

chung des Minimum fur rechtvvinklige und fur Polar -Coordinaten und
sucht particulare Losungen auf dem von Meusnier eineeschlaffenen

Wesre
&v,ou*iAu

Differentialg

gen. Dann wird die Form der willkurlichen Functionen bestim

welche die allgemeine Losung in die ^ewonnenpn nartimilfirpn

iibergeht.

gedanke von der Zerlegung in mehrere D
gleichungen findet sich in einer Arbeit von Catalan aus dem Jahre

1858 (Journal de l'Ecole polyt. Cah. 37 p. 130). Zunachst wird in man-

gigen Variabeln

k

transformirt Fur

jede der entstehenden einzelnen Formen ermittelt Catalan particulare

gen, indem als Summe von zwei Fun-

ctionen voraussetzt, von denen die eine nur die eine, die andre nur die
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andre unabhangige Variable enthalt.
f

linien untersucht.

Endlich werden die Kriimmungs-

die der Minimalbedingung Geniige

Schon in zwei friiheren Aufsatzen hat Catalan die Auf^abe der

Minimalflache behandelt (Journal de l'Ecole polyt. 1843. Cah. 29. p. 121.

— Liouville, Journal T. 7. 1842). Aber er beschrankt sich darin auf

den Nachweis, das£ die Sehraubenflache (l'helicoide gauche a plan di-

recteur) die einzige Regelflache sei,

leiatet.

Auch Michael Roberts (Liouville, Journal T. 11) geht bei der

Aufsuchung einzelner Minimalflachen nur darauf aus, die willkurlichen

Functionen so zu bestimmen, dass die Flache durch ein Gerade erzeugt

wird, die bei ihrer Bewegung einer gegebenen Ebene parallel bleibt,

oder dass sie durch Rotation einer Curve entsteht. Dabei ergeben sich

natiirlich die beiden Beispiele von Meusnier.

Auf alle bisher genannten Untersuchungen passt mehr oder weni-

ger, was Catalan von seiner Arbeit aus dem Jahre 1858 sagt. Die

Minimaleigenschaft der Flache kommt entweder gar nicht oder nur in

zweiter Linie in Betracht. Auf der fertigen Flache wird ein g

sener Contour gezeichnet Dieser umschliesst dann auf der Flache einen

kleineren Inhalt als auf irgend einer andern durch ihn gelegten Flache.

Wie die Minimalfiache gestaltet sei fur einen von vorn herein gegebenen

raumlichen Contour, davon ist gar nicht die Rede.

Und doch wird diese Frage bereits von Gergonne (Annales de

ihm ge-Mathematiques T. 7. 1816— 17) besonders betont. Die von

stellten Aufgaben beziehen sich zum Theil auf erne krummlinige , zum

Theil auf •5 o^o .-• o Aber von alien diesen

Aufgaben ist nur die einfacbste. die auf die Sehraubenflache von

Tedenat gelost worden (L.

Erst im Jahre 1843

Auge gefasst (Grunert, Arch

c. p. 148. 283).

hat Bj or ling die eigentliche Frage ins

4 290).

der allgemeinen Losung der partiellen Differentialg

den willkurlichen Functionen sich bestimmen lassen.

Er findet, dass die in

eichung auftreten-

wenn als Begren-

zung eine geschlossene raumliche Curve gegeben ist und in jedem Punkte
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der Begrenzung die Richtung der Normalen als bekannt vorausgesetzt

wird.

Zu demselben Kesultate gelangt Ossian Bonnet in seinem grossen

Memoire sur l'emploi d'un nouveau systeme de variables dans l'etude des

proprietes des surfaces courbes (Liouville , Journal. Serie 2. T. 5. 1860

p. 153. Vgl. Comptes rendus 1853. T. 37. p. 531. — 1855. T. 40

p. 1107. — 1856. T. 42. p. 532). Durch eine geschickte Wahl der un-

abhangigen Variabeln stellt er die partielle Differentialgleichung sowie

in sehr einfacher Form her. Nachdem einige

Speciallalle kurz erwahnt sind, werden die Krumraungslinien, die asym-

ptotischen Linien, die Linien des starksten Abfalls, die geodatischen Li-

nien untersucht. Dann concentrirt sich die Aufmerksamkeit auf die

Frage nach der Minimalnache, welche gewissen geometrischen Bedingun-

gen Geniige leistet. Als solche Bedingungen treten auf, dass die Flache

durch Rotation oder durch schraubenformige Bewegung einer Curve ent-

stehen solle , dass sie eine windschiefe Flache sei , dass ihre Kriim-

ihre allg

gslinien ebene Curven durch gege-

bene Linien gehe. Diese letzte Aufoabe bezeichnet Ossian Bonnet&^^V. ^'V,UV 'VMi.V- ""'8

als besonders schwierig. Er behandelt sie nur fur einige specielle Falle,

von denen hier nur zwei in Betracht kommen, nemlich die Aufgabe

Bj or lings und die Frage nach der Minimalnache, die durch zwei sich

kreuzende gerade Linien geht.

Diese letzte Frage ist auf einem andern Wege noch vou Serret

untersucht worden (Comptes rendus 1855. T. 40. p. 1078). Serret

schafft aus Legendre's Losung das Imaginare heraus und fiihrt die ge-

gebenen Grenzbedingungen ein. Die beiden willkurlichen Functionen

der allgemeinen Losung werden dadurch auf eine willkurliche perio-

dische Function reducirt. Darin spricht sich eine scheinbare Unbestimmt-

heit des Resultates aus, die schou von T e d e n a t bemerkt ist und Ger-

ff0nne zu Bedenken Anlass gegeben hat. Jene willkurliche Functionov»

leicht dass die durch die beiden ge-

raden Linien gelegte Flache, die der partiellen Diiferentialgleichung Ge-

nuge leistet, ausserdem noch an Nebenbedingungen geknupft sein kann.
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Bemerkenswerth ist die Schlussausserung von Serret, wonach er die

willkiirliche Function so bestimmen will, dass die Flache ausser den

beiden gegebenen noch andere Begrenzungslinien habe. Diese Andeu-

tung ist von ihm nicht weiter ausgefiihrt, ja es ist nicht einmal die Frage

nach der Minimalflache erledigt, die durch die beiden

keinen weiteren Bedingungen unterworfen ist.

Geraden

Das sind im Wesentlichen die Resnltate , zu denen man bis jetzt

gelangt ist. Die Frage nach der Minim alflache, deren gegebene Begren-to'-e^"^"^ -"^q

znng ans geraden Linien besteht, ist danach kanm fur den einfachsten

Fall erschopfend beantwortet. Die Untersuchung dieser Frage in ihrer

\ Haupt

lung. Ausserdem wird dann noch die Minimalflaehe ermittelt, fur welche
4

zwei beliebige Kreise in parallelen Ebenen als Begrenzung gegeben sind.

Die Minimalfiachen, deren Begrenzung aus getrennten Curven bestehen

soil, sind bisher noch gar nicht untersucht. Die Resultate von Bjor-
ling und Bonnet beziehen sich auf eine einzige seschlossene Grenz-&^ e>

curve, in welcher liberall die Richtung der Normalen gegeben ist. Bj o r-

ling bemerkt ausdriicklich , dass er die Frage ganz unbeantwortet las-

sen miisse, wenn die Begrenzung aus getrennten Curven bestehe.

o t> Methode beruht auf der allgemeinen

Gebiet

complexen Variabeln. Dass &

*t> ~^ x ""xoAufsabe sei, kann man auch in

den bisherigen Arbeiten deutlich erkennen. Schon Legend re's all-

gem erne Differentialgleiehung enthalt die willk

'o

damals die complexen Gr

behaftet. Frei-

ngebiirsert * und
man erblickte daher in ihrem Auftreten nur eine Schwierigkeit mehr,
die der Anwendbarkeit jener allgemeinen Losung sich entgegenstellte.

Und dennoch, wie sehr man sich auch bemiihen mochte, das Imasinare
fern

5 tritt immer aufs neue wieder hen
seinem ersten Schritte darauf, dass

Bjorlings Ver-

usrir

plexe Grossen als Variable eingefiihrt werden. Die Form endlich , in

welche Bonnet die partielle Differentialgleiehung bringt, wie seine Lo-
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sung drficken nichts anderes aus, als dass die gesuchte reelle Grosse (die

eine der rechtwinkligen Coordinaten) eine Function von complexen Va-

riabeln sei. Und dennoch sucht Bonnet, wie vor ihm Serr'et, sein

Hauptverdienst darin, die Losung von allem Imaginaren befreit zu haben.

Da ist es erklarlich, dass er stehen bleibt, wo die eigentliche Aufgabe

anfangt, nemlieh die Untersuchung der Grenz- und Unstetigkeitsverhalt-

nisse. Diese Untersuchung gehort ihrem Wesen nach in die von Rie-

mann geschafFene Theorie der Functionen von complexen Variabeln.

Es ist dem Verfasser nicht vergonnt gewesen, seine Arbeit noch

selbst zu redigiren. Ich habe es als ein schones Zeichen seines Ver-

trauens zu verehren, dass er die Ausarbeitung mir tibertragen hat. Aber

ich bin mir auch der Schwierigkeiten einer solchen Aufgabe wohl be-

wusst. Und wenn auch ein grosser Theil der Arbeit noch vor B,

manns Tode beendigt worden ist und seine Zustimmung erlangt

hat, so kann ich doch nicht erwarten, die Vollendung der Darstellung

erreicht zu haben, die Riemann selbst seiner Arbeit gegeben haben

wurde. Ich betrachte meine Mitwirkung nur als ein Zeichen des Dan-

kes und der Verehrung fur meinen leider so friih dahingeschiedenen

Lehrer.

Gottingen, den 6. Januar 1867.

K. Hattendorff.

Slathem. Classe. XIII. B



1.

Flache lasst sich im

rechtwinklisre

•

der analytischen Geometrie dar-

beweglichen Punktes als eindeutige Functionen
veranderlichen Grossen p und q angibt.

von zwei unabhangigen

stimmte constante Werthe
Nehmen dann p und q be-

entspricht dieser einen Combination im
mer e Punkt der Flache Die unabhangigen Variabel

konnen in sehr mannichfacher Weise werden. Fur eine
einfach zusammenhangende Flache geschieht dies zweckmassig wie folgt
Man lasst die Flache langs der ganzen Begrenzung abnehmen urn
Flachenstreifen. dessen "RrmfA fiiiow.li unendlich klein
nung ist.

lteihe nach auft

Durch Wiederholung dieses Verfahrens
erkleinert, bis sie in einen Punkt iibergeht. Die

Flache

fe von einander getrennte Linien.

Begrenzungscurven sind in sich zurucklau

scheiden
,

dass man in jeder von ihnen der Grosse

Man kann sie dadurch unter-

Werth o der um
p einen besondern

Unendlichkleines zu- oder ab-
mmmt, je nachdem man zu der benachbarten umschliessenden oder um-

ubersreht

Maximalwerth in

in dem

e> Die Function p hat dann einen

Begrenzung Flache und Minimalwerth
Punkte im Innern, in welchen die allmahlich abnehmende
zusammenschrumpft. Den Uebergang von einer Begren-

Flache zuletzt

zung der abnehmenden Flache zur nachsten man dadurch herge-
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1

stellt denken, dass man jeden Punkt der Curve (p) in einen bestimmten un-

endlich nahen Punkt der Curve (p + dp) iibergehen lasst. Die Wege

der einzelnen Punkte bilden dann ein zweites System von Curven, die

von dem Punkte des Minimalwerthes von p strahlenformig nach der Begren-

zung der Flache verlaufen. In jeder dieser Curven legt man q einen

besondern constanten Werth bei, der in einer beliebig gewahlten An-

fangseurve am kleinsten ist und von da beim Uebergange von einer Curve

des zweiten Systems zur andern stetig wachst, wenn man zum Zweck

Ueberganges irgend eine Curve (p) in bestimmter

lauft letzten Curve (q) zur Anfangscurve a

dert sich q sprungweise um eine endliche Constante.

Um eine mehrfach zusammenhangende Flache ebenso zu behandeln,

kann man sie zuvor durch Querschnitte in eine einfach zusammenhan-

gende zerlegen.

Irgend ein Punkt der Flache lasst sich hiernach als Durchschnitt

einer bestimmten Curve des Systems (p) mit einer bestimmten Curve des

Systems [q) auffassen. Die in dem Punkte (p, q) erriehtete Normale ver-

lauft von der Flache aus in zwei entgegengesetzten Bichtungen, der po-

sitiven und der negativen. Zu ihrer Unterscheidung ,hat man liber die

gegenseitige Lage der wachsenden positiven Normale, fler wachsenden p

und der wachsenden q eine Bestimmung zu treffen. Ist nichts anderes

festgesetzt, so moge, von der positiven x Axe aus gesehen, die positive

y Axe auf dem kurzesten Wege in die positive z Axe libergefuhrt wer-

den durch eine Drehung von rechts nach links. Und die Kichtung der

wachsenden positiven Normale liege zu den Kichtungen der wachsenden

p und der wachsenden q, wie die positive x Axe zur positiven y Axe

und zur positiven z Axe. Die Seite der Flache, auf welcher die positive

Normale liegt, soil die positive Seite der Flache genannt werden.

2.

Ueber das Gebiet der Flache sei ein Integral zu erstrecken, dessen Ele-

ment gleich ist dem Flachenelement dp dq multiplicirt in eine Funetio-

naldeterminante , also

B2
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df dg df dg

JJ \dp dq dq dp)dq

wof&r zur Abkiirzung geschrieben werden soil

ffW dg).

Denkt man sich / und g als unabhangige Variable eingefuhrt, so

geht das Integral iiber in ff df dg, und es lasst sich die Integration

nach f oder nach g ausfiihren. Die wirkliche Einsetzung von f und g

als unabhangigen Variabeln verursacht aber Schwierigkeiten oder wenig-

stens weitlaufige Unterscheidungen , wenn dieselbe Werthencombination

von f und g in mehreren Punkten der Flache oder in einer Linie vor-

handen ist. Sie ist ganz unmoglich, wenn f und g complex sind.

Es ist daher zweckmassig, zur Ausfuhrung der Integration nach /
oder g das Verfahren von Jacobi (Crelle's Journal Bd. 27 p. 208) anzu-

wenden, bei welchem p und q als unabhangige Variable beibehalten wer-

den. Urn in Beziehung auf / zu integriren , hat man die Functionalde-

terminante in die Form zu bringen

dif4-\ d

d"«*
erhalt zunachst f~ ~- - dq = 0, weil die Integration durch

dq

uriicklaufende Dagegen ist

in der Richtung der wachsenden p zu nehmen, d. h. von dem Minimal
punkte im Innern durch eine Curve (q) bis zur Begrenzung. Man er-

halt f ~ und zwar den Werth, den dieser Ausdruck in der Beerrenzum
r

annimmt, da an der untern Grenze des Integrals — = ist. Folglich wird
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dg

ffW *) = /> -£ rf? = /> "9

einfache Integral rechts ist in der Richtung der wachsenden

,gX^XiZ,U±l& erstreckt. Andererseits hat man
fuhrten Bezeichnnng idfdg) = — (dg df), und daher

ffWdg) = - ff{dgdf) = -fg df,

, wobei das einfache Integral rechts ebenfalls in der Eic

senden q durch die Begrenzungr der Flache zu nehmen

l5

&

3.

Die Flache, deren Punkte durch die Curvensysteme (p), (q) festge-

legt sind, soil in der folgenden Weise auf einer Kugel vom Radius 1 ab-

gebildet werden. Im Punkte (p, q) der Flache, dessen rechtwinklige Coor-

dinaten x, y, z sind, ziehe man die positive Normale und lege zu ihr

eine Parallele durch den Mittelpunkt der Kugel. Der Endpunkt* dieser

Parallelen auf der Kugeloberflache ist die Abbildung des Punktes (x,y,z).

Durchlauft der Punkt [x, y, z) auf der stetig gekrummten Flache eine zu-

sammenhangende Linie , so wird auch die Abbildung derselben auf der

Kugel eine zusammenhangende Linie sein. Auf dieselbe Weise erhalt

man als Abbildung eines Flachenstucks ein Flachenstiick, als Abbildung
der ganzen Flache eine Flache, welche die Kugel oder einen Theil

selben einfach oder mehrfach bedeckt.

&

Der Punkt auf der Kugel, welcher die Richtung der positiven xAxe
angibt, werde zum Pol gewahlt und der Anfangsmeridian durch den Punkt
gelegt, welcher der positiven y Axe entspricht. Die Abbildung des Punk-
tes (x, y, z) wird dann auf der Kugel fes%elegt durch ihre Polardistanz r

und den Winkel ^ welchen ihr Meridian mit dem Anfangsmeridian ein-

schliesst. FiLr das Vorzeichen von g> gilt die Bestimmung

n n
positiven z Axe entsprechende Punkt die Coordinaten r = -

, « = -4-

2 ^ ^2
haben soil.
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4.

Hiernach erhalt man als Differential-Gleichung der Flache

(1) cosrdx -J- sinr cos tp dy -f- sinr sinydz = 0.

Sind y und z die unabhangigen Variabeln, so ergeben sich fur

und ip die Gleichung

cos r
1

dx

sinr costp

sin r sin <p

+Vi + (it + <?'

t 1/ /dx\ 2 /dx\ 2

rfs

in welchen gleichzeitig entweder die oberen oder die unteren Vorzeichen

gelten.

Ein Parallelogramm auf der positiven Seite der Flache, begrenzt

von den Curven (p) und (p + dp)
; (y) und (y + <fy) , projicirt sich auf

der yz Ebene in einem Flachenelemente , dessen Inhalt gleich dem ab-

soluten Werthe von {dy dz) ist. Das Vorzeichen dieser Functionaldeter-

minante ist verschieden, je nachdem die im Punkte (p, q) errichtete po-

sitive Normale mit der positiven x Axe einen spitzen oder stumpfen Win-
kel einschliesst. In dem ersten Falle liegen nemlich die Projectionen

von dp und dq in der yz Ebene ebenso zu einander wie die positive

y Axe zur positiven z Axe , im zweiten Falle umgekehrt. Daher ist die

Functionaldeterminante im ersten Falle positiv, im zweiten negativ. Und
der Ausdruck

1

cos r
(dy dz)
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immer positiv. Er gibt den kleinen Parallelo

gramms auf der Flache. Urn also den Inhalt der Flache selbst

man das Doppelintegr

1
S = // (dy dz)

cos r

iiber die ganze Flache zu erstrecken.

Soil dieser Inhalt ein Minimum sein, so ist die erste Variation des

Doppelintegrals = zu setzen. Man erhalt

//

dx ddx dx ddx— • —j— — .

dy dy dz dz

±W®2

-K
dx\ 2

(dy dz) = 0,

dz

und es gilt das obere oder das untere Zeichen vor der.Wurzel, je nach-

dem (dy dz) positiv oder negativ ist. Die linke Seite lasst sich schreiben

d d
JJ j- (— «w r cos tp. dx) . (dy dz) + JT~ (— sin r sin g> . dx) . (dy dz)JJ dz

d d
ffdx ' a,

(~ sin r cos 9} - (
d& d^ ~~ fJ 8x T (~ sin r sin 9) - (

dy **)'
dz

Die beiden ersten Integrate reduciren sich auf einfache Integrate , die in

der Richtung der wachsenden q durch die Begrenzung der Flache zu neh-

men sind, nemlich

fdx . (— tin r cos g> dz -f- sin r sin <p dy).

Der Werth ist = 0, da in der Begrenzung dx = ist. Die Bedingung

des Minimum lautet also

rr« (d (sin r cos g>) d (sin r tin a) .
, , ,

.

JJ Sx
K x. " H —r-—-) (dy dz) =

dy dz

Sie wird erfullt, wenn

sin r sin (f dy -f- sin r cos
<f>

dz = rfr

ein vollstandiges Differential ist.
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5.

Die Coordinaten r und tp auf der Kugel lassen sich ersetzen durch

r m
eine complexe Grosse tj = tg - . e , deren geometrische Bedeutung

leicht zu erkennen ist. Legt man nemlich an die Kugel im Pol eine

Tangentialebene , deren positive Seite von der Kugel abgekehrt ist und
vom Gegenpol eine Gerade durch den Punkt (r, g>) . so trifft diese

die Tangentialebene in einem Punkte, der die complexe Grosse 2rj

sentirt. Dem Pol entspricht rj = 0, dem Gegenpol t] = oo. ]

Punkte, welche die Richtungen der positiven y und zAxe angeben, ist

I WW

ur

rj — -}- 1 und resp. = -f- ••

r — <fi
Fiihrt man noch die coraplexen Grossen r[= tg — . e , s = y -f- zi

* = V — zi ein
»
so gehen die Gleichungen (1) und (2) iiber in folgende:

(1*) (1—W') ^ + *i ds -f- 1? ds = 0,

(2*) (1+W) <# — tf A + ^ &' = 0.

Diese lassen sich durch Addition und Subtraction verbinden. Dabei werde
-

x -f- %i=2Xy x — p = 2X gesetzt, so dass umgekehrt x — X -\- X ist.

Das Problem findet dann seinen analytischen Ausdruck in den beiden

Gleichungen

(3) ds — n dX + i dX = 0,
n

(4) ds + -di — tf rfj — 0.

Betrachtet man X und X als unabhangige Variable und stellt die

so findet sich

dafur auf, dass ds und ds' vollstandige Differentiale sind,

dX
U

' dX '

d. h. es ist tj nur von Xt rf nur von X abhangig, und deshalb umgekehrt
.X eine Function nur von r\, X eine Function nur von r[.
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Hiernach ist die Aufgabe darauf zuriickgefuhrt, fj als Function der
complexen Variabeln X oder umgekehrt X als Function der complexen
Variabeln t} so zu bestimmen, dass zugleich den Grenzbedin
nuge geleistet werde. Kennt man n als Fnnnfinn vnn X9 so ergibt sich

5 U115

o^ t>

daraus tf, indem man in dem Ausdrucke von tj jede complexe- Zahl in

die conjugirte verwandelt. Alsdann hat man nur noch die Gleichun-
gen (3) und (4) zu integriren, urn die Ausdrucke fur * und $ zu erlan-

gen. Aus diesen erhalt man endlich durch Elimination v

chung zwischen x, y, a, die Gleichuns der Minimalflache

%

6.

Sind die Gleichungen (3) und (4) integrirt, so lasst sich auch der
t der Minimalflache selbst leicht angeben, nemlich

D

cosr JJ 1 — qrj

dz) formt sich in folgender Weise

^=(ii-i dD^
2

*

|

(ds ds')

1 \ dx dxt / , i \ ax dx
,

8 (w--?) 3- ^(<Mo)2 V 1^/ d^

Danach erhalt man

1 \ dx dx, '* t-w-,+ *.+-i>5^.*.^IJlf' d/7 d//

d# d.r ds ds d$ rf/v
2^ + *,rf? + m Tn > (dr

<
]dr>">

9 rr/dxdx dydg dz <fes.
2
// UTS? + d»S? + STAfJ <**"

/A

dj? d*? di^ d// dq di?

Mathetn. Classe. XIII. C
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Umformungr dieses Ausdruckes kann man y aus Y

Tj z aus Z und Z' ebe

die Gleichungen gelten

X undX, so dass

dx '

'

ndx
x = J

T

n
d"

•

x = lT4 «'

x = X -\- X, p = X — X,

y = y + r,# = y - r,

^ = Z + Z'
, p =, Z - Z\

Alsdann erhalt man schliesslich

S = — iff[{dXdX) + (dYdlT) + (dZdZ)]

2 //[(dx dd + (cfy dty + («fe da)].

7.

Die Minimalflache und ihre Abbildungen auf der Kugel wie in den

Ebenen, deren Punkte resp. die complexen Grossen rj, X, Y, Z reprasen-

tiren, sind einander in den kleinsten Theilen ahnlich. Man erkennt dies

sofort, wenn man das Quadrat des Linearelementes in diesen Flachen

ausdriickt. Dasselbe ist

auf der Kugel sinr2 dlog r\ dlog rf,

in der Ebene der rj

in der Ebene der X

in der Ebene der Y

in der Ebene der Z

dr\ drf

dx
• i

dr\

dx
»

drf

•

drj drf,

dy

dr\

dy
» ——

—

drf
dr\ drf,

dz

dn

dz

drf
dr\ drf.
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9

in der Minimalflache selbst

da& + df + d& == IdX + dXf + (dY + dF)» + (dZ + dZ')*

2 [dXdX.+ dY dY' + dZdZ')

/dx dx . </*/ d// dz dz
% Wv +

H'Hi + -•->*»*''

Es ist nemlich nach den Gleichungen (3) und (4), wenn man darin t[

und r[ als unabhangige Variable ansieht:

dx ds ds'
t\ —- s=z J?

2 —

.

drj dr\ di]

, dx ds ds

dt] dt} dr{

und deshalb

dX2 + dY* + dZ2 = 0,

dX* + dY'2 -f dZ'* s 0.

Das Verhaltnis von irgend zwei der obigen quadrirten Linearelemente

ist unabhangig von dr\ und dr{, d. h. von der Richtung des Elementes,

und darin beruht die in den kleinsten Theilen ahnliche Abbildung. Da
einem

alien Richtungen dieselbe ist, so erhalt man die Flachenvergrosserung

gleich dem Qnadrat der Linearvergrosserung. Das Quadrat des Linear-

elementes in der Minimalflache ist aber gleich der doppelten Summe
Quadrate in den Ebenen der X.

der Y und derZ. Daher ist auch das Flachenelement in der Minimal-

flache gleich der doppelten Summe der entsprechenden Flachenelemente

in jenen Ebenen. Dasselbe gilt von der ganzen Flache und ihren Ab-
hildungen in den Ebenen der X, Y, Z.

8.

Eine wichtige Folgerung lasst sich noch aus dem Satze von der

Aehnlichkeit in den kleinsten Theilen ziehen, wenn man

C2
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plexe Variable r\i dadurch einfuhrt, dass man auf der Kugel den Pol

in einen beliebigen Punkt [r\= a) verlegt und den Anfangsmeridian beliebig

wahlt. Hat dann t]i fur das neue Coordinatensystem dieselbe Bedeu-

tung wie tj fur das alte, so kann man jetzt ein unendlich kleines Dreieck

auf der Kugel sowohl in der Ebene der rj als in der der rji abbilden.

Die beiden Bilder sind dann auch Abbildungen von einander und in

den kleinsten Theilen ahnlich. Fur den Fall der directen Aehnlichkeit

ergibt sich ohne Weiteres, dass ~ unabhangig ist von der Richtung der
dn

Verschiebung von 17, d. h. dass r\\ eine Function der complexen Varia-

beln r[ ist. Den Fall der inversen (symmetrischen) Aehnlichkeit kann

man auf den vorigen zuriickfiihren , indem man statt rji die conjugirte

complexe Grosse nimmt. Um nun ^x als Function von rj auszudriicken,

hat man zu beachten, dass rji

fur welchen a, und rji

ist in dem einen Punkte der Kugel,

(X> in dem diametral gegenuberliegenden
#

Punkte, d. h. fiir ri

1

a
Danach ergibt sich 171 o

n a

1 -h *' n
Zur

Bestimmung der Constanten c dient die Bemerkung, dass, wenn 1^

ist fiir rj , daraus iji

also /? ca und
1

-r, gefunden wird fur rj 00. Es ist

c

cc

>, d. h. /?

a

c
Hieraus ergibt sich

cc 1 und daher c
Oi

e fur ein reelles 0. Die Grossenc* und# kon-

Lage des neuen Pols,

Diesem neuen Coordi-

nen beliebige Werthe erhalten: a hangt von de

von der Lage' des neuen Anfangsmeridians ab.

natensystem auf der Kugel entsprechen die Richtungen der Axen eines

neuen rechtwinkligen Systems. Es mogen in dem neuen System x\, s\, 8\

dasselbe bezeichnen wie x, $, $ in dem alten. Dann erlangt man die

Transformationsformeln

aa') xx .
= (1 -J- as + as,

+ Oi + s
9 '

a Ls
,

(i + aa
Si

2 ax a*s
I

f

s .
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Diese Formeln und der Ausdruck fur r\ vereinfachen sich fur n
Man

Vi
a n

1 + a n

(
6

) (1 H- ««') a?i = (1 — aa) x -f- a * -f- a*'

(1 + act') sx = 2 aa; — * -}- aV,

+ aa) t'x s±s 2 a'ar + a'2* — *'.

9.

Fur die meisten Anwendungen, die von der Transformation der

Coordinaten gemacht werden sollen, gentigt es, den letzten specielleren

Fall zu nehmen. Fiir diesen erhalt man

/<fyi\
2 dxi tii dx

^dri' drji rj drj

oder

(dlog Vl )> • -p±- = (dlog ,)* • -
dx

dlogr\ x dlogrj

Hiernach empfiehlt es sich, eine neue complexe Grosse u einzufiihren,

welche durch die Gleiehung definirt wird

jV dx
u = J V i— d log rj

dlog ti

Lag

Geli

(x, y, z) unabhangig ist

man

' = - */(££«*" + */(£*)'"*<
dlog v\' J ^dlog tj

x ist der Abstand des zu rj gehorigen Punktes der Minimalflache von

einer Ebene, die durch den Anfangspunkt der Coordinaten rechtwinklig

zur Bichtung q = gelegt ist. Man erhalt den Abstand desselben

V
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Punktes der Minimalflache von einer durch den Anfangspunkt der Co-

ordinaten gelegten Ebene, die rechtwinklig auf der Richtung rj = cc

a— rj

steht, indem man in (8) — j- statt ri setzt. Speciell also fur ccw
1 -f- aij

r 1

und cc = i

i

y
du \ 2 / 1\ .. . t r-/ du \ 2 / . 1

) • (l - -) dlogn + !/(—-,) • (v - -7) dlog n\

1 n/ du \ 2 / 1\- 1 nr du \ 2
/< . 1

<"» •=-i/tsgi)\^^-\f& (^J)w

10.

Die Grosse # ist als Function von r\ zu bestimmen, d. h. als ein-

werthige Function des Ortes in derjenigen Flache, welche, uber die

r\ Ebene ausgebreitet, die Minimalflache in den kleinsten Theilen ahnlich

abbildet. Daher kommt es vor alien Dingen auf die Unstetigkeiten und

Verzweigungen in dieser Abbildung an. Bei der Untersuchung derselben

hat man Punkte im Innern der Flache von Begrenzungspunkten zu un-

terscheiden.

Handelt es sich um einen Punkt im Innern der Minimalflache, so

legt man in ihn den Anfangspunkt des Coordinatensystems (a?, y, 3), die

Axe der positiven x in die positive Normale , folglich die yz> Ebene tan-

gential. Dann fehlen in der Entwicklung von x das freie Glied und die

in y und 2 multiplicirten Glieder. Durch geeignet gewahlte Kichtung

der y und der s Axe kann man audi das in yz multiplicirte Glied ver-

schwinden lassen. Die Bedingung des Minimum fiihrt bei diesem Coor-

. d2x d2x
dinatensystem auf die partielle Differentialgleichung tj + -p=i

~ 0-

Das Kriimmungsmass ist also negativ, die Haupt-Kruinmungsradien sind

einander entgegengesetzt gleich. Die Tangentialebene theilt die Flache

in vier Quadranten, wenn die Krummungshalbmesser nicht OO sind.

Diese Quadranten liegen abwechselnd liber und unter der Tangential-
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ebene. Beginnt die Entwicklung von x erst mit den Gliedern rater Ord-

nung (n>2), so sind die Kriimmungsradien 00, und die Tangential-

ebene theilt die Flache in 2n Sectoren, die abwechselnd liber und unter

jener Ebene liegen und von den Krummungslinien halbirt werden.

Will man nun X als Function der complexen Variabeln Y ansehen,

so ergibt sieh in dem Falle der vier Sectoren

log X = 2 log Y -f- fund. cont. f

in dem Falle der 2n Sectoren

log X =: n log Y -\-
f. c

dX — 2t} .

1 — w
EntwicklungUnd da nach (8) und (9) _

von n\ im ersten Falle mit der ersten, im zweiten mit der (n— l)ten

Potenz von Y. Umgekehrt wird also, wenn F als Function von v\ ange-

sehen werden soil, die Entwicklung im ersten Falle nach ganzen Poten-

i

n—

1

zen von 17, im zweiten nach ganzen Potenzen von t\ fortschreiten.
»

D. h. die Abbildung auf der tj Ebene hat an der betreffenden Stelle

keinen oder einen (n — 2)fachen Verzweigungspunkt
?

je nachdem

erste oder der zweite Fall eintritt.

du du d log t\

Was u betrifft , so ergibt sich ———_ = — ——s. , also mit
Y dlog rj dlog Y

Hiilfe der Gleichung (9)

du n2 . dY n
2 (dy\ 2 ?*

Demnach ist in einem (n — 2}fachen Verzweigungspunkte der Abbildung

auf der tj Ebene

log tv—t> = ~ log Y -+- f. c. oder
dloa Y 2

du • /n* TV =a-.)%r + , c
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11.

Die weitere Untersuchung soil zunachst auf den Fall beschrankt

werden, dass die gegebene Begrenzung aus geraden Linien besteht.

Dann lasst sich die Abbildung der Begrenzung auf der r\ Ebene wirklich

herstellen. Die in irgend welchen Punkten einer geraden Begrenzungs-

linie errichteten Normalen liegen in parallelen Ebenen, und daher ist

die Abbildung auf der Kugel ein grosster Kreis.

Um einen Punkt im Innern einer geraden Begrenzungslinie zu un-

tersuchen, legt man wie vorher in ihn den Anfangspunkt der Coordi-

nates Normale. Dann fallt die g

Begrenzungslinie in die yz Ebene. Der reelle Theil von X ist demnach

in der ganzen Begrenzungslinie = 0. Geht man also durch das Innere

der Minimalflache um den Anfangspunkt der Coordinaten herum von

einem vorangehenden bis zu einem nachfolgenden Begrenzungspunkte,

so muss dabei das Argument von X sich andern um nn
9
ein ganzes Viel-

faches von n. Das Argument von Y andert sich gleichzeitig um n.

Man hat also, wie vorher

log X = n log Y -f- f. c.

log t} — (n — 1 ) log Y -\-
f.

c

du /n

^rr<l-:)^ff- c.

dY \2

Dem betrachteten Begrenzungspunkte entspricht ein (n — 2)facher Ver-

zweigungspunkt in der Abbildung auf der r\ Ebene. In dieser Abbildung

macht das auf den Punkt folgende Begrenzungsstuck mit dem ihm vor-

hergehenden den Winkel (» — 1) n.

12.

Bei dem Uebergange von einer Begrenzungslinie zur folgenden hat

zwei Falle zu unterscheiden. Entweder treffen sie zusammen in

einem im Endlichen liegenden Schnittpunkte , oder sie erstrecken sich

ins Unendliche.

man
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Im ersten Falle sei an der im Innern der Minimaliiache liegende

Winkel der beiden Begrenzungslinien. Legt man den Anfangspunkt der

Coordinaten in den zu untersuchenden Eckpunkt, die positive x Axe in

die positive Normale, so ist in beiden Begrenzungslinien der reelle Theil

von X =• 0. Beim Uebergange von der ersten Begrenzungslinie zur

folgenden andert sich also das Argument von X um mn, ein ganzes Viel-

faches von n, das Argument von Y um an. Man hat daher

a
log X = log Y -\-

f. c
m

a

mJ
log X = log rj + f. c.

du / m v # v

109 ay=(s-0 '*' + /'•«

Erstreckt sich die Flache zwischen zwei auf einander folg

mzunersgeraden ins Unendliche, so lesrt man die Dositive xA m
ihre kurzeste Verbindungslinie

,
parallel der positiven Normalen im Un

endlichen. Die Lange der kurzesten Verbindungshnie sei A, und an de

Winkel, welchen

fullt. Dann bleib

endlich und stetig

Minimalflache

X und Hog tj im Unendlichen

Tenzenden Geraden constante

Werthe an. Hieraus ergibt sich (fur y = CO, z = CO

AiX = — -— log tj -{- f c .

2an

n v A
Ian

log n + /• c.

4:an r\

Legt man die x\ Axe eines Coordinatensystems in eine begrenzende

Gerade, die x2 Axe eines andern Systems in die zweite begrenzende Ge-

rade u. s. f. , so ist in der ersten Linie log r\i , in der zweiten log rj2

u. s. f. rein imaginar, da die Normale zu der betreffenden Axe der a?lf

' Mathem. Classe. X1I1. D
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3

dxider x2 u. s. f. senkrecht steht. Es ist also i — in der ersten Be-
rt log t]!

grenzungslinie reell
, i

*2 - in der zweiten u. s. f. Da aber auch fura log rj2

ein beliebiges Coordinatensystem (x
, y, z) immer

ist, so findet sich, dass in jeder geraden Begrenzungslinie

V dx
du = l/| — dloqn

entweder reelle oder rein imaginare Werthe besitzt.

13.

du

Die Minimalflache ist bestimmt, sobald man eine der Grossen u,

n, X, Y, Z durch eine der iibrigen ansgedriickt hat. Dies gelingt in
vielen Fallen. Besondere Beachtung verdienen darimter diejenigen , in

welchen ^~- eine algebraische Function von n ist. Dazu ist nothig

und hinreichend, dass die Abbildung auf der Kugel und ihre symmetri-
schen und congruenten Fortsetzungen eine geschlossene Flache bilden,

welche die ganze Kugel einfach oder mehrfach bedeckt.

Im Allgemeinen aber wird es schwierig sein, direct eine der Gro-
ssen «, 17, X, y, Z durch eine der ubrigen auszudrticken. Statt dessen
kann man aber auch jede von ihnen als Function einer neuen zweck-
massig gewahlten unabhangigen Variablen bestimmen. Wir fiihren eine

solche unabhangige Variable / ein, dass die Abbildung der Flache auf
der *Ebene die halbe unendliche Ebene einfach bedeckt, und zwar die-

Halfte, fur welche der imaginare In der

That ist es immer moglich
, / als Function von u (oder von irgend einer

der ubrigen Grossen 17, X, Y, Z) in der Flache so zu bestimmen, dass
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der imaginare Theil in der Begrenzung = ist, und dass sie in einem

beliebigen Begrenzungspunkte (u — b) unendlich von der ersten Ord-

nune wird, d. h.

const.
(

.

t = + (. c.

u— b

Das Argument des Factors von ist dureh die Bedingung bestimmt,

dass der imaginare Theil von t in der Begrenzung = 0, im Innern der

Flache positiv sein soil. Es bleibt also in dem Ausdrucke von / nur

der Modul dieses Factors und eine additive Constante willkiirlich.
*

Es sei < = ax, 02, ••• ft** die Verzweigungspunkte im Innern der

Abbildung auf der r\ Ebene, I a 6i, b%> ... fur die Verzweigungspunkte

in der Begrenzung, die nicht Eckpunkte sind, / = c± , c2 , ... fur die

Eckpunkte t I ;= e\ , e% , . . . fiir die ins Unendliche sich erstreckenden

Sectoren.

Dann hat man

du /n
fur t = a log — = (~ — l) log (t — a) + f. c. f

„ / = b log ~ = (~—i) log {t —b) -f f- c.,

?» * == c

dt \2

da /m%
-Jj
= (r- — l) % ('—«) + /• R

.

>i V -4#
* = e u = |/ — log (§ — e) -\-

f. c.

Man kann die Untersuchung auf den Fall » = 3, m = 1 be-

schranken, d. h. auf einfache Verzweigungspunkte, und den allgemeinen

Fall aus diesem dadurch ableiten, dass man mehrere einfache Verzwei-

gungspunkte zusammenfalien lasst.

du
Um den Ausdruck fur — zu bilden, hat man zu beachten, dass

dt

langs der Begrenzung dt reell, du entweder reell oder rein imaginar ist.

D2
* <
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du\2
Demnach ist C—j reell, wenn / reell ist. Diese Function kann man

dt

iiber die Linie der reellen Werthe fortsetzen

dem man die Bestimmung trifFt, dass fur conjugirte Werthe t und ( der

Variabeln auch die Function conjugirte Werthe haben soil. Alsdann ist

(—\ fur die sranze <Ebene bestimmt und zeigt sich einwerthig.
\dtS

Es seien a\ , a 2 , ... die conjugirten Werthe zu ai , a2 , . . . ,
und

das Product (t — «i )
(t — a2) ... werde mit II (t — a) bezeichnet. Als-

dann ist

(11) u - const -4- ryn(t-a)n{t-<J) II (t - b)
.

const^
(11) u — const, -f-j v

n{t —c). U{t— e)

Die Constanten a, b, c etc. miissen so bestimmt werden , dass fur

1 /'Aa
I = e u = y — log (t— e) + /. c wird. Damit «/ fur alle Werthe

*

von / ausser a, b, c, e endlich und stetig bleibe, muss fur die Anzahl

dieser Werthe eine Relation bestehen. Es muss die Differenz der An-

zahl der Eckpunkte und der in der Begrenzung liegenden Verzweigungs-,

punkte um 4 grosser sein als die doppelte Differenz der Anzahl der in-

nern Verzweigungspunkte und der ins Unendliche verlaufenden Sectoren.

Setzt man zur Abkiirzung

n(t —a) n[t — a) n(t — 6) = y M

.

n (t -c)n{t — ef = *(*).

d. h.
du 1 XspC)— = const, y — .-r-

,

dt
r

X M
so ist die ganze Function y (/) vom Grade v — 4 , wenn x M vom

Grade ? ist.

14.

Es ist noch ij als Function von J auszudrucken. Direct gelangt

man dazu nur in den einfachsten Fallen. Im Allgemeinen ist der fol-
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gende Weg einzuschlagen. Es sei <v eine noch naher zu bestimmende

Function von t, die als bekannt vorausgesetzt wird. ' In den Gleichun-

gen (8), (9), (10) kommt es wesentlich an auf — , wofiir man schrei-

du dv
ben kann — • • Der letzte Factor lasst sich ansehen als Product

dv d log r\

der beiden Factoren

(12) kx yz^-yi-
die der Differentialgleichung erster Ordnung genvigen

(13) k ^ — k — = l

dv dv

sowie der Differentialgleichung zweiter Ordnung

(14)

1 <Pki _ ± &k2

k.
'

'dv2
~~

~k2
' dv2 .

1 <Pk*
Gelingt es also , — • —„- als Function von t auszudriicken, so er

k\ dv2

(Pk
setzt man —-

y
durch das ihm gleichbedeutende

dv2

dv (Pk dk (Pv

dt dP dt dt2

dv\ 5

dt

und erhalt fur k eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter

Ordnung. Von dieser sind k\ und kz particulare Integrate , die durch

die Differentialgleichung (13) verbunden sind.

Die Function — ist so zu wahlen, dass die Unstetigkeiten
dt

von fur endliche Werthe von / nicht ausserhalb der Punkte
k dv2
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o, a, o, c, e liegen. Setzt man

dv if

i &k
so wird - •— im Endlichen nur fur die Punkte / == cx , c2 , . . . un-

endlich und zwar fur jeden unendlich in erster Ordnung. Man nber-

zeugt sich davon durch folgende Betrachtung. In dem zu / = c ge-

horigen Eckpunkte auf der Kugelflache liege der Winkel yn, und es

seien vc , nc die Werthe von c und r\ fur t = c. Dann hat man fur

Urn t — c =

v — ©,
i ._ *

2 9>(*) • /(c) . (*-c).

»7 — Jfc = COM*/. (/ — c)

Folglich *! = [/ ~ = const. (© — «c )
* ~ y

und

1 d2&

* '^ = v^ -*;•(• -*)
2

^
fry ~ *) * (*)

c) 9 (cf
'

Durch analoge Betrachtungen erkennt man, dass fiir die Punkte
t — a, t = b, t — e, sowie fur alle gewohnlichen Punkte der /Ebene

h und - -

2
stetig bleiben.

V

Fur I = 00 ist J = C0HS,. r ' * = / , folglich *, = J/*
*!

1 1 *JF27

con*/. /* '

Es Weibt alsoAri und--— stetigfar*= 4. Fiira/>4
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erhalt man

1 d2k /v \ / v \ — * + 6

1 ) (— -r +
2J

t
k dv2 V4 / V 4

Man hat also

1.**- 1 y&r -i) /(*)«*> = 4 r -23 = i * K" u " /-^ + *.
A- <fo

2

!.**_ i vOr —i) /to
* <fo2

f
(< — c) y(c)2 ^ ** + '

fur, = 6 £;*^ iJ 6r^» /to . ,

Fur y> 6 mussten die Wurzeln von y{t) = und#(f) = an v — 6

Bedingungs-Gleichungen geknupft sein.

Setzt man

dv 1 l

dt

J/^M /(<) J//M

1 d?k
so wird die Function - • — im Endlichen unstetig nur fur die Punkte

«, a', 6, c, und zwar fur jeden unendlich in erster Ordnung. Man erhalt

und entsprechende Ausdriicke fur t = a, a, 6, in denen nur 2 statt /
und resp. a, a', 6 statt c zu, setzen ist.

Fur t = 00 ergibt sich

1 tPk / v \ /v \ 2r — 6

A do2 \ 2 ' / V2+ 0G 1 *

1 d2^
Demnach lautet der Ausdruck fur - • -r-^ wie foist:

k dv2
&>

1 rf2£ yy —L)f lg)= X. 2 iL a; ' {ifl

-f- pit)
k dv2 t

(t —g) ^ [)
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a

i Summe bezieht sich auf

a, b 2 statt y zu setzen.

a, a, b y c, und es ist bei

(t) ist eine ganze Function vom Grade

[2v 6), in der die ersten beiden Coefficienten sich endermassen

bestimmen. Man

/

die Form

y + ±dt
K + 4

dv Vf{t).t
2v + 4

t dv i

oder kiirzer a dv\.

Dann ergibt sich durch Differentiation

dr? \\dv

i

a
dv2 l\dvj

l

4- (-1
\dc\

i
"2

d2 («*)

dv2

folglich

dn d2 v/dr\

\dv/ dv2 LVdc

i 2

a (dn\k
dv 2

l

dri

\\dcx
) v a

dv2

oder

d2
(
dA\?

\dvJ dp*1
i

»

oder

dny-h
dv\)

t

2v + 8 1 (Pk
' 1' dv2

a* -
dv2

dn\\

dv 2 Wdz>i'
t

*"+ 82±(YTzMM+ 2v+ 8

4
F(t)

3 d2
*

«
t 9

dv2

Function auf der linken Seite ist endlich fur oc Folglich
•

2*+

8

1
1

man rechts in F {t) und von <J .f?J?J

Coefficienten gleich
y

d»2

Die

*

Entwicklung von #*
d2 («

2
)

cfo
2

gibt nach einfacher Rechnung

i

«
"do2 ^ -H- 2) / \

2 ' —

-

y + 2

f(«>)

«
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Bei dieser Untersuchung ist stillschweigend vorausgesetzt, dass die

Werthe a, b, c, e sammtlich endlich seien. Trifft dies nicht zu, so be-

darf die Betrachtung einer geringen Modification.

B e i s p i e 1 e

15.

Die Begrenzung bestehe aus zwei unendlichen geraden Linien, die

nicht in einer Ebene lieg

Lan *-F und es

Ihre kiirzeste Verbindungslinie habe die

Winkel, welchen
(
welchen die Projection der Flache

auf der rechtwinkiig gegen jene Verbindungslinie gelegten Ebene aus-

fullt.

Nimmt man die kiirzeste Verbindungslinie zur x Axe, so hat in jeder

der beiden Begrenzungsgeraden x einen constanten Werth. Ebenso ist y
in jeder der beiden Begrenzungsgeraden constant. In unendlicher Ent-

fernnng ist die positive Normale

sitiven , fur den

grenzun bildet sich

durch die Pole tj

schliessen.

ve Normale fur den einen Sector parallel der po-

rn Sector parallel der negativen or Axe. Die Be-

auf der Kugel in zwei grossten Kreisen ab, die

und r\ = <X> gehen und den Winkel em-

Hiernach hat man

A
%A

2 cm
logy,

s
iA

2 cm n
i

n

Mathem. Classe. XII

L

s
I\A

2 an \tj

1

n

E
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folglich

A
x = — i 109 6)2 cm mj

. 4 . / *
e —- log
2 em ^ s

worin man die Gleichung der Schraubenflache erkennt.

Der Inhalt der Flache ist unendlich gross. Soil also von einem

Minimum die Rede sein, so ist dies so zu verstehen. Der Inhalt jeder

andern Flache von derselben Begrenzung ist ebenfalls unendlich gross.

Aber wenn man den Inhalt der Schraubenflache abzieht, so kann die

Differenz endlich sein, und die Schraubenflache hat die Eigenschaft, dass

diese endliche Differenz positiv ausfallt.

In demselben Sinn hat man die Minimal-Eigenschaft immer aufzu-

fassen, wenn die Flache unendliche Sectoren besitzt.

16.

Die Begrenzung bestehe aus drei geraden Linien, von denen zwei

sich schneiden und die dritte zur Ebene der beiden ersten parallel lauft.

Legt man den Anfangspunkt der Coordinaten in den Schnittpunkt

der beiden ersten Geraden, die positive x Axe in die negative Normale,

so bildet jener Schnittpunkt auf der Kugel sich ab im Punkte y\ =±= CO.

Die Abbildung der beiden ersten Geraden sind grosste Halbkreise, die

von 17 = OO bis tj = laufen. Ihr Winkel sei an. Die Abbildung der

dritten Linie ist der Bogen eines grossten Kreises , der von q = aus-

geht, an einer gewissen Stelle umkehrt und in sich selbst bis zum Punkte

tj = zurucklauft. Dieser Bogen bilde mit den beiden ersten grossten

Halbkreisen die Winkel fin und yn , so dass
fi -f- y = a sich ergibt.

Um die Abbildung auf der halb fest 1

dass / = OO sein soil fiir tj = CO , dass dem unendlichen Sector zwi-

schen der ersten und dritten Linie / = 6, dem unendlichen Sector zwi-
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schen der zweiten und dritten Linie / = c, dera Umkehrpunkte der Nor-
malen auf a entsprechen soil. Dabei sind a, b, c

reell und c> a> b. Diesen Bestimmungen entspricht rj = (t — bf(t c)
r

.

Der Werth Man

dhfftj _ p (t — c) -f Y (f

dt b) (t — c)

und dieses muss fur den Umkehrpunkt = sein, also a == ^-£
Man hat weiter

+

Folglich

x

y

Z

flu
(t - «); dt

du 1

dlog n V(p+y)

(JlJ)\ dlog
dt

ndlogrj/ u
{t — b)

dt
. r dt

- c) ' J (t - b) (f _ e)
'

*,. s . .,-/» Y
i r[

t -b)(t — c)-(t — b) \t - C)
-at1J (t-b)(t-c)

t„ J ,„ .,-/»._. -y
i_ ,{t'-b)(t -c) -{( - b) (r _ C

)

2J [t —b) (t — -»
dt

I At - bf(t - cf+ (f — b)~\t - cf
r

1 J it
df

E'2
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1st A der Abstand der dritten Geraden von der Kbene der ersten

beiden, so tindet sich

c b
2 an

A

17.

Die Begrenzung bestehe aus drei einander kreuzenden geraden Li-

nien, deren kiirzeste AbstandeJ, B, C sein mogen. Zvvischen je zwei

grenzenden Linien erstreckt sich die Flache ins Unendliche. Es seien

Winkel der Eichtungen , in welchen die Grenzlinien

ersten, des zweiten, des

man fest fur die drei Sectoren der Minimalfiache

erlaufen.

ie Grosse

Setzt

0, CO, 1 sein soil, so erhalt man

du 9 [t)

dt «(l

<p{() ist eine ganze Function zweiten Grades, lhre Coefficienten be

stimmen sich daraus , dass

fur t

du

fur / (X

dlogt

du

V Ace

Yn

far t 1

dlogt

du

VB(i

•2ti

dlog{\ fl

V
2 71

sein muss.

Danach ergibt sich

<p{t)

Act

In
(1

Cy Bii ,

2 71 In

Je nachdem A\ Gleichun
s> 9 if)

I).

imaginar oder

reell sind, hat die Abbildung auf der Kugel einen Verzweigungspunkt

im Innern oder zwei Unikehrpunkte der Normalen auf der Begrenzung.
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Die Functionen k 1 Vdv

dn
und&2

die drei Sectoren unstetig, wenn man

die Unstetigkeit von k Y der Art , dass

dv

dt

n fur

el Und zwar ist

fur t

-- + -«

/
2 2

. kY

fur /

3

(X / 2 t. k
1

fiir / 1 t
2 2. A-1

einandrig und verschieden von und CO wird. ki und k2 sind particu-

lar Integrale einer homogenen linearen Differentialgleichung zweiter

Ordnung , die sich ergibt , wenn man
1

ft dt>*

aus seinen Unstetigkeiten

als Function von / darstellt und / statt c als unabhangige Variable in
. fk

dv2

einfiihrt. Hat man das particulate Integral k\ gefunden, so ergibt sich

ki aus der Differentialgleichung erster Ordnung

/

&i

dk2

dt
k

dki

2
dt

<p(t)

Das vollstandige Integral der homogenen linearen Differentialglei

chung zweiter Ordnung werde mit

k Q

1

2

a

2

3

2 2

1

2

1
2

\i+i
._,,
2 2

i+ r
/

2 2

bezeichnet. Diese Function gentigt wesentlieh denselben Bedingungen,

die in der Abhandlung liber die Gaussische Reihe F(ct, /?, y, x) als
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Definition der P-Function ausgesprochen sind *}. Sie weicht von der

P-Function darin ab, dass die Summe der Exponenten — 1 ist, nicht

-f- 1 wie bei P. ki ist derjenige Zweig der Function Q, dem die obe-

ren Exponenten entsprechen.

Man kann die Function Q auch mit Hiilfe einer Function P und

Derivirten ausdmcken. Zunachst ist nemlich

t, a 1

k = /

a — fi
— y — 1

2

« +/S — y — i

u
2

r

Setzt man nun

o

a P - y +
2

>0 I

« +/» — y + i

2 y T

so lassen sich die Constanten a, b, c so bestimmen, dass

1 _ "
1 v

*^/~^, _^-:T((«+^)^+^(t do

dt

wird. In der That hat man nur diesen Ausdruck in die Differential-

gleichung (c) einzusetzen und die Differentialgleichung zweiter Ordnung

fur a zu beachten , urn zu der Gleichung zu gelangen

,W = , (,_d (
,

» _ C2 _i)
. F[t) ,

F{1) = a [a + at) (I — I) + (o + b) (a + b — ey) I

*) Beitrage zur Theorie der durch die Gaussische Reihe *>, A y, rr) dar-
stelibaren Functionen. (Abhandlungen der K. Gesellschaft der Wissenschaften
Gottingen. Bd. 7.)

zu
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Vermoge der Eigenschaften der Function a kann man setzen

und folglich muss F{t) = <p{t) sein. Hieraus ergeben sich drei Bedin-

gungsgleichungen fur a, b, c, die eine sehr einfache Form annehmen,

ct

wenn mana + -e = p, b — ?-+! 1 c==iq a+ b
Y

* 2

setzt. Die Bedingungsgleichungen lauten dann

pp — act (p -f q -f rf
Act

2t?

99 - PP (P + 9 + r)* = ^
2 71

2 Cy
rr — yy (p + 9 -h »•) =

2ti

Mit Hulfe der Function

/» 1 y

vi = P 2 2 2M -

I - £ i +
l 2 2 2' 2

deren Zweige ^i und X2 der Differentialgleichung geniigen

rfi2
s

rf^i

a%/ dlogt

kann man A noch einfacher ausdriicken , nemlich

k
dX

* ({p + qt) X + c/ (1 - /) f£Y

c = —

r

2
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Es wiirde nicht schwer sein, die einzelnen Zweige der Function k

in der Form von bestimmten Integralen herzustellen . Der Weg dazu

ist in art. VII der Abhandlung liber die Function P vorgezeichnet

In dem besondern Falle, dass die drei begrenzenden geraden Linien

den Coordinatenaxen parallel laufen, ist a = /?= y = - • Dann er-
2

halt man

X t; -; ? ) = c^-)
!

' (
- >

Der Zweig/i dieser Function ist =
( J

- y t- -f- (/ — 1)* • const.,

und daraus ergibt sich

)* v*

r~ * iV* ^ I . .
c c

h = J/ 2. *(/-!) K I* -f- (I— l)
a

. (p + ^—---.]/!(#- i)}.
4 4

4 ' 4

Mit Hiilfe dieser b

massen ausdriicken

dX, dY, dZ folgendero

dt
dX = — i A?! «2

/2 (1 — /)
2

2
v

2 l' /
2 (l —

/)
2

1 . .... <ft

*--i«*^?Sts
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iX ip + 9 - r)« \/j~ + (-P + g + rf ]/ f=-J

A . ,. .,i

+ i (P + 3? + r) (p — 9 + r) % L± (< - 1
}
-

t
* ,- .** '

1

.T = — (p — y + r)2 t - (—p + g + r)2 t

i

2

1 - f*

1

2
«Z == (p - q + r)2 (l-f + (p + ? - rf (1 — /)

1

2

+ ^ (
3/> + q + r) (-ji + q + r) log L± ^ * TL*

1 -KT=1
Wenn p, y, r reell sind, Coefficient

der Flache.

Grossen rechts die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes

18.

Beg schneidenden geraden
die man erhalt, wenn von den Kanten eines beliebigen Tetraeders zwei
nicht zusammenstossende weggelassen werden. Die Abbildung auf der
Kugeloberflache ist ein spharisches Viereck, dessen Winkel an, pn, yn, dn

mogen

du
* dt

V(t —a)(t- b) (t - c) [t —d)~~ Va®'

wenn die reellen Werthe / = a, b, c, d die Punkte der /-Ebene be-
_

Eckpunkte des Vierecks

Mathem. Classe. X1I1. F
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Soil die in §. 14 entwickelte Methode zur Bestimmung von r\ ange-

wandt werden, so hat man hier speciell y (/) = 1, x[t) = A (/), folglich

1 / du I / tf*/

und hi = J/ — , A'2 = *7 |/ — * Die Functionen A*! und k2t> = u
drj'

r
dr\

genugen der DifFerentialgleichung

dk2 , rf^i

du du

und sind particulate Integrale der Differentialgleichung zweiter Ordnung

4
^
d*k (aa

-

j) A' (a) (fl?-j)A'(6) (yy-j)A' <c) (<?<?- j) A' (rf)

k du2 t —a "*"
J — 6 "*" t — c

"*"
* — d "

1
"'

In dieser Gleichung hat man auf der linken Seite / als unabhangige

Variable einzufiihren und erhalt

(««- j) A- (q) (ftg
- j) A-

(6) (yy- j) A' (c) (M- j) A' (d)

t -a ^ t — b "H * — c
"^

* — d "
t
"

als die DifFerentialgleichung zweiter Ordnung, welcher k Geniige leisten

muss.

Das Integral dieser DifFerentialgleichung wird die Constante h mit

enthalten. Es wird also auch h in dem Ausdrucke vorkommen,

welcher r\ als Function von t gibt. Nun ist das spharisehe Viereck, und

folglich auch der Werth von r\ in den Eckpunkten, urspriinglich festge-

legt durch fiinf unabhangige Grossen. Man hat also schliesslich mit

Hiilfe jener fiinf unabhangigen Grossen der Constanten h einen solchen

Werth beizulegen, dass in den Eckpunkten (/ s=s «, 6, c, d) r
{
die rich-

tigen Werthe erhalte.

In dem speciellen Falle eines regularen Tetraeders ist die Abbil-

dung auf der Kugel ein regelmassiges Viereck, in welchem jeder Winkel

7r. Die Diagonalen halbiren sich und stehen rechtwinklig auf ein-

ander. Die den Eckpunkten diametral gegenuberliegenden Punkte der
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Kugeloberflache sind die Ecken eines congruenten Vierecks. Zwischen

beiden liegen vier dem ursprunglichen ebenfalls congruente Vierecke,

je zwei Eckpimkte mit dem ursprunglichen, zwei mit dem gegen-

&

die je zwei Eckpui

iiberliegenden gemein haben. Diese sechs Vierecke fallen die Ku
du

oberflache einfach aus. Es wird also — eine algebraische Function
dlogri

von v\ sein.

Man kann die gesuchte Minimalflache iiber ihre urspriingliche Be-

grenzung dadurch stetig fortsetzen, dass man sie um jede ihrer Grenz-

linien als Drehungsaxe um 180° dreht. Langs einer solchen Grenzlinie

haben dann die urspriingliche Flache und die Fortsetzung gemeinschaft-

liche INormalen. Wiederholt man die Construction an den neuen Flachen-

theilen, so lasst sich die urspriingliche Flache beliebig weit fortsetzen.

Welche Fortsetzung man aber auch betrachte, immer bildet sie sich auf

der Kugel in einem der sechs congruenten Vierecke ab. Und zwar ha-

ben die Abbildungen von zwei Flachentheilen eine Seite gemein oder

sie liegen einander gegeniiber, je nachdem die Flachentheile selbst in

an einander stossen oder an gegeniiberliegenden Grenz-Grenzlinie

mittleren Flachentheils gelegen sind, In dem
konnen parallele Verschiebung zur

/ du \2
Deckung gebracht werden. Daher muss (— ) unverandert bleiben\a Inn *)/ '

wenn « mit vertauscht wird.
n

Legt man den Pol (rj = 0)

dlogri

den

Anfangsmeridian durch die Mitte einer Seite , so ist fur die Eckpunkt
Vierecks

. ni 3 m"

IT . « IT
n = Hi — • e~~ ' tg — e

2 "2

ys — ic y 6 — i

und tg - = —

—

—— Punkte , denen entgegengesetzte Werthe von r\

2 r 2

F2
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(du \ 2—
I bei der

Vertauschung von tj mit — r\ unverandert bleiben. Hiernach erhalt man

du \2 const.

dlogri) 1/ 4 —4
n +n +14

Zu demselben Resultate gelangt man auf dem folgenden Wege

Die Substitution

2 2
3

*? + ti — 2 1/3 t /*2 — K2

»?

2 . -2 . . ./- .. -" +".I

+ V + 2K

liefert auf der t Ebene eine Abbildung , die von einer geschlossenen

liberal! stetig gekriimmten Linie begrenzt wird. Den Eckpunkten

m 711

C 4 ' C ^

ij = + tg — e entspricht t= + 1 , den Eckpunkten j? = + tg — 6

entspricht / = + i. Geht man an irgend einer dieser vier Stellen durch

das Tnnere der Minimalflache von einer Grenzlinie zur folgenden , so

andert sich dabei das Argument von t um n. Daher kann man, wie in

. 13., auch hier setzen

du const.

dt Y[t% __ 1) (|2 + i)

Dieser Ausdruck stimmt mit dem vorher aufgestellten fur

Zur weitern Vereinfachunsr nehme man
dlogri

J-nr?)* -'.«* i
2 + i~* = "

und beachte, dass
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/ du \ 2
,. /du\ 2 dX

dlogv\'
a \dU dlogt]

Dann ergibt eine sehr einfache Rechnung

du \ 2

•J Ulogrj/ * JVia{\-~ p) (1 —
s
o2(U

)

r
* rr du \ 2 / 1

2*/ ^dlogrj

1 \ •» </co

2*/ \dlogijS V t\)
u i *J V m{\ —to) (1 — pto)

1 —
wenn ^ = — — ( j — « |/ 3) eine dritte Wurzel der Einheit bezeichnet.

Die Constante C bestimmt sich aus der gegebenen Lange der Tetraeder-

kanten.

19.

G Minimalflache fur

handelt werden, dass die Begrenzung aus zwei beliebigen Kreisen be-

steht, die in parallelen Ebenen liegen. Dann kennt man die Richtung

der Normalen in der Begrenzung nicht. Daher lasst sich diese auch

igel abbilden. Man gelangt aber zur Losung der Auf-nicht auf der Kugel abbi

srabe durch die Annahme

dass

5

dass alle zu den Ebenen der Grenzkreise
;

legten ebenen Schnitte Kreise seien. Und es wird sich zeig

ter dieser Annahme der Minimalbedingung Geniig

kann.

Legt man die x Axe rechtwinklig gegen die Ebenen (

Gleichung einer parallelen Ebene

^=y2 + s2 + 2^+2/?2 + y = 0,

e men. Zur Abkiirzung
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l//F\ 2 /dF\ 2 /dF\ 2
1

werde V (nJ + ( *) + (*) = -; ^esetzt so dass cos r
dx/ V d#

<JF dF . .
dF ... .

n ___
7 cm r cos q = n — , sin r sin q> = » -y ist. Dann lasst sich

dx dz

die Bedingung des Minimum in die Form bringen

-(•S -(-^ *'•

rfa; d# d*

oder nach Ausfahrung der Differentiation

da^ da; da; da; da;

+ 4 . 2 (F + «2 + /P — y) = 0.

Schreibt man a2 -f- /J2 — y = — ^ und 'beachtet, dass F =
so geht die letzte Gleichung iiber in

d?F dF dq
, n n

da;2 dx dx

nnd gibt nach einmaliger Integration

1 dF „dx+ 2 f f- cow*/. === o
q dx J q

Die Integrationsconstante ist von x unabhangig. Nimmt man anderer-

dx— unabhangig von y und * , so muss die Integrationsconstante

9

1 dF .

eine lineare Function von y und * sein, weil — j- eine solche ist. Man
* q ax

hat also

1 dF . rdx
-\- 2 J*

— -j- 2ay-h 2 6* -+- const
q dx q
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Vergleic

nemlich

man damit das Resultat der directen Differentiation vonF, '

so ergibt sich

dF

dx

dec

dx

und, wenn man Jq dx

Hiernach hat man

da
t

d3 dy
2y L- 2z ~ -4- —9

dx ^ dx^ dx

aq
dji

I dx

m setzt: a am -j- d, {3 bm -\~ e

dF

dx
laqy 2bqs +

dx'

d*F

dx2
2ay

dx dx ^ dx*'

und diese Ausdriicke sind in die Gleichung (/) einzufuhren. Nach ge-

horiger Hebung erhalt man

9
d?y

dx~2

dy
•

dx dx
+ 2? 0,

eine Gleichung, die sich weiter vereinfacht, wenn man beachtet, dass

y q + «2 2 dm
P2 = q + /» = j= + /».

(«
2 + #32 2 + te) ro + d? +

Nimmt man hieraus — und ,-, so geht die Differentialgl

welche die Bedingung des Minimum ausdruckt, ub

(m) H
d2q

dx* dp
2

+ 2g + 2 (a2 + 62) ?
3 0.

Zur Ausfuhrung der Integration setze man
dx

p und betrachte q
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als unabhangige Variable. Dadurch erhalt man fttrp2 als Function von q
eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung, nemlich

2
q

dq
f + 2y + 2 (a2 -f- b2

)
q$

oder

q2 dip2)
— p

2 d{q2
)

9

4

?
2 + 4(«2 +

Das Integral lautet

P
2

?
2

4
4 (a2 -f- ft

2
) * -f 8c.

Darin ist fur /> wieder -^ zu setzen , wodurch man erhalt
ax

dx

dm

Also ergibt sich

2]/"
9 Icq2 [a2 b2

) 9
3

qdq
2 V" q + % eg2 2 + V) q*

X

m

y

z

dq

2V9 + 2 c?2 (a2 + ft
2
) q

5

qdq

iVq
-f- 2c?2 (a2 ft

2
) 9

3

am d + V q cos %p

bm e + v q sin tp

Man hat demnach x , y , z als Functionen von zwei reellen Variabeln q
und I// ausgedruckt. Die Ausdriicke sind , abgesehen von algebraischen

Gliedern , elliptische Integrate mit der obern Grenze q. Nach der oben
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entwickelten allgemeinen Methode hatte man a;, j/, z erhalten als Summen
von zwei conjugirten Functionen zweier conjugirten complexen Variabeln.

Danach liegt die Vermuthung nahe, dass diese complexen Ausdrficke mit

Htilfe der Additionstheoreme der elliptischen Functionen sich je in einen

einzigen Integralausdruck mit der Variabeln q zusammenziehen lassen.

Und dies ist leicht zn bestatigen. Man hat nemlich aus den For-

meln fur die Richtungscoordinaten r und w der Normalen

dF dF

^ __ *** _ dy ^ dz __ y -f- 55» + a + pi *^

*f
~ W dF\

""
y — zi + a ^Ji

dy dz

e

Verbindet man damit die Definitionsgleichung von q , nemlich

:

(y + zi + a -f- pi) 'y - zi + a - pi) = — q

so ergibt sich

i i i

(f + ») + (« + /») = (— # 1* V 2

1 1 1

(y _ *) + (tf — /?i) = (-_ ^)* n
2 2

Ferner hat man

ax
j

d|$r / \<fe

oder

1

r2 r2
COS - *«» —

2 2

. r r
S?» — cos —

9 2

t

V^7 ~^ =
r 7~ = V=Q *P

~ 2aq ^+ a)-%(3+ -/?)i

Mathem. Classe. X1IL G
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Auf der rechten Seite sind fur y -}- a und z -f- /? die eben gefundenen

Ausdriicke in r\ und tj einzufnhren. Dadurch geht die Gleichung uber

in folgende:

i 1 li
V , _,?... + ») (*)• +.(„-*,) (^]+(_ ?) -(y^- •=)
9 L v

n, x^

Quadrirt man beide Seiten dieser Gleichung und setzt fur — seinen

Werth aus (n), so ersribt sich nach srehoriffer Reduction

i 1 2

H J) [(«+«> G)
T -(« - *') ®r

] + r1^ LV»?
1

»T vj; j/WJ

8c — 2 (a -f- ft) (V - -) — 2 (a - ft)
(

1

V
ny x n

Die so gefundene GleicKung, welche den Zusammenhang von q, r\, r\ an-

gibt, kann man als Integral einer Differentialgleichung fur rj und tf an-

sehen und q als Integrationsconstante auffassen. Die Differential-

gleichung ergibt sich durch unmittelbare Differentiation in folgender

orm

n

*

i / i

\V nnV-g KV ™ + Vnn

i i

2V- 9 ((- + «i Q) ' - (« - H) («

)

I?/ '

\,J

I

»2

1 / 1

V -.q \V nn + \rm
i i

+ v ~,j o + 6.i n * - (- - «>
(I)

1

»K *
VI?
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1

Mit Hiilfe der primitiven Gleicjiung (p) lassen sich aber die Factoren

von — und —r anders ausdriicken. Man braucht nur die linke iSeite

n n

(p) in zwe Quadrat

indem man das feblende doppelte Product das eine mal positiv , das

andere mal negativ hinzufugt. Dadurch erhalt man

1 • _ 1

(Vm' + ,/_0 + V~q ((a + 6i)|/- ~(« -bi) l/')q- v nn v n

± 2 y [2c + (a + hi) - — (a — b%) i?]

,

1

(yrf + i7=') - VẐ 0« + ^ Y\-{a~bi)VV)y_ q
\' w -r v i? 1?

+ 2 J/ he -H (a — 6i) -, — (a + 6i) tf]

Nimmt man die Quadratwurzeln mit gleichen Vorzeichen, so geht die

Differentialgleiehung uber in

n- "" + dif

2^ y 2c+ (a+ bi)--[a—bi)ri 2ify 2c+ {a-ttj-,-[a-\-bi)r{

Ihr Integral in algebraischer Form ist in der Gleichung (p) ausgesprochen

oder, was auf dasselbe hinauskommt, in den beiden Gleichungen

1

q
+ ml = ^' [{« -f &) + 2^ — (« — bi) n

2
\

+ V n [(« — bi) + 2a/ — (a + 6i) V2
],

\

y— q
na + bi) rf—(a—bi)ri) = |/V [(«+ 6«) "h 2 cij- (a- 6i] i?

2
]

K q [(a -.«)+ 2 cj/ - (o+ &) q 2

G2

/
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In transscendenter Form lautet das Integral

const.
drj

+r

iVnlia + *0 + ien

drf

2 Vn [(
a

bi] n
2
] -

bi) + 2 erf — (a -f- bi) t]
2
}

und die Integrationsconstante lasst sich ausdrucken

const.

iVq [1 4- 2c? — (a2 + P) q
2
]

was aus Gleichung leicht hervorgeht man

und nimmt. Man erkennt

r\ oder if con-

Additionstheorem

der elliptischen Integrale erster Gattnng.
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