
Ueber die Bestimmunsr der Constanten in der&

Variationsreclmuns:.&

Von

M. A. Stern

Der KoDigl. Gesellscbaft der Wissenschaften vorgelegt am 4. Mai 1867.

1.

In der Behandlung der Probleme der Variationsrechnung, welche man

Jacobi verdankt, zeigt sich eine Schwierigkeit
t
welche die Mathema-

tiker mehrfaeh besehaftigt hat, aber bis jetzt noch nicht vollstandig ge-

lost worden ist. Es erscheinen nemlich in den Resultaten mehr will-
#

kiihrliche Constanten als der Natur der Aufgabe nach vorkommen diir-

fen und es folgt hieraus, dass unter diesen Constanten so viel Bedin-

gungsgleichnngen stattfinden mussen, als erforderlich sind, urn die iiber-

zahligen Constanten weg zu schaflFen. Man hat sich bis jetzt darauf be-

schrankt nachzuweisen , dass dies in den einfachsten Fallen wirklich

eintrifft. Dagegen ist es noch nicht gelungen, allgemein zn zeigen

dass wirklich jedesmal soviel solcher Bedingungsgleichungen vorhanden

sind, als erfordert werden, und diese Gleichungen darzustellen. Hen-

Professor Hesse bezeichnet diese Untersuchung als eine wiirdige Auf-

gabe der Determinantentheorie , die ihrer allgemeinen Losung harrt *).

hoffe dass diese Losung

einfachen Weise ausgeftihrt werden kann, sondern dass die hier vorlie-

gende Frage nur ein besonderer Fall einer allgemeineren Untersuchung

aus der Theorie der Determinanten ist, welche ebenfalls in sehr ein-

facher Weise entwickelt werden kann.

und angewandte Mathematik. Bd. 54, pag. 255

i
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2.

Ich muss zuerst, der Deutliehkeit wegen, in der Kiirze den Gang

schildern, welchen die Behandlung der hier zu betrachtenden Aufgabe

der Variationsrechnung nimmt. Setzt man —-= = yk so soil

V = f{v, y> y\< • • • yk)

eine gegebene Funktion der unabhangigen Veranderlichen x und der von

dieser abhangigen Grosse y und deren Differentialquotienten y\ , . . . yk

seyn und es wird gefragt , bei welcher Abhangigkeit des y von x , das

Integral

// 0*» y . yi * • • • yd dx = / Vdx

zwischen bestimmten gegebenen Grenzen ein Maximum oder ein Mini-

mum wird. Durch die Gleichung

dfVdx =

wird diese Abhangigkeit bestimmt und zwar erscheint dieselbe in der

Form

y = y (x, c, Ci, c2 , .-• c2 h)

wo ci, c2 , ... c2k willkuhrliche Constanten bedeuten. Urn zu entschei-

den, ob ein Maximum oder ob ein Minimum statt hat, ist das Zeichen

von fS2Vdx zwischen den gegebenen Grenzen zu untersuchen. Nun

hat man

d?V d2 V <PV

Auf der rechten Seite dieser Gleichung kommen in den einzelnen Glie-

dern entweder die Quadrate von dy , dy± ... dyk vor, was also k -\- 1

Glieder aiebt, oder die Combinationen dieser Ausdrucke zu zweien, was
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4- 1 .k
Glieder giebt. Im Ganzen enthalt also die rechte Seite dieser

2
&

Gleichung Glieder.&
2

Das Integral fd2 Vdx formt man nun so urn, dass ein Theil desselben

welcher

f{MSy2 + 2Ml dydyl . . . + Mr dyk2) dx

heisen soil, wirklich integrirbar ist und daher =
c + « <%2 4- «i 8y6yx ... 4- a, dyi-i

zu setzen ist, wo c eine willkiihrliche Constante bedeutet und a, cci % ...as

zu bestimmende Coefficienten sind. Es ergiebt sich leicht, dass Mr —
seyn muss. Der iibrige Theil des Integrals fd2 Vdx ist daher

und diesen bringt man in die Form

d2 V
[tyk 4- h <fy*-i 4- #2 %ft-2 • • • + fa hf dx

tyk
2

so dass

d2V . . rf
2 F . . rf2^

2) / ( T^- %2 4" 2 —— % %! ... + — %2 ^
2%2

<&<fyl %
c + ady2+a1 dydy l

... + ajyh- 1 + l -—(dyk+fa <%ft-i + 2 <%*-2+-.+ pkfyfdx.
dj/if

Die Constante c fallt bei der Integration zwischen den gegebenen Gren-

zen weg. Indem man nun die Gleichung 2) differentiirt und in den

sich ergebenden Ausdriicken die Glieder einander gleieh setzt, welche

auf beiden Seiten dy2 , SySyx u. s. w. als Faktoren enthalten, erhalt man

_C—!—ITI— — i Gleichungen, da das Glied, welches dyj? enthalt, auf
2

beiden Seiten identisch ist- Genau so gross ist aber auch die Anzahl
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der zu bestimmenden Grossen a, a±1 u. s. w. /?i, /?2* u - s - w - Man hat

nemlich so viel Grossen cr, #i, u. s. w. als man Quadrate der Grossen

Sy , J^j , ... dyk—i und Combinationen derselben zu zweien hat, d. h.

k -j- — • Hierzu kommen k Grossen /?lf jS2 •• /toi also imGanzen
1 . JL

—Tl—!—IL i- Aus dem Ausdrucke {dm + A %*— l • • + Pk ty)
2,

1.2
ergiebt sich aber, dass man eine Gleichung erhalt, durch welche /?i be-

stimmt wird, und eine zweite durch welche /? t
bestimmt wird, ferner

eine Gleichung durch welche /?2 bestimmt wird und eine zweite durch

welche $\ bestimmt wird u. s. w. Man kann also durch Elimination

so viel Gleichungen wegschaffen, als man solche Grossen /?lf /?2 . • . . Pk

hat, d. h. im Ganzen k Gleichuugen , so dass noch—— Differential-

gleichungen iibrig bleiben, welche zu integriren sind. Durch diese In-

tegration werden —--— willkuhrliche Constanten eingefuhrt, welche so
9

d2V
dykL

der unter dem Integralzeichen stehende Ausdruck nicht innerhalb der

Integrationsgrenzen unendlich wird.

Man
tion

GrSssen a, aL ... or, ohne Integra-

1 die Grossen ft ft • • • ft bekannt

sind und es ist das grosse Verdienst Jacobi's zuerst die wahre Form

dieser Grossen gegeben zu haben. Man kann nemlich die erste Varia-

tion von / Vdx so entwickeln, dass man

df Vdx = G + f'Wdy dx

Glieder dem Inte-

gralzeichen stehen, wahrend

d
dY

dV °>
L

i
dV

d
• r-

W — . o
dy dx dx2
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ist. Daraus findet man

d2 f Vdx H fdW dy dx

wo H den Complex der Glieder bedeutet, die nicht dem
Integralzeichen stehen.

giebt sich

Aus dem Vergleich der Formeln 2) und 3) er-

fdW dy dx
<PV

tyk
2 (fy* + Pi %A-i ... + pk dyf dx.

SW

<ty* 4- Pi %*-i ... + Pk #y

Die Werthe von dy, welche der Gleichung SW = Genuge leisten, sind

aber alle, wie Jacobi gezeigt hat, in der Form

h
dy

, h
<iy

, h
dy

dci dc2 dc2k

enthalten, wo cx , c2 , • • • e2A Gleichung 1) vorkomm

Constanten sind und ^ A2a • . *2*a ebenfalls willkiihrliche Constan-

ten bedeuten.

Man bezeichne nun durch nlfl i#2 ,i . • . n*fl A verschiedene Werthe

von dy, welche der Gleichung SW
der Werth von dyt , welcher zu dy

Genuge leisten, ferner sey w5,/+i

us,\ gehort. Man hat alsdann, in

Folge der Gleichung 5), die k Gleichungen

6)

«I»1 Pk 4" »l,2 #
«2,1 ft + «2>2 ft 1

4- «i>* A 4-

l
4-

«a»i Pk 4- M*»2 ft— i 4- • . • 4- «*,* Pi 4" «*>*+]

aus welchen sich mithin die Werthe von px , p2 . . , Pk durch Elimina-

tion bestimmen lassen.

Man kann aber

Mathem. Classe. XIII. H
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i
dy dy dy

u\a = "ia 3— + «2»i ,- •••"+" "2ft,

1

1 1 -'Ail J " - 1 ^"U J
dci dc2 dc2k

h
dy

-i. h
dy

_L h
dy

«Ci dc2 rf^2^

r ty dy dy

d^l rfc2 ' dc2k

dy
setzen, oder wenn man —- — vr ,\ setzt,

dCr

m, x
= hi,i f?lfl -f- h2 ,\ f2 ,i . . . + h2 k,i ^2ft,i

^2il = ^1>2 #1>1 + ^2*2 #2>l •*..',-}- h2 k, 2 ®2 k,\

WA,1 = ^i,ft 01,1 + ^2»A ^2»1 • • • + h2knk ^2k,l

Da aber scheinbar in diesen Werthen von %,! u2 ,\ . . . Uh,\ die

2£2 willkiihrlichen Constanten hi,\ A2*,* vorkommen, so werden hier-

durch scheinbar ebensoviel willkuhrliche Constanten in die Werthe

von fa, fi2 • • • fik (und mithin auch in die Werthe von a, cel . . . as )

eingefuhrt, wahrend das System der Differentialgleichungen, aus welchen

Gro nur

k2 -f- k
f = willkuhrliche Constanten fiihrt. Dies ist die zu liberwin-

2

gke

3.

Gr issen *i,i,.. h2 k,k sind aber in der That nicht vollstandig

von einander unabhangig. Es ist nemlich zunachst zu bemerken dass,

insofern sie in Werthen von dy vorkommen, welche sammtlich der Glei-

chimg SW == genugen, Beziehungen unter ihnen stattfinden, welche zu
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k.k 1

Bedingungsgleichungen zwischen denselben fuhren, wie dies

Herr Prof. Hesse nachgewiesen hat*).

Es ist aber ferner zu bemerken, dass in den Werthen von /?!.../?.

die Constanten hi,\ . . . A 2*,a nicht unmittelbar , sondern in bestimmten

Verbindungen vorkommen. Aus den Gleichungen 6
;
findet man nemlich

h i

«1,/+1 «1,*+1 + «2,/+l U2,k+1 . 4- «a,/+i m,k+i

A

wo fiir / eine der Zahlen 0,1 . . . k— 1 zu nehmen ist und

A

«1,1 «1,2

«2,1 ?/2,2

«*,1 »/r,2

ist, ferner «i,z a2,/ u. s. w.

. Hi,*

. «2,A

WA,A

Coefficienten

in A Bezeichnet nun «>,,*+ 1 den Differentialquotienten der

nach

usj #l,s 01,1 + ^2,s #2,# . . . . h2k,s ®2k,t*

Nach der bekannten Kegel der Multipl von Determinanten folg

also hieraus, dass

der Form
Determinante A die Summe aller Produkte von

*i,l hru2 .... kr
tJk

ist, wo fi r 2

• • ^r2 ,&

^ hrh2 .... ^rA,A

^,1 f?r
x ,2

•

r*,l Vr
2j2

. Vr
x
M

V
• • . Qr^k

^4,1 «V*.2 ***

r* alle Combinationen

Elementen 1,2, . . * 2k zu nehmen sind.

das man aueh den Zahler des Werthes voi

Hieraus

Klasse aus den

ebt sieh ferner,

Summ
ran #
Form

vom

) a. a. 0., p. 253*

H2
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^r^l ^,2 ' ' * kr
k,h

. P

dem man unter P den Ausdruck

*V1? 1 *V
t
,2

^2,1 ^2,2

«V*,1 «rfc)2 ****

tibergeht, wenn man die in dieser Determinante vorkommende Vertical-

reihe vri,i+i *v
2,H-i . . - tvAl/+ i durch die Verticalreihe «,.„*+ i *V2,ft+i • ft%p+i

ersetzt. Da man nemlich

A «1,/+1 «1,/+1 + #2,/+l «2,f+l • . • + «W+1 «M+1

hat und wi,/ f i «2,*+i u. s. w. in «i,z+i «2,M-i u. s. w. nicht vorkommen

. . . w*,/+i vorkom-zugleich

men, so

Vrj+i «V2,H-i u. s. w. nur in ui,i+ i u2,i+i

kann Verticalreihe . . in A) nur von den Gros-

NuneehtA in a x /4-1 «i jk+i+
-4- #u+i Uk,h+i fiber, indem man statt «i,j+i; «2,&+i statt W2,H-i

u. s. w. setzt, d. h. indem man «vnft+i statt vrj-\-i u. s. w. setzt, wo-

durch die obige Behauptung bewiesen ist.

Da also im Zahler nnd Nenner des Werthes fik—i die sammt-

lichen
2k. {2k

1

1)

2

(A

A
Determinanten vorkommen, welche in

dem Schema

• •

*rjLl hrkt krLk
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enthalten sind, so liegt der Gedanke nahe, statt der urspriinglichen Con-

stanten hi
f
i . . . h%k,k diese aus ihnen zusammengesetzten Determinanten

als Constanten einzufuhren. Da aber diese neuen Constanten im Zahler

und Nenner des Werthes von fa-i in linearer Form vorkommen, so

kann man mit einer derselben dividiren , so dass mithin nur noch

2k (2k 1) ... (A 4-1)

1 . 2 . . k
1 ubrig bleiben. Zwischen den neuen Con-

stanten miissen nun iedenfalls -~ r— Bedingungsgleichungen statt-
1 2

finden, herriihrend von den oben erwahnten — — Bedingungsglei-
JL » Z

chungen zwischen den urspriinglichen Constanten hi,i . . . htk,k aus

welchen zusammengresetzt sind, wodurch eben so grosse

Anzahl derselben bestimmt wird. Zieht man daher auch diese ab und

ferner die
k2 k

2
Constanten, welche seyn

so bleibt

2k {2k 1)...(A+1)

1 . 2 k
1

k{k

2

k2 -j-k 2k {2k- 1). ..{h+1)
1.2. . k

(A*+l)

wodurch die Zahl der Bedingungsgleichungen ausgedriickt wird, welche

noch nothwendig zwischen den neuen Constanten stattiinden mussen, wenn

nicht mehr als
k2 k

2
derselben willkiihrlich seyn sollen.

Die Untersuchung kommt also darauf zuriick, folgenden Satz zu

beweisen:

Wenn man aus den k Elementenreihen mit je 2k Gliedern

^1,1 ^2,1 . .

hi
f
2 ^2,2

hk i

. . . h2A,2

h\k h%,k • • • ^2*,*

alle Determinanten von der Form

*
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#rttl hri ,2 • hruk

h^,! hr
i>2

. . . kr,k

hr
k ,l hrhi . . . /i,hk

bildet, indem man statt rlt r2

aus

... rk alle Combinationen der £ten Classe

f nimmt, so kann man immer &2+ 1 die-

ser Determinanten auswahlen , so dass, wenn deren Werth als bekannt

voraus gesetzt wird, sich daraus der Werth der librigen ergiebt.

4.

Dieser Satz ist aber in folgendem allgemeineren enthalten, welcher

nun bewiesen werden soil. Bezeichne n irgend eine ganze Zahl, die

ist und man habe die k Elementenreihen

k

Al,l #2,1

#1,2 #2,2

1

#1,* h^k #«,*

Bildet man nun aus denselben alle Determinanten von der Form B) in-

dem man statt r\ r2 rk alle Combinationen der kten Klasse aus den

Elementen 1, 2 . . . n setzt , so kann man immer aus den gegebenen

Werthen von k (n — A?) -f" 1 dieser Determinanten , die Werthe aller

librigen finden. Zur Abkiirzung bezeichne ich die Determinante B) durch

(r L r2 . . . r*) und nenne dies eine Kterne aus den Elementen rj r2 . - . rk

und ^2 Combinationen Klasse aus

den Elementen 1,2, ... n gesetzt werden sollen, sage ich: es sollen alle

Kternen aus den Elementen 1, 2 ... n gebildet werden. Ist k 2 so

soil Am be heissen, ebenso (ri r2 r$) eine Terne, {rir2 r^r^ }

eine Quaterne u. s. w. Ein Missverstandniss kann hieraus nicht ent-

stehen, insofern von Kternen, im gewohnlichen combinatorischen Sinne

des Wortes, nicht die Rede seyn wird. In dieser Weise ausgedriickt,
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heisst also der zu beweisende Satz:

1,2 . .

von k(n

63

Wenn man aus den Elementen
Kternen so kann man aus

+ i

0^5
Kt

bemerke noch, dass wenn die Elemente rl r2 .. r* in der Kterne

Werthen

a. Man

ihre Platze vertauschen, Werth der Kterne entweder der

oder in den entgegengesetzten tibergeht, u

wenn zwei Elemente einander gleich sind.

bleibt,

Kterne Null

5.

Die Grundlage des Beweises bildet der bekannte

man aus den zwei Determinanten

.Satz

:

Wenn

R

#1,1 #1,2 •

#2,1 #2,2 • <

. . . .

• • #l,n

> • «2,»

«n,l «n,2 . . • #n,n

und

s

61,1 £1,2

£2,1 £2,2

bn,\ bn
,
2

• b2 .n

i

neue Determinanten bildet, nemlich die Determinante /,,i aus R dadurch,

*te Verticalreihe von R durch die erste von 5 ersetzt, unddie

die Determinante vlfi aus 5 dadurch, dass man die erste Verticalreihe

von S durch die «te von R ersetzt, so ist

<i,i «i,i -+- h,i «1,2 . . . + tn,i uhn RS*).

) Man vergl. Bait zerTheor. u. Anwend. der Determinanten 2. Aufl., §. 3, 11.
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Man habe nun die zwei Determinanten

hi i Ai,2 .

h h2,1 »2,2

. Al,A

. h<i,k

hk,i hk,2 • . • hk,k

und

^A+1,1 ^A+1,2

^A+2,1 fo+2,2

h2A,1 /*2A,2

hk+l,k

hk+2,k

• • h2k,k

von welchen, nach der oben eingefiihrten Bezeichnung, die erste durch

(1,2 ... k) die zweite durch [k + 1, k + 2, . . . 2k) ausgedruckt wird,

so ist nach diesem Satze

D) (&4l,2,3... A)(1,A + 2,A + 3... 2k) + (l.A+1.3,4.. .k) (2,&+2,*+3, ...2*)+...

+ (1,2 ...A— l,A+l)(M + 2,& + 3, ...2k) = (L,2...k)(k + l,k + 2, ...2k)

Man setze in dieser Gleichung 2k 1, 2k 1 2 u. s. w. schliess-

lich noch k

nahme 2k

3 k 2. Auf der linken Seite wird durch die An-

1 das erste Glied 0, durch die Annahme 2k 1 2

wird das zweite Glied = u. s. w. Es bleibt daher die Gleichung

{l,2,...k-2,k+l,k){k-l,k+2,k+B,...2k) + {l,2,-k-hk+l){k,k+2 1 k+S...2k)

(1,2 . .. k) [k + 1, k + 2, . . . 2k)

oder

E) (1,2...A-2,A + 1,A)(A—1,A+2,A-2,A—3,...2, l)-Hl,2,...A-l,A+ l)(A,A + 2,A-2, A-3,...2, 1)

(1,2...A)(A + 1, A + 2, A— 2, ...2,1).

Insofern nun, wie schon oben bemerkt wurde, wenn in diesen Aus-

driicken die Elemente ihre Stellen vertauschen, dies nur Aende-

i
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rung des Zeichens. nicht aber des absoluten Werth'es, bewirken kann t

so giebt mithin diese Gleichung einen Zusammenhang zwischen den
sechs Kternen

(l,2,...*--2
f
*-l,A), (l,2,...*-2,*— l

fA+ l),(l,2,...A-2,A-l,A-+2),

(1,2,...*- 2,M + 1), (1,2...*— 2,*,* + 2), (l,2...Jfc— 2,* -+- M-f 2

so dass, wenn man die iiinf ersten kennt, man daraus die sechste firiden

kann. Dies soil durch die symbolische Gleichung

[(lX...k-2 1 k-l,k),{l,2...k-2,k-l,k+l) y (l.2,...k-2,k-l,k-\-2
; ,

{1,2. ..k— 2,k,k-\-l),{l,2,...k—2,k,k+2)]=(l,2,...k-2,k+l,k+2)

ausgedriickt werden. Im Folgenden kommt es zunachst nur darauf an

zu zeigen, dass man aus gewissen gegebenen Kternen gewisse andere

finden kann, nicht aber die nothigen Rechnungen wirklich auszufiihren.

Zu diesem Zwecke ist die Gleichung F), welche die Grundgleichun°-
heissen soil, besonders geeignet. Will man dagegen die Rechnungen
wirklich ausfuhren, so muss man die Gleichung E) anwenden. Dass

man in der Reduction der Gleichung D) nicht weiter als bis zur Glei-

chung i?) zuruckgehen kann ist klar, denn wurde man noch k-j-2 = k — 1

setzen, so wiirde die letztere Gleichung: identisch Null werden

6

Sey zuerst n = k -f- 2; es soil nun gezeigt werden, dass man
alle ubrigen Kternen aus den Elementen 1, 2 . . . k -+- 2 vermittelst

2^ + 1 dieser Kternen. deren Werthe gegeben sind, finden kann.

In jeder Kterne aus den Elementen 1, 2 . . . k + 2 kommen ent-

weder die Elemente A, k -\- 1, k -\- 2 einzeln vor, oder ihre Verbin-

dungen zu zweien oder alle drei zugleich. Man kann daher diese sammt-

lichen Kternen in drei Klassen theilen, nemlich 1) in solche, in welchen

nur eines der Elemente k, k -\- 1, k -f- 2 oder zugleich k und k
w

2 oder zugleich k und k -\- 1

er k und k -f- 2 vorkommt, 2) in solche, in welchen zugleich k + I,

-f- 2 aber nicht k vorkommt, 3) in solche, in welchen zugleich die

iMath cm. Classe. XII

L

I
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drei Elemente k,k +1, k + 2 vorkommen. Die erste Klasse ent-

halt also die Kternen, in welchen entweder die Elemente 1,2,... k— 1

mit den einzelnen Elementen k, k -f- 1, k -f- 2 oder die Combinationen

der k - 2ten Klasse aus den Elementen 1,2, ... k — 1 mit den Ele-

mentenpaaren k, k -f- 1 oder k, k -f- 2 verbunden sind. Man kann da-

her auch sagen, dass die erste Klasse aller Kternen enthalt, in welchen

nicht zugleich die zwei Elemente A: —|— 1, k -f- 2 vorkommen.

Die zweite Klasse enthalt alle Kternen , in welchen die Combina-

tionen der k — 2ten Klasse aus den Elementen 1, 2, . . . k — 1 mit

dem Elementenpaare k -f- 1, k + 2 verbunden sind, und mithin die

zwei ersten Klassen zusammengenommen alle Kternen, in welchen ent^.

weder die Elemente 1,2 ... k — 1 mit den einzelnen Elementen k, k-\- 1,

k -f- 2 oder die Combinationen der k — 2ten Klasse aus 1 , 2 ... k — 1

mit den Combinationen der zweiten Klasse aus k, k -f- 1 , k -\- 2 ver-

bunden sind. Die Kternen der ersten Klasse werden als gegeben
angenommen , ihre Anzahl ist 3 -+- 2 (A: — 1) = 2 k -f- L

In der Grundgleichung F) sind mithin die fiinf auf der linken Seite

stehenden Kternen bekannt. Denn in drei derselben sind die Elemente

1,2 ... k — 1 mit den einzelnen Elementen Ar, k + 1, k + 2 ver-

bunden, und in den zwei anderen die Elemente 1,2, . . . k — 2 mit

den Elementenpaaren k, k + 1 unci k, k -f- 2.

Vertauscht man in dieser Gleichung allmalich das Element k — 1

mit einem der Elemente 1, 2 ... k — 2 so erhalt man k— 2 neue Glei-

chungen. Diese enthalten wieder die drei Glieder, in welchen die Ele-

mente 1,2 ... k — 1 mit den einzelnen Elementen k, k + 1, k + 2 ver-

bunden sind, unverandert. Dagegen erhalt man nun statt der Elemente

1, 2 ... k — 2 , welche in den zwei anderen Gliedern vorkommen , alle

iibrigen Combinationen der k — 2ten Klasse, die sich aus 1,2, ...k—

1

bilden lassen und mithin statt der zwei Kternen der Grundgleichung,

in welchen k, & -f- 1 und k, k -f- 2 vorkommen, die Kternen, in welchen

diese Elementenpaare mit den iibrigen Combinationen der k — 2ten Klasse

aus 1, 2 ... k — 1 verbunden sind. Die Grundgleichung und die aus

ihr abgeleiteten k — 2 Gleichungen zusammengenommen enthalten also
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auf der linken Seite sammtliche Kternen der ersten Klasse und
nur diese.

Auf der rechten Seite der Grundgleichung steht die Kterne, in

welcher die Eleniente 1,2 ... k— 2 mit k -f- 1, k -+- 2 verbunden sind,

in den k — 2 abgeleiteten Gleichungen komrat daher auf der rechten

Seite dieses Elementenpaar mit alien tibrigen Combinationen der k— 2ten

Klasse aus 1, 2 . . k — 1 verbunden vor. Die Grundgleichung mid diee"'-"-'"""©

5 ;leiteten Gleichungen enthalten also zusammengenommen auf

echten Seite sammtliche k -— 1 Kternen der zweiten Klasse und
diese, so dass nemlich in jeder Gleichung eine vorkommt.

Es ist mithin nachgewiesen , dass die 2k -\- 1 Kternen der ersten

Klasse um
ten Klasse zu finden. Sie reichen aber auch hin, um die Kternen der

dritten Klasse zu finden. In diesen letzteren sind nemlich die Combi-
nationen der k — 3ten Klasse aus den Elementen 1, 2 ... k— 1 mit den
drei Elementen k, k + 1, k -f- 2 verbunden. Nun erhalt man die eine

dieser Kternen. nemlich (\. 2 . . k 3, A-, k + 1, k + 2) dadurch,

dass man in dem auf der rechten Seite der Grundgleichung stehenden6'" v'uuu6
Gliede das Element k — 2 mit dem Elemente k vertauscht. immt
man aber auf der linken Seite der Grundgleichung dieselbe Vertauschung
vor, so bleiben die dortigen Kternen entweder ungeandert, oder gehen
in andere der ersten Klasse fiber, da die aus dieser Vertauschung ent-

standenen Kternen, ebensowenig als diejenigen, aus welchen sie ent-

standen sind, zugleich die Elem

nen. Man erhalt mithin durch

+ 1 und k +

m
an-

diese Vertauschung eine Gleichung (F)

aus welcher der Werth der auf der rechten Seite stehenden Kterne

(1. 2 ... k — 3, k, k -\- 1, k -f- 2) bestimmt wird. Aus dieser Kterne
werden nun aber die tibrigen Kternen der dritten Klasse gefunden

,

dem man statt der Combination 1, 2 . . . k — 3 die verschiedenen

deren Combinationen der k— 3ten Klasse aus den Elementen 1,2... k — 1

setzt , d. h. also indem man die Elemente 1, 2 ... k — 1 auf gewisse

Weise unter einander vertauscht. Hierdurch konnen aber die auf der

linken Seite der Gleichung (F) stehenden Kternen erster Klasse wieder

12
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nur in Kternen derselben Klasse ubergehen , und es werden demnach

die sammtlichen Kternen dritter Klasse durch bekannte Grossen bestimmt.

Im Vorhergehenden ist mithin nachgewiesen, dass die 2A; -{- 1 Kter-

nen erster Klasse nothwendig und hinreichend sind, 'um sammtliche

ubrigen Kternen aus den Elementen 1, 2 . . k -f- 2 zu finden. Hierzu

k + 2 . k + 1 -,
,

k2 — k
sind —— (2k + 1) = —— Gleichungen erforderlich

;

die Gesammtheit dieser Gleichungen soil das System A) heissen.

Es sollen z. B. die Ternen aus den Elementen 1, 2, 3, 4, 5 gefun-

den werden, d. h. also, es sind die drei Elementenreihen

Al,l ^2,1 • • • ^5,1

^1,2 ^2,2 . . . ^5,2

Al,3 ^2,3 • • . ^5,3

gegeben und es sollen die Bedingungsgleichungen gefunden werden,

welche zwischen den aus ihnen gebildeten Deterniinanten von der Form

Ar„l h
flJ2 ^r,3

K^l kr
aj
2 hrii3

hr
a,l

hr.,2 krs ,3

stattfinden, indem man fur rx r2 r3 alle Combinationen der dritten Klasse

nimmt, welche sich aus den Elementen 1, 2, 3, 4, 5 bilden lassen.

Hier ist k = 3 und die 7 Ternen (123), (124), (125), (134), (135),

(234), (235) bilden die erste Klasse und werden als bekannt angenommen.

Die Grundgleichung ist

(123), (124), (125), (134), (135) = (145).

Indem man in derselben 1 mit 2 man

(123), (124), (125), (234), (235) = (245)

hierdurch sind die bestimmt. welche die zweite
Klasse bilden. Vertauscht man ferner in der Grundgleichung

ment 1 mit dem Elemente 3 so erhalt man

(123), (234), (235), (134), (135) = (345)
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wodurch die Terne (345), die hier allein die dritte Klasse ausmacht,

bestimmt wird. Hier finden also zwischen den 10 Ternen drei Bedin-
gungsgleichungen statt.

7.

Hat man noch ein Element k + 3 so konnen alle iibrigen Kter-
nen aus den Elementen 1, 2 ... k -f- 3 vermittelst 3k -+- 1 dieser

Kternen, welche man als gegeben annimmt, gefunden werden. Man
setze nemlich diejenigen Kternen als bekannt voraus, in welchen nur
eines der Elemente k, k -\- I , A + 2, * -4- 3 oder zugleich eines der

Paare k, k -\- 1; k
, k -{- 2; k, k + 3 vorkommt. Der Inbegriff die-

ser Kternen bildet wieder die erste Klasse, welche also alle Kternen
umfasst, in welchen nicht zugleich zwei der drei Elemente A-4- 1, k -4-2,

k -f- 3 vorkommen. Ihre Anzahl ist offenbar 4+ 3 (k— 1) = 3k -\-

In die zweite Klasse gehoren dagegen die Kternen. in welchen zwei d

drei Elemente k -+- 1, k -f 2, k -\- 3 zugleich vorkommen, wahrend
sie das Element k nicht enthalten. Die erste und zweite Klasse zusam-
mengenommen enthalten also alle Kternen, in welchen die Elemente

+ 1, k -{- 2, k + 3 einzeln oder vorkom
men. In die dritte Klasse gehoren alle Kternen, in welchen die Ele-

mente k, k -\- 1, k -\- 2, k -j- 3 zu dreien verbunden vorkommen; die

Kternen dagegen, in welchen alle vier vorkommen, bilden die vierte
Klasse.

Die erste Klasse enthalt offenbar alle die Kternen, welche wir im
vorhergehenden Falle, wo das Element k -f- 3 fehlte, zu dieser Klasse
gerechnet haben. Ebenso ist es bei der zweiten und dritten Klasse.

Man kann also zunachst wieder genau so, wie es dort geschehen ist, das

System A) bilden.

Indem man aber dann in den k — 1 Gleichungen dieses Systems,

durch welche die Kternen zweiter Klasse gefunden worden sind, das

\

+ 2 mit dem Elemente k -f- 3 vertauscht. man em
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neues System von k — 1 Gleichungen, in welchem auf der linken Seite

alle Kternen vorkommen, welche die einzelnen Elemente k, k -f- 1, k -f- 3

oder die Paare k, k-\- 1 nnd A\ k-\- 3 enthalten Diese sind mithin, nach unse-

rer Voranssetzung, sammtlich bekannt. Auf der rechten Seite stehen in

diesen Gleichungen die Kternen, welche das Elementenpaar k + 1, k + 3

aber nicht das Element k enthalten und nur diese Kternen. Dieses Sy-

stem von k — 1 Gleichungen soil das System B) heissen.

Vertauscht man nun in diesem System das Element k -f- 1 mit dem

Elemente k -f- 2 so erhalt man wieder ein neues System von k — 1

Gleichungen, in welchem auf der linken Seite alle Kternen vorkommen,

welche die einzelnen Elemente k, k+ 2, k + 3, oder die Paare k, A+ 2

und k. k 4- 3 enthalten.
*\.

Auf der rechten Seite stehen die Kternen, welche s

das Paar k + 2, k + 3 aber nicht das Element k enthalten und nur

diese. Dieses System heisse das System

Die drei Systeme A), B), C) enthalten also zusammen genommen

auf der linken Seite alle Kternen der ersten Klasse und keine anderen

und auf der rechten Seite alle Kternen der zweiten Klasse und keine

anderen. Es ist also hiermit nachgewiesen , dass auch in diesem Falle

es nothwendig und hinreichend ist, die Werthe der Sk -f- 1

Kternen der ersten Klasse zu kennen, um daraus die Werthe der Kter-

nen der zweiten Klasse zu nnden.

Es sind nun noch die Werthe der Kternen der dritten und vierten

Klasse zu nnden. Betrachten wir zunachst die Kternen der dritten Klasse.

Von diesen sind bereits, durch das System A), diejenigen gefunden, welche

die drei Elemente k, k -j- 1, k -\- 2 enthalten. Vertauscht man in den

Gleichungen, durch welche sie bestimmt werden, das Element k -+- 2

mit dem Elemente k -f- 3, so erhalt man neue Gleichungen, in welchen

nun auf der rechten Seite die Kternen, welche die Verbindung k, k -j- 1,

k -+- 3 enthalten, stehen; auf der linken Seite werden durch diese Ver-

tauschung keine unbekannten Kternen eingefuhrt. Wahrend nemlich

in dem Systeme A) auf der linken Seite entweder die einzelnen Ele-

mente k, k -f- 1, k -|- 2 oder die Verbindungen k, k -\- 1 und k, k + 2

vorkommen, erscheinen hier die einzelnen Elemente k, k -j- 1, k -J- 3 oder
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die Verbindungen k, k + 1 und k, k -f- 3 ; die entsprechenden Kternen
sind also alle, da sie zur ersten Klasse gehoren, bekannt. Aus diesen neuen
Gleichungen, welche das System D) heissen mogen, werden daher alle

Kternen gefunden, welche die Verbindung k, k -f- 1. k + 3 enthalten.

Vertauscht man nun in diesem Systeme k -f- 1 mit k -J- 2 so erhalt

man ein neues System E), welches wieder auf der linken Seite nur be-

kannte Kternen enthalt, so dass also hierdurch die Kternen bestimmt
werden, welche die Verbindung k, k -j- 2, k + 3 enthalten. In die-

sem Systeme kommen auf der linken Seite entweder die einzelnen Ele-

mente kt k + 2, k + 3 oder die Verbindungen k, k -f- 2 und k, k -f- 3

vor. Vertauscht man nun noch in diesem Systeme k mit k -f- 1, so

kommen nun auf der linken Seite entweder Kternen mit den einzelnen

Elementen k + 1, & + 2, £ + 3 oder mit den Verbindungen
k + 1, k + 2 und A + 1, A + 3 vor. Von diesen Kternen gehoren

die einen zur ersten, die anderen zur zweiten Klasse und sind daher

nun alle bekannt. Auf der rechten Seite stehen aber alle Kternen,

welche zugleich die drei Elemente k -\- 1 , A + 2 , A + 3 enthalten,

die also nun ebenfalls bestimmt sind. Bezeichnet man dieses Sys

mit F) so ist demnach erwiesen , dass durch die Systeme A) , D) , E),

alle Kternen bestimmt sind, in welchen die Elemente k, k + 1, k + 2,

k + 3 zu dreien verbunden vorkommen, d. h. alle Kternen der dritten

Klasse.

Es sind nun noch schliesslich die Kternen zu finden , in welchen

zugleich die Elemente k, k + 1, k -f 2, k + 3 vorkommen. Man be-

em

merke, dass in dem Systeme F) eine Gleichung enthalten ist, auf

steht.

Kterne (1,2 ... k — 4, k — 1, k+ 1, k + 2, k -f

& man das Element Ar — 1 mit dem
Elemente*. Hierdurch entsteht eine' neue Gleichung, welche auf der

linken Seite nur bekannte Kternen enthalt. Denn von diesen Kternen
gehoren alle tibrigen zur ersten oder zweiten Klasse , nur wo in F) die

Elemente k — 1 , A -f- 1, & -f- 2 oder k - 1, 4 + H + 3 vorkom-

+ 1, * + + 3

an deren Stelle; dies giebt aber Kternen dritter Klasse, welche nun be-
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kannt sind. Auf der rechten Seite dieser neuen Gleichung steht die

Kterne (1,2 . . . k—4, k, k -f- 1 , k -\- 2, k + 3), also eine der ge-

suchten, die hiermit bestimmt ist. Indem man nun allmalich statt der

Elemente 1, 2 . . , k — 4 alle ubrigen Combinationen der k — 4ten

Klasse aus den Elementen 1, 2 ... k — 1 setzt, was also durch eine

Vertauschung dieser Elemente unter einander geschieht, und mithin auf

der linken Seite der neuen Gleichungen keine unbekannte Kterne ein-

fuhren kann, erhalt man sammtliche Kternen, welche zugleich die vier

Elemente k, & -+- 1, Ar -f- 2 ? Ar -J- 3 enthalten. Es ist mithin nachge-

wiesen, dass die 3A -f- 1 Kternen erster Klasse nothwendig und

hinreichend sind , um alle (ibrigen Kternen aus den Elementen

1, 2 . . . k + 3 zu finden.

Zur Erlauterung will ich die Bedingungsgleichungen entwickeln,

welche zwisehen den Ternen aus den 6 Elementen 1, 2, 3, 4, 5, 6 statt-

finden. Hier ist wieder A = 3 und die 10 Ternen erster Klasse, welche

als bekannt angenommen werden , sind *)

123, 124, 125, 126, 134, 135, 136, 234, 235, 236.

Das System A) ist schon im vorhergehenden § entwickelt worden. Aus

den dortigen Gleichungen

123, 124, 125, 134, 135 = 145

123, 124, 125, 234, 235 = 245

folgt durch Vertauschung von 5 mit 6 das System B)

123, 124, 126, 134, 136 = 146

123, 124, 126, 234, 236 = 246.

Vertauscht man hier 4 mit 5 so erhalt man das System

123, 125, 126, 135, 136 = 156

123, 125, 126, 235, 236 = 256,

hierdurch sind die sammtlichen Ternen zweiter Klasse

145, 245, 146, 246, 156, 256

gefunden.

*) Zur Erleichterung des Druckes habe ich im Folgenden die Klammern weggelassen

x
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Aus der Gleichung

des

123, 134, 135, 234, 235 = 345

gt durch Vertauschung von 5 mit 6

123, 134, 136, 234, 236 = 346.

Diese Gleichu

so erhalt man
man in ihr 4 mit 5

123, 135, 136, 235, 236 = 356.

Dies ist das System E\ und hieraus folgt durch Vertauschung von 3
mit 4

g voxi o i

124, 145, 146, 245 , 246 = 456

welche Gleichung das System F) bildet; in derselben kommen auf der
linken Seite, die zur zweiten Klasse gehorenden Ternen 145, 146, 245,

246 vor. Durch die letzten vier Gleichungen werden die Ternen der

dritten Klasse, 345 , 346 , 356 , 456 gefunden und es finden im Ganzen
zwischen den 20 Ternen aus den Elementen 1, 2, 3, 4, 5, 6 zehn Be-
dingungsgleichungen statt. Wollte man statt dieser symbolischen Glei-

chungen die wirklichen, wie sie sich aus der Formel E) ergeben, auf-

stellen, so waren es folgende

143 . 251 + 124 . 351 = 123 . 451

243 . 152 -f- 214 . 352 = 213 . 452

341 . 253 4- 324 . 153 = 321 . 453

143 . 261 + 124 . 361 = 123 . 461

243 . 162 + 214 . 362 = 213 . 462

153 .261 + 125 . 361 = 123 . 561

253 . 162 + 215 . 362 = 213 . 562

341 . 263 -f- 324 . 163 = 321 . 463

351 . 263 -f- 325 . 163 = 321 . 563

451 . 264 + 425 . 164 = 421 . 564 *).

*) Diesen Gleichungen entsprechen bei Hesse a. a. 0. p. 272 die Gleichungen

1, 6, 11, 2, 7, 3, 8, 12, 13, 19.

Slathem. Classe. XII1. K
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8.

Es hat nun keine Schwierigkeiten auf den allgemeinen Fall iiber

zu gehen. Es sollen alle Kternen aus den Elementen 1, 2 ... k

gefunden werden. Hierzu muss man als bekannt voraus setzen : erstens,

alle Kternen, in welchen nur eins der Elemente k, k -j- 1, . . . k + «

vorkommt, die Anzahl dieser Kternen ist n -\- 1, und zweitens alle

Kternen Elemente k -f-

k -f. 2 . . . k + n enthalten, deren Anzahl n [k — 1) ist. Die Anzahl

der als bekannt angenommenen Kternen ist mithin «Ar + 1; diese zu-

sammengenommen bilden die erste Klasse, die mithin alle Kternen

umfasst in welchen nicht zugleichzwei der Elemente k-\- l,k +2, ...k -j- n

vorkommen. Irgend eine Vertauschung der Elemente A+ 1, k -f- 2 ... A -f- w

unter einander kann also in den Kternen erster Klasse nur die Aende-

rung hervorbringen , dass einige dieser Kternen in andere derselben

Klasse iibergehen.

In die zweite Klasse sollen die Kternen gehoren, in welchen zu-

gleich zwei der Elemente k -j- 1, . . . k -f- n vorkommen, wahrend sie

das Element k nicht enthalten. Die Kternen, welche zugleich drei oder

vier u. s. w. der Elemente k, k -\- 1 . . . k + » (und nicht mehr)

\

enthalten, sollen die dritte, vierte u. s. w. Klasse bilden.

In der Grundgleichung F) kommen auf der linken Seite nur Kter-

nen der ersten Klasse, also nur bekannte Ausdriicke vor, nemlich drei

Kternen, in welchen die Elemente 1, 2 ... k — 1 mit einem der Ele-

mente k, k + 1, k + 2 verbunden sind, und zwei, in welchen die

Elemente 1, 2 ... k — 2 mit k, k -f- 1 und mit k, k + 2 verbunden

sind. Auf der rechten Seite steht die Kterne (1, 2 . . k— 2, A+ 1, k+ 2),

die also zur zwei ten Klasse gehort, und durch die Grundgleichung

gefunden wird. Indem man nun statt 1, 2 ... k — 2 alle iibrigen

Combinationen der k — 2 Klasse setzt, welche sich aus den Elementen

1,2, ...k- 1 bilden lassen, erhalt man aus der Kterne (1,2... k— 2, k-{-l, A-j-2)

alle iibrigen Kternen, welche als hochste Elemente die Elemente k -\- 1,

k + 2 und nicht zugleich das Element k enthalten. Diese Operation

entspricht g der Elemente 1, 2 ... A — 1 unter

-~



UBER D. BESTIMMUNG 75

einander. Indem man daher diese Grund
vornimmt, erhalt man ein System von k — 1 Gleichungen, welches auf
der linkenSeite, ausser denKternen, in welchen dieElemente 1,2.. .k 1

mit einem der drei Elemente h\ k + 1 , k + 2 verbunden sind , noch
sammtliche Kternen enthalt, in welchen die Combinationen der k — 2ten

Klasse aus 1, 2 . . . k — 1 mit den Paaren k , k + 1 oder k, k + 2
verbunden sind, wahrend auf der rechten Seite alle die Kternen zweiter

Klasse erscheinen, in welchen zugleich die Elemente k -4- 1 und k -f- 2
vorkommen, die also aus diesen Gleichungen gefunden werden. Der In-

begriff dieser Gleichungen soil das System Ax ) heissen.

Vertauscht man in diesem Systeme k + 2 mit k -\- 3 so erhalt

ein neues System A2 ) in welchem nun auf der linken Seite alleman

Kternen vorkommen, die neben den Elementen 1, 2, ... k — 1 das

Element & -f- 3 und neben den Combinationen der k — 2ten Klasse

aus 1, 2 ... k — 1 zugleich das Paar k, k -j- 3 enthalten, welche

bekannt sind. Man

Kternen, in welchen die Combi
nationen der k — 2ten Klasse aus 1 , 2 ... k — 1 mit dem Paare
k -f- 1, k + 3 verbunden sind. Vertauscht man in diesem Systeme
k -\- 3 mit k -f- 4 so erhalt man ein neues System A5 ) durch welches

Kternen bestimmt werden, in welchen 2ten

Klasse aus 1, 2 . . . k — 1 mit k + 1 , k + 4 verbunden sind. In-

dem man so fortfahrt, also schliesslich das Element k -\- n — 1 mit

man 1dem Elemente k + n vertauscht, erhalt

Gleichungen, in welchen auf der linken Seite alle als bekannt ange-

nommenen Kternen und nur diese vorkommen, wahrend auf der rech-

ten Seite alle Kternen stehen, welche zugleich k + 1 und eines der

Elemente k -f- 2, k + 3, . . . k -f- n enthalten.

Vertauscht man nun ferner in dem Systeme A2 ) die Elemente k+

1

-j- 2 so erhalt man ein em
Seite die Kternen vorkommen, welche die Combinationen der k 2ten

Klasse aus 1, 2 ... k — 1 und das Paar k + 2 , k + 3 enthalten,

wahrend auf der linken Seite nur Kternen der ersten Klasse vorkommen.

K2
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Dieselbe Vertauschung aufA5 ) angewandt, fuhrt zur Kenntniss der Kter-

nen, in weichen die Combinationen der k— 2ten Klasse aus 1,2. ..A— 1

mit k -f- 2, k -j- 4 verbunden sind. Indem man so fortfahrt, nndet man
aus alien den Systemen A{] A2) u. s. w. zusammengenommen , sammt-
liche Kternen, in weichen die Combinationen der k — 2ten Klasse aus

1, 2 ... k — 1 mit den Combinationen der zweiten Klasse aus k-{- 1, . . . k -\~n

verbunden sind, d. h. also alle Kternen der zweiten Klasse.

Die sammtlichen Gleichungen der Systeme A x )
, A2 ) u. s. w. ent-

halten auf der rechten und linken Seite zusammengenommen, sSmmt-
liche Kternen, in weichen die Elemente k, k -j- 1 . . . k + n entweder
einzeln oder paarweise verbunden ,

Gleichungen soil das System S hei

orkommen. Der Inbegriff aller

U n nun zunachst die Kternen zu finden, in weichen zugleich die

Elemente k, k -\- 1, k -f- 2 und keine hoheren vorkommen, nimmt man
aus dem Systeme S die Gleichung, welche auf der rechten Seite die

Kterne enthalt, in der die Elemente 1, 2 ... k — 3 mit den drei Ele-

menten k — 1, &_j- 1, k -f- 2 verbunden sind und vertauscht

selben k—1 mit k, wodurch man die Kterne (1,2, .. .k—3,A\ A-f 1, &+
erhalt. Die auf der linken Gleichung

enommenenKternen sind alle unter den ursprunglich als bekannt
der ersten Klasse enthalten und mithin auch die Kterne (1,2,... k 3,

A\ k -f-' 1 ,
k + 2) bekannt. Indem man nun statt 1, 2 ... k — 3

alle iibrigen Combinationen der k — 3ten Klasse aus den Elementen
1, 2, . . . k — 1 setzt, was also auf eine Vertauschung dieser Elemente
unter einander zuruck kommt, und mithin auf der linken Seite der Glei-

chungen nur bekannte Kternen der ersten Klasse einfuhrt, findet man
sammtliche Kternen , in weichen k, k -+- 1 , k -+- 2 die hochsten Ele-

mente sind. Setzt man nun statt k + 1, k -f- 2 alle iibrigen Verbin-

dungen zu zweien, die sich aus den Elementen k + 1, A + 2, ...&-f-»
bilden lassen, wodurch mithin wieder auf der linken Seite der Gleichun-

bekannte Kternen der ersten Kl so fin-

man s Kternen, in weichen als hochste Elemente k und irgend

Elementen k -f 1, . . . A- + « gebildetes Paar vorkommen.

/
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Man nehme jetzt die Gleichung, in welcher auf der rechten Seite

die Kterne (1, 2 . . k — 3, k, k + 2, k -f 3) vorkommt und ver-

tausche&mitAr+l, wodurchman die Kterne (1,2, ... k -3,&-|-l, A-f-2, A+3)
erhalt. Auf der linken Seite werden hierdurch Kternen eingefiihrt

welche neben Elementen aus der Reihe 1, 2, ... k — 1, noch Paare
k + 1, k + 2 und A + 1, A + 3 enthalten, wahrend das Element

vorkommt. Diese Kternen gehoren Klasse

und sind mithin schon bekannt, folglich auch die Kterne (1,2... k —3,
* + 1. h + 2, A -f- 3). Indem man nun statt 1, 2 ... A — 3 alle

lo Combinationen der k— 3ten Klasse aus den Elementen 1, 2 ... k— 1

setzt, erscheinen auf der linken Seite Kter
nen

,
auf der rechten Seite aber alle Kternen, welche aus den Combina-

tionen der k — 3ten Klasse aus den Elementen 1, 2 ... k — 1 und
den Elementen k -f 1, A+ 2, A+ 3 gebildet sind. Diese letzteren Kternen
sind demnach nun alle bekannt. Setzt man ferner statt der drei Ele-

mente k -J- 1, k + 2 , A + 3 alle ubrigen Combinationen zu dreien,

die sich aus den Elementen k -\- 1, . . . k + n bilden lassen, so kom-
auf der linken Seite der hierdurch entstehenden Gleichungen Kter-

nen vor, welche zwar Verbindungen zu zweien aber keine hoheren Ver-
bindungen aus diesen Elementen und auch nicht das Element k enthal-

ten, d. h. Kternen, welche zur zweiten Klasse gehoren und daher be-

men

kannt Kternen der ersten Klasse. Mithin
sind auch die auf der rechten Seite stehenden Kternen bekannt, d. h.

alle, welche zur dritten Klasse gehoren. Das System aller Gleichun-

gen, durch welche diese Kternen bestimmt werden, heisse das System 8.
Um nun die Kternen der vier ten Klasse zu finden, geht man von

der im Systeme S enthaltenen Gleichung aus, in welcher auf der rechten

Seite die Kterne (1, 2 . . . k — 4 , k — 1J + 1J + 2, i+ 3)

steht. Auf der linken Seite dieser Gleichung kommen nur Kternen vor,

die in die erste oder zweite Klasse gehoren. Man vertausche nun in

dieser Gleichung k — 1 mit k; auf der linken Seite werden hierdurch

Kternen eingefuhrt, welche neben dem Elemente k noch Paare von ho-
heren Elementen enthalten, diese Kternen sind aber nun bekannt da
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sie zur dritten Klasse gehoren, und man kennt daher auch die Kterne

t
2 . . . k — 4, k, k -\- 1, k -f- 2, k + 3) welche nun auf der rech-

ten Seite stent. Nimmt man jetzt statt 1, 2 ... k — 4, die ubrigen

Combinationen der k — 4ten Klasse aus den Elementen 1, 2, ... k— 1,

so findet man alle Kternen, in welchen k, k -f- 1, k + 2, k -f- 3 als

hochste Elemente vorkommen. Setzt man aber in den so gebildeten

+ l,A + 2 t /t + 3 alle iibri-

is den Elementen k -4- 1, k -4- 2

Gleichungen statt der drei Elemente &

gen Combinationen der dritten Klasse a

...£+», so erscheinen in den hierdurch entstehenden Gleichungen

auf der linken Seite keine Kternen, welche zu einer hoheren Klasse als

zur dritten gehoren und man findet demnach, vermittelst dieser Gleichun-

gen alle Kternen, in welchen als hochste Elemente k und irgend eine

Verbindung zu dreien aus den Elementen k + 1 ... k + n vorkommt.

Man nimmt nun die Gleichung, in welcher auf der rechten Seite

die Kterne (1, 2, . . . k — 4, k, k + 2, k + 3, k + 4) steht und

-vertauscht die Elemente k und k -J- 1 mit einander. Auf der linken

Seite werden hierdurch wieder nur Kternen, welche zur dritten Klasse

gehoren, eingefiihrt, auf der rechten Seite erhalt man die Kterne

(1, 2 . . k — 4, k + 1, k + 2, k -f 3, k -j- 4). Indem man nun

statt 1, 2 ... k — 4 alle Combinationen der Klasse k — 4^ aus den

Elementen 1,2... k— 1 setzt und zugleich statt A*-{-l, k-\-2, £+ 3, k-\-4.

alle Combinationen der vierten Klasse, welche sich aus k + 1 • • • k -4- n

bilden lassen iindet man schliesslich alle Kternen, die sich aus den

Combinationen der k — 4 Klasse aus den Elementen 1, 2 . . . k — 1,

und den Combinationen der 4ten Klasse aus den Elementen k, k -\- l,...k-\-n

zusammen setzen lassen, d. h. also alle Kternen der vierten Klasse,

da in alien hierzu erforderlichen Gleichungen auf der linken Seite nur

bekannte Kternen vorkommen.

Man sieht wie sich nun, indem man immer dasselbe Verfahren

beobachtet, aus den bekannten Kternen der vierten Klasse wieder die

Kternen der fiinften Klasse, d. h. also diejenigen in welchen die Com-

binationen der Klasse k — 5 aus 1, 2 . . k — 1 mit den Combinationen

Klasse k, k -4- 1 ... k -\- lassen
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man gehend, alle Kternen

menten 1, 2 . . , k -f- n, vermittelst der als bekannt vorausgesetzten

kn -j- 1 Kternen der ersten Klasse finden kann.

Setzt man nun n statt n -j- k also n — k statt «, so folgt, dass

man alle iibrigen Kternen aus den Elementen 1, 2 ... n vermittelst

der als bekannt vorausgesetzten k(n— A) -f- 1 Kternen der ersten Klasse

finden kann, welche jetzt alle Kternen umfasst, die entweder die Ele-

mente k, k -J- 1, ... n einzeln, oder das Element k und zugleich eines

der Elemente A- + 1, K -f- 2, . . . n enthalten. Hiermit ist der in § 4
ausgesprochene Satz bewiesen. Setzt man aber n = 2k, so werden dem-
nach alle iibrigen Kternen aus den Elementen 1, 2 ... 2k vermittelst

der als bekannt vorausgesetzten k2 + 1 Kternen der ersten Klasse ge-

funden, was mit dem am Ende des § 3 ausgesprochenen Satze iiber-

einstimmt.

In § 6 wurde zuerst n = k -f 2 gesetzt, der allgemeine Satz des

§ 4 behalt Geltung wenn n = k -j- 1 oder n = k.

Ist n = k -{- 1 so ist k (n — k) + 1 = k -j- 1; m
ille Kternen aus den Elementen 1, 2 ... k -f 1 gebildet werden,
Anzahl ist k -f- 1, sie gehoren aber alle in die erste Klasse, da

in einer jeden entweder die einzelnen Elemente k und k 4- 1 cder beide

zugleich vorkommen miissen, d.

Kterne aus anderen als bekannt

sich keine

sie miissen

vielmehr alle gegeben seyn. Ist n = k so ist k (n — k) + 1 — 1 ; in

ge Kterne

9.

Man hat bis jetzt die Bedingungsgleichungen , welche zwischen den
Kternen aus 2k Elementen statt haben nur bis zu k = 3 entwickelt.

Um die leichte Anwendung der im Vorhergehenden besprochenen Me-
thode noch an einem Beispiele zu zeigen, will ich die Bedingungsglei-

chungen fur k = 4 entwickeln, wo es sich also um die Quaternen aus
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den Elementen 1, 2

wenn man
(

M. A. STERN,

8 handelt. Dies entspricht mithin dem Falle

V

hat. Hier miissen die

f {x , y , yi , y2 , y?>, y*)

Quaternen erster Klasse

1234, 1235, 1236, 1237, 1238, 1245, 1246, 1247, 1^48, 1345, 1346,

1347, 1348, 2345, 2346, 2347, 2348

gegeben seyn und es miissen aus ihnen die 53 iibi

ebensoviel Bedingungsgleichungen gefunden werden.

ist in diesem Falle

1234, 1235, 1236, 1245, 1246

o Quaternen durch

Grundg &

1256

hieraus folgt

1234, 1235, 1236, 1345, 1346

4)

7)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

1234, 1235, 1236

1234, 1235, 1237

1234, 1235, 1237

1234, 1235, 1237

1234, 1235, 1238

1234, 1235, 1238

1234, 1235, 1238

1234, 1236, 1237

1234, 1236, 1237

1234, 1236, 1237

1234, 1236, 1238

1234, 1236, 1238

1234, 1236, 1238

1234, 1237, 1238

1234, 1237, 1238

1234, 1237, 1238

2345

1245

1345

2345

1245

1345

2345

1246

1346

2346

1246

1346

2346

1247

1347

2347

2346

1247

1347

2347

1248

1348

2348

1247

1347

2347

1248

1348

2348

1248

1348

2348

1356

2356

1257

1357

2357

1258

1358

2358

1267

1367

2367

1268

1368

2368

1278

1378

2378

wodurch die Quaternen zweiter Klasse gefunden sind.

(aus der Gleichung 2)

Man hat ferner

19) 1234, 1245, 1246, 1345, 1346 1456
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20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)

33)

34)

35)

36)

37)

38)

39)

40)

41)

42)

43)

44)

45)

46)

47)

48)

1234 , 1245 , 1246 , 2345,

1234., 1345,!
1346,, 2345,

1234 , 1245 , 1247 , 1345,

1234,, 1245,, 1247,, 2345,

1234,,
1345,, 1347,, 2345,

1234,,
1245,, 1248,, 1345,

1234 , 1245 , 1248 , 2345,

1234, 1345, 1348, 2345,

1234 , 1246., 1247,, 1346,

1234,
,
1246,, 1247,,

2346,

1234, 1346, 1347,,
2346,

1234.
,
1246,, 1248,, 1346,

1234,, 1246,, 1248,,
2346,

1234,, 1346,, 1348,,
2346,

1234 , 1247,, 1248 , 1347,

1234 , 1247,, 1248,
,
2347,

1234.
,
1347 , 1348 , 2347,

1234,, 1256,, 1257,,
1356,

1234

,

, 1256,, 1257,,
2356,

1234 , 1356 , 1357 , 2356,

1234 , 1256.,
1258 , 1356,

1234 , 1256 ,
1258,, 2356,

1234,,
1356.

,
1358,,

2356,

1234 , 1257,, 1258,, 1357,

1234, 1257,, 1258, 2357,

1 234

,

i
1357, 1358, 2357,

1 234

,

, 1267,,
1268, 1367,

1234, 1267. : 1268, 2367,

1234, 13(57, 1368, 2367,

2346

2346

1347

2347

2347

1348

2348

2348

1347 ^

2347

2347

1348

2348

2348

1348

2348

2348

1357

2357

2357

1358

2358

2358

1358

2358

2358

1368

2368

2368

2456

3456

1457

2457

3457

1458

2458

3458

1467

2467

3467

1468

2468

3468

1478

2478

3478

1567

2567

3567

1568

2568

3568

1578

2578

3578

1678

2678

3678

J

hierdurch sind die Quaternen dritter Klasse bestimmt; in den Gleichun-

gen 37 bis 48

Klasse vor.

m auf der linken Seite audi Quaternen zweiter

Nathem. Classe.XlIl. L
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Nun hat man noch urn die Quaternen vierter Klasse zu bestimmen

(aus Gleichung 39) die folgenden fiinf Gleichungen , in welchen auf der

linken Seite auch Quaternen dritter Klasse vorkommen, nemlich

49) 1234, 1456, 1457, 2456, 2457 = 4567

BOj 1234, 1456, 1458, 2456, 2458 = 4568

51) 1234, 1457, 1458, 2457, 2458 == 4578

52) 1234, 1467, 1468, 2467, 2468 = 4678

53) 1235, 1567, 1568, 2567, 2568 == 5678.

10.

In der Gleichung D) besteht jedes Glied aus zwei Faktoren; in

dem zweiten Faktor aller Glieder koramen gleichmassig die Elemente

k _{_ 2, k -f- 3, . . . 2k vor, welchen aber noch in den einzelnen Glie-

dern die einzelnen Elemente 1, 2, ... k + 1 voran gehen. Setzt man

daher jede der k -f- 1 Grossen

Al,l Z*2
?
l . . . fo+i,i

der Einheit gleich und ferner

A*+a,i —. hk+%% = 1

hk+ 3,1 == hk+3,2 == hh+&,3 = 1

^2*,l == ^2A,2 = ^2*,&-l = h2k,k = 1

so ist nun jede Kterne von der Form (a, k + 2, k -f- 3, . . . 2k) = 1

so bald a eine der Zahlen 1, 2, . . . k + 1 bedeutet. Unter diesen

Voraussetzungen geht also D) in

(l t 2 . . . k)

liber, was durch die symbolische Gleichung

G) (1.2...*), (1,2,...k—M+ l), .... (1,3,4...*,*+ 1) == (2,3...M+l)
ausgedriickt werden soil.
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Diese Gleichung gilt also immer, sobald die Elemente kt,i h 2,i . . .

fo+1,1 der Einheit gleich sind, wahrend die iibrigen darin erscheinenden

Elemente jeden beliebigen Werth haben konnen. Setzt man noch ausser-

dem hk+2,1 == 1 so gilt diese Gleichung mithin auch dann noch, wenn
man in derselben k -f- 1 statt k setzt, u. s. w. Zugleich behalt die

Gleichung F), da sie fur jeden Werth der Elemente statt hat, auch unter

den gegenwartigen Voraussetzungen , ihre Gultigkeit. Hieraus ergiebt

sich folgender Satz

:

Wenn man aus den k Elementenreihen Cf) alle Determinanten von

der Form B) bildet, wie in § 4, es ist aber zugleich allgemein hm>1 = 1,

wo m eine der Zahlen 1,2 . . . n bedeutet, so findet man aus den

Werthen von {k — 1) [n — k) + 1 dieser Determinanten, welche man
als gegeben voraus setzt, die Werthe aller ubrigen, so dass man also in

diesem besonderen Falle (n — k) Determinanten weniger zu kennen

braucht, als im allgemeinen Falle. Es folgt dies unmittelbar daraus,

dass man jetzt, vermittelst der Gleichung G), wenn man die auf der

linken Seite stehenden Determinanten kennt, daraus die n — k Deter-

minanten (2, 3, . . . k — 1.U+ 1), (2, 3 . . . k — 1, k + 1, k + 2)

. ... (2, 3 ... k — 1, « — 1, n) findet, und daher ebensoviel De-

terminanten weniger als bekannt voraus zu setzen braucht. In der That

ist es hier nur nothig, dass man ausser der Kterne (1, 2 ... k) noch

die Kternen kennt, in welchen das Element 1 mit den Combinationen

der k — 2 Klasse aus den Elementen 2, 3, ... k — 1 und einem der

Elemente k -f- 1, .. . w verbunden ist, was im Ganzen (A*— 1) (n— k) -f- 1

Kternen giebt.

Ist k = 3 so dass C) aus den drei Reihen

^1,2 ^2,2 • • • ^n,2

Al
?
3 ^2,3 • • • ^n,3

man daher von den Determinanten der Form (rx r2 r3 )

d. h, der Form

L *
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1 hru2 hrus

1 krrf hr^
1 *r8,2 hr

3 ,3

2 5 zu kennen, um
Hat Punkte in einer Ebene, von welchen nicht 3 in

einer geraden Linie liegen und die durch die Zahlen 1, 2 * *

zeichnet werden mogen,

nate des Punktes m aus,

w,2 Abscisse

n be-

m 3 die Ordi-

auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem bezo-

gen, so bedeutet {rl r2 r5 ) den doppelten Flacheninhalt des Dreiecks, wel-

wischen denPunkten rly r2,r5 liegt (abgesehen vom Zeichen). Setzt

man fur rx r2 r5 sammtliche Combinationen der dritten Klasse, welche sich

aus den Elementen l,2...n bilden lassen, so drucken die entsprechenden
Determinanten den doppelten Flacheninhalt der versehiedpnpn DrPiWkp *m*

man erhalt, indem man 1, 2 n als die

tzen Dreiecks betrachtet.

Werthe der Flacheninhalte von 2n

den Inhalt jedes der iibrigen linden.

Aus dem als bekannt vorausgesetzten

kann man

ferner 4 so dass den vier Reihen

^1,1 ^2,1 .

^1.2 h2,2

h1,3 «2,3h

*1,4 ^2,4 • .

kn,l

2

3

besteht, so muss man von den Determinanten

in r2 r5 r4 ) 1 />/„2 ^,3 ^,4

Ar
2 ,4

1 hr^

1 hr
Sl2

* I*rv2 hr
4,3 ^r4,4

krn 4

3n kennen, um die fibrigen zu linden.

Hat man nun 1, 2, . . . n im von welchen
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nicht 4 in einer Ebene liegen und sind h

wi Coordinaten des Punktes m, so bedeutet

™,2 hmp hm,i die drei recht-

sechsfachen Inhalt des

sind (abaresehen i

r2 ^3 r4) den
Ecken die Punkte

om Indem man fur rx r2 r3 r4 sammt-
liche Combinationen der 4ten Klasse aus den Elementen 1 2 n
nimmt, ken die

halt der 1 etraeder aus, deren Ecken je vier beliebige

Aus m als gegeben vorausgesetzten Werth

sechsfachen

n Punkte is

von Sn
dieser Tetraeder findet man also den Inhalt jedes der iibrigen.

Diese zwei geometrischen Satze hat schon M o e b i u s gefunden *).

11

11.

Wenn man aus einer Determinante

R
*1,1 ^2,1 . . . kn,l

"l,n ^2,n • • • AB,n

die sammtlichen Unterdeterminanten om
Form

bildet mit-

"rltj, Hr .s2)»1 • ^*,*i

"r,.*i nr..it. . . . hI'5A "r2,«ft rh*k

enthalten sind, wo man sowohl fiir

alle Combinationen der
fiir

Klasse 1. 2 .

Sk

Anzahl (
n.n 1 ... n +

1.2.. k

2

n zu setzen hat, so

immt man nun far sk

die bestimmte Combin 1, 2 . . k so heisst dies, man bildet alle
Grade k aus den Elementenreihen

*1,1 ^2,1 . . . kn,l

h,h h2 ,k . . . hn,k

) Der barycentrische Calcul 164 und 167
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Nun kann man aus k -f- 1 dieser Determinanten alle

% Da nun dasselbe gelten muss wenn man irgend eine

Combinatio

[k(n +
vn . n

*2

1

folgt dass man aus

n A+i
1 . 2 k

gegebenen Unterdetermi-

Grades k der Determinante R alle iibrigen Unterdeterminan-

ten dieses Grades finden kann.

r



ZOBODAT - www.zobodat.at
Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database

Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Abhandlungen der königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu
Göttingen

Jahr/Year: 1866-1867

Band/Volume: 13

Autor(en)/Author(s): Stern Moritz Abraham

Artikel/Article: Ueber die Bestimmung der Constanten in der Variationsrechnung. 53-86

https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=21020
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=59470
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=408640

