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die Hypothesen,welche der Geometric zu Grunde liegen

Von

B. R iema n n

Aus dem Nachlass des Verfassers mitgetheilt durch R. Dedekind 1

)

PI a n der U n t e r s u c h u n g.

ekanntlich setzt die Geonietrie sowohl den Begriff des Ratlines, alsD

die ersten Grundbeeriffe fur die Constructionen im Raume als etwas^

Gegebenes voraus. Sie giebt von ihnen nur Nominaldefinitionen , wah-

rend die wesentlichen Bestimmungen in Form von Axiomen auftreten.

Das Verhaltniss dieser Voraussetzungen bleibt dabei im Dunkeln; man

sieht weder ein, ob und in wie weit ihre Verbindung nothwendig, noeh

a priori, ob sie moglich ist.

Diese Dunkelheit wurde auch von Euklid bis auf Leg end re,

vim den beruhmtesten neueren Bearbeiter der Geometrie zu nennen,

weder von den Mathematikern , noch von den Philosophen, welche sich

damit beschaftigten
, gehoben. Es hatte dies seinen Grund wohl darin.

dass der allgemeine Begriff mehrfach avisgedehnter Grossen, unter wel-

chem die Raumgrossen enthalten sind
,
ganz nnbearbeitet blieb. Ich

habe mir daher zunachst die Aufgabe gestellt, den BegriiF einer mehrfach

ausgedehnten Grosse aus allgemeinen GrossenbegrifFen zu construiren.

Es wird daraus hervorarehen, dass eine mehrfach ausgedehnte Grosse ver-

1) Diese Abhandkmg ist am 10. Juni 1854 von dem Verfasser bei dem zum

Zweck seiner Habilitation veranstalteten Colloquium mit der philosophischen Facultiit

zu Gottingen vorgelesen worden. Form der Darstellung

in welcher die analytischen Untersuchungen nur angedeutet werden konnten; in

einem besondere:

Braunschweig, im Juli 1867.

zuriickzukommen

R. Dedekind.
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schiedener Massverhaltnisse fahig ist und der Raum also nur einen be-

sonderen Fall einer dreifach ausgedehnten Grosse bildet. Hiervon aber

ist eine nothwendige Folge, dass die Satze der Geometrie sich nicht aus

allgemeinen Grossenbegriflen ableiten lassen, sondern dass diejenigen Ei-

genschaften , durch welche sich der Raum von anderen denkbaren drei-

fach ausgedehnten Grossen unterscheidet , nur aus der Erfahrung ent-

nominen werden konnen. Hieraus entsteht die Aufgabe, die einfachsten

Thatsachen aufzusuchen, aus denen sich die Massverhaltnisse des Raumes

bestimmen lassen — eine Aufgabe, die der Natur der Sache nach nicht

mehrere Svsteme einfacher

sachen angeben, welche zur Bestimmung der Massverhaltnisse des Rau-

mes hinreichen; am wichtigsten ist fur den gegenwartigen Zweek das von

Euklid zu Grunde gelegte. Diese Thatsachen sind wie alle Thatsachen

nicht nothwendig, sondern nur von empirischer Gewissheit, sie sind Hy-

pothesen; man kann also ihre Wahrscheinlichkeit, welche innerhalb der

Grenzen der Beobachtung allerdings sehr gross ist, untersuchen und hie-

nach fiber die Zulassigkeit ihrer Ausdehnung jenseits der Grenzen der

Beobachtung, sovvobl nach der Seite des Unmessbargrossen, als nach der

Seite des Uninessbarkleinen urtheilen.

I. Beg riff einer wfacli ausgedehnten Grosse.

Indem ich nun von diesen Aufgaben zunachst die erste, die Ent-

wicklung des Begriffs mehrfach ausgedehnter Grossen zu losen versuche,

glaube ich uni so mehr auf eine nachsichtige Beurtheilung Anspruch

machen zu durfen, da ich in dergleichen Arbeiten philosophischer Natur,

wo die Schwierigkeiten mehr in den Begriffen, als in der Construction

liegen, wenig geiibt bin und ich ausser einigen ganz kurzen Andeutun-

gen. welche Herr Geheimer Hofrath Gauss in der zweiten Abhandlung

(iber die biquadratischen Reste, in den Gottingenschen gelehrten Anzeigen

und in seiner Jubilaumsschrift dariiber gegeben hat, und einigen philo-

sophischen Untersuchungen Herbart's, durchaus keine Vorarbeiten be-

nutzen konnte. .
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1.

Grossenbegriffe sind nur da moglich, wo sich ein allgemeiner Begriff&"~.M ..v, ^.v,.x nn ..i^vmw.iv! ^^&
vornndet, der verschiedene Bestimmungsweisen zulasst. Je nachdem

unter diesen Bestimmungsweisen von einer zu einer andern ein stetiger

Uebergang stattiindet oder nicht, bilden sie eine stetige oder discrete

Mannigfaltigkeit ; die einzelnen Bestimmungsweisen heissen im erstern

Falle Punkte, im letztern Elemente dieser Mannigfaltigkeit.

deren Bestimmungsweisen eine discrete Mannigfaltigkeit bilden, sind sot)"""'S

haufig, dass sich fur beliebig gegebene Dinge wenigstens in den gebilde-

teren Sprachen immer ein Begriff auffinden liisst, unter welchem sie ent-

halten sind (und die Mathematiker konnten daher in der Lehre von den

discreten Grossen unbedenklich von der Forderung ausgehen
, gegebene

Dinge als gleichartig zu betrachten) , dagegen sind die Veranlassungen

zur Bildung von Begriffen, deren Bestimmungsweisen eine stetige Man-
nigfaltigkeit bilden , im gemeinen Leben so selten , dass die Orte der

Siunengegenstande und die Farben wohl die einzigen einfachen Begriffe

sind, deren Bestimmungsweisen eine mehrfach ausgedehnte Mannigfaltig-

keit bilden. Haurigere Veranlassung zur Ergeuzung und Ausbildung

dieser Begriffe lindet sich erst in der hohern Mathematik.

Bestimmte, durch ein Merkmal oder eine Grenze unterschiedene

Theile einer Mannigfaltigkeit lieissen Quanta. Hire Vergleichung der

Quantitat nach geschieht bei den discreten Grossen durch Zahlung, bei

den stetigen durch Messung. Das Messen besteht in einem Aufeinander-

legen der zu vergleichenden Grossen; zum Messen wird also ein Mittel

erfordert, die eine Grosse als Massstab fur die andere fortz utragen. Fehlt

dieses
,

so kann man zwei Grossen nur verglcichen , wenn die eine ein

Theil der andern ist, Mehr oder Minder, nicht

das Wieviel entscheiden. Die Untersuchungen , welche sich in diesem

Falle iiber sie anstellen lassen, bilden einen allgemeinen von Massbe-

stimmungen unabhangigen Theil der Grossenlehre , wo die Grossen nicht

als unabhangig von der Lage existirend und nicht als durch eine Ein

heit ausdruckbar, sondern als Gebiete in einer Mannigfaltigkeit betrachtet©"**"&

werden. Solche Untersuchungen sind fur mehrere Theile der Mathematik,
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namentlich fur die Behandluug der mehrwerthigen analytischen Functionen

ein Bediirfniss geworden, und der Mangel derselben ist wohl eine Haupt-

ursache, dass der beriihmte Abel'sche Satz und die Leistungen von La-

grange, Pfaff, J a cob i fur die allgemeine Theorie der Differentialglei-

chungen so lange unfruchtbar geblieben sind. Fur den gegenwartigen

Zweck geniigt es, aus diesem allgemeinen Theile der Lehre von den aus-

gedehnten Grossen, wo weiter nichts vorausgesetzt wird, als was in dem

Begriffe derselben schon entlialten ist, zwei Punkte hervorzuheben. wovon

der erste die Erzeugung des Begriffs einer mehrfach ausgedehnten Man-

nifffaltigkeit, der zweite die Zuruckfuhrunaf der Ortsbestimmungen in einer
to*" 1* 11*©

gegebenen Mannigfaltigkeit auf Quantitatsbestimmungen betrifft und das0^5^ ^"^" iTXUlli.X^^XV^ &

wesentliche Kennzeichen einer wfachen Ausdehnung deutlich machen wird.

'

ft 2.

Geht man bei einem Begriffe, dessen Bestimmimgsweisen eine ste-

tige Mannigfaltigkeit bilden , von einer Bestimmungsweise auf eine be-

stimmte Art zu einer andern fiber, so bilden die durchlaufenen Bestim-

mungsweisen eine einfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, deren wesent-

liehes Kennzeichen ist, dass in ihr von einem Punkte nur nach zwei

Seiten, vorwarts oder rfickwarts, ein stetiger Fortgang moglich ist. Denkt

man sich nun, dass diese Mannigfaltigkeit wieder in eine andere, vollig

verschiedene , fibergeht, und zwar wieder auf bestimmte Art, d. h. so,

dass jeder Punkt in einen bestimmten Punkt der andern fibergeht, so bil-

den sammtliche so erhaltene Bestimmungsweisen eine zweifach ausgedehnte

Mannigfaltigkeit. In ahnlieher Weise erluilt man eine dreifach ausge-

Mannigfaltigkeit, wenn man sich vorstellt, dass eine zweifach

geutriiiitc m cin^ T^nj5 auf bestimmte Art iibergeht, und es»

ist leicht zu sehen, wie man diese Construction fortsetzen kann. Wenn

man, anstatt den BegrifF als bestimmbar, seinen Gegenstand als veran-

Constr

Zusammensetzung einer Veranderlichkeit von n -\- 1 Dimensionen aus

einer Veranderlichkeit von n Dimensionen und aus einer Veranderlichkeit

von einer Dimension.
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3.

Ich werde nun zeigen, wie man umgekehrt erne Veranderlichkeit,

deren Gebiet gegeben ist, in eine Veranderlichkeit von einer Dimension
und eine Veranderlichkeit von weniger Dimensionen zerlegen kann. Zu
diesem Ende denke man sich ein veranderliches Stuck einer Mannio-fal-

tigkeit von einer Dimension — von einem festen Anfangspunkte an ge-
rechnet

,
so dass die Werthe desselben unter einander vergleii

welches ffir jeden Punkt der gegebenen Mannigfaltigkeit einen bestimm-
ten mit ihm stetig sich andernden Werth hat, oder mit andern Worten,
man nehme innerhalb der gegebenen Mannigfaltigkeit eine stetige Fun-
ction des Orts an, und zwar eine solche Function, welche nicht limns
eines Theils dieser Mannigfaltigkeit constant ist. Jedes

Punkten, wo die Function einen constanten Werth hat, bildet dann eine
stetige Mannigfaltigkeit von weniger Dimensionen, als die gegebene.

em von

Diese Mannigfaltigkeiten gehen bei Aenderung der Function stetig& ">
einander iiber; man wird daher annehmen konnen, dass aus einer von
ihnen die ubrigen hervorgehen , und es wird dies , allgemein zu reden,

so geschehen konnen, dass jeder Punkt in einen bestimmten Punkt der
andern tibergeht; die Ausnahmsfalle , deren TJntersuchung wichtig ist.

konnen hier unberucksichtigt bleiben. Hierdurch wird die Ortsbestim-
mung in der gegebenen Mannigfaltigkeit zurtickgefuhrt auf eine Grossen-
bestimmung und auf eine Ortsbestimmung in einer minderfach ausge-

gfaltigkeit. Es ist nun leicht zu zeigen, dass diese Man-
nigfaltigkeit n — 1 Dimensionen hat. wenn dip ffpwhpnp

Manni

Mannigfaltisrk

eine wfach ausgedehnte ist. Durch wmalige Wiederholung dieses Ver-
fahrens wird daher die Ortsbestimmung in einer «fach ausgedehnten Man-
nigfaltigkeit auf n Grossenbestimmungen, und also die Ortsbestimmung
in einer gegebenen Mannigfaltigkeit , wenn dieses moglich ist , auf eine

endliche Anzahl von Q zuruckgefiihrt. Es giebt

indess auch Mannigfaltigkeiten, in welchen die Ortsbestimmung nicht

eine endliche Zahl, sondern entweder eine unendliche Reihe oder eine

stetige Mannigfaltigkeit von Grossenbestimmungen erfordert. Solche Man-
nigfaltigkeiten bilden z. B. die moglichen Bestimmungen einer Function

Classe. XIII. S
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fur eia gegebenes Gebiet, die moglichen Gestalten einer raumlichen

Figur u. s. w.

II. Massverhaltnisse, deren eine Mannigfaltigkeit von

n Dimensionen fahig ist, unter der Voraussetzung, dass die

Linien unabhangig von der Lage eine Lange besitzen, also

jede Linie durch jede messbar ist.

Es folgt nun, nachdem der Begriff einer rafaeh ausgedehnten Man-

nigfaltigkeit construirt und als wesentliches Kennzeichen derselben ge-

funden worden ist, dass sich die Ortsbestimmung in derselben auf n Gro-

ssenbestimmungen zuruckfiihren lasst, als zweite der oben gestellten Auf-

gaben eine Untersuchung iiber die Massverhaltnisse, deren eine solche

Mannigfaltigkeit fahig ist, und iiber die Bedingungen, welche zur Bestim-

mung dieser Massverhaltnisse hinreichen. Diese Massverhaltnisse lassen

sich nur in abstracten Grossenbegriffen untersuchen und im Zusammen-

hange nur durch Formeln darstellen ; unter gevvissen Voraussetzungen

kann man sie indess in Verhaltnisse zerlegen , welche einzeln genommen

einer geometrischen Darstellung fahig sind, und hiedurch wird es inog-
i

lich, die Resultate der Rechnung geometrisch auszudrucken. Es wird

daher. urn festen Boden zu gewinnen, zwar eine abstracte Untersuchung

brmeln nicht zu verm

eometrischen Gew

aber werden

Beidem sind

Grundlagen enthalten in der beriihmten Abhandlung des H
iien Hofraths Gauss uber die krummen Flachen.

1

Unabhan

Ort, die in mehr als einer Weise stattfinden kann; die zuijaehst sich

darbietende Annahme, welche ich hier verfolgen will, ist wohl die, dass

die Lange der Linien unabhangig von der Lage sei, also jede Linie durch

m Wird Grossenbestinam

zuriickgefuhrt, also die Lage eines Punktes in der gegebenen «fach aus-
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gedehnten Mannigfaltigkeit durch n veran'derliche Grossen xL , x2 , x5 ,

und so fort bis xn ausgedriickt , so wird die Bestimmuug einer Linie

darauf hinauskommen
, dass die Grossen x als Functionen einer Veran-

derlichen gegeben werden. Die Aufgabe ist dann, fur die Lange der

mathematischen zu welchem Zwecke
die Grossen x als in Einheiten ausdriickbar betrachtet werden miissen.

Ich werde diese Aufgabe nur .unter gewissen Beschriinkungen behandeln
und beschranke mich erstlich auf solche Linien , in welchen die Ver-
haltnisse zwischen den Grossen dx — den zusammengehorigen Aende-
rungen der Grossen x — sich stetig andern; man kann dann die Li-

nien in Elemente zerlegt denken, innerhalb deren die Verhaltnisse der

Grossen dx als constant betrachtet werden durfen , und die Aufgabe
kommt dann darauf zuruck, fur jeden Punkt einen allgemeinen Aus-
druck des von ihm ausgehenden Linienelements ds aufzustellen, welcher

also die Grossen x und die Grossen dx enthalten wird. Ich nehme nun
zweitens an

, dass die Lange des Linienelements . von Grossen zweiter

Ordnung abgesehen
, ungeandert bleibt, wenn sammtliche Punkte dessel-

ben dieselbe unendlich kleine Ortsanderung erleiden, worin zugleich

enthalten ist, dass, wenn sammtliche Grossen dx in demselben Verhalt-

nisse wachsen, das Linienelement sich ebenfalls in diesem Verhaltnisse

andert. Unter diesen Annahmen wird das Linienelement eine beliebige

homogene Function ersten Grades der Grossen dx sein konnen, welche

ungeandert bleibt, wenn sammtliche Grossen dx ihr Zeichen andern, und
worin die willkuhrlichen Constanten stetige Functionen der Grossen x
sind. Urn die einfachsten Falle zu finden, suche ich zunachst einen

Ausdruck fur die w— lfach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten, welche vom
Anfangspunkte des Linienelements iiberall gleich weit abstehen, d. h.

ich suche eine stetige Function des Orts, welche sie von einander un-

terscheidet. Diese wird vom Anfangspunkt aus nach alien Seiten ent-

weder ab- oder zunehmen miissen; ich will annehmen, dass sie nach

alien Seiten zunimmt und also in dem Punkte ein Minimum hat. Es

muss dann, wenn ihre ersten und zweiten Differentialquotienten endlich

sind, das Differential erster Ordnung verschwinden und das zweiter Ord-

S2
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nung darf nie negativ werden ; ich nehme an , dass es immer positiv

con-
5 ""Xi " iV/ "~&

bleibt. Dieser Differ

stant, wenn ds constant bleibt und wachst im quadratiscben Verhalt-

nisse, wenn die Grossen doe und also auch ds sich sammtlich in demsel-

ben Verhaltnisse andern; er ist also = const, ds2 und folglich ist ds

der Quadratwurzel aus einer immer positiven ganzen homogenen Function

zweiten Grades der Grossen doc , in welcher die Coefncienten stetige

Functionen der Grossen x sind. Fur den Raum wird, wenn man die

Lage der Punkte durch rechtwinklige Coordinaten ausdriickt, ds == \j2(<Mf ;

der Raum ist also unter diesem einfachsten Falle enthalten. Der nachst

einfacbe Fall wurde wohl die Mannigfaltigkeiten umfassen , in welchen

sich das Linienelement durch die vierte Wurzel aus einem Differential-

ausdrucke vierten Grades ausdriicken lasst. Die Untersuchung dieser

allgemeinern Gattung wiirde zwar keine wesentlich andere Principien er-

fordern, aber ziemlich zeitraubend sein und verhaltnissmassig auf die

Lehre vom Raume wenig neues Licht werfen , zumal da sich die Resul-

tate nicht geometrisch ausdrucken lassen; ieh beschranke mich daher

auf die Mannigfaltigkeiten, wo das Linienelement durch die Quadrat-
,&*w * v

*t)

wurzel aus einem Diiferentialausdruck zweiten Grades ausgedriickt wird.

Man kann einen solchen Ausdruck in einen andern ahnlichen transfor-

miren, indem man fur die n unabhangigen Veranderlichen Functionen

von n neuen unabhangrieen Veranderlichen setzt. Auf diesem Wege& x&

wird man aber nicht jeden Ausdruck in jeden transformiren konnen;

denn der Ausdruck enthalt n
n

"t" Coefncienten , welche willkuhrliche
2

Functionen der unabhangigen Veranderlichen sind; durch Einfuhrung

neuer Veranderlicher wird man aber nur n Relationen geniigen und also

nur n der Coefncienten gegebenen Grossen gleich machen konnen. Es

sind dann die iibrigen n —^

—

&
2

Man

nigfaltigkeit schon vollig bestimmt, und zur Bestimmung ihrer Mass-

1

yerhaltnisse also n —^— Functionen des Orts erforderlich. Die Mannig
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faltigkeiten , in welchen sich, wie in der Ebene imd im Raume, das Li-

nienelement auf die Form \JYdx1 bringen lasst, bilden daher nur einen

besondern Fall der hier zu untersuchenden Mannigfaltigkeiten ; sie ver-

dienen wohl einen besondern Namen, und ich will also diese Mannig-
faltigkeiten, in welchen sich das Quadrat des Linienelements auf die

Summe der Quadrate eben
nennen. Um nun die wesentlichen Verschiedenheiten sammtlicher in

der vorausgesetzten Form darstellbarer Mannigfaltigkeiten ubersehen zu
konnen, ist es nothig, die von der Darstellungsweise herruhrenden zu
beseitigen, was durch Wahl der veranderlichen Grossen nach einem be-

stimmten Princip erreicht wird.

. 2.

Zu diesem Ende denke man sich von einem beliebigen Punkte aus

das System der von ihm ausgehenden kflrzesten Linien construirt; die

Lage eines unbestimmten Punktes wird dann bestimmt werden konnen
Anfangsrichtung in welcher er liegt, und

vom Anfangspunkt
durch die Verhaltnisse dx° der Grossen dx in dieser kurzesten Linie und
durch die Lange * dieser Linie ausgedruckt werden. Man fuhre nun
statt dx° solche aus ihnen gebildete lineare Ausdriicke da ein, dass der

Anfangswerth des Quadrats des Linienelements gleich der Summe der

Quadrate dieser Ausdriicke wird, so dass die unabhangigen Variabeln

sind: die Grosse s und die Verhaltnisse der Grossen da; und setze

schliesslich statt da solche ihnen proportionale Grossen xx , #2 , . . . , #,

dass die Quadratsumme = s2 wird. Fiihrt man diese Grossen ein, so

wird fur unendlich kleine Werthe von x das Quadrat des Linienelements

2dx2
,

das Glied der nachsten Ordnung in demselben aber gleich
%

n — 1einem homogenen Ausdruck zweiten Grades der n Grossen

\Xi dx2—

#

2 dxi) f (a?! dx5 --x5 dxL ), . . ., also eine unendlich kleine Grosse

von der vierten Dimension, so dass man eine endliche Grosse erhalt, wenn
man sie durch das Quadrat des unendlich kleinen Dreiecks dividirt, in
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Eckpunkten die Werthe der Veranderlichen sind (o , o , o, . . .),

.*, . .\. (dvi. dx*. dx* ). Diese Grosse behalt denselben

Werth, so lange die GrSssen x und dec in denselben binaren Linearfor-

men enthalten sind oder so lange die beiden ktirzesten Linien von den

"Werthen o bis zu den Werthen x und von den Werthen o bis zu den

Werthen dx in demselben Flachenelement bleiben, nnd hangt also nur

von Ort und Richtung desselben ab. Sie wird offenbar = o, wenn die

dargestellte Mannigfaltigkeit eben, d. h. das Quadrat des Linienelements

auf 2 dx2 reducirbar ist , und kann daher als das Mass der in diesem

Punkte in dieser Flachenrichtung stattiindenden Abweichung der Man-

nigfaltigkeit von der Ebenheit angesehen werden. Multiplicirt mit — f

wird sie der Grosse gleich, welche Herr Geheimer Hofrath Gauss das

Kriimmungsmass einer Flache genannt hat. Zur Bestimmung der Mass-

verhaltnisse einer «fach ausgedehnten in der vorausgesetzten Form dar-

»— 1
stellbaren Mannigfaltigkeit wurden vorhin » —-— Functionen des Orts

nothig gefunden; wenn also das Kriimmungsmass in jedem Punkte in

i

n Flachenrichtungen gegeben wird , so werden daraus die Mass-

verhaltnisse der Mannigfaltigkeit sich bestimmen lassen, wofern nur zwi-

schen diesen Werthen keine identischen Kelationen stattfinden, was in

der That, allgemein zu reden, nicht der Fall ist. Die Massverhaltnisse

dieser Mannigfaltigkeiten, wo das Liiiieneleraent durch die Quadratwurzel

aus einem Differentialausdruck zweiten Grades dargestellt wird, lassen

sich so auf eine von der Wahl der veranderlichen Grossen vollig unab-

hangige Weise ausdrucken. Ein ganz ahnlicher AVeg lasst sich zu die-

sem Ziele audi bei den Mannigfaltigkeiten einschlagen , in welchen das

Linienelement

vierte Wurzel

Ausdruck, z. B, durch die

5

wird. Es wiirde sich dann das Linienelement, allgemein zu reden, nicht

mehr auf die Form der Quadratwurzel aus einer Quadratsumme von

DifFerentialausdrucken bringen lassen und also in dem Ausdrucke fur das

Quadrat des Linienelements die Abweichung von der Ebenheit eine un-



WELCHE
143

endlich kleine Grosse von der zweiten Dimension

Mannigfaltigkeiten eine unendlich kleine Grosse

war. Man
wohl Ebenheit in den kleinsten Theilen genannt werden. Die fur den jetzi-

Manni
wegen sie hier allein untersucht worden sind, ist aber die, dass sich die
Verhaltnisse der zweifach ausge

len und die der mehrfach ausg

Flachen zuruckfiihren lassen, was jetzt noch einer kurzen Erorterung bedarf.

. 3.

In die Auffassung der Flachen mischt sich neben den inneren Mass-
verhaltnissen, bei welchen nur die Lange der Wege in ihnen in Betracht
kommt, immer auch ihre Lage zu ausser ihnen gelegenen Punkten. Man
kann aber von den aussern Verhaltnissen abstrahiren, indem man solche
Veranderungen mit ihnen vornimmt, bei denen die Lange der Linien in
ihnen ungeandert bleibt, d. h. sie sich beliebig — ohne Dehnung — ge-
bogen denkt, und alle so auseinander entstehenden Flachen als gleich-
artig betrachtet. Es gelten also z. B. beliebige cylindrische oder coni-
sche Flachen einer Ebene gleich, weil sie sich durch blosse Biegung aus
ihr bilden lassen, wobei die innern Massverhaltnisse bleiben, und
liche Satze fiber dieselben — also die ganze Planimetrie — ihre Giiltig-

keit behalten
;
dagegen gelten sie als wesentlich verschieden von der Ku-

gel, welche sich nicht ohne Dehnung in eine Ebene verwandeln lasst.

Nach der vorigen Untersuchung werden in jedem Punkte die innern
Massverhaltnisse einer zweifach ausgedehnten Grosse , wenn sich das Li-
nienelement durch die Quadratwurzel aus einem Differentialausdruck

zweiten Grades ausdrucken lasst, wie dies bei den Flachen der Fall ist,

sammt

Flachen

Krummungsmass. Dieser Grosse la

Krummungen der Flache in diesem

dass sie das Product

dass das Product derselben in ein unendlich kleines aus kurzesten Linien

gebildetes Dreieck gleich ist dem halben Ueberschusse seiner Winkel-
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summe fiber zwei Rechte in Theilen des Halbmessers. Die erste Defini-

tion wfirde den Satz voraussetzen , dass Kr

mungshalbmesser bei der blossen Biegung einer Flache ungeandert bleibt,

die zweite, dass an demselben Orte der Ueberschuss der Winkelsumme

eines unendlich kleinen Dreiecks fiber zwei Reehte seinem Inhalte pro-

portional ist. Urn dem Krfimmungsmass einer wfach ausgedehnten Man-

nigfaltigkeit in einem gegebenen Punkte und einer gegebenen durch ihn

gelegten Flachenrichtung eine greifbare Bedeutui

davon ausgehen, dass eine von einem Punkte ausgehende kfirzeste Linie

vollig bestimmt ist, wenn ihre Anfangsrichtung gegeben ist. Hienaeh

g zu geben, muss man

man

gegebenen Punkte ausgehenden und in dem gegebenen Flachenelement

liegenden Anfangsrichtungen zu kurzesten Linien verlangert, und diese

Flache hat in dem gegebenen Punkte ein bestimmtes Krfimmungsmass,

welches zugleich das Krfimmungsmass der wfach ausgedehnten Mannig-

faltigkeit in dem gegebenen Punkte und der gegebenen Flachenrich-

tung ist.

4

Es sind nun noch, ehe die Anwendung auf den Raum gemacht

wird , einige Betrachtungen fiber die ebenen Mannigfaltigkeiten im AU-

gemeinen nothig, d. h. fiber diejenigen, in welchen das Quadrat des Li-

nienelements durch eiije Quadratsumme vollstandiger DiiFerentialien dar-

stellbar ist.

In einer ebenen wfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit ist das Krfim-

mungsmass in jedem Punkte in jeder Bichtung Null ; es reicht aber nach

der frfihern Untersuchung , um die Massverhaltnisse zu bestimmen, hin

n— 1
zu wissen, dass es in jedem Punkte in n —=— Flachenrichtungen, deren

Krfimmungsmasse von einander unabhangig sind, Null sei. Die Mannig-

faltigkeiten, deren Krfimmungsmass fiberall === o ist, lassen sich betrach-

ten als ein besonderer Fall derjenigen Mannigfaltigkeiten , deren Krfim-

mungsmass allenthalben constant ist. Der gemeinsame Charakter dieser

Mannigfaltigkeiten, deren Krfimmungsmass constant ist, kann auch so
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ausgedrtickt werden, dass sich die Figuren in ihnen ohne Dehnung be-

wegen lassen. Denn ofFenbar wiirden die Figuren in ihnen nicht belie-

big versehiebbar und drehbar sein konnen, wenn nicht in jedem Punkte

in alien Bichtungen das Krummungsmass dasselbe ware. Andererseits

aber sind durch das Krummungsmass die Massverhaltnisse der Mannig-

faltigkeit vollstandig bestimmt; es sind daher um einen Punkt nach alien

Eichtungen die Massverhaltnisse genau dieselben, wie um einen andern,

und also von ihm aus dieselben Constructionen ausfuhrbar, und folglich

kann in den Mannigfaltigkeiten mit constantem Krummungsmass den Fi-

guren jede beliebige Lage gegeben werden. Die Massverhaltnisse dieser

Mannigfaltigkeiten hangen nur von dem Werthe des Kriimmungsmasses

ab, und in Bezug auf die analytische Darstellung mag bemerkt werden,

dass, wenn man diesen Werth durch a bezeichnet, dem Ausdruck fur

das Linienelement die Form

1

i+j**2
\J
2dx*<

gegeben werden kann.

5.

Zur geometrischen Erlauterung kann die Betrachtung der F lac hen
mit constantem Krummungsmass dienen. Es ist leicht zu sehen, dass sich

die Flachen, deren Krummungsmass positiv ist, immer auf eine Kugel,

deren Radius gleich 1 dividirt durch die Wurzel aus dem Krummungs-

mass ist, wickeln lassen werden; um aber die ganze Mannigfaltigkeit

dieser Flachen zu libersehen, gebe man einer derselben die Gestalt einer
e>

Kugel und den ubrigen die Gestalt von Umdrehungsflachen , welche sie

im Aequator beriihren. Die Flachen mit grosserem Krummungsmass,

als diese Kugel, werden dann die Kugel von innen beruhren und eine

Gestalt annehmen, wie der aussere der Axe abgewandte Theil der Ober-

flache eines Binges; sie wurden sich auf Zonen von Kugeln mit kleine-

rem Halbmesser wickeln lassen, aber mehr als einmal herumreichen.

Die Flachen

Mathem. Classe. XIII.

Krummungsmass wird man

T

\
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wenn man aus Kugelflachen mit grosserem Kadius ein von zwei grossten

Halbkreisen begrenztes Stuck ausschneidet und die Schnittlinien zusam-

menfiiet. Die Flache mit dem Krummungsmass Null wird eine auf dem

nesrativem Krum-sein ; die riacnen mil negAequator stehende Cylinderflache

mungsmass aber werden diesen Cylinder von aussen beruhren und wie

der innere der Axe zugewandte Theil der Oberflache eines Ringes ge-

formt sein. Denkt man sich diese Flachen als Ort fur in ihnen beweg-

liche Flachen stiicke, wie den Raum als Ort fur Korper, so sind in alien

diesen Flachen die Flachenstiicke ohne Dehnung beweglich. Die Flachen

mit positivem Krummungsmass lassen sich stets so formen, dass die Fla-

chenstiicke auch ohne Biegung beliebig bewegt werden konnen, namlich

zu Kugelflachen, die mit negativem aber nicht. Ausser dieser Unabhan-

gigkeit der Flachenstiicke vom Ort findet bei der Flache mit dem Kriim-

mungsmass Null auch eine Unabhangigkeit der Richtung vom Ort statt,

welche bei den iibrigen Flachen nicht stattfindet.

III. Anwendung auf den Raum

1.

Nach diesen Untersuchungen iiber die Bestimmung der Massverhalt-

nisse einer rafach ausgedehnten Grosse lassen sich nun die Bedingungen

Massverhaltnisse

reichend und nothwendig sind, wenn Unabhangigkeit der Linien von der

Lage und Darstellbarkeit des Linienelements durch die Quadratwurzel

aus einem Differentialausdrucke zweiten Grades, also Ebenheit in den

kleinsten Theilen vorausgesetzt wird.

Sie lassen sich erstens so ausdriicken, dass das Krummun

jedem ist, und es sind daher die

Massverhaltnisse des Raumes bestimmt, wenn die Winkelsumme

allenthalben gleich zwei Rechten ist.

Setzt man aber zweitens, wie Euklid, nicht bloss eine vo

unabhangige Existenz der Linien, sondern auch der Korper

Lag
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Kriimmungs und es ist dann

in alien Dreiecken die Winkelsumme bestimmt , wenn sie in einem be-

stimmt ist.

Endlich konnte man drittens, anstatt die Lange der Linien als un-

abhangig von Ort und Richtung anzunehmen, auch eine Unabhangigkeit

ihrer Lange und Richtung vom Ort voraussetzen. Nach dieser Auffas-

sung sind die Ortsanderungen oder Ortsverschiedenheiten complexe in

drei unabhangige Einheiten ausdruckbare Grossen.

;

2.

Im Laufe der bisherigen Betrachtungen wurden zunachst die Aus-

dehnungs- oder Gebietsverhaltnisse von den Massverhaltnissen gesondert.

und gefunden, dass bei denselben Ausdehnungsverhaltnissen verschiedene

Massverhaltnisse denkbar sind; es wurden dann die Systeme einfacher

Massbestimmungen aufgesucht, durch welche die Massverhaltnisse des

Raumes vollig bestimmt sind und von welchen alle Satze iiber dieselben

eine nothwendige Folge sind; es bleibt nun die Frage zu erortern, wie,

in welchem Umfansre diese Vorauss

die Erfahrung verbiirgt werden. In dieser Beziehung findet zwischen den

eine we-blossen Ausdehnungsverhaltnissen und den Massverhaltnissen

sentliche Verschiedenheit statt, insofern bei erstern , wo die moglichen

Falle eine discrete Mannigfaltigkeit bilden , die Aussagen der Erfahrung

zwar nie vollig gewiss, aber nicht ungenau sind, wahrend bei letztern,

wo die moglichen Falle eine stetige Mannigfaltigkeit bilden, jede Bestim-

mung aus der Erfahrung immer ungenau bleibt — es mag die Wahr-
scheinlichkeit , dass sie nahe richtig ist, noch so gross sein. Dieser Um-
stand wird wichtig bei der Ausdehnung dieser empirischen Bestimmun-

gen fiber die Grenzen der Beobachtung in's Unmessbargrosse und Un-
messbarkleine ; denn die letztern konnen offenbar jenseits der Grenzen

der Beobachtung immer ungenauer werden, die ersteren aber nicht.

Bei der Ausdehnung der Raumconstructionen in's Unmessbargrosse

ist Unbegrenztheit und Unendlichkeit zu scheiden; jene gehort zu den

Ausdehnungsverhaltnissen, diese zu den Massverhaltnissen. Dass der

T *
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Raum eine unbegrenzte dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit sei, ist

eine Voraussetzung, welche bei jeder Auffassung der Aussenwelt ange-

wandt wird , nach welcher in jedem Augenblicke das Gebiet der wirk-

lichen Wahrnehmungen erganzt und die moglichen Orte eines gesuchten

Gegenstandes construirt werden und welche sich bei diesen Anwendungen

fortwahrend bestatigt. Die Unbegrenztheit des Haumes besitzt daher eine

grossere empirische Gewissheit, als irgend eine aussere Erfahrung.

Hieraus folgt aber die Unendlichkeit keineswegs; vielmehr wiirde der
m

Raum , wenn man Unabhangigkeit der Korper vom Ort voraussetzt, ihm

also ein constantes Kriimmungsmass zuschreibt, nothwendig endlich sein,

so bald dieses Kriimmungsmass einen noch so kleinen positiven Werth

hatte. Man wiirde, wenn man die in einem Flachenelement liegenden

Anfangsrichtungen zu kiirzesten Linien verlangert, eine unbegrenzte

Flache mit constantem positiven Kriimmungsmass , also eine Flache er-

halten, welche in einer ebenen dreifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit

die Gestalt einer Kugelflache annehmen wiirde und welche folglich

endlich ist.

, 3.

Die Fragen tiber das Unmessbargrosse sind fur die Naturerklarung

mussige Fragen. Anders verhalt es sich aber mit den Fragen tiber das

Unmessbarkleine. Auf der Genauigkeit, mit welcher wir die Erschei-

nungen in's Unendlichkleine verfolgen, beruht wesentlich die Erkenntniss

ihres Causalzusammenhangs. Die Fortschritte der letzten Jahrhunderte

in der Erkenntniss beding

die Genauigkeit der Construction , welche durch die Erfindung der Ana-

lysis des Unendlichen und die von Archimed, Gallilai und Newton auf-

gefundenen einfachen Grundbegriffe , deren sich die heutige Physik be-

dient, moglich geworden ist In den Naturwissenschaften aber, wo die

einfachen Grundbegriffe zu solchen Constructionen bis jetzt fehlen, ver-

lolgt man, um den Causalzusammenhang zu erkennen, die Erscheinungen

in's raumlich Kleine, so weit es das Mikroskop nur gestattet Die Fra-
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gen uber die Massverhaltniss

also nicht zu den mussigen.

mes lm Unni

Setzt man voraus, dass die Korper unabhangig vora Ort existiren,

so ist das Kriimmungsmass libe

astronomischen Messungen, dass

und es folgt dann aus den

^ull verschieden sein kann;

jedenfalls musste sein reciprocer Werth eine Flache sein, gegen welche

das unsern Teleskopen zugangliche Gebiet verschwinden musste. Wenn
aber eine solche Unabhangigkeit der Korper vom Ort nicht stattfindet,

so kann man aus den Massverhaltnissen im Grossen nicht auf die im
Unendlichkleinen schliessen; es kann dann in jedem Punkte das Krum-
mungsmass in drei Richtungen einen beliebigen Werth haben, wenn nur

die ganze Krummung jedes messbaren Raumtheils nicht merklich von

Null verschieden ist; noch complicirtere Verhaltnisse konnen eintreten,

wenn die vorausgesetzte Darstellbarkeit eines Linienelements durch die

Quadratwurzel aus einem DifFerentialausdruck zweiten Grades nicht statt-

findet. Nun scheinen aber die empirischen Begriffe, in welchen die

raumlichen Massbestimmungen gegrundet sind, der Begriff des festen

Korpers und des Lichtstrahls , im Unendlichkleinen ihre Giiltigkeit zu

verlieren; es ist also sehr wohl denkbar, dass die Massverhaltnisse des

Raumes im Unendlichkleinen den Voraussetzungen der Geometrie nicht

gemass sind, und dies wurde man in der That annehmen miissen, sobald

sich dadurch die Erscheinungen auf einfachere Weise erklaren liessen.

Die Frage fiber die Gultigkeit der Voraussetzungen der Geometrie

im Unendlichkleinen hangt zusammen mit der Frage nach dem
Grunde der Massverhaltnisse des Raumes. Bei dieser Frage, welche

innern

wohl noch zur Lehre vom Raume gerechnet werden darf, kommt die

obige Bemerkung zur Anwendung, dass bei einer discreten Mannigfal-

tigkeit das Princip der Massverhaltnisse schon in dem Begriffe dieser

M annigfaltigkeit enthalten ist, bei einer stetigen aber anders woher hin-

zukommen muss. Es muss also entweder das dem Raume zu Grunde

liegende Wirkliche eine discrete Mannigfaltigkeit bilden, oder der Grund

der Massverhaltnisse ausserhalb, in darauf wirkenden bindenden Kraften,

gesucht werden.
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Die Entscheidung dieser Fragen kann nur gefunden werden, indem

man von der bisherigen durch die Erfahrung bewahrten Auffassnng der

Erscheinungen, wozu Newton den Grund gelegt, ausgeht und diese durch

Thatsachen. die sich aus ihr nicht erklaren lassen, getrieben allmahlich

umarbeitet; solche Untersuchungen , welche , wie die hier gefuhrte, von

allgemeinen Begriffen ausgehen, konnen nur dazu dienen, dass diese

Arbeit nicht durch die Beschranktheit der Begriffe gehindert und der

Fortschritt im Erkennen des Zusammenhangs der Dinge nicht durch

uberlieferte Vorurtheile gehemmt wird

Es fuhrt dies hiniiber in das Gebiet einer andern Wissenschaft, in

das Gebiet der Physik, welches wohl die Natur der heutigen Veranlas-

sung nicht zu betreten erlaubt.
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