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Die Fundamental - Classen der zusammensetzbaren

arithmetischen Formen.

I

Von
I

t

Ernst Schering.

i

Der Konigl. Gesellschaft der Wissenschaften iiberreicht am 11. Juli 1868

er Begriff der Zusammensetzung oder Composition arithmetischer For-

meii ist von Gauss eingefiihrt und zwar zunachst fiir die binaren quadra-

tischen Formen. Die Untersuchungen , die er diesem Gegenstande ge-

widmet hat, bilden einen sehr umfangreichen Theil seiner,,Disquisitiones

Arithmeticae" 1801, und gehoren zu den schonsten und firuchtbarsten

Gebieten, welche der Wissenschaft durcli dieses Werk eroffnet sind. Der

Hauptlehrsatz, der die Uebertragung des Begriffs der Composition von den

Formen auf die Classen der letztern ojestattet, dass nemlich die Classe

den

Form, welche aiis andem Formen durch Zusammensetzung ei

st, allein von den Classen abhangt, denen die einzelnen bei d

sammensetzung angewandten Form gehoren \;idrd Gauss durch

eine einzige Entwickelung unmittelbar in der vollstandigsten AUgemein-

heit bewiesen. Eine bedeutende Vereinfachung im Gedankengange und

in den anlytischen Entwickelungen entsteht, wenn man von dem Falle

geht, in welchem usammenzusetzenden Formen eicentlich

sind gleiche mittlere Coefficienten und als Coefficienten relativ

Untersuchung in einer eigPrimzahlen enthalten, Dirichlet hat diese

Abhandlung ,,De formarum binariarum secuiidi gradus compositione'\ 1851,

durchgefiihrt ; aber auch der hier gegebene Beweis lasst sich noch ver-

einfachen , wie auch Herr Kronecker bemerkt hat , wenn man von vier

eigentlich primitiven paarweise einander aequivalenten Formen deren

A
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4 ERNST SCHERING,

mittlere Coefficienten einander sleich. deren erste Coefficienten zu einandero
I

prim sind geht und wenn man die Composition zweier dieser

Formen, uber deren Aequivalenz oder Nichtaequivalenz keine Voraussetzung

gemacht ist, vergleicht mit der Composition der beiden andern diesen ein-
i

zeln aequivalenten Formen.

In den Disquiss. Arr. gibt Gauss die Eintheilung der Classen in

Genera leitet mit Hiilfe der Lehre von der Composition der Formen eine

obere Grenze fiir die Anzahl dieser Gescblechter ab und erhalt dadurch

das Hfilfsmittel zu einem Beweise des Reciprocitats-Satzes fiir die quadra-

tischen Reste. Die vollstandige Bestimmung der Anzahl der Geschlechter

leitet Gauss in jenem Werke aus der Lehre von der Composition der

Formen und der Theorie der ternaren quadratischeh Formen ab. Die-
^

selbe Bestimmung gibt Dirichlet 1839 in seinen ,,Ilecherches sur diverses

applications de I'analyse infinitesimale a la theorie des nombres'* auf einem

I

g verschiedenen Wege ohne j beiden Gebiete der Zahlentheorie
t

beriihren.

Die Lehre Comp der Classen Gauss ein Mittel
n

dar zu noch einer andern Eintheilung und Anordnung derselben nemlich

,
von denen jede alle die Classen umfasst, welche durchnach Perioden

Com oend einer in derselben konnen

Biejenigen Determinanten deren sammtliche Classen des sogenannten

Haupt-Geschlechts in einer einzigen Periode dargestellt werden, nennt

Gauss regulare, die andern irregulare, und fur diese bestimmt er Expo-,

nenten der Irregularitat. Einige Eigenschaften dieser Exponenten werden

in den Disquiss. Arr. art. 306. VIII ohne Beweis aufgestellt sowie auch

einige Andeutun

art. 306. IX gegeben.

fiber eine zweckmassige Auswahl der Perioden in

Unter Gauss handschriftlichem Nachlasse findet
1

sich fiir die Durchfiihrung dieser Untersuchung ein kurzer wahrscheinlich

im Jahre 1801 aufgezeichneter Anfang ,,Demonstration de quelques theo-

remes concernants les periodes des classes des formes binaires", den ich
r

im II. Bande von Gauss Werken habe abdrucken lassen. Meine hier

vorliegenden Untersuchungen, die auch jene Fragen mit erledigen, folgen

einen anderen als den in jenem Anfang zu einer Abhandlung erkenn-

.*-
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^



DIE FUNDAMENTALCLASSEN D. ZDSAMMENSETZB. ARITHM. FORMEN. 5

I

baren Weg. Aus mehren Grunden habe ich aber geglaubt, meine im Jahre

1855 von der Gaussischen Arbeit unabhangig gefiindene Methode m
der folgenden Darstellung beibehalten zu mussen.

Der hier bewiesene Lehrsatz, dass fes fur jede Determinante solche

Classen gibt, die ich Fundamental-Classen genannt habe, durch deren wie-

derholte Zusammensetzung mit einander jede Classe der Determinante

entsteht und zwar jede nur anf Eine Weise, wenn man von einer Classe

nicht mehr Compositionen zulasst als ihre Periode Classen bie

tftt vielfache Anwendung Mit Hiilfe dieses Satzes und der Beziehung
m

zwischen der Anzahl der Fundamental-Classen, denen gerade Perioden-

Zahlen zuo:eh6ren, und der Anzahl der Geschlecliter der Formen habe

ich nach Vorbild des Dirichlet Monatsberichten der Berliner

«
Academic der Wissenschaften fur den speciellen Fall regularer Primzahl-

Determinanten gegebenen Beweises, allgemein nachgewiesen , dass jede

eigentlich primitive Form unendlich viele Primzahlen darstellt. Ein Satz

welcher mir in meiner Abhandlung ,,Theoremes relatifs aux formes bi-

naires quadratiques qui representent les memes nombres" Liouville, Journal

24. 1859. dazu ged hat strenge zu beweisen, dass

mitive Formen, welche dieselben Zahlen darstellen

Oder uneigentlich aquivalent sein

eisentlich
t>

mtissen.

Mit Hiilfe der Eigenschaften der Fundamental -Classen lasst sich

auch der von Dirichlet Notiz Comptes rendus hebdomadaires

eigentlich primitivedass eine
\

1840 Febr. 17 angedeutete Satz beweisen

binare quadratische Form auch unendlich \iele solche Primzahlen dar

stellt, die zugleich in einer beliebig bestimmten

des Geschlechts jener quadratischen Form vertraj

mit den Charact

lich linearen Form

* enthaiten sind

Die Fundamental - Classen die

I

glichkeit, eine Tabelle der

gebenen Determinanten zugehorigen Classen aufzustellen oh

einen zu grossen Raum ii

branch der Tabelle nocli

zu beschranken

Anspruch nehmen und doch die zum Ge

erforderhche Hulfsrechnung auf ein gering

man B ich es bei denBerichtig

gen der Gauss'schen Tafeln der Anzahl der Classen gegebener Determi

-\L
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F

n'anten G. W. B. II. S. 498 ausgefuhrt habe, neben jeder Determinante die
t

Periodenzahlen der Fundamental-Classen und die durch diese dargestell-

ten kleinsten PrimzaUen verzeichnet/

Die Theorie der arithmetischen Formen ist durch Herrn Kummers

Entdeckung der ideale auch schon auf solche Formen beliebig

Grades G
\

4

eln der Einh

welche sich mit Zuhiilfenahme allein der aus Wur
Jtehenden Irrationalitaten in lineare Factoren zerle

g

y

lassen, und von Herrn Kronecker haben wir Veroffentlichung

Theorie der allgemeinen zerlegbaren Formen jedes Grades zu hoffen

Fiir diese Formen gelten. wie Herr Kummer in seiner Abhandlung

dem 1859 „Ueber die allgemeinen Reciprocitatsgesetze unter den

Resten und Nichtresten der Potenzen , deren Grad eine Primzahl ist"

hervorhebt, analoge Satze wie fiir die binaren quatrischen Formen in Be-

zug auf die Composition und zwar, wie sich aus dieser Untersuchung er-

gibt, ' diejen

ermoglichen

Die Di

Satze welche die Aufstell von Fundamental-Classen

der idealen Zahlen kann in der Weise festgesetzt

erden, dass in Bezug auf hier zunachst
I

Betracht koinmenden

Eigenschaften diejenigen Formen, welche den eigentlich idealen Zahlen

im Gegensatze zu den wirklichen aus denselben Irrationalitaten gebilde-

ten Zahlen zugehoren, den binaren quadratischen Formen einer von der

Haupt-Classe verschiedeneh Classe entsprechen und die den wirklichen

den binaren quadratischen Formen der

Haupt-Classe entsprechen. Um eine gemeinsame Bezeichnung zu haben,

will ich dem gemass hier die Benennungen von Haupt-Classen und Nicht-

Haupt- Classen der allgemeinen Formen gebrauchen.

Zahlen angehorenden Formen

»

1.
i

Die

Form

wesentlichste Eigenschaft der in lineare Factoren zerleg

Bezug auf ihre Compo driickt der Herrn Kummer
m 6 seiner Abhandlung „Ueber die allgemeinen Reciprocitats-Gesetze

u. sr. w." angegebene Satz
r

aus, der sich nach den eben aufgestellten Be

?..

«

«
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FUNDAMENTALCLASSEN D. ZUSAMMENSETZB 7

i

stimmung prechen lasst, dass die Classe der durch Zusammen
setzung zweier Formen entstandenen Form allein von den Classen jener

beiden Formen abhangt, dass demnach der Begriff der Composition von

den Formen auf ihre Classen iibertragen werden kann

licbkeit der Anzahl der Cla
\

derj Formen der

Aus der E
1 lineare I

I

toren zusammengehorige Irrationalitaten entlialten, folgt dann der am
selben Orte aufgestellte Satz, dass jede Classe durch wiederholte Zusam-

mensetzung mit sich selbst eine Reihe von Classen hervorbringt , die in

gleiche Perioden getheilt werden kann, welche als erstes Glied jene

Classe als letztes Glied die Haupt-Classe und uberhaupt nur solche Clas-

sen enthalt, welche alle von einander verschieden sind.

Gibt es eine Periode ,. welche alle uberhaupt zusammengehorigen

Classen, also, wenn es binare qiiadratische Formen sind, alle Classen der-

selben Determinante , die .Gauss dann eine regulare- Determinante nennt,

umfasst, ^o ist die Anfangs-C Periode elbstandig

mental-Classe. Diese Periode hat dann eine so grosse Anzahl von Glie

dern, dass die Anzahl von keiner anderen Periode libertrofFen wird-

Erschopft die grosste Periode aber noch nicht alle

sammensetzbaren Classen
M-

kommt es darauf

einander

ichen, ob

Tl

rioden vorhanden d die mit jener ersteren Iteine

Classe
»

die Haupt-Classe gemeinsam haben auch durch

Zusammensetzung von je Cla jeder Periode keine Classe auf

zwei verschiedene Weisen, .das heisst abgesehen von einer Vertauschun

der Reihenfolge der Zusammensetzung, abgeleitet werden kann.

-.7

2.

Sucht man grossten Periode oder neb

den etwa vorhandenen mehreren gleichzahligen grossten beliebigo

Periode auf mit
t

Classe gemeinsam hat die durch Zu
wahlten Periode eine solch

Haupt-Classe keine andere

mensetzung einer ihrer Classen mit einer der ersten Periode keine Classe

auf zwei oder mehre verschiedene Weise hervorbringt und die endlich

\

/



8 ERNST SCHERING,

-f-

Tinter alien Perioden, welche solche Bedingungen erfiillen, die grosste An-

zahl von Classen enthalt, so erkennt man darans den Weg, den man dann,

wenn diese beiden Perioden mit ihren Zusammensetzungen noch nicht

alle Classen umfassen, einschlagen muss, um eine dritte Periode von ana-

loger Eigenschaft zu finden.

Wir wollen daher, uni allgemein die Kegel fur die Fortsetzung einer

solchen Reihe von Perioden zu finden, annehmen, es seien solche Classen

A, B, C, . . . Fn . . I, L, M gegehen, deren jede z. JB. F selbst sowie jede

Classe in ihrer Periode. mit Ausnahme der Haujpt- Classe von den durch Zu-

sammensetzimg aus den vorangehenden Classen enfstehenden Classen verschie-

den ist, und die zugleich iinter den Classen mit dieser selhen Eigenschaft die

grdsste oder eine der etiva gleichen grSssten Periodenzahl besitzt. Zunachst

folgt, dass durch diese Bedingung auch diejenige erfiillt ist, dass Iceine Classe

aufzwei verschiedene Arten durch Zusammensetzung aus A, B^ C . . F, . . L^ M,
*

entstehen Jcann. Bei dem Beweise stellt es sich als vortheilhaft heraus,

dem von Gauss fur die Composition angewandten -{- Zeichen entspre-

^'

\ chend aucli das Zeichen einzufiihren. Aus der Art wie die Periode

einer Classe [-\- C) gebildet wird^ folgt, dass es eine Classe, die mit — C
4 *

zu bezeichnen ist, gibt, mit welcher die erstere -^C zusammengesetzt

die Haupt- Classe K entstehen lasst. Da nun durch Zusammensetzung

einer Classe mit einer Haupt-Classe jene erstere ungeandert bleibt, so

gelten fur den Gebrauch jener Zeichen auch die fiir die algebraischei^

Operationen bekannten Regeln.

Weise durch Zusammensetzung aus A, B, . . . L, M z. B. durch
"

aA-\-^B-{- .. 4-XI> + fiM und a A + ^'B-^- ... + X'i -{- |x'M

V

Wiirde eine Classe auf Verschiedene
^

entstehen, so miisste /

a}A-] €0 B + . . + (X

also nach der Voraussetzung a ci, 6

r)L

o . . . . X

li)M

X', tt u, bezie

hungsweise durch die Periodenzahlen der Classen A, B, . , L, M, theilbar

sein, was der Voraussetzung widerspricht, dass jene beiden Darstellungen

einer und derselben Classe von einander verschiedene seien.

f

i
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3.

Die Classe A besitzt die 6 Periodenzahl, die tiberhaupt b

der hier zu betrachtenden Classen vorkommt, vvurde sie durch ihre

wiederholte Compo

folG

ition mit sich selbst dlle diese Classen ergeben, so

dass sie durch die Periodenzahl jeder anderen Classe

theilbar sein de Dieser Satz gilt atich in dem vorliegend

wie Herr Kummer bemerkt

art, 306. VII der

d sich nach Gauss

p^

rioden eine

Disquiss. Arr. angewandten Methode

abzuleiten.

Pe

Fiir die Classen G d a die Periodenzahlen , h die

kleinste durch ^ Zahl
i

9 die
/

unter sich relativ prim sind und beziehungsweise die Zahlen c und g
theilen. so dass also nach art. 7o

det man die Classe H C+fG
a

so besitzt die Cla

h rd Bil-

H Pe

riodenzahl, welche h theilen und durch c und g theilbar sein muss,
4

Aus diesem. Verfahren ergibt sich unmittelbar, dass dieda h selbst

grosste Periodenzahl, die bei zusammengehorigen Classen vorkommt, theil
I

bar ist durch die Periodenzahl jeder der anderen Classen.

Bezeichnet a Periodenzahl Classe A 9 jetzt Pe

riodenzahl irgend einer Classe <?, so ist also a durch g theilbar. AYird

aber schon fur ein g\ welch kleinste derartige Zahl
to

ag, die

Classe q G durch eine wiederholte Comp
r

A der Classe

darsrestellt, so mussD
f

.

grosste gemeinsame Theiler o von g' und

auch ein Theiler von a sein, weil €aG==K und a'^G
e &

«'g- ^ ist.

Man kann also

wird hat

E

i Zahlen ^ und a bestimmen, so dass -^g

Classe yA— G= G' , wie

+
leicht zu sehen P

I

und muss nach dera Bewiesenen ein Theiler

" a und demnach

solcke Composition irgend

d. h. diejenige kleinste Zahl g' , welche

Classe G ang die auch durch eine wieder

holte Composition a A der Classe A von der grSssten Periodenzahl a entsteht

theilt die Zahl

Mathem. CI XI r. B
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DerentsprechendeSatzfiirunsereReihe von Classen ^, -B, C... .I^L.M

wiirde darin bestehen, dass die kleinste Zahl, welche von irgend einer

Classe diejenige wiederholte Composition bezeichnet, die in jene Classen

zerlegt werden kann, sowol die Periodenzahlen von A, B, C . . . . I, L, M
als auch die Zalilen theilt, welche die von jeder dieser Classen dabei an-

gewandten wiederbolten Compositionen bestimmen.

Wirwollenvoraussetzen, dass dieser Satz fiir die Classen jdl, JB, C . . . I, L
r

erfiillt ist und zeigen., dass er auch fiir M nocli mit eingeschlossen gilt

4

Es sei R Classe nicbt

D k r die kleinste Zahl

A, B, C . . , F , . . I, L, M
,
die angibt, die wie vielste Zu-

R mit sich selbst in Classen jener Keihe

den kann und zwar sei

r'E
\

aA + n'B + . . -^-d-^l'L-i-iiM

feriier sei r irgend eine andere Zahl, fiir welche

rR aA + 6> + . . 4- ej+ X i + jx M
wird.

.^

t

Bezeichnet
f '

•
r^ den grossten gemeinsamen Theiler von / und r , so

gibt es zwei Zahlen p' und p^, welche der Bedingung pV P^. r
u
ge

niiaren, und aus

p'/R
prR

p'a'^ -j- p'^'J5 4- . . . + p'X'i 4- p>'M

folgt

:

\

p' r It pr^jR r M (p'a
p,
a )^ •+... + (?>'

P. F.)^
Da nun r die kleinste Zahl ist, fur welche sich r R in A . . M zer-

lecft, so k
to //

nicht kleiner als /, da aber
u Theiler r

also auch nicht grosser so muss es ihm gleich sein, und daher / die Zahl

r theilen, das heisst: die Melmte Zahl r\fur welche die Classe r'R in A ... M
zedeglar ist, ist ein Theiler jeder andem Zahl r , fur welche r R in A . . . M
zerleghar wird.

r J
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Aus dem so

dass, wenn r\ r''

ebeii aufeestellten Satze ere:eben sich als snecielle Falle

r"B

r"'R

? kl(

a A
I

a'"A 4-

sind, fiir we

^-^"/4-ri

\

wird. r" durch
I

r' durch /' u. s. f. theilbar sein muss.

Sind r\ s" die kl Zahlen. fur

A.B 7, L zerlegt werden kon folfft. dassG

Classen r"JR,

wenn jetzt p

S.

o
ft

die grossten Zahlen bezeichnen; die unter sich relativ prim sind

ziehun Zahlen r\ s" theilen, tind f die kleinste dur

Clas

und s" theilbare Zalil bezeichnet also / = p"a" ist, danti f fur die

8 die kleinste Zahl ist, welche f T in A, B, . . LT
p
^JR.+ t

zerlegbar macht. Die betrefFende kleinste Zahl x muss nemlich, daxp^T
ffT

t9

und x^'"-T,B m A, B . . L zerlegbar sind, so beschaflfen seiix, dass auch
f# ff

tp'%;S^ in ^ . . L zerlegbar ist, also dass nach Obigem t" p" r;? durch

/

xa ff

theilbar d. h. ^ eine ganze Zahl wird ; ebenso folgt, dass -^ und dcmnach

-^r-r, eine ganze Zahl sein muss. Da p' a" jT in ^.5 . . X zerlegbar ist,

muss noch p 3
eine ganze Zahl also x p a sem.

Umfassen also JR, >S . . «//^ zusammengehorigen Classen, sind r , j? # «

<?ie kleinsten Zahlen, fiir welche r" JS, s" S, u. f. in A, B ... L zerlegt wer-

den k&nnen und ist unter densetben r" die grBsste oder eine der gleichen grSss-

ten, so folgt aus dem eben Be\yiesenen, dass r" durch s" . . u. f. theilbar

sem muss.
A

5

Nach der Art. 3 g Voraussetzung miissen die bei der

Darstellung von r'R durch die Classen A, B, . . L auftretenden Anzah

len g X' der von CI kommenden Comp

durch /' theilbar sein. Die Cla
I

?,4 + ^,J5 + R

besitzt die Periodenzahl r", keine Composition dieser Classe niit gerin-

B Q̂

\

^



12 ERNST SCHERING-,
/

gerem Index als r" ist in A, B, I,L, zerle^bar und nach. dem vor-

hergehenden Art. hat jede andere Classe, in deren Periode die Haupt-

Classe die erste ist, welche in ^, J5, . . L zerlegbar wird, eine Perioden-

zahl, die ein Theiler von r ' ist. Da nun M eine derartige Classe ist, ffir

welche die Periodenzahl m am grossten wird, so ist m //

r und also

m durch /', /', . . /, /, . . theilbar. Ebenso folgt, dass alle Periodenxah-

leti a, b, . . /, m theilbar sind durch jede Zahl, die angibt, die wie vielste

Composition irgend einer Classe zundchst darstellbar wird durch A, B, . . L, M.

6.

Bei Benutzung der gebrauchten Bezeichnungen ist

r'— r K r'
Jt ff

^ a:A-\-,,-^'-rXL-\-'-,^M

iind

also

r'
rR r"R T 9

jO. a) A
^ r

r'X^i + L.j.'M

i ff

yf)M
r" ,

a")A 4-
n

'^^ r)L

Diese Darstellung einer Composition von M durch. die Classen

A, B, . . jLerfordert nachunseren Voraussetzungen zunachst dass m
v

durch die Periodenzahl
rr

Classe M deranach -rxi auch durch
n
und

also durch th
I

sei , fern dass
if

X X
rt

durch I also auch

durch m und deshalb durch /' theilbar sei. Da aber auf dieselbe Weise,

wie —, als ganze Zahl erwiesen ist, auch
X"
7f als ganze Zahl folgt, so muss

J

X' durch / theilbar sein, die Fortsetzung dieses Verfahrens ergibt, dass

die Zahlen a ,
6' , . . X\ jx' filr die Classe

9

welche der niedf

V

sten Composition

-I- X'X -h P^'M

R •gend einer Classe R uberein

durch den Index r dieser Composition theilbar sind.

4^

»
i

^^dk
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7.

Erschopfen die Classen -4, J?, . . L, M mit alien ihren Compositionen

noch nicKt sammtliche zusammengehorige Classen, so hat man unter den

noch ubrigen Classen diejenige N^ auszuwahlen, fur welche der Index n der

niedrigsten in A, B, . . Ly M zerlegbaren Composition nN' nnter den

Indices aller vorhandenen Classen die grosste oder eine der gleichen

grossten Zahlen ist. Wird nun

SO sind nach dem vorhergehenden Art. — , -, . . — , — ganze Zahlen.
s

Die Classe

J
4

ist dann eine Classe iV, welche die Reihe A, B, . . L, M in der ver-

langten Weise fortsetzt.

&

Ihre Periodenzahl ist w, keine Classe in ihrer Periode ausser der

Haupt-Classe ist durch Zusammensetzung aus den vorhergehenden Classen

darstellbar, well man sonst eine niedrigere Composition von N' als die
A

n^^ aufstellen konnte, welche in A, B, . . L, M zerlegbar ware; anch be-

sitzt sie unter den Classen mit dieser selben Eigenschaft die grosste oder

eine der etwa gleichen grossten Periodenzahlen. Aus der Untersuch

in Art. 2 folgt dann, dass keine Classe auf verschiedene Arten durch

Zusammensetzung aus A, B, . . L, M, N entstehen kann.

Auf diese Weise lasst sick ein voUstandiges Si/stem von Fundamental'

Classen aufstellen , durch deren Zusammensetzung jede der in Betracht kom-

menden Classen und zwar jede nur auf Eine hestimmte Art gehildet wet'

den kann.
t-

8.

Aus der Beziehung Zwischen den Periodenzahlen der Fundamental-

Classen, dass nemlich, wenn sie in der zuvor betrachteten Ordnuiig auf-

gestellt sind, jede Periodenzahl durch die Periodenzahl der nachfolgenden

I

%

%
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f

Classe theilbar ist, ergibt sich auch der von Gauss in den Disquiss. Arr.
U L

art. 306. VIII anoedeutete aber nicht bewiesene Satz iiber den Zusam-

menhang zwischen der Anzalil der Classen binarer quadratischer Formen

eines Geschlechts und dem Exponenten der Irregularitat. Mit diesem Na-

men bezeiclmet Gauss den Quotienten aus der Anzahl der zu einem Ge-

schleclite gehorigen Classen dividirt durcb die grosste Periodenzahl. die

libeihaiipt einer Classe des Hauptgeschlechts zukommt.

Die Anzahl der Geschlechter ist nach art 231 und 287. Ill der Dis-

quiss. Arr. entweder 1 oder eine Potenz von 2, sie sei 2 , die einzelnen

Geschlechter (der eigentlich primitiven Ordnung) enthalten nach art. 252

gleich viel Classen, die Anzahl sammtlicher zusammengehoriger Classen

ist, wenn a,b, c . . m, n die Periodenzahlen eines voUstandigen Systems

von Fundamental-Classen bedeuten, gleich a . b . c . . m . n^ die srrossteo

Periodenzahl fur eine Haupt-Classe ist a oder
a

je nachdem ein oder

mehre Geschlechter vorhanden sind , weil nach art. 286 jede Classe des

Hauptgeschlechts als Duplication bestimmter anderer Classen dargestellt

werden kann, demnach ist fiir den einen oder den anderen f^all der

exponens irregularitatis

abc , , , m n

a
oder

ahc ... tnn

1st diese Zahl durch eine ungerade Primzahl p theilbar, so ist die

Anzahl der Classen in dem Hauptgeschlecht nemlich

ahc ... mn oder
ahe ... mn

2 d

durch das Quadrat pp dieser Primzahl theilbar.

Um fi^r die Primzahl 2 den Beweis des entsprechenden Satzes auf

itandiges System von Funda-ahnliche Art zu fiihre hat man em voll
1

mental-Classen zu bilden, welche durch ihre Compositionen nur die Classen

es Hauptgeschlechts nemlich jede d(
•J

ach den vorhergehenden Untersuch

T

Ein mal darstellen

auszufiihren da

gan

Com
positionen von Classen des Hauptgeschlechts mit einander wieder zum
Hauptgeschlecht gehoren.

I

\

9
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9.

Unter den Classen haben diejenigen, welclie Formen enthalten, die

den ihnen conjugirten aquivalent sind, eine hervorragende Bedeutung

durch die Eigenschaften ihrer Compositionen und die enge Beziehung

ihrer Anzabl zur Anzahl der Geschlechter. Diese von Gauss Anceps-Classcn
1

von Herrn Kummer fur die alJaemeinen Formen Ambigen frenaniitent) &
Classen ergeben fur binare quadratische (eigentlich primitive) Formen

durch Verdoppelung die Haupt-Classe, undjede Classe, deren Composition
I

'
*

mit sich selbst die Hanptclasse hervorbringt, ist eine Anceps-Classe, Dis-

quiss. Arr. art. 249. Stellt demnach unter Beibehaltung der im vorher-

gehenden Artikel gebraucbten Bezeichnung

eine Anceps-Classe dar, so miissen 2 a, 2^ .
.'. S[a, 2v der Reihe nach

t

durch a, 6, . . m, n theilbar sein; umgekehrt: findet dies letztere Statt, so

muss jene Classe auch eine Anceps-Classe sein. Bedeutet demnach 8 die

Anzahl der geraden Periodenzahlen unter a, b ... m, w, so ist die Anzahl

der (eigentlich primitiven) Anceps- Classen, die zu der betreiFenden De-

terminante gehoren, 2
>

1st die Anzahl derj^nigen Fundamental-Classen, die nicht dem Haupt-

geschlecht angehoren, gleich b, so kann b nicht grosser als S

riodenzahl jederdemHauptgeschlecht nicht angehorenden C

da

schl

Von den Classen in der Periode irgend einer Classe sind die mit

zahligem Index in dem Hauptgeschlecht die (ibrigen in demselben Ge-

3ht. worin sich die ursprunsrliche Classe befindet. Bezeichnet daher

die Anzahl der Geschlechter mit Ausschluss des Haupt zu denen

die Fundamental-Classen gehoren, so iibersteigt die Anzahl der Geschlecl»

Zusammen'setzun

nicht 2 Es soilten aber CI aller Geschlechter her
fi

orgebracht werden, ako kann 2^ nicht kleiner als die Anzahl y der

Geschlechter sein. Da auch nicht das % k ha

ben wir die dreifache Beziehung

^ 2
B 2 » 2 s

tF

ir/
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sich wegen der Gleichheit der Anzahl a der Geschlechter und der

8Anzahl 2*^ der Anceps-Classen, Diss. Arr. art. 257, art. 287. Ill, 6 =
ergibt. Hieraus folgt fiir binare quadratische eigentlich primitive Formen

:

Die Periodenzahlen der Fundamental- Classen aus dem Hauptgeschledit

sind ungerade. Mine Anceps-Classe' Jcann nur durch Coinpositionen aus den

nicht snim Hauptgeschlecht ^eh&renden Fundamental" Classen entstehen. Be-

zeichnet 5 die Anzahl der nicht zum Hauptgeschlecht gehdrenden Fundamental-
5

Classen, so ist 2 die Anzahl der Anceps-Classen^ so wie die Anzahl der

Geschlechter,

-m

I

^

I

1!

i

]*

\
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