
Zur Theorie der binaren Formen sechster Ordnimg
und zur Dreitheilimg der hyperelliptischen Functionen.

F

ri

. Von

A. Clebscli.'

Der KonigL Gesellschaft der Wissenschaften iiberreicht am 5. Juni 18G9*
)

ie allgemeinste binare Form sechster Ordnung (/) lasst sich in mannig-

facher Weise in der Form f
zweiter Ordnung , v

V
% 3u darstellen, wobei n eine Function

Schon seiteine Function dritter Ordnung ist.

langerer Zeit war ich mit dem in dieser Gleichuiig ausgesprochenen Trans-

formationsproblem beschaftigt , als Herr Cayley die vollstandigen Glei-

'im 9. Bande des Quarterlychungen, von denen die Aufgabe abhangt,

Journal, p. 215, entwickelte. In jenen Gleichungen sind die Invarian-

ten von / durch die simultanen Invarianten von \i und v ausgedriickt;

fiir die letztern erlialt man also ein System von 4 Gleichungen hohern

Grades Nach einer oberflachlichen Zahlung scheint das ganze Problem

von Gleichuner 45. Grad ban& aber bei genauerer Unter

uchung zeigt es sjch, dass die Endgleichung des Problems nur vom

40. Grade
' /"

Diese Gleichung 40. Grades schien
J-

niir sehr merkwiirdige Eig

chaften theilte D memem

Freunde, Herrn Camille Jordan in Paris, mit, welcher, mit

tj
Abelschen Functionen beschaft o sofort erkannte, dass

^
h

Eigenschaften aiich derjenigen Gleichung 40. Grades zukommen

auf welche die Dreitheilung der ersten Classe der hyp

fuhi In der That k ich nachweisen, dass Gleichun
I

gen vollig identisch seien, und dass also das vorliegende Transformations

problem auf die Modulargleichung des angegebenen Falles in der Th

der liyperelliptischen Functionen ffihrt.

Wahrend aber der letztere Umstand die Gruppirung'der 40 Losun-
b

gen mit Leichtigkeit libersehen lasst, so handelt es sich in dem vorlic-

genden Aufsatze um dei

Maihem, Classe. XIV.

ebraischen Zusammenhang m lem
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18 A. CLEBSCH,

Losungen des Problems zu einander, und insLesondere zu irgend einem

derselben stehen. Es zeigt sicli in der That, dass weim eine Losuiig

gegeben ist. die 39 iibrigen mit Hulfe von Wurzelausziehungen geiunden

werdeu, welehe den 3. Grad nicht tibersteigen. Solche 39 Losungen thei-

len sich in Classen, von die eine 27. die dere 12 nmfasst

Die ersten 27 bilden 9 Gruppen zu 3, und die 9 Gruppen Mn
einer Hesseschen Gleichuns 9. Grades•ades ab ; die 12 andern sind durch eine

Gleichung zwolften Grades gegeben, welche als die bekannte Resolvente

j!:wolften Grades angesehen werden kann, die aus der Hesseschen Glei-

chung entspringt; sie wird durch eine Gleichung vierten Grades mit ver-

schwindender erster Invariante gelost, welche zugieich die characteri-

stische Gleichung der Hesseschen Gleichung neunten Grades ist.

Es ist von Interesse , dass hier ein Fall einer He

Gleichung neunten Grades vorliegt, den ich im Folgenden vollstandig

durchgefuhrt habe. Das Problem, welches auf dieselbe fuhrt, lasst sich an
^

und fiir sich in folgender Weise aussprechen : Gegeben sind zwei homogene

Fimctionen u, v von zwei Verdnderlichen , unci zwar heziehungsweise zweiter

und drifter Ordnung. Man soil eine lineare Function ^ so hestimmen , dass

2v 3w3 S3 ein vollstandiger Cubus wird
*

Die Untersuchung der Gruppirung von 39 Losungen des gegebeneir

Problems gegen die vierzigste fiihrt auf eine Gruppirung der Losungen,

welche algebraisch von grosster Wichtigkeit ist, und mit den Untersuchun-

gen in genauem Zusammenhange steht, welche Herr Jordan liber die Drei-

theilung der hyperelliptischenFunctionen seitdem veroffentlichthat(Comptes
X

Eeiidus, 12. April 1869). Es zeigt sich namlich, dass die 40 Losungen 90
4

Quadrupel bilden, welche wieder in 45 Quadrupelpaare zerfallen, und also

durch eine Gleichunof fiinfundvierzigsten Grades gefunden werden. Die 40

Losungen aber kann man auf 27 verschiedene Arten aus je 5 Quadrupelpaa-

ren zusammensetzen; und die Gleichung fiinfundvierzigsten Grades fiihrt

al^!0 weitei; auf eine Gleichung siebenundzwanzigsten Grades, durch welche

adesgelost wird. Dies ist dasselbeResultat, wel-Gleichun^ vierzi^sten G
\

Herr Jordan a. a. O. aus der Theorie der Substitutionen abgeleitet

Go O den 5. Juni 1869

*^
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ZUR THEORIE DER BliNARENTORMEX SECHSTER ORDNUNG-ETC. 19

. 1.

ZusammenJiang der Umformunfj einer hinaren Form f secfisten Grades in

die Form v^ u^ mit der Dreithellung der hyperelUptischen Functionen [p -
f-.

I

Die Normalcurven der hyperelliptischeii Functionen sincl

Curven vierter Ordnuiig

solchen Curve lasst sich

mit einem Doppelpuncte. Die Glcichung einer

immer in die Form bringen : *

K ^^ rr.

'i (^^^ 2/)

'

^ {^^J/) .
I

WO ? eine homogene Fun zweiter Ordnung, 6 eine solche vierter

Ordnung von ^r'und j/ ist, 'Der Doppelpunct tritt bei cV - 0, y
ein ; seine Tangenten fallen niclit zusammen. Die hyperelliptischen Inte-

grale erster Gattung, auf welche die Gleichung 1. fiihrt, sind von der Form

s

t

Der Ausdruck cp.-^ unter

Grades, weiche durch

m

{a'x + b'y) [xdy — y dx)
^

Wurzelzeichen ist eine Function sechsten

I

bezeichnet vv^erden soil

= ?•?

Die Integrale sind von beliebig fixirten untern

Grenzen 00o'^o mit bestimmten Vor von bis zu einem va-

r-iabeln tbepaar <r, y zu nehmen

Bezeichnen

gefugte Striche,

tionen durch die

wir Integrale mit andern obern Grenzen durch hi
T_

SO ist Uml der hvperelliptischen Func-

Gleichunsen gegeben: ij

t?

t -f t'

a

T.

Es sei nun v eine noch unbestimmte homogene Function dritten

Grades von x und y; die Gleiclumg

z ."'
t V

stent dann eine Curve dritter Ordnung dar, welche ebenfalls im Puncte

X 0, i^
einen Doppelpunct hat, und zwar einen solchen, welcher

C2

'-F

*.

1
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20 A. CLEBSCH,

dieselben Tangenten wie der Doppelpunct der Curve 1. besitzt. Von den

zwolf Schnittpunkten der Cnrven 1. und 2. fallen daher seclis in diesen
r

Punct, die iibrigen erhalt man aus der Gleichung sechsten Grades

3
;̂

V
2

?•* ^

M

Fur die hyperelliptischen Integrale , welche diesen Schnittpuncten

entspreclien, gelten nun nach dem Abelschen Theoreme die Gleicjiungen

:

s(1) s(2) s(«)

^(^) 4- 1^)
.

4-?^^)

c

T

wo c n

ction V

Y Co bed welche von den Con

gig sind. Au s diesen Gleichun

tanten der Fun

d zwei Schnitt

Cnrven 2 welche die

puncte durbh die iibrigen bestimmt.

Suchen wir aber insbesondere diejenigen

gegebene Curve in zwei verschiedenen Puncten dreipunctig beriihren.
J

Fiir solche muss die Gleichung 3. zweimal clrei gleiche Wurz^ln auf-

weisen; es'muss also identisch

V f+u3
\

werden, wo u eine quadratische Function von x^t/ ist, oder was dasselbe

ist, die Function f muss in die Form

V
2

tl
3

V

gebracht werden konnen; jeder Art, die Function / in dieser Form dar-

zustellen, entspricht eine Beriihrungscurve der gesuchten Art, oder viel!-

mehr deren zwei, welche durch die Gleichungen

Z'^ V , z'^-\-v

gegeben sind.

igleich werden in den Gleichungen 4. zweimal drei der obern

Argumente gleich, nnd dieselben gehen uber in

(23 (/'^ H- s

3 (;0) -t- f(2))

c

T

I

Aber die Gleichung 2. wird ofFenbar auch in der hier, verlangten

Weise befriedigt durch eine uneigentliche Curve dritter Ordnung, welche

aus einer dreifach zu zahlenden, durch den Doppelpunct gehenden Gera-

I

«
<¥

-fi

'S

*

«l
S
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i

t

den teht. Mag ^
Lmie

Punct

Art die gegebene Curve

che

schneiden, denen die Integrale ai^\ o{^), xW, x

man hat dann auch

entspre-

3 (a(i) 4- a(2))

3 (t(^^ + -S'))

c

T'

und daher endlich an
i

Stelle der Gleichungen 5. folgende

3 [s^'^ + s^')) 3 (a(*^ + a

3 {t{') + f')) = 3 (x^^) 4- 1^'^).

Diese Gleichungen brauchen nur bis auf Perioden der Integral

Gattung zu besteh sind P, Q solche zusammengehorige Pe

rioden kann man den Gleichungen 6. auch die m geben:

+
4-

+' a(^) +
+

^

P
3

Q
3

In dieser Gleichung druckt sich das Problem der speciellen Drei-

theilung
I

der hyperelliptischen Functionen aus (vergl. Clebsch und

G or dan, Theorie der Abelschen Functionen, p. 235 folg.). Fiir

P 0, Q ist die Losung des in diesen Gleichungen enthal-

tenen Umkehrproblems bekannt; sie entspricht der eben angedeuteten

uneigentlichen und zugleicb unbestimmten Losung der Aufgabe. Es

bleibe 1 80 eisrentlich welche den
1

schiedenen Arten entsprechen, die Function auf die Form v
2 3U ZU

8 Ab von diesen 80 Losunsren stehen immer zwei in solcher

Beziehung zu einander, dass wenn die auf V fuhrt. die andere V

ergiebt.

dadurch

In der That Losuno welche sich nur

einander unterscheiden , dass die Perioden P, Q der einen

denen der andern entgeg (oder

,

hier

Doppelte derselb Bezeichnen %vir die der einen zugehorig

, das

Inte-

grale durch die Indices 1, 2. die der andern durch 3, 4, so ist

_i_ ^(2)+ 5(^)4- 5(^)4. a(')+
I ;(2) 4. ti^) 4- 4- + X(2)

c

T

I

Die Beruhrungspuncte der benutzten beiden Beruhrungscurven lie^

s «

J

J

ff

A \

-u

*

da ^Hta M



22 A. CLEBSCH,

gen also niit den Puncten, in welchen eine beliebig durcli den Doppel-

punct gazogene Gerade schneidet, in einer solchen Curve 2., wie sie bei

?

der Ableitung von 4. vorausgesetzt w^urde. Aber diese Curve dritter

Ordnung wird von der beliebig durcli den Doppelpunct gelegten Geraden

in vier Puncten geschnitten, besteht also aus ihr und einem Kegelschnitt;

dieser endlich muss die gegebene Curve im Doppelpuncte noch^ viermal

schneiden , also in ihni selbst einen Doppelpunct besitzen , also in zwei

Beriihrungspuncte der einen Be-Gerade zerfallen. Dalier liegen die
-4

ruhrungscurve mit^ denen der andern auf zwei durch den Doppelpunct

gebenden Geraden

;

die Gleichung v

V

muss fiir.beide dieselben

konnen sich nur durcb das Vor-Wurzeln liefern , d. h. die beiden

zeicben unterscbeiden. Zwei seiche Losungen fiihren also auf dieselbe

Transformation von /\ ^
.

2.
^

Grupinrung der LSsungen des vorgelegten Problems , wenn eine derselb en

gegeben ist. Ldsungen erster und zweiter Classe. Hulfsprohlem.

Uni die verschiedenen Losungen der Aufgabe, die Function / in

der Form i;^ u3

g untersucben zu kon
r

nebme ich an,

erne dies(

der Form

Transformationen sei bekannt, die Function / schon in

2
&^&2:eb und es handle sich darum . sie auf

Weise in dieselbe Form, v

die Gleichung zu erfiillen

'2
%t

'3
ZU bringen. Man hat dann identisch

V u
3

V
r2

u
'3

Diese Gleichung kann man auch in der Form schreiben:

V
2

V
'%

u3
u",

oder endlich

[v -\- v] {v -'). u) {u tu) [u

wo £ eine imaginare dritte Wurzel Einheit

^2
u')

,

bemerkt sofort, dass diese Gleichung auf zwei ganz verschie

dene Arten erfullt d kann

der Aufgahe sich in Bezug auf

und dass also alle ubrigen Losungen

derselben Griippen sonder
I

Mk

*

/

^



THEOKIE 23
\

Im ersten Falle enthalt jeder der beiden ciibischen Factoven
F

einen der drei quadratischen Factoren

V

u u u zu u 2 '

g im zweiten Falle jeder der erstern mit
j der letztcren

Factoren nur einen linearen Factor gemeinsam. Die Losunge

J achdem oder das andere eintritt, LBsiingen erster oder ztvdtcr

Classe in Bezug auf erne gegehene Losu

Untersuchen wir den ersten Fall.,

wie wir die beiden ersten

ig u^ V genannt werden.

Es ist ofFenbar ganz gleichgultig,

Factoren den zuordnen Den

v\ u sind nicht voUig bestimmt, sondern ersteres nur bis auf das Vor-

zeichen, letz teres bis auf eine dritte Wurzel der Einheit. Aendert man

aber diese, sd gehen die obigen Factoren in jeder Weise in einander

liber, und man k also durch Bestimmung willkiirliclicn Ele-

mente jene Factoren beliebig einander zuordnen.

Seien daher ti— su und u

welche in den cubischen ganz

2 ' J*tu die beiden quadratischen Factoren,

enthalten sein sollen. Indem man die

linearen Factoren, welche noch hinzutreten mussen, beziehungsweise durch

e £7], e'-. bezeichnet. erhalt man die Gleichungen:

c
y-{-t7' -

V

f

*-

^

s
n) (^

die Gleichung

V
2

V
'%

U
a un

aber geht mit Benutzung der Gleichungen 7. uber in:

u u ^^){^ erX
I

In

Die drei Gleichung

»r That stellen sie.

r

7. 8. dienen Bestimmung von % , v\ SD h

indem man die Coefficienten

y

Potenzen der Variabeln, die jetzt x ^, x ^ heissen mogen, gleich Null setzt,

11 Gleichungen dar, in welchen cbensoviele Unbekannte auftreten.

Man kann die Gleichungen 7. 8. aber sofort nach u, v, v aiiflosen

und erhalt dann
^

/

/

^

i



24 A. CLEBSCH,

u u C2 f:-.
T.
i V \

2v'

2v

s(.

3^
i)[(e+2rjw-(eH-ri)(i^+,^4-V)]

?:3 .,3
^. + r;.

Vo Gleichniigen gebe beiden die sresnchte neue

Losung, werin man die linearen Ausdriicke T als gefund voraussetzt.

Die letzte aber liefert die Mittel zur Bestimmung dieser Ausdrucke selbst.

Sie fuhrt auf ein neues Transformationsproblem , welches fiir die erste

Classe der gesuchten Losungen characteristisch ist.

Bemerken wir nur einstweilen , dass jeder Losimg i, 73 der dritten

Gleichung 9. drei Ld'sungen der gegebenen Aufgabe entsprechen. Deim die

letzte Gleichung 9. enthalt nur den Cubus von "/j ; diese Function ist also

nur bis auf eine dritte Wurzel der Einheit bestimmt; indem man diese
n

aber andert, andert sicb audi das System u, v. Wir wollen drei so

zusammengehorige Losungen ii\ v ein Tripel nennen. Es wird sich zeigen,

dass Classe aus neun.TriDeln be denn

Gleichung 9. fiihrt auf eine Gleichung neunten Grades. Es mag gleich

bemerkt werden^ dass diese Gleichung neunten Grades eine Hessesche ist.

Das Problem auf welcher wir so die Losungen erster Classe zuruck-
' (*

gefiihrt haben, ist folgendes:
t3

Problem.

Gegehen sind zwei hincire Formen^ u vom zweiten^ v vbm dritten Grade;

Ansdrilche 8 wid
7

so best dass identisch

2 3 3 I .„3.+10) .

oder aiich^ es

dtuck 2v — $lu -\- ^^ ein vollstandiger Cub

soil eine lineare Function den. dass der A

Verdeichen wir auf beiden Seto Gleichung 10. die Coefficienten

so crhalten wir vier Gleichmigen mit den vier unbekannten Coefficienten

Ton

bestimmt

d 7] ; in der That wird sich zeigen die Aufgabe vollkomm

Ich mich achst zur Aufstellung einer Gleichuno

en Grades

eckmassig

von welcher dg-s Problem abhangt. Vorher

chicken das simultane For

stem von mid fFt

i



^

ZUR THEORIE DER BmlREN FORMEN SECHSTER ORDNUNG ETC. 25

3.

Das simultane Formensystem von u und v.

Ich werde im Folgenden die algebraischen Formen, welche aus dem

Be-System der Formen ^* und v entspringen, fast sammtlich benutzen.

trachtungen, wie sie Hn Gordan Bd. I p. 90 der mathematischen Annalen

und im 69. Bande des Borchardtschen Journals angestellt hat, lehren,
r

dass alle Formen des Systems sich als ganze Functionen^ der folgenden
u

15 ausdrucken lassen, unter welchen u und v mit inbegriffen sind:

Ordnung in w, i?, x.

V ax
3 3

X

X (aK'axpx Xa:
2

A

2
{^a)ax ^x (O

3
X

'\2
TX ")

7)p

9

A

ax
2

MX

{a a] a

{a af ax

{ax) a

(azf

X ^x

x^x

r
r^

10)

11). ^
12) q

13) s

14) A
15) M

2

U,pp

{cHii) (fix

[ah]

{ap) ax

{ap)

{ap)

[ap]

aX
2

3

Bie Anordnung dieser Tafel ist die

nung in den Coefficienten von m, dann

'F

0, 1,3

0.2,2

0, 3, 3

.0, 4.

1.0.2

1, 1,3

1, 1, 1

1,2.2

1,2,0

1,3,1

2,0,0

2. 1.1

2, 3, 1

3..2,

3. 4, 0.

, dass zunachst nach der Ord-

innerhalb dieser Gruppen nach

rt-

den Coefficienten von v, und endlich innerhalb der letzten so geordnet

ist, dass hohere Formen in den w den niederen vorangehen. Was die

Bezeichnung der Invarianten angeht, so hi dieselbe so gewahlt, dass

die Invariante zweier quadratischen Formen, <p, ^, welche die Coefficien-

ten beider linear enthalt, durch A^,,], bezeichnet ist.

Mathem. Classe. XIV. D

L.V



26 A. CLEBSCH,

Unter den vorstehenden Formen findet man

5 Invarianten, darunter eine alternirende (gauche),

4 lineare Formen , darunter zwei alternirende

,

^

3 quadratische Formen, darunter eine alternirende,

3 cubische Formen , darunter zwei alternirende.

Da die Pr

directe Formen

d Quadrat Formen immer durch

druckbar sind, so hat also jede Form des Systems

die Gestalt
/

^ -4- _Bu> + C{^ + Dp 4- £r + P^ + GM,

von P den vierwo A, B, C, D, E, F, G ganze Functionen

directen Invarianten sind. Unter den Ausdriicken, welche die Quadrate

und Producte alternirender Covarianten annehmen , hebe ich. folgende

hervor, welche w^eiterliin benutzt werden:-

/

I.

2

(U

P

\(xvp

^{ipu -\-vuA

2uvp 2
u'x)

x^u v^AWT

MX TVAuu

% vs fx/.

Ausserdem gibt es noch eine grosse Anzahl von Formeln, in welchen

lineare Verbindungen der alternirenden Formen gleich Null gefunden

werden, in deren Coefficienten nur directe Formen auftreten. Von sol-

chen Formeln bemerke ich die folgende:

11. tO u<o
f-

l?p

Endlich hebe ich noch folg

findende Gleichunsen hervor:

zwischen directen Formen statt-

III.

us

IS

Ar PP
r

AUe diese Formeln sind

vAu,pp

vAt pp

^ [Auu A-zx

p [ii Auz

p [U Ar

A ux)

xAuu

xAWT

P
3

bekannt. oder so leicht zu be-
hi-'

weisen, dass ich den Beweis hier iibergehen kan

*

f- - r-
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. 4.

Aufstellung der Gleickung neunten Grades, von welcher das Hnlfsprdblem

Die losende Aufgabe besteht Auffindung

Functionen 6, r^. ttelst deren die Gleichung

2v e f ^
3

befriedigt wird. Statt die Coeffi auf beiden zu

rgleichen, fuhre ich I und r, selbst erst als Va
dann Coefficienten* Es ist identisch

(5 'i)'?
3_ 3

2
/]) W 2^2

[(a>i)e,
3

2

Setzt man dies in die Gleichung 1. ein, und vergleicht die Coeffi-

cienten gleicher Potenzen von und n> so erhalt man

:

2 (ar

)

3
3 (e r,) [a 7j)

2
(^1)

3

i

I

i

2) . . .

#

6(ar,)(aP)^

2 (a

6(er,)(aT,)(ae)

P
•1) (« ^)

2

1^3 3
(Si)'-

Aus diesen Gleichungen sind die ^ , 7) zu bestimmen

zunacbst
^i

eliminiren, und Gleichung

Ich werde

en. welche

nur noch den Quotienten ~ enthalt. Uiu das erste zu erreichen, brau
*

man nur zu bemerken, dass aus der dritten Gleichung 2) sofort folg

3) .

XYl
il

2(a9'a, («9
i

y.Ti
2

i2 2(aSfa (« e)^ S, .

wo X em unbestimmter Factor ist. Aus diesen Gleichungen folg

x(^r,)
32{a^)\

und dieses in Verbindung mit der letzten Gleichung 2) liefert zur Be-

stimmunor von x die Gleichung
o

X
3 4 ^\3 m3

\

Wenn also die 6 bestim so sind durch 4 auf

dritte Wurzeln der Einheit gegeben Dass sie weiter nicht bestim

•erklart sich dadurch, dass auch in f^ vorkommt

D2

^



28 A. CLEBSCH,

Von den Gleichungen 2. bleiben nun die ersten beiden librig,

welche, wenn man die Verhaltnisse der T^ den Gleichungen 3. entnimmt,

in Gleichungen zwischen den ^ allein iibergehn. Um dieselben abzu-

leiten, betrachte ich zunachst die Ausdrucke {a^){ayi), {ar^^, (a^) [ayi) ,
(aij) ,

welche durch Einfuhrung der Werthe der ti in folgende iibergehen:

.' [a-rif = 4 (a a) {a
P)

(a 9^
(p ^f - ^aa) [aQ [a ^f {b If -\- [a%f [h ^f [c ^f

2

x'(a,i)' = 8 [a?] [a-i] {ai) m'ilir m' - 12 (a p) (a x) (a E) (? 5f (r£f («
9'

-^&[a<^i{n.\f[^'if[alf[hlf-[alf[alf[bif{clf.

Im Folgenden werden die dem Systeme von u, v angehorigen For-

men nur gebraucht werden, indem a?^ ==:^^,aj^ =—^^ gesetzt wird. Daher
r

Tverde icli hier zunachst die verschiedenen oben eingefiihrten Bezeich-

nungen der Formen in dies em Sinne brauchen, so dass v fiir (a^) ,

u fiir [a^Y gesetzt wird, u. s, w- Die Gleichung 4. lieferf dann z. B.

die erste Gleichung 5. verwandelt sich in

Um die zweite Gleichung 5. zu behandeln, bemerke ich

I

dass aus der Ide

(aa)(pa)-{aP)(aS) = -(ap)(«^)

durch Quadriren folgt:

(a a] (a P) (P e) (a g = i[{aaf[^^f + (apf (aEf - (agf (aSf].
ft,

Daher wird das erste Glied der rechten Seite der 2. Gleichung 5.

und jene Gleichung geht uber in

:

. . . x^iarif = 4j)v — 2-u -^ 4^w -f- u^.
1

In der dritten Gleichung 5. verschwindet das zweite Glied identisch

weil es durch die nichts andernde Vertauschung Yon a mit p sein Zer

cben wechselt; fur das erste Glied liefert die Identitat
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(oB (t ^) (« t) (P 5) (Pt) ("g

durch Quadriren:

(« P) (« t) (P 9 (y S) = i{(apr(T^r + (Tar(Per-(PTr(«<9T^

und man hat daher

(«P)W(psr(T9^«9 =4x1.,

so dass die dritte Gleichung 5. sich verwandelt in

• /(«9(«>])
2

i;(2t+ m").

Endlich giebt dieselbe Identitat, welche eben benutzt wurde

(ap)(aY)(a8)(8£f(.e)'(8Q
2

(Ta)(se)=^(xQ.t^ i;(o

,

und die vierte Gleichung 5. verwandelt sich also in

10)
3

x-' (a T^
3 r(8 (0 6tw 3M\

Mit Hiilfe der Gleichungen 7— 10. erbalt man nun, indem man die

Verhaltnisse der yj aus 3. in die ersten beiden Gleichungen 2. einfiihrt,

die folgenden Gleichungen:

11) . .

4u) 6wt 6vp 60m + M 3 2v 2

2t + 40 w 2

wobei nur der iiberfliissige Factor v ausgelassen ist.

Die beiden Gleichungen 11 sind mcht homogene Gleichung iin

^, , L : aus denselben soil nunmehr eine einzige abgeleitet werden, welche

Grossen homog Zu diesem Zwecke ich
5, ?3

Stelle von S , S„ ; <iann nehmen die Gleichungen 11. die Form an:

an

12)
10

4a)X'

2xX^ + 40X

-\- 6vp\2 OmX + 3 2 2

W2

und gesuchte Gleichung wird aus diesen beiden erhalten, indem man

X eliminirt.

Die erste Gleichung 12. vereinfacht sich in etwas, wenn man sie

mit 2 multiplicirt

dann uber in:

mit hinziifiifft geht

8u>X'-|- {12 vp 6wt)X2 3 2+ 4„')

^
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Ich bilde jetzt aus dieser und der zweiten Gleichung 12. die Func-
1

tionaldeterminante nach X und y , welche ebenfalls verscliwinden muss

:

I

8(oX' + {8vp Aux)^

{4:Vp 2ux)X2 U3 4v2

2tX4- 20

2U u

Oder, wenn man durch 2 dividirt:

2&X3(8(oa — 4:xvp-i- 2x^u) + l^Abvp 4 M^ to)

Zielit man hiervon die Gleichung 13. mit b multiplicirt ab, und

addirt die zweite Gleichung 12. mit X (2^ —
If

bleibt die fur X quadratische Gleichung ubrig:

tix) 2^u multiplicirt, so

14) 4X^w(Td Ma))+X(4Ti;^+ TM3 Qu^vp 83wT+ 8wa^)+ 80y^

Diese Gleichung enthalt den uberflussigen Factor v. Denn nach

I. II. ist

td Utii pu

d2
i:{xu

2 2
2wi?j) + At„(V^),

und indem man dies einsetzt, und durch v dividirt, bleibt ubrig

15) 4X^M P X(4tv 4:uvAuu + 2u^p)-{-8bv.

Zu dieser und der zweiten Gleichung 12. kann man als dritte Glei-

chung zweiten Grades diejenige hinzufiigen, welche entsteht, wenn man
ft

aus 13. und der zweiten Gleichung 12. den hochsten Term eliminirt:

(12 vp 6mt2 16wd)X^ + 4cow^X --T{M^+41;2).

Zieht man hievon noch die zweite Gleichung 12 mit ultipli-

cirt, ab , so bleibt nach Division mit 4:

[Svpx 2u X
9 4u)9)X2 + w(u> u xb)\ XV2

was wieder durch v theilbar ist. Denn ausser der schon benutzten

Gleichung fur xb — um hat man aus I. noch

& (i>
2

i (tV -f- V^ Aux xvp),

so dass die fragliche Gleichung nach Weglassung des Factors v sich

16)

verwandelt.

[xp -\-2v Aux
2 wp X XV

^^^^^^^
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Wenn man nun aus 15. 16. die Verhaltnisse von X^, X, 1 berechnet,

so findet man sie abermals durch v theilbar

wenn v ein unbestimmter Factor ist

:

In That hat man,

2vX

vX

v.l

4:T^v -f- 2xuvA
2

%

uu 2uyx -}- 8dpw]

v[S^xp + 16av^„T-f.4wpT]
24:Ty -\- 2u-pAuu ^xvAuz -\- ^UvAuuAuT 4tu pAur 2u'{p\-{-2p% k.^

Nach L ist nun p^T-)-2p^ = 2i?^, und daher in der That rechts

alles durch v theilbar, so dass man diesen Factor in v eingehen lassen
r

kann. Driickt man noch aus I. dp und aus III. us aus, so erhalt man:

2vX

17) vX

v.l

2Az V

8^T^ -f- 16^vAux + 4:wpx

22xuvAuu + 2u px -f- ^u vAuT

4r^ 2uxp Auu— Sxv Aur+ 4 M V {Auu Auz— Au,pp)+ 4 up^,

und indem man dies in die zwei

die gesuchte Gleichung 9. Grades:

Gleichung 12. einsetzt, man

^'

18)

2^x^+12x'uAuu WxAui— 4 w^ (Auu Aux—Au,p^]+ 2u\pAuu
S..34 m'^jo' -f- 32 t vp' u 16 (t ^j,„ 4 u J-mt) ^^i?

3
Oi5 Atiu AjitV .uu

Diese Gleichung liefert die Verhaltnisse der S; sei eine Wurzel

der Gleichung tr*, und die absoluten Werthe der C irgendwie bestimmt,

so findet man, indem man diese an Stelle der E in 17. einsetzt, den Werth

X , und sodann die eigentlich gesuchten Werthe der •£ aus denvon

Gleichungen :

e z X

Man kann also auf neun Arten eine lineare Function bestimmeny

dass der Atisdriick 2 3^6+ $ €in Cuhus

Ich werde jetzt zeigen, dass die Gleichung 18. eine Hessesche Glei

chung ist.

. 5.

Gruppiriinff der Wurzeln der Gleichung neunten Grades gegen eine derselben
\

^

Nehmen wir an es irgend eine Losung des vorgelegten Problem

gegeben, also zwei solche Ausdriicke 5,
>J

bekannt, dass identisch

»

*
V-

^r
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2v SmE 3
^' + yi

3

_ ^

Fur eine weitere Losung 6'» vj' mass dann die Identitat stattfinden:

3Sw e-' + vj
3 S^'u

'3

v^
Oder

19) . . (S' :)

p'^' + r $ + 2
3i^] ^

^3

^
3

Man sieht daher, dass bis auf eine Constante einem der drei

Factoren von tj'^

dritte Wurzel der

r^ gleich sein muss, dass also, wenn e eine

Einheit. m emen constanten Factor bedeutet

gewisse

20) ^ er
I

ew(EC

Oder, mit

druck z.

Worten, es giebt immer solchen lin Aus

dass

21^
c

mz]

Fuhrt man diese Ausdriicke fiir 1' und tj' in die Gleichung 19. ein,

so kann man durcK ^— ^ di\idiren, und es bleibt die Gleichung nbrig:

22) 3 m 3 2
zwY) + 3 m'r)z + (l

3\ „2
m^) z^.

^ Um diese Gleichung zu losen, fiihrt man eine neue lineare Func-
r

tion C^iiij indem man setzt:

23) . . z 8 2C (S-m'rj)

1 w

reine

ft

Durch diese Substitution verwandelt obige Gleichung sich in die

Gleichung:

24) . . . c
2 1 m

3
e + mrf) -\- i

2..\«m 7j)'.

^

Die Zahl w muss also so bestimmt werden, dass der Ausdruck
L

rechts ein voUstandiges Quadrat ist, oder es muss die Discriminante des

quadratischen Ausdrucks rechts verschwinden. Nach einer oben benutz-
» >

ten Bezeichnung (p. 25) ist diese Discriminante

(t
B\Zm^)

9
[^uu 2Au,^^ + 2m Au,m 2m Ai^, :,jT,]

1w + 1 ms

8 i^u, K 2»i*^".S^j »i*^„,-n i-m{l
3

?» ) ^$e, rjTj

fr

.H^

^^

^
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Uebergehen wir den Factor 1
' m^ als unwesentlich, setzen wir der

Kiirze wegen: A A, Au,^ = B, A
7)7)

c. d bemerken dass

«

Ak t]Tf) I
3 „3 t

2^i^%^t^2
2

=fe
t^\2
vir. ,

r

SO erhalten
r

Bestimmung von m die Uquadratische Gleichung

25)

I m
3

MM 2^ + 2/wC — ^w(|

+ 4-[^ 2 2 +

/

i^fa>^ ^/M^ hieraus ^ dass in Beziig auf jede heliebige Lf!snng ^, t ^^^

-gelegten P\ alle sich

vier Paare

sodann ahe

in vier Paare gruppiren^ so dass di

LSsungen zunachst aus der hiquadratlscken Gleichung 25
4

die Losungen jedes Paars aus 21 24. erha werdi
T

Diese Gleichung vierten Grades hat bemerkenswerthe Eigenschaften.

Schreibt man sie nach Potenzen von m geordnet:

4m^ ((|7j)
2

(7)_j-4^^(^4 ^ A 6m^jB+4m(C— i(^J^)+ (2^UU

SO findet man fiir ihre erste Invariante sogleich den Ausdruck:

I (di)
2

Cj (25 A.UU (4C {^r^'){A— \Au,) + ZB'

|(^/])M„„ 3(^C J5-).

Aber es ist

^).

4

AC B2
1 [[a if {b iif - 2 (a ^) (6 ^) (a i]) (6 tj) + (« ^)' (^ Si

i[(««(^^) — (&fl(«# = iWilrif = iAuui^iif,

daher i = o. Die erste Invariante der hiquadratischen Gleichu7ig verschmndet.

Es ist fi leicht eine lineare Substitution zu finden, durch 'he

die Uquadratische Gle andere uhergeht^ deren Coefficienten nicht

mehr § und i], sondern nur noch d\ Invarianten von und

enthalten man in der hiquadratischen Gleichung

j^4:mH + 6 Amd -4-

die neue Variable a ein raittelst der Gleichung

ma 5,

so verwandelt die Gleiclmng sich in:

a*+ 6ao'-j-4go -f y 0.

Mathem. Classe, XIV. E

i

J

If

./
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wo

a ac 2&% ^ahc dat 32 6%

\
und wenn, wie ira vorliegendem Falle, die erste Invariante verschwindet,

so hat man noch

T
23a%

Q

SO dass die biquadratische Gleichung die Form annimmt:

*,f.

a* + Gaa^-i- 4ga 3a2
0.

In dem vorliegenden Falle ist die Substitutionsgleichung

:

26) m
' 4 A

i^-n)
2 C

und die Coefficienten a, p erhalten die Werthe:

27)
a -B((l

3B(
'i)

2 ^A 2

(

V (^—i'^««

uu

_L
4 (^^i^) ((Iri)

2 2 2(^ i^MMY.

Ich. werde zeigen, dass diese Ausdriicke rationale Functionen der

simultanen Invarianten von u und v sind. Zu diesem Zwecke bilde ich

die simultanen Formen von u und u, indem ich fvir v den Ausdruck

2v Sui 3 4-
1]

3

*«.

ZU Grunde lege Man hat identisch

2^(|t])
t c^2

2^^11 + ^ij'

also audi

2 « (I -^)
2

(3
2\ j-3

ti ^tn s e^BfTj + a^if + (j7iff;

daher, wenn man alle Formen immer fiir die Variabeln ^, ij bildet, und

dann mit passenden Potenzen von (^ tj) multiplicirt:

2^{^t/

2 2(^0: 2^^)

1

Oder, wenn man durch (|7j)' dividirt

^ S (? l)') + 11 C (f 'i)

2

2p ^[2^MM ^] .)C

und daher:

4-1., /^ A^-h C3 2^BC + 4^««(£C— A^)-f-4^
2
MMA

Ferner, erhiilt man

^3
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2t(Sv,)

und daher

2 Au. {e rf

sc

A

3C
2j5

A

(M)
2

iV
3

2B
A

2B
A
2

oder wenn man die letzte Vertikalreihe von der ersten abzieht, nach der
w

letzten Horizontalreihe ordnet, und durch (^i^)^ dividirt:

2AWZ A- + BC + Au„A B{Zri)
2

woraus sich unmittelbar

28) . . .

ergiebt. Endlich ist

a 2AMT

^Arz (It])
3

SC
2B
A

i^n)
2

^A^
}

UU

2B
A

(^ •'i)

2

QAC — 2A{^yi)

2AB + SC(lii]

4 5(|i]f — 2 A'

2

2

oder wenn man die erste Vertikalreihe mit 2 A, die zweite mit 2 B der

dritten hinzufiigt und sod durch (lij)^ dividirt

8^XT

4^^4-8^3

30
2B

m\2

A

12ABC

2B
A
Z

%A
3C
2B

UU

QAuuA^^-[^^Y[V2AB

4- 6 C(|i])* (I'lr

4:A

mz

I

12 AuuB 9C*]

und daher

29) 5 Anu Aux 2A-.^ "¥

Die Anfsuchung der 8 ubrigen Wurzeln, wenn eine gegeben ist.

auf die biquadratisclie Gleichunghat man also hiedurch zuruckgefiihrt

30) .

-I- 4 (5 AuuA

a* -f--6{2:4„x i^2
UU

2

MX 2.4xT 4^Au, pp -\-iA
3 > a 3 (2 -4«. i -4-«„;

E2

\« 0.

V J

-.

«<
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/ Jeder Wiirzel a dieser Gleichung entsprechen zwei Losungen, welche

durch die Gleichungen gegeben sind

:

31)

c
T + f.

1 m* /

2C (S-m'Tj)

1 til
e^

^i

3m -J-2C (S- m^Tj)

2

3
S
2 2

7«
7J==) -f- i (S

2„\2
//i^' rj^

,

m
a A

(5^)
s C

Bemerken wir hierzu noch, dass nach §. 4. das Verhaltniss der tq

durch die ^ ausdriickbar ist, dass man. also hat

X ru ^i 1
XYl

i2 ^i 2'

wo >J"i,T'i 2 bekannte Functionen der und wo X ebenfalls durch die

$ ausgedruckt war. Daher hat man aus der letzten Formel 31.

m y}m\

wo w*^. eine rationale Function Ton ^j, S^ , o ist; und weiter ist

I
c

X« »l«
'

3
S
2 ..0 2m

7J 4
^5 02..0,»

V)

eine rationale Function

Formeln 31.

e.,^ ahrend die beiden

8' -S + f
2C ^ + m» « x» 7]

1 x'm*^

e^ r/ X 1° + 3 X^ m^

2

2C S + ^m^^x'tj*^ »

1 x«?»^^

hts ebenfalls nur noch solche Functionen thalten. Diese letzten
^ V

Formeln nehmen also die schematische Gestalt

2 ' >

wo 3f, JV, Af' , iV" lineare Functionen und 2 eine Constante bedeuten,

welche S^, ^g* <3 sammtlich nur rational enthalten.

i:

. 6.

Conjugirte hosungen.

Drei L5sungen des Problems, deren zwei aus einer derselben mit-

telst derselben Wurzel der biquadratischen Gleichung gefunden werden,

it

f

}

i
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nenne ich conjugirt. Ich werde zeigen , dass dieselhen immer conjugirt

bleiben, von welcher unter den dreien man auck ausgeht.

ursprungliche Losung wieder durch

e

In der That, bezeichnen wir die ursprui

die conjugirten aber durch $', -n und 8", in", so ist nach 21

32)

c
^

\

^i

e(r^+»«2r)

^(^i mz^)
•,

fr*

wo £ und e^ dritte Wurzeln der Einheit sind. Aber diesen Gleichungen

kann man immer auch die geb

8 z

e z\

£
2 me 2;)

(i'+ •'))•

Hieraus erhellt sogleich der folgende S
\

IVenn statt von Ldsung ^, i] auszugehn ihr

telst der Wurzel m der biqiiad: Gleichung conjugirten |', ij' aus-

geht so wird mit dieser wieder conjugirt erstlich ^, i], und dann die fruher
r

^, 1] und I', Tj' conjugirte L&sung. Drei einmal conjugirte L^sungen hlei-

hen es also immer , von loelcher derselben man auch ^geht. Und

indem man von I', i]' statt von |, t] ausgeht, nur m t an die Stelle

I m, und z an die Stelle von z und z D dritte Pot der

Wurzel m der hiquadrat'tschen Glekhung bleibt also ungedndert.

Es i§t leicht nachzuweisen , dass auch die zugehorige Wurzel o der

reducirten Uquadratischen Gleichung 30

System conjugirter Wurzeln /est angehort

A\ B\ C\ was aus A. B

Hets ungeandert bleibt^ also einem

Bezeichnen wir zu diesem Ziveck

wenn man darin die ^, ii durch

die I'l^ t. Es

m ((? Tj)

V

nachzuweisen dass (vgL 26

2 C) + ^ = em(($'TiT— Cj -I- A.

Um dies nachzuweisen, gehe ich von der Gleichung 22. aus:

33) '6u 3g^2 mr^ zii m i^z "}- (1
3\ „2

m") z\

aus welcher, wenn man ^, t], w, r durch i\ rf, t m, — z ersetzt, die an

dere folgt

:

34) Zu 3(r'
'2

£ W
1] )

3(8'
2 2 '^ 1 .'t

t m i\^z -f- [1 m^] z^.

Setzt man der ersten Gleichung ^-^. oder
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X

ce

1

3C
Daher folgt:

^1 und in der zweiten x ?' X oder

r[^, so erh'alt man die vier Gleichurigen

:

3m( Zm^l^) iU) -f(l

Si^Tlf + 3(^Ti)(;rT,

3sM(rT]?-f 3s^m*(e'Tj')(r^)+ [!— »/*') i^'z)

3 (i' ^0
2

S{k'ri){zn')-^{l.-~m'){ziiy.

o

35

^-^'

C £c
.Wi[(iYJj

2

e(E'ri')V»»'[(5l)(i^)+^^(r-')')(5'^)]+.
I—

m

^

3

m
3

Inzwischen ist

ii')
2 !:^^2

S^)

(^^)
2 .-,'\2

£ {zr^) £
2

'2:
1]') ]

(2r, TJ

r.^)

0,

und aus 35. ergiebt sich also weiter

(^ ^') mlC tCT)
f-f /

2m[(^rif— epr/f] + W2 (8 rj (^, m ^— r^) -f- wsgV/) (2r,£w3'
I')-

Setzt man nun an Stelle von z, und bemerkt, dass

tm^ ^j z{m^ 1).

so kann man dieser Gleichung die Form geben:

J
f

(-4 ^') m{C e(7)

2m[(3rJ
2

^ (wi eV (f Tj) (fr;) + m(ir)^+ s«m (SrJ (e'lj
')

2
W2£^( \

^[(^75)
\2

« (SY)^ ]

,

was zu beweisen war.

Die biquadratische Gleichung 30/ erscheint liienacb als die Grund-
I

lage fur die Losung der Gleichung ueunteri Grades. Da jede Wurzel
/

der letzten vier LJugirten Systemen angehort, so muss es
9.

4

12

'^ wirklich

solcher Systeme geben, welche zu drei einer Wurzel der biquadratischen

Gleichung entsprechen miissen. Dass sich dies wirklich so verhalt, zeigt

sich am deutlichsten, wenn man die Gleichung zwolften Grades

aufstellt, von welcher die zwolf conjugirten Systeme abhangen, und zeigt

dass sich dieselbe mit Hiilfe der biquadratischen Gleichung 30. in vier cu-

bische Gleichungen auflost. Dies soil im Folgenden geschehen.

^.r

S
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. 7.

t

Aufstellung der Gleichung zw^lfien Grades, von ivelcher die zwSlf conjiigirten

Systeme von Wurzeln der Gleichung neunten Grades abhdngen.
1

Die zwischen zwei Losungen $, 73 und 3', 73' eines conjugirten Sy-

stems bestehende Gleichung 20.

rl— £r^ = £ ?w ($'

—

kann man auch dadurcli identisch befriedigen / dass man eine lineare

Function t durch die Gleichung einfiihrt.

36) 73 = m(8+ f).

Die obige Gleichung liefert dann

37) . .. . . .• 73' = tm^:^t),
F

I

und die Gleichungen 32. liefern f(ir die dritte Losung, welche zu dem

System conjugirter gehort

' 38)'
. . . . . 73"= £/m(r+^).

Es bestehen also, indem wir diese Ausdriicke der tj einfuhren, die

drei Identitaten

:

-I r r

2v = Bu^ — E' 4-m'(S+^)'

2v = 3wr— r'+m\^''+tf. .

,

D^e <?rt?» conjugirten Losungen $, 6', 6" sind also, wenn man t und m^

ah gefunden voraussetzt , die Wurz^bi der dubischen Gleichung

39) . . .

'

. 2v = 3wS - e' + m^{^+tf,

und die Bestimmung von t und m^ erfolgt durch die Bedingung , dass diese

Gleichung in ' $ in der„ Weise auJlSshar sei , dass die dahei eintretendeii

Irrationalitdten nur in die Coefficienten der x eingehen.

Setzen wir, um die cubische Gleichung zu loseii

—^---.—
73 — m ^_^3

I

d

«

w

I

*

\

x^
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wo y. eine dritte Wurzel der Einheit ist, so ergeben sich zur jBestim-

der linearen Functionen jx, v, t und der Constanten m die Glei-mung

chungen

41) .

H-
V

3^m^f -{-u{l 3
TtV")

1^3+ V^ m^(l+ mV'4- 37»3 3
m'') t U 2(1 ^y v

,

In der That giebtwelche identisch^ fiir die x erfulit werden miissen.

die' Vergleichung der Coefficienten auf T^eiden Seiten dieser Gleiehungen
3

sieben Gleiehungen, in welchen die sieben Grossen jx^, (i^, v^, v^, ^^,^2* ^
I

die Unbekannten sind. Es ist zu zeigen, dass das Problem ihrer Be-
-

stimmung von einer Gleichung zwolften Grades abhangt.

Um ziinachst aus den Gleiehungen 41* solche Gleiehungen abzu-

lei ten , welche die linearen Ausdriicke jx und v nicht mehr enthalten,

bemerke ich folsrendes. Die beiden Forraen zweiten und dritten Grades

[iV u fi« 4- v« V

haben erstlich (wie man sofort sieht, indem man {i, v als die Variabeln

betrachtet) die Eigenschaft, dass die aus ihnen g
identisch verschwindet. Sodann ist die aus v s

Form p 3.)

ebildete Form x gleich

2 dem Quadrate der Determinante

rend andererseits auch

[J, und V, wah-
t .

AuW + (l^v)'.

Die beiderf Identitaten

42) • ' b)«', V 0, W. 4 {X V Au'u

sind jetzt zu bilden, indem man fiir u und v die rechten Seiten der
I

Gleichunsjen 41, setzt.
t

Die Form p der beiden Formen
' 2Ux

vj'

m^f
i

J

m^u

m^ (1+ m^) ^ 3Zm%l

\

3m) tu ?(i 3\2myv
bildet man leicht, wehn man aus vj^ zunachst den Ausdruck ableitet

43) v^vy 3 3
l+ wi-VxV+ 3 3 2+2 2

In diesem drucke hat man 3f
i

i'l^2'J^
2

2
in umgekehr-

ter Folge durch die Coefficienten von u zu ersetzen; und indem man

i>3
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dies fiir die beiden Theile des Ausdrucks von u einzeln ausfuhrt, ergiebt
-C

sich sofort

:

ip) 'V m6
mr) tx {a t)

s 2fl my rrr ax (at)
2

+ m\l—m%[a f)'4-w-''(l—m^}'(^^^««-}-2(^&)aa:(ai))—2(1—m')-V(a«)',
'm

WO nur noch ein umzuformender Term iibrig bleibt, namlich

{th)a^{ah) ==±{ab)[ax{th) hit a)) J" ^uu fx ,

I

so dass die Gleichung {p)u'v' "= mit Uebergehung des liberfiussigcn

Factors (1
\

m) die Gestalt anniramt:

k ^
m\l -f 2m%{atf—2m\l m^]ax[atf+ 2m\l— 7rf)Auat.Uli^X 2(1 myp^.

v.- r

Diese Gleichung muss fur alle Werthe der oc befriedigt sein. Setzen

wir erstlich w ^2' "^2 t^, so kommt, nach Uebergehung eines

Factors 2(1 w*): •

44)
3 3m^atf + {l— m')(pt) 0.

Setzt man dagegen .2?^ =p^,x p^, so kommt nach Division

mit m3

3
(1+ 2 m-*) [tp] [a t) 2:1 m^) [ap] (a f)' + 2 (1— w') Auu {tp)

.

Darin ist

{ap) [at)'=. (a p) (a tf [a ^)' == f (a [3) ((a t) [a
P) + (p f) (a a)) ((a t] {a p)- (p t) {a a))

[a?)\at){at){a^) = {at)iTt){a':) (P^)' (§• 3.),

SO dass man der Gleichung auch die Form seben kann:
t) o

45) [l^27yf){p 2 4-2(1 3

(f ff

+

m']AUU

Da zur Bestimmung der

nur noch eine Gleichung noth

Unbekannten t , t^, m 44. 45

«o erde ich die zweite Gleichung

42. nur unter Voraussetzung t^,a!^ t also t 0. ab-

leiten. Hiedurch verwandelt sich 43. in:

2?«
3

[v t) 1;V =
und man erhalt (t)p', wenn man ]

die Coefficienten des Ausdrucks

Maihem. Classe. XIV.

m^ ty Oy [a t\ 9.
imy (a t) a /,

^

m Ausdrucke fiir y
in umgekehrter F

t

setzt , also

F

^

M-
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(t).

2(1

2?n\l—m^)V)W+8;w^(l—wy(aO'(aa)(«0+-4(l-m^)^(a^)(pf)(ap)'

2m'(l m')' («. tf {b tf + 8 m'' (1 —my (a t)
3

4(]
3\4 2my (t f)\

Zugleich ist

-Au'u
3\2m^)MZ^U + 2m3 2

»i')(a^)\

Daher verwandelt sich die zweite Gleichung 42., nach Division mit

3,2 •

m] m: >

46) m"{atY{btY-\-4.m m') (a t 2(1 w'T (x f]

-\-2[atf[[l
3m^]^ 3 2

uu + 2m'[atf\

Im Folgcnden werde ich der Bequemlichkeit wegen

kommenden Formen voraussetzen, dass darin x ^2' ^%

ftir alle vor-

t\ g^-

setzt sei- XJnter dieser Voraussetzung nehmen die Gleichungen 44. 45,

46. nunmelir folgende Gestalt an

47)

m3 v-\-[l 3
m'')p

*

3
(l+ 2m^);?M + 2(l— m'jp -^ 2 [1— m^] Annp
m^(4 wV + 4m-'(l wi-')^ 2(1 7wyx+2(i w*^)^Ul« ie

Diese Gleichungen enthalten die Unbekannten f^, ^g, »i. Ich werde

statt t^ und f^ setzen ^^ "f ^ wodurch die Gleichungen in

48)

m^v wr)p\2

\l+ 2nv^pu^ 2(1 — m3 pX + 2[\--nf)Auupy^2

3w^(4 ^ 3 3
)w'+ 4>w^(l— 7/i^)0X+ (2(l— w'fT+2(l—m')^„ui*)X'

iibergehen, und werde, indem ich X und m eliminire, eine einzige homo-
F

gene Gleichung fur t^ , t^ herstellen, welche dann die gesuchte Gleichung

zwolften Grades ist. Entnimmt man aus der ersten Gleichung den Werth

49:
;

m3 P I'

pX V

und setzt dies in die andern beiden Gleichungen ein, so erhalt man:

I

50)
3jo X^) JO u -\- 2 y p X -{-2 v AuuP X^

(4v SpV)pu'^ ~4pv^'k 4- 2v{vT-{-{v—pV')Auuu),

die letztere nach Division mit X^. Addirt man die erste Gleichung, mit

u multiplicirt, zur zweiten, so wird diese durch v theilbar, und es bleibt

:

Spiii {'ipb 2wp)X -I- 2 V {z -{- Auu u)

,
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woraus

51) . X
Zpu*-i-2v{r-\-A„„u)

ip » 2 up

Und wenn man dies in die erste Gleichung 50. einsetzt, erhalt man
J

p[Zup 2 Auuv) {{Spu-— 2Auuv) u 2xv) 2

-j'2^v{4:p^— 2pu){{Spu— 2Auuv)u 2x1;) — upv{4:^p— 2^uf

Diese Gleichung ist vom vierzehnten Grade; sie reducirt sicli aber

auf den zwolften, indem sie, wie leicht ersichtlich, durch u theilbar wird.

Denn die nicht mit u behafteten Glieder sind

IQpv x{^p-\-^xvAuu

was nach der Formel fur dp aus Tafel I. gleich

28pV T U [Aur V -\-p t)

ist. Entnimmt man iiberhaupt die Werthe von p^, Op, b^ den Formeln

(Tafel

9'

2
t UU V

%

P H^
VS

MX uv

2

2vup-\-xu)

AuuVx-\-pxu)

xp

und ersetzt im Resultate us up.d xs durch die Ausdriicke (Tafel III.)

us vAu,pp piAUU T AUT p
3

XS vA^,pp + p [Aur T Axx W]
,

so erhalt man mit Uebergehung des Factors u die Gleichung

:

4„.421p''u UAuuVp^u^ -{- d>Q{A\u^Au-)vYy^

8(^3
UU+ 2 AuuAux-\-2 Au,pp-{-Ar) V^pu+9> [Artu An, pp+ ^t, pp) t?*.

\

I

Diese Gleichung zwolften Grades enthalt t gar nicht mehr; sie ist

in der That eine biquadratische Gleichung fiir
pu
V

und ihre Auflcisung

kommt also auf die Losung einer biquadratischen Gleichung und meh-

rerer cubischer zuruck. Aber die biquadratische Gleichung ist in der

That keine andre, als unsere Gleichung 30.; dem setzt man

52) Bpu (a -}- f Auu) V

80 geht die Gleichung zwolften Grades in die biquadratische (30.)

F2

\

.#
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53) , .

-\- 4 (5 -4mm -4mt

a* -h 6 (2 .4«, i^^'»U

2^tx 4^M,pj5+ i^3 ^
MM; O 3(2^1MT i^A

2 Ni

liber, und die Aufgabe ist also auf diese nnd die cubischen Gleichungen

Die letztern liefern die drei conjugirten Systeme,52. zurfickgefuhrt.

welclie einer Wurzel der Gleichung 53. entsprechen , und welche alle

Wurzeln der Gleicliung neunten Grades, jede nur einmal, enthalten miissen.

. 8.
L J

m

Andere Ahleitung der cubischen Hulfsgleichungen. Die Auflosung der Glei*

chimg neunten Grades V

Die am Ende der vorhin gegebenen Betrachtung nothwendigen

Eechnungen kann man vermeiden, indeni man folgendermassen die cu-

bische Gleichung 52, direct aufsucht. Wir fanden oben (26.)

M
m uu A

iW C

Es wurde ferner in §. 6. gezeigt, dass wenn man 3, i\ durch 6' und

7] Oder durch ? und ij' ersetzt, m in mt und we^ ubergeht, Man hat

also auch

*^
mt uu A'

_^ {^' -n')
c

iA
mt uu Aif

c» n )
ctt

wo Al, C und A\ C" die VV^erthe bedeuten, in welche A, C ubergehen,

wenn man 1] in ?',
fi und in $", yj" verwandelt

Setzt man nun in diese drei Gleichungen\ nachdem man mit den
w

Nennern heraufmultiplicirt hat, die Ausdriicke 40. conjugirter Losungen

ein , so erhalt man :

* '

3m^ [it ^) -{- it -,)]

2 3
w^((£«^]+ (atx]+ (av))

2

3^2my{^A

nebst zwei andern Gleichun

tin a
}

»

[m\at) + [a^] + («v)]^

che aus dieser hervorsrehen , wenn

man ji, ^ durch x u., x v oder durch ersetzt

,

%
nare dritte Wurzel Einheit Dah

sofort in die drei folgend

fallt die obige Gleichung

!

^

i

> '
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(

3mr {t \l)
2 2

m''{{aiLY-\-2[at) (av))

3m^ {t v)
2 m^{a v]^ -i- 2 {a t) {a ii.])

2 2 7w^ (a t) [a v)

2 2 fnr (a t) {a |x)

3 2
2m'(^{i)(At) — m'*((«#)^+2(«|x)(av)) ?wy(i^„« a m^iat)

2
2(fl[jL)(av).

Nun ist aber in Folge der Gleichungen 41.

3 ^WM*
\

FCihrt man dies in die letzte der obigen Gleichungen ein, und be

zeichnet wieder (a tf durch w, indem man wie im. Vorigen a?, = ^o . ^o f

gesetzt denkt, so erhalt man, mit Auslassung Factors m
3 3

m''){^Auu+ o) 4- 3wm^

Gleichung aber zusammen mit der ersten Gleichung 47

3 3m)p -{- m V

giebt ohne Weiteres durch Elimination von m

Sup i;(a+ f ^ttw).

was die cubische Gleichung 52, ist. —
Die Auflosung der Gleichung neunten Grades gestaltet sich nach

dem Vorhergehenden folgendermassen

der biquadratischen Gleichung 53., ur

Man sucht zwei Wurzeln o, a

d beiden g

Gleichungen 52. , welche zunachst die Verhdltnisse der zugeh

g L sodann aber mit Hiilfe 51. 49 ch absoluten

so wie die Werthe von m^, liefern. Sind t, f zwei lineare Fun-

welche nicht derselben von diesen beiden cubischen Gleich ^.^

gehoren. Man hat dann aus 39. fur eine gewisse Losung 8 des vor-

gelegteii Problems zugleich die beiden Gleichung

54)
2v

2v

3mS

3ttS

e-i-m'{^-{-t)
3

'3 '\3

e^ -h ni' (S+ •

Daher folo

"Werthen von m^

wenn man die Werthe der m

m^ irgendwie bestimmt denkt

m aus den gegebenea

m(S+0 e m ($ -f '

also

mt
m

t A»zm'i

tm

I

JJ

y
^



46 A. CLEBSCH,

Es bleibt nur noch die Bestimmung von

der Werth von 5 in eine der Gleichung(

£ iibrig. Diese erfolo

indem der

man erhalt

54.. einsetzt. wodurch

2v Su
mt
m

-'—

r

»i' m! '

em (w £?m')
^(^' 3 + fViii

m em

Diese Gleichung kann nur ftir einen Werth von e bestehn, und ge-

daher zu seiner Bestimmung-

. 9.

Gruppirung der Losungen verschiedener Tripel gegen die Ldsungen eines

Tripeh.

Fassen w^ir jetzt alles auf die Losungen erster Classe liche

znsammen SO sehen wir, dass dieselben in der That neun Tripel bilden,

welche von einer Hesseschen Gleichung neunten Grades abhangen,
w

Aber zwischen den Losungen der verschiedenen Tripel finden noch

Beziehungen Statt, welche durch die Gleichung 36. ausgedriickt werden.

Sind I und

n m{^+ t)

Functionen, welche zusammen eine Losung der Gleichung

2v 3wS S' + >3
3

bilden, also eine Losung erster Classe bestimmen, so gehoren zu dem-

selben Tripel die Losungen, welche durch 8 und beziehungsweise die

Ausdriicke
'

3) . .
I

ew(e-f-f)
2
^'m{^-{-t)

*

gegeben sind. In einem andern Tripel, welches durch die lineare Fun-

ction ^^ characterisirt ist, hat man dann entsprechend

4) . .

1

/'
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und mit belden Tripeln ist ein drittes conjugirt, welches durch und
r

die Ausdrucke

^(e,-fO

Man erhalt ebenso die drei librigen Systeme conjugirter

Tripel, welchen das erste angehort, wenn man in diesen Formeln m^ t

bestimmt ist.

durch m\ f; m \ f\

der Gleichung 25.

m , t ersetzt, vfo m^ m , m ^ m die vier Wurzcln

33.) siiid.
\

Durch diese Formeln sind den Losungen eines Tripels die jedes der

acht andern einzeln zngeordnet, ra

prechenden Losungen dieselbe ist Es

vortretende
+

entsteht n

von e bei

die Frag ob

diese Art der Zuordnung unverandert bleibt, wenn an Stelle der Losung

i, 7j eine Losung eines andern Tripels, etwa $^, tj^, den Ausgang bildet.

Zunachst sieht man sofort, dass fdr die conjugirten Tripel, in denen
V

S, Trj;6j,7],; S^^^Qj vorkommen , die Zuordnung sick nicht andern hann , so

dass also drei conjugirte Tripel stets eine feste Zuordnung der in ihnen

enthaltenen Ldsungen hesitzen. Denn die obigen Gleichungen fahren fort

zu bestehen, von welcher der drei Losungen man auch ausgeht. Aber
P

g dass fiir eines sechs iibrisen Tr die Zuord-

nung nicht bestehen bleiben kann. Seien E. t], von welchen wir friiher

ausgingen, l^,'r\^, von welchem jetzt ausgegangen werden soil, und

8^, 7]o
drei nicht conjugirten Tripeln angehorig; also

^o ^'Po+0^ ^1 »^'(5.+ 0.

SoUte nun die Art der Zuordnung erhalten bleiben, aurli wenn

man von vj^, S^ ausgeht, so miisste auch sein:

^0
//

Wl (So-HO. >3, »z"(e,+o.

Man hatte also, nach Elimination der t, die drei Gleichungen

^1

"^0

m
m [I

m" {^

5)
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also

m(e, e)+.m'(e-ej + m"(i. ^J^

und da zugleich die tn im Allgemeinen sammtlich verschieden sind, so

folgt daraus , dass die ^ die Form haben

:

e' A-\- m B

wo A, jB irgend welche lineare Functionen sind. Und es ergiebt sich

weiter

:

^1

T
i

^

^

T
iO

m
it

m [m
9 f tf

ft

m")B

m)B^
m')B,

Oder:

^
^ y;

ii

Yli2

m ?w

w
B
"B

m m J5,
*

wo C abermals eine beliebige lineare Function ist
I

Andrerseits, da die ^,7]; ^^^f\i^', ^o-^o *^^^ Gleichungen

2v

2v

2v 3m$

3

5 « 3

befriedigen, folgt, dass identisch:

1

1

1

$

^0

3 3

3 ^ 3

3 3

Setzt man hier die obigen Werthe der S, >] ein, so kann man zu-

nacbst B als Factor herausziehen , und es bleibt

1

1

1

w//

m
m ^0

3
$

3

3 3
'^ .^

3
e

3

Zerstort man nun noch mit Hiilfe der ersten Vertikalreihen die be-
-i

trefFenden Glieder der let so ist Gleichuns: abermals durch B
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theilbar, und es bleiben alsdann durch B zum drittenmal

telbar theilbar die Glieder

unmit-

1 m Zm'mC
V

1 m ^m m C^ "**

Da nun das Differenzenproduct der m nicht verschwindet, so miisste

C durch B theilb sem, also die r. nur durch

schieden, was im Allgemeinen nicht der Fall ist.

Sind also l^, t], und s^^, yj^, der Losung S, r^ zugeordnet, aber Tri-

peln angehorig, welche dem i, tj enthaltenden Tripel nicht conjugirt sind,

so hat man zwar

^[^+t), f\, =^(^t + 0'

^\l+ t'). >]o=-»^'(io+0'

aber zugleich

Tj
ii

^0
h

WO e eine imaginare dritte Wurzel der Einheit ist. Die Losungen des

Tripels 6^ , t]^ sind also denen des Tripels S,, t], nicht so zugeordnet,

wie sie einander wegen ihrer gleichzeitigen Zuordnung zu dem Tripel

7] entsprechen, sondern bei den Losungen eines der Tripel muss man

eine cyclische Vertauschung vornehmen, urn die neue Zugehorigkeit zu
i

erhalten. .

, r conjugirte Tripel. DiesesBetrachten wir nun das zu E ^

muss zu $, 7] eine Art der Zuordnung haben, welche

Tripels 2i,tJi, noch mit der des Tripels 6„, vj^ ubereinstimmt.

net man also durch $

Gleichungen stattfinden

mit der des

Bezeich-

, Yj die Losung dieses Tripels, fiir welche die

^ mtit

(i 4-n , Ti
<3

mttt

3 +o

.

SO muss sich g auf ; Tf] die der Zuordnung ausdriicke

durch die Gleichuncren

:

G

/;
i\ ^ (^1 + 0' ^ 3

2 "y^ I j!*\

Mathem. Classe. XIV. G
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Wenn man also an Stelle des Tripels ^1 von einem andern Tripel i

$j, Yjj ausgeJit^ und zwei mit diesem conjiigirte Tripel hetrachtet, tmter denen

^5 T^ sich nicJit hefindet^ so erhalt man die Art ihrer Zuordnung zum Tripel

^
, 7] J

, wenn man auf ihre Zuordnwngen gegen das T^npel ^ , t] die heiden

verschiedenen cydischen Vertauschimgen anwendet.
b

Dieses muss natiirlich auch umgekehrt stattfinden , werni man

I als Ausgangstripel zu 6, fi wieder uckkehrt. Bel der neuen Z
dnungsar milssen also zwei y\ conjugirte Tripel sich so verhalten i

dass man auf die Art ihrer Zuordnung zu ^ schiedene cvclische

Vertauschungen anwenden muss^ um zu der alten Zuordnung zurilckzukehren.

Hiediircli ist nun leicht alles bestimmt. Bezeichnen wir die neun

Tripel durcli die Zalilen 1 bis 9, die Zuordnung in Bezug auf das Tri-

pel 1 durch Indices a, 6, c, so dass das Tripel i die Losungen 4, «5, ic.
r

enthalt
,

' welche den Losungen la, l^, Ic zugeordnet sind. Die 27 Lo-

sungen erster Classe, in Bezug auf das Tripel 1 geordnet, welclies un-

terstriclien ist, kann man dann folgendermassen anschreiben:

la U 1 4a 4a 4, 7« lb 7,

2a 2b 2e 5a 65 5c 8a 85 8c

3a
J

36 3c 6a Qb ^c 9a 96 Vc*

Ferner seien die
V

Z\1

b

rolf Systeme conjugirter Tripel

,

m

den

biquadratischen Gleichurig entsprechend in vieI• Gruppen 1

getheilt, folgende

:

L

T

^

.'

den Wurzeln der

von je dreien

-*•

12 3

45 6

789

14 7

25 8

3 6 9

15 9

2 6 7

348

168
2 4 9

3 5 7.

1

Sucht man jetzt die Zuordnung der neun Tripel in Bezug auf

gend eines der Tripel 2 so mt man zunachst zwei

mit 2 conjugirte Tripel, etwa 5, 8; bei einem, es sei 5, geht a, b, c

in 6, c, a, bei dem andern, 8, in c, a, b uber. Die neuen Anordnungen

der andern ' Tripel findet man, indem man die 5 oder 8 und 1 enthal-

tenden conjugirten Systeme sucht, was auf 9 und 6 fuhrt, und dann

wieder die 2 d 9 oder 6 enthaltenden , was scbliesslich auf 4 7

4



< *•

ORDNUNG 51

fiihrt. Indem man immer die beiden obigen Satze anwendet, erhalt man
die folgende nei

Ausgange dient':

la

Anordnung der Tripel, bei welcher das Tripel 2 zum

h 1

2a 2b 2,

3a 3^ 3

4* 4

5i 5,

66 6

4«

5«

6a

7

8,

9,

7 7j

8a 8i

9a %
n^

Will man dagegen die neue Anordnung der Tripel finden, bei welcher

so hat man a, b, c wieder an den betreffenden3 zu Grunde gelegt ist,

Stellen cyclisch zu permutiren, doch so, dass, wahrend die drei ersten Tri-

pel g bleiben

,

Anordnung der andern der auf

1 beziiglichen Anordnung, noch mit der auf 2 beziiglichen ilberein-

stimmt. Man erhalt also die folgende Anordnung der Tripel:

la h 1

2«. 2b 2

3a 3j 3

4

5

6.

4a 46

5a 56

76 7

8i 8

6a 66 96 9

7a

8a

«
' "

Die Anordnunsr in Bezusr auf der sechs andern Tripel ist hie-

nach leicht zu finden, indem man nur immer die obigen Satze anwendet

und die vorigen drei Schemata benutzt; und zwar erhalt man ohne Wei-

teres folgende neue Schemata:

la

2.

h 1

2a 26

4a 46 4

5. 5fl 56

7

8

76 7

8a 86

36 3 3a 66 6 6a 96 9 9a

la

2

h 1 46 4 4a 7, 7a

2a 26

36 3 3

5a 56 5

6

86 8

6a 66 9a 96

76

8a

9.

1

2,

h 1 4 4a 46 76 7 7

2o 26 66 5 5a 8a 8b 8

36 3 3a 6a 66 6 9 9a %

I lb

2b 2

1

2a

4 46 4 7

56 5 5« 86 8

76 T

8

3 3a 36 6 6a 66 9, 9 96

G2

<
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1a

3

1 h

% 2

1

2a

3a 3i

46 4

5 6a

6a 6j

4a

6.

7 7a

96 9

7b

8a 8b 8

9a

la lb

2b 2

1

2„

4 4fl 46 76 7 7a

3c 3« 36

5a 56

6

5

^a

f X

8c 8a 86

9a 96 9c

^

^

/

. 10. .

i

Losungen zweiter Classe. Ihre Zuriickfuh'nmg auf das Hulfsproblem.

Was die Hessesche Gleichung anbetrifFt, so kann man ihre Losun-
L

gen leicht mit den bekannten Vorstellungen in Beziehung setzen, welche

das Problem, der Wendepnncte einer Curve dritter Ordnung ergiebt. Es

entsprechen dann die conjugirten Losnngen Wendepuncten, die auf einer

Geraden liegen. Die cubiscbe Gleichung 52. (p. 43) entspricht einem

\Yendepunctsdreiecke , die biquadratische Gleichung endlich den vier

Wendepunctsdreiecken. Es wird sich zeigen, dass dieselben Vorstellun-

gen auch dazu dienen , die Gruppirnng der

#

g zweiter Classe

ubersichtlich zu machen, zu deren Betrachtung ich mich jetzt wende.

Die Losung Classe sind dadurch gegeben, dass jed

Factoren 2

V V
/

V '

einen linearen Factor jnit jedem der Factoren

u u\ u tu\ u 2 '

£ W

gemein hat. Man kann also setzen:

/'

u

u

M

U ab
f 1 r

ab

a

V 4" ^'

V V

9 ff

a a a

WO die a und 6 lineare Functionen bedeuten. Man kann diese Glei-

chung
_ r

m ahnlich behandeln wie oben diejenigen , welche auf Losnngen

Classe fuhrten; indem man statt der drei ersten Gleichungen die

*»* H&^

fl-
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Summe derselben mit 1, 1, 1, oder 1, s, e* oder 1, e^ e multiplicirt, statt

der "beiden letzten aber ihre Summe und DifFerenz setzt, erhalt man:

3w.

2v

ab-i-a¥ -\-a"b"

( n t iiraa a -\-bbb

3m'

2v'

ab-\-eclb' -\- td'b"

a a a" b b' b".

Die letzten dieser Gleichungen liefern die Losung

man die linearen Functionen a und b als bekannt voraussetzt; die ersten

geben die Mittel zu ihrer ^fiestimmung.

Aber diese linearen Functionen sind aus den Gleichungen 1. nicht

vollstandig bestimmt. Diese Gleichungen andern sich nicht, wenn man

die Functionen

a , b, a, 6, a , b
f

beziehungsweise diirch
b / /

7, 5c a.

,

ff

ff

ersetzt, sobald nur

XX X 1
-*

ist. Fiihrt man also an Stelle der sechs Functionen a, b die folgenden ein

:

y

3a

3a'

3 a"

a + a

+ / I 2 "

+ 2 ' I
"

3?
3p'

3f

5_|_ b' '-\- b"

6 4_£26'4-£ r,

so kann man die

denken, dass a i

immer mit Hiilfe von Factoren modifi

verschwindet ; eine Bedingung, welche in der

That hinreicht, die Verhaltnisse der x vollig bestimmen Setzen wir
"I'

aber a finden 2. durch Auflosung

a

3) . a

a
It

a 4- '^

e'^a + £ a

ea -f- e a

5

b"

P-f P'+

und indem wir diese Ausdrucke in 1. einfuhren, gehen diese Gleichun-
y

gen in folgende fiber:

u

2v

a' p" + ?' a"

a' ? + a"f ^

a
'S (

a
"3

4- r + ?'' + P
"3 f fJT

m'^ «

#

^g&

.1^—

jW
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5) .

u a'p' + a"p

2 V a
'3 4-a'f3 3 '3 "3 + 303'

r'-

Die zweite der Gleichungen 4. lasst sich identisch befriedigen.

Wenn man versucht a und a nur durch eine Constante verschieden an-
r

J

zunehmen, so findet man leicht, dass die daraus entstehenden Gleichun-

Man erhalt nam-

und indem man

gen im Allgemeinen nicht befriedigt werden konnen.

lich dann alle a nur um Factoren Terschieden

diese in die b eingehen lasst, verwandeln die Gleichungen 1. sich in folgende:
^ .<

-.1

3m

2v

a (&+ £&' + fb')

a" -{-bb'b"

a(6+£2j'-f£r)

a3 I V b".

Da nun a nicht verschwinden kann, so muss der Ausdruck

h e6' -4- 5*6" verschwinden; lasst man die b mit neuen Grossen S wie-

der verbunden sein wie in 2., so ist also p' = 0, und man hat ausserdem

:

3m a 2v a3 3 + p
"3

Es ist klar, dass im Allgemeinen nicht diese Form g

bracht werden konnen, welcjie nur sechs Constante enthalt.

Man muss die zweite Gleichung 4. also dadurch erfiillen, dass man

-^ a xp, a

setzt, wo X eine noch unbestimmte Constante ist. Die librigen Glei-

chungen 4. 5- verwandeln sich hierdurch in folgende:
m

U x(r-pp')
2v x^)

«^ 3\ 0/'3+ iT^-f-(i+ x^)P spp'p"

u X if 4- p' p")

2v 3\ 03x-ja
'3

x»)8
''3 + 3 p p' p".

Die dieser Gleichungen sind nicht verschieden

Gleichungen 41. , welche oben auf die Gleichung zwolften Grades fiihr-

ten, welche durch eine biquadratische aufgelost wurde. In der That

braucht man denselben nur, indem man nach pp' und nacli (1— x^)P*-|- p

auflost, die Form zu geben:

W

*

*P

Irf-

b ^
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A-

ps' "2 U

X^r + P
'3 2v 3\ Q" 3

x»)8
3mP"

iind dann zu setzen:

X m®^

1 m 3 5
X
3 1 m

fn . p
y.m

v- 1

..
p'

m v* 1 »2
8

Diese Gleichungen verwandeln sich dann in die Gleichungen 41.

(XV

'^ 1'+^'
3 -i2 T ../I ...3mrr -\- u (1

m3

mr)

3\\ ^3 3
(1 _^ ^3)) ^-^ _|_- 3^^(i 3

^W'^jfW 2(1 3\2my V
;

un(^ zugleich gehen die letzten beiden Gleichungen 6. liber in

:

m
m

2
v^)

2v
1

(1
8^2m^)

V
3 S\ ..3 3^

2m''){jt^ + wrf — Sm^jAv^].

r"?r

Schreibt man
In

leich die Gleichung dass M und t? durch

ausgedriickt erscheinen

,

hat man

9) . .

1 —m3
(av

3
3\2' (1—m«)

2 3> J.3

v-

3 3
-t-

3

Aus 9. zusammen find!et man nun sofort

10)

7rr)[u mt)(^-{- w jA+ ?»V)

3
nr) [u

3
mr) {u

11)
(1—m')(v+ v') mt) (jx Em f

)
(ji.

2
e^w^]

(v-f-m}x+?w¥)(v+ew?{j.+£Vf')(v-f£*?W|x+£/w'?'),

woraus die den Losungen dieser Classe eigenthumliche Zerlegung der
t

Ausdrucke u^—u^, v'

—

v^ direct ersichtlich ist.

. n
Nachweis, dass je zwei der gefundenen Ldsmgen ziveiter Classe identisch sind.

Die Gesammtzahl der zu der Losung u, v geliorigen Losungen zwei-

Denn es giebt erstlich 2w5lfClasse sclieint hiernach 24 sem.
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•ossen t^ m^; zu jedem gehoren drei Paar von Ausdrucken

{X, V, die aus einem derselben erhalten werden, wenn man [i mit e oder

Sy der G

e
2 2and zngleich v mit £ oder e multiplicirt. Was nun das Letzte, so wie

die Ersetzung yon m durch ^m und ^^m angeht, so sieht man, dass da-

durch V sich gar nicht andert, und dass u nur in sw' oder in eV uber-

geht. Ftir jedes der zwolf Systeme t^ m* erhalt man also nur zwei ver-

schiedene Losungen, in&ofern noch [i, v mit einander vertauscht werden

man im Ganzen 24 Losungen dieser Art erhalten.konnen wfirde

Aber eine genauere Untersuchung lehrt, dass je zwei derselben

einander gleich sind, so dass in der That nur 12 verschie<3ene Losungen

zweiter Classe existiren.

Soil namlich dieselbe Losung zweiter Classe bei w, v nochmals auf-

treten, wobei denn an Stelle der Grossen w^, f, jjt, v andre Grossen to^ , t^^ fi^ , v^

eiijgefiihrt sein miissen, so mtissen entweder die drei Factoren von v-^-v

(11.) den entsprechenden der neuen Form, und ebenso die von v — v

den entsprechenden in der neuen Form, bis auf constante Factoren gleich

^-{-v in der einen Form denen

sein. Da u in beiden Formen

sein , oder miissen die Factoren

von V v' in der dern leich

nur um eine dritte Wurzel der Einheit verschieden sein kann, so ist die

Art, wie man die drei Factoren der einen Form denen der andern entsprechen

lassen muss, bis auf eine cyclische Versetzung bestimmt und diese

vvieder wiirde nur einer Vermehrung von m oder m^ um einen Factor

e oder e* entsprechen, .was unerheblich ist. Man kann also in dem

einen Falle die Gleichungen anschreiben

:

X

12) F.

mj^ «({! mt
I

^^- m
1 t^i

m2 ^ =- ^(Tzr^ij (v+ w?5x-f mt)

r^,

s mt)

t'm
,
t^ =a"{i,-~^'mt) v ,+e^m ^ fx ^

+em /^/== J^l^) 0^+^'^i^+^ ^'0

13) . . . aa a
i m 3

1 m 3 1

im zweiten Falle die Gieicliungen:
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^i-{- »*.{A,+ mlt^ a (ji. mt)
f^i

mj^ i—m

14) ^'i+£ m J
(X

J
-(^£^»i 2

^
, =«' ({X £ ?w?)

«(rr^)(^+ '^1^4- M
l*i

£ m /.
1 — 7n 3

.2^^?

t

v,+£^^,(^,-fe w2f^
I

a"({x
^2
M?)

I^t
e'mj^

#

15) . . aa a
(1 m\f

1 m

wobei die a, a , a' jedesmal Constante bedeuten.

Was imn zunachst die Gieichnngen 12. betrifft, so folgt aiis den

ersten d

aftx mt) ea'fu.— tmt) -j- t^a'[)x

nnd da d linearen Functionen

mt) :

erschieden d

\ 4- e a' +
/^

oder, was dasselbe ist, a

aber geben danii sofort

:

a a Die drei letzten Gleichung 12.

If

v
1 7n

a{\ m^)
V, m ^V^

X

1 a(l
m\t^

1 ?7J

a(i k?» ^

wahrend aus den ersten noch

f^i
a^ mj^

folgt. Die Vergleichung der Ausdrficke fur

ami

a
m i m s

«
4

fWj I m3 '

und zugleich 13
i

an
1

1

m
m

Daher ist a

fiihrt, m z m\

, und wenn man dies in die letzte Gleichung ein-
771

Die Gleiclmngen 12. 13. fuhron also auf keine Grossen

m wesentlich verschie-f,, }i^, v^, OTj, welche von den Grossen t, (x, v,

den sind.

Ganz anders ist es mit den Gleichungen 14. 15. Aus

drei Gleichungen 14. folgt:

den ersten

16)

3^ ^'_j- a")|A — («+ £ a-^t'a")mt

il^i

{a-j-

(a+ s'a -f-s a j}x (a-h a' -|- r a )?nt

^m\t^ («_^c rt'+ £'a'OlX — (a -{-£'«' -}-S «")^^-

Mathem. Classe. XIV. H

;
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Fuhrt man dies in die drei letzten Gleichungen 14. ein, so ver-

wandeln sich diese in folgende:
t

7)1 2

m
rn

|- (v+ mii-\- mi e-l € a

3 m [(«"

2

m
m

^(v-l-e m\i-\~t^m^t)
e.l

3 —

K

a

m^(v+£^??i{X
2

£m^/)
e. 1 t a

1

3 m [[d

a) (JL -f" (^ ^

a ) £ jx -f- (^ ^

£^a") W t\

a) £^ {x-f- (£«"—^a)m i\

2
£ a )m

Multiplicirt man diese Gleichungen beziehungsweise mit 1, 1, 1 oder

mit 1, £^, £, oder mit 1, £, £^ und addirt jedesmal, so erhalt man:

^7
mj

V
in m [(«' a

//

-^t^ a' a-{-taa)]x-\-[d a' '-\'a' a'\-ad]mt]

171 3^
V

3

1

1

m 3

7n̂
m\i

3

^rmtm %

I^ a
ft

-\-^a a-^- ^ a a)

[a a' -{-^d' a-^ t^ a a).

Man sieht, dass die letzten beiden Gleichungen sich auf die eine,

nur noch zwischen Constanten bestehende, reduciren

:

9 ff X 99

a a -|- £a a
2 /
a a Zmm18) . .

Die erste der Gleichungen 17. hingegen muss auf die zwischen den

drei linearen Function bestehende Identitat:

v(af) a(fv)

kkommen d man kann

stimmten Factor bezeichnet , setzen

:

ffvtx)

m dutch X einen unbe-

' '' I 2 " I 9

a a -^-zaa-f-taa X fv)

19)

9 tt
, a a -\- aa

%

m
^'{^)

3?n
1 m

4 1 rn
A [lit]

Der Gleichung 18. .kann man nun auch die Gestalt geben

20)
9 99 J

9t
I 2 '

Xm ({jt f)

,

und aus 19. 20. erhalt man sodann

a a
m 1 m
ii^t)

•
1 7/1

r
(-rt

21)
19

a a
m 1 m

aa

{\^t)

m
iv-t)

1

1

tn

m

It-

m + m{\Lt) it->)]

m -\' ^'m{^t) + t{t^t]]

1 tn

I [Sit) + , ,„ (^ t)
*2 ,'

(«"

/

*

H^
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i

Multipl diese Gleichun fiihrt statt der linken Seite

ihren Werth aus 15. ein

,

findet man endlich

(1 mf)* m (1
3\3ml)

(1 »j«)*
(i^O (1

3\3m^)

r

L

(Vf^)

m 4-m'(lx^)^ + (^v)^-3(vjx)(|.f)(^v)],

so dass sich m^^ linear aus der Gleichung bestimmt:
1

m
1 (vfx)

»

(1 m«} (}. m (H-r + (^v)
3

3(v{x)(jxf)(?v) 1
J

Es giebt also in der That ein System m
f*. ^' ^ welches die-

selbe Losung zweiter Classe nochmals liefert, und damit ist bewiesen,

dass die Gesammt?ahl aller Losungen zweiter Classe nur zwolf ist

Aber, zugleich ist es leicht , sich fiber die anderweitigen Beziehun

gen solcher Losungen des Problems 7,, welche auf dieselbe Losung zweiter

Classe fuhren, Klarheit zu verschafFen. Zu diesera Zwecke braucht man

nur aus 16. die Gleichung: zu bilden:

8im«(jx^fj(v;^j m2(^/)2 ^ ^(^_^^'^^-j(^^£2^'_|_g ^"1 —(a+e d+i^a'n

. [(a+a'+a (a+ c a + s" a")— (a+ £^a'+£ a'^]

oder

:

Fiihrt man rechts die Werthe 19. 20. ein, so ergiebt sich sofort:

4

m ({x?)'(a « -f-sa. a4~^ "^)(^ ^ 4"^^ a-j-eaaj.

22)
mM(^i^)(^^J

(1 ml)
3\i 3\S •

ffl' (fA i?) (
v i!)

( 1 — m^)

Nun ist wegen der ersten Gleichung 7.
* n

(jx#)(v< 2^(1
3

wenn in u die Grossen

werden; ebenso also

^^, a:^ durch die Coefficienten von t ersetzt

([^.^)(^^) u{l »i^).

wenn in

werden.

Grossen cT , 0? durch die Coefficienten von t^ ersetzt

Bezuglich dieser Werthe von u lehren aber die Gleichung

crpsptzt waren . dass47. 62. §. 7., in denen fiir die j? diese Grossen

(P^ (^ t) ^n

(I — m^)'

M/rt f «
.4

1 ni
(t + ^)2

und fiir die mit ji^, v^, f,, m^ gebildeten Ausdrucke erhalt man den-

selben Werth. Die Gleichung 22. lehrt also, dass zwei Losungen des

H2

<
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Problems 7., welclie auf dieselbe Losung zweiter Classe fvihren, derselben

"Wurzel a der biquadratischen Gleichung zugeordnet sind.

Die drei Losungeu des Problems 7., welche aus der einerWurzel a der

biquadratischen Gleichung zugehorigen cubischen Gleichung 52. entsprin-

gen fiihren also auf 6 Losungen zweiter Classe , welche aber paarweise

to
leich und also nur drei von einander verschiedene bilden. Ve

gl die vier Wurzeln der biquadratischen Gleichung mit den vier Wi

depunctsdreiecken einer Curve drifter Ordn die Ldsungen der cubischen Ghi

chiing 52. ?nit den Seiten eines Wendepunctsdreiecks die zwolf Lff-

sungen zweiter Classe mit den zivolfEcken der Wendepnnctsdreiecke vergleichen.

JJieselben bilden vierGruppen zu drei; von sblchen dreiist jede zwei Losun-
b

gen des Problems 7- in gleicher Weise zugeordnet, entsprechend einer Ecke

eines Wendepunctsdreiecks, welche zu dessen in ihr zusammenstossenden

Seiten in der gleichen Beziehung steht.

I

- /

12.

Griippirung der Losungen, wenn eine andere Losung u, v zu Grunde gelegt

wird. Quadi'upel.

Wir bis jetzt Gruppirmie der Wurzeln

Gleichung, auf welclie

!gen Wurzeln

Problem fiihrt, untersucht, insofern alle

verschieden verhielten.einer gegebenen gegenuber sich

Wir li ben gesehen, dass 39 andre Wurzeln

gliche Gleichung vom vierzigsten Grad

so dass also die

zeln bild zwei g Grupp

Class Die 27 ^^

durch eine Hessesche Gleichung gefund

ade sein muss. Die 39 Wur
27 Wurzeln erster, 12 Wurzeli

Classe bilden neun Tripel
^

en werden; die Wurzeln

die

ernes

solchen Tripels

Tripel denselben

Systeme zu

S
4

dnen sich die jedes der librigen acht

Die Tripel wolf

dreien elche wieder vier Gruppen zu drei bild den

depunctsseiten einer Curve dritter Ordnung analog. Die 12 Lo
gen zweiter Classe bilden ebenso vier Gruppen zu drei, analog den

r

Ecken der Wendepnnctsdreiecke
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Ich will wie Gruppirung sicli wenn

man statt der bisher angenommnen
t?

i-

dere zu Grund

legt.

Fundament

Es sind dabei zwei Falle zu unterscheiden, je nachdem die

Bezug auf der ersten oder der

zweiten Classe war.

Setzen wir voraus die neue Fundamentallosung u\ V sei eine Lo-

sung erster Classe in Bezug auf 2^5 v gewesen. Indem wir das Verlialten

der fibrigen Wurzeln untersuchen, sind wieder eine Reihe von Fallen

zu unterscheiden.

r

Aus der Definition selbst, welche wir fiir Losungen erster Claisse

zu Grunde gelegt haben , folgt ein Reciprocitatsverhaltniss zwischen je

V in Bezug auf ?/, v zur ersten

u . V zur ersten Classe srehort:

Losun A
Clas ehorte , auch u, v in Bezug auf

und ebenso, wenn
1

Losung der andern gegeniiber zweiter Classe

aucli die letztere in Bezug auf die erste von der zweiten Class

Nehmen wir an, es seien u\ v (vgl . 2) durch die Gleichungen

gegeben

:

^

]) .

.

u u S
2

Svj
i ^i

2

2v' = £(£—1) [(e+ 27j)« - (^+ 73)P+Et,-4-^')].

wahrend

2v 3u^ C3 --;'

Analog sei irgend eine Losung, welche in Bezug auf u, v von der

ersten Classe ist, durch die Gleichungen gegeben:

//

11 u
/t ^r:

i 'n

'2

2t)" e(e l)[(e'+2i)>' - (l-Jrr;)[V+ ?r:+ r,
'2

wobei $', r{ durch die Gleichung bestiramt werden

:

2v 3t/e 5" + V-

Die Gleichung 4. a]3er wird durch die Annahrae befriedigt:

5) S'

£ . e

3
"(S+ 273), ^i

e . e

3

i(= 1).

aus welcher umgekehrt folgt (dae2
3):

!
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c
£ . e

3
'(? + 2v)'). 1

e . t

3
- (?- r^) ;

und indem man dies in 3. einfiihrt, findet man

u
//

u, V
1/

V.

Durch die Ausdriicke 5. ist also die urspriingliclie Fandamental-

losnng selbst gegeben.
9

Setzt man aber an SteUe des Ausdrucks 5. fur r! den Werth sr^
r

oder £^r/, so erhalt man
i

if

U u S^
2 f er'

Oder

u
ff

u
?-2

t^r^
2 2

Man hat also den' Satz

:

TT der LSsuna u^ v LSsiing Classe

Grtinde legt^ so hildet ii, v mit denjenigen heiden Ld'simgen ein zu u\ v ge-^

hSriges Tripet erster Classe^ welche frilher mit m', v ein zu u^ v gehoriges

Tripel erstei' Classe hildeten.
'w

*
i

Dabei ist zu beacbten, dass die fruher durch $, eYj; S, s^r^ characte-

risirten Losungen jetzt in die durch 8', e^r/; ^\ er/ characterisirten iiber-

gegangen sind, also in ihrem Verhalten eine Vertauschung erfahren haben.

Eine beliebige Losung bildet, wie man aus den obigen sieht, mit

Losungen, welche in Bezug auf sie ein Tripel erster Classe bild eiri

eigenthuniliches System. Es ist dadurch characterisirt, dass, wenn mail

irgend eine solcher vier Losungen zu Grunde legt^ die drei andern immer ein

zugehdriges Tripel erster Classe bilden. Ein solches System von vier Lo-

sungen soil ein Quadrupel genannt werden.

Es gieht neunzig Quadrupel. Denn da jede Losung auf neun Tripel

fiihrt, so giebt es 40.9 Combinationen einer Losung mit denen eines zu-

gehorigeri Tripels. Aber nach dem obigen Satze kommt jede dieser Ver-

bindungen vier mal vor, und die Anzabl dejr Quadrupel ist also jene

Zabl idirt durch 4

>'
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\

13.

Bestimmiing der Losungen^ welcke mis der ersten Classe in die zweite iiber-

gehn und umgekehrt.
\

Untersuchen wir nun das Verhalten eine Losung u\ v" welche
1

Classe in Bezug auf m, v war, welche aber nicht mit u\ v in

Tripel war. In auf bezilglichen Anordnun

achte ich die conjugirten Tripel, deren S und von
9

denen ein zweites Losung u% v" enthalt. Sie sind durch System

m characterisirt, und zwar so, dass wenn

^ ,S+
gesetzt Losun&

^

V durch Sj und

bestimmt ist, wo i = oder i von Null verschieden, jenaclidem die Lo-

sung m\ v' in ihrem Tripel der Losung w, v in dem ihrigen zugeordnet

Diese beiden Falle miissen getrennt be-w^r oder nicht (vgl. §. 9.).

handelt werden.

1. Es sei i von Null verschieden, Ich will in diesem Fall zunachst

% = 1 setzen; um zu dem Fall i = 2 uberzugehen, hat man nur schliess-

lich ^ durch ^ zu ersetzen und, weil dann zugleich £(e — 1) sein Zeichen

andert, die Vorzeiclien von v' und v* zu andern. Man hat die Glei-

chungen (§. 2.).

u u

u
H

u 2
t

m^ +t) ».'{? +t) 2

tmlA^,^-t)-em'{l,+t) 2

2v'

Ausserdem kann man noch selbst durch die sieben unab-

hangige Constanta enthaltenden Ausdrucke m, 6, ?,, t darstellen. In der

seben die beiden Gleichun

2v

2v

3wS

indem man sie nach u und v auilost:

•
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»

3w 2 + ee, + 2
1

1
6 5.

2y ^^.(S+ ej
I'e. ^?5

e 5c

oder wenn man die Division ausfiihrt, nachdem man fiir r^, yj^ ihre Werthe

Ti
i

m(e+ f),' ^. em(e,

gesetzt hat:

3m

2y

3
W")

3 a23m^f(3+ ej — 3w^f
3xm

j
^m^t^l^ -{'m''t\

% Man erhalt mit Benutzung der Gleichungen 6. 7. nun folgende

Zerlegungen

:

£(s-l)

3
./')(i rw)[(S+^)(l em) (?.+*)(! ->W

i;

'f

j, „

e' m"

e*m
Wm^t (I

S{1 + 7n + m*) - e* I, (1 + £ m + £*»»*)

3
Vll.

2 +«)(l-sm)-(e,+ m)][.m'<-(l-e)^"+"'+'"''Tl'^-"+"":fei^']
3

Gleichun ^b^^ dass

ig w , i? " Class und man hat also

^^r ersten Classe in Bezug mif

ehenso^ ist aher u\ v" nicht demselben Tripel 'h

nicht, wenn man auf den Tripel u\ v die uh

Bezug auf die
H

den Satz

:

•/, t?5 und u\ v"

v angehorig^ und auch

hezieht (§. 9), in seinem

Tripel der Losung

Bezug auf i/', v

.

zugeordnet^ so ist u\ t?" auch erster Classe

2. Ist dagegen i Gleichungen 6. fol

setzen sind:

'\-'

10)

%

l)[{l +2m(S +t))u~{l'^+2m^%+t)+2m'l [I +tf^m\l +tf)]

1)1 (S,. +2m(e. -h^))M^J+2^^? ($, +0+2m=6, (e, +?f+m^(e, 4-ri].

so hat man die Zerlegungen:

u
n

£ W
tf

*2 '^

*.*
1 ^m,-\-l)[l+ m~\-ne)-Jrmt[l+ 2m

^ ^2^ Jl-\-mJrm^-e[l-t )m[m^l)t) .^-^^
^e.

m)(l s)-(i+s'ij+£i»)

2\_/_ . i\A\ /S— e'S./-, _\^t ^2\ {^ \\ rL \ \ ^2
;(^-£ ej(l+m+mVs (l~£>«(m-hl)f).(^^(l-m)(l (54-3 S/;+£'»«^)

^

M -|_
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V V
n e(e 1)

3

11)

9 -[(5

t ;,)(l+OT+»«')—e {l—e)m[m+l)t]

1? -f"^ £(£ [(^i+^)(l+^+ »i') + w?(l+ 2m)]

I ^e.

3

s ^'e<

3

m){l

m]{l

Die Losung w", V 1st also in Bezug auf %i , v zweiter Classe, und

man hat daher den Satz:

1st u, V erster Classe in Bezuff auf u, v, und u", v" ehenfalls, aber
4

einem andern Tripel angehorig; ist endlich bei der Beziekung der Tripel auf

einander die Losung ii\ v' der Losung u\ v zugeordnet, so ist u\ v' zweiter

Classe in Bezug auf u\ v\

Ferner also:

JVenn man statt einer Losung u, v eine andere zu Grunde legt, welche

Bezug auf jene von der Classe ist, so gehen 8 Losungen aiis der

ersten Clause in die zweite iiber mid umgekehrt.

Kehren wir zu den Gleichungen 8. zurtick. Um diese mit den

Gleichungen 1. §. 2. vollig in Uebereinstimmung zu bringen, muss man

an Stelle der Losung u, v" die von ihr nur ausserlich verschiedene Lo-

sung e u\ — v" betrachten. Alsdann nehmen in der That die Gleichun-

gen 8. die Gestalt an: .

12)

V

V

+ (
»
H

u tu H.

£ tt){u

e' M) [u

£ ir)[S

£

£
%

. eu

)

. zu) '-i

1

2
est).

wo

B £ H
13)

S 2
£^/i

e . e

Z

i)[t

^{1

tm^t

e.^m

6(1 —em) — e*5, (l— »>)

3

t'm)[{^+ t)[l-^m)~i^^+t){i m]]

Setzen wir dasegen, wie oben vorgesehen war, in 8. e* statt e und

andern die Vorzeichen von v und v", so hat man zunachst

Mathem. Classe. XIV, I
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V -\- V
e .e

3
-{U u) (1 e«i)((8+^)(l e^w) 0(1 m))

V - yf»

e(e 1) (w'—ew") (-
m'f

ewi + (1
e(l-e'.OT) — eSi(l-Jn)

3
)

u
2 #f

[(S+^)(l
.2 ($,+f)(l-m]][w^/+ll

$(l-fm+m*)-£^ifl+e'm+Em*)

3

Gleichungen , welche man in die Form kleiden kann

:

M. £ 'it) [U
2 » /'

.^

14) . . . V

u 2 "
t U B IT) {S'

e . e M
)

2 2 "\

WO denn:
-

15)

^ ^If
e.e
i-(i £?»)[(i-hO(l s, m] (^,+0(1 ^)]

^ £
2IT £.£ i-tr

m*i

em + (1
i(l-e'm) ^5.(1 m)

3

Die Gleichungen gehen aus 13. unmittelbar h wenn man s, M, H
dnrch

2 H H
Die Paare linearer Ausdrucke H: S'. H' etc. sind es, welche

dem man die Losung u\ v zum Ausgange nimmt, die Stelle der friiher

durch 5, Tj bezeichneten Ausdrucke versehen, und also die Losungen der

neuen Hesseschen Gleichung sind, auf welche das^ in der Gleichung

16) 2v' Zii M_ ^ + ^
enthaltene Transformationsproblem fiihrt.

Ich werde nun zeigen, \yie die Losungen der neuen Hesseschen

Gleichung mit denen der friihern zusammenhangen, und wie insbesondere

die an Stelle m erscheinenden Grossen m mit den m durch eine sehr

einfache Beziehung verbunden sind.

Zunachst kennen wir bereits eine Losung der Gleichung

ist diejenige,

gelegte Losun

deren prechendes Tripel die lich

16.; es

Grunde

G

/
17)

E'

e.e

3

e.€

V enthalt. Fur sie

i(i4-2m(^+ ?)).

nach 5. statt H zu setzen:

^i

t.t

3 1)-

e.e

3 3
m{l^t))

Indem man diese Ausdrucke benutzt, findet man aus 13. und 15

/



ZUR THEORIE DER BINAREN FORMEN SECHSTER ORDNUNG ETC. 67

L

H

18)

e
(l-m)

3
e

e . c I m (l — ffl) (1 4-ejn)

3 1 e'wi
^

&»
r

(1 m)

3
rE)

e. e £ w (i— m)(i -f e*m)

und
I

3 1 £//»
^

19)
^ £ H m -\- 1

m (r B)

-) e'tf
W + 2

m r(^' ;«).

Setzt man also:

20} m »j 4- 2

m 1' T
so hat man

:

t

W 4- 2

21) . .

»t'(e' + r)

2 „ ' ^

Fiihrt man in 18. fur 6, ^^ ihre Werthe in t, ji, v 6in (vgl. §.7., 40.),

indem man fiir die drei conjugirten Tripeln zugehorigen % setzt:

22^

m^t + (X + ^

1 w
7n'^ + e^J^ + e*^

1 ?«

rn^t -\- t*^ '\' t>*

1 m

SO verwandeln jene Gleichungen sich in die folgenden, wesentlich ver-

einfachten

:

w

23)

£'
e *£ 1 1 m

3 1 -^ m -^ m

r
e.£ i 1 m

3 1 -j- m + 7/i

mt)
4-

Aus diesen Gleichungen sieht man, d dem Ueberg

^ zu 8 , also bei Vertauschung von |x und v, nur eine Vertauschung von

S mit S* stattfindet. Betrachten wir also jetzt im Zusammenhange die

neun Losungen, welche drei conjugirten Tripeln angehoren, in deren einem

die jetzt bevorzugte Losung u V vorkommt. In Bezug auf dieses Tripel,

das in Bezug auf u, v durch die System e

S.i^ m{^-\-t); i, erj; £, e'lfj

12
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1

characterisirt ist, geordnet, sind die Losungen der beiden andern Tripel

cliaracterisirt durch

^2' "^2

m{^,-\-t); e,, ETT],; S,, e^ti^

^{^,+t);
Z

£7] 2 » ^2' S^^2-

Indem man nun die Losung E, tj zu Grunde legt, tritt nach dem

12) fiir m\ V die Losung ti, v in das erste Tripel ein, undVorigen (§.

wird durch ^\ yj' characterisirt, so dass die Losungen eines ersten Tri-

pels jctzt durch

».'(i'+T); r, £^';e\sv]'

gegehen sind. Von den beiden andern der obigen Tripel fallt jedesraal

die erste Losung aus, indem sie zweiter Classe wird; die and

jetzt characterisirt durch:

sind

H.

H z^m ^^ H

, zm {

5 zm[

H.

H.

4- T)

t

Man hat also folgenden Satz:

Alts zwei Tripeln^ die mit dem u^ v enthaltenden Tripel conjugirt

scheiden die dem u\ v selbst entsprechenden Lomngen aus der ersten

mis; die andern hildeii je zivei Losungen 7ieuer Tripel^ dock so^ dass i

neuen Tripel weder L&sungen desselben alien Tripels.^ nocJi Zivei in Bez

Class

u V in den alien Tripeln tig

w

dnete anfireten. D
Tripel sind wieder dem neuen Tripel conjugirt^ welcher aus dem f\

enthaltenden durch Ein tritt ^ Vi

hUehenen Ldsungen der drei

V

d d zwar sind d\

neuen ipel einander genau ehenso

zkge-

dnet

wie dies in den alien Tripeln der Fall
\

Bemerken wir ferner Folgendes. Wenn man Losung

ausging, und Losunsr erster Claso als bekannt annahm so

man Paare von Tripeln , welche dem li enthaltenden

conjugirt waren, durch eine Gleichung vierten Grades in m (§. 5.), welche

durch eine lineare Substitution in die biquadratische Resolvente der Hes-

seschen Gleichung tiberging. Legt man statt dessen u, v zu Grande,

und benutzt w, v als bekannte Losung erster Classe, so werden die neuen

Tripel durch eine biquadratische Gleichung in m gegehen, welche dann
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durch eine lineare Substitution wieder in die neue Hessesche Gleichunir

iibergefiihrt werden kann. Die vier Wurzein der GlelcJmna in m sind mit

den vier Wurzein der Gleichung

verhunden (20,);

dwch di yifi Beziehuna

m m—x '

welche zugleich reciprok ist. In ahnlicher Weise sind hicnach die Wur-

zein der Hesseschen Gleichungen einzeln und linear verbunden. Die

absolute Invariante der Hesseschen Gleichung andert sich also niclit,
F

wenn man statt w, v eine andre Losung zum Ausgange nimmt ; auch be-

schrankt sich dies niclit auf die Losungen erster Classe in Bezug auf

w, V da die Losungen zweiter Classe allmalig in die erster Classe ein~

treten. In der That haben wir oben gefunden, dass ^ fiir diese Glei-

chung immer Werth
J

Es entsteht nun die Frage, welche Losungen zweiter Classe es

sind, die in die vorhin gebildeten neuen conjugirten Tripel ergunzend

eintreten. Dieselben sind durch die linearen Ausdriicke

}

ff

characterisirt, und sind Z7, V die Functionen zweiten Grades, welche in

ihnen die Stelle von u versehen, so hat man:

U'

u H

u H 2

Aber zusrleich ist nach §. 12.

u u £
^2 m r (i'+ T) m'

' ($'+ T)\

Wenn man daher den Werth von u aus dieser Gleichung einfuh

hat man

U
U

u

u

Tragt man

B) [(r+^ (1 4-m+ m ') 4- m (2 m'+ 1]T\

S')[{^'^S'){l-hm+ m"] + m (2m'-+- 1) 'T\.

die Werthe von i', S, B*, T, m ein, so ergiebt cine kleine

Bechnung

:

U u T^i;i^(^

u 1

tl
1 m'(l^

m t) (ji -{-m ^ -^m f]
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Dieses nach 10. zwei Losungen zweiter Classe in Bezug

auf u, V, deren Beziehung zu der hier durch 2t, v bezeichneten Losung

Classe leicht ist. Vergleichen wir einen Tripel

Glas Be auf mit einem Wendepuncte C dritter

Ordnung, so ist ein System conjugirter Tripel, characterisirt dur

einer Seite eines Wendepunktsdreiecks zu %*Jleichen . welclie dufch

jenen Wendepunct geht; auf ihr liegen zwei Ecken vou Wendepunkts

dreiecken, welclie den obigen Losungen zweiter Classe entsprechen.

Wenn man statt einer Losuno erne zum Ausgang

niramt,

geborig

bleiben vier Losungen zweiter Classe der zweiten Classe an-

Sie entsprechen vier Ecken der Wendepunctsdreiecke , welche

vier Seiteii gegenuberliegen , die einen Wendepunkt gemein haben; und

denjenig dessen entsprechendes Tripel die Losung w, v enthalt

Es wird sich zeigen , dass auch solche vier Losungen ein Quadrupel

bilden 12 welches d
I

dem Quadrupel, zu welchem und m\ V

ehoren, reciprok zug ist. Die 90 Quadrupel theilen sich de

in 45 Paare, und die Auffindung der Quadrupel hangt also von

einer Gleichung 45. Grades ab. Urn aber dieses einzusehen, miissen

wir einige Eigenschaften der Quadrupel noch genauer beleuchten.

Quadrupelpaare. Mesolventen vom 45. und vom 27. Grade.

Es oben 9 gt worden das die I
e>

w

Tripel einander stets fest zugeordnet Bezeichnen

wir, indem wir von w, v ausgehen, solche

entsprechend z. B. durch

9 ihrer Zuordnuno

1

3.

lb

2b

36

1

2

, r

SO werden die sechs Systeme (welche Determinantengliedern entsprechen,

sobald man die neun obigen Zahlen als Elemente einer Determinante

auifasst):

^ \

%
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la, . Jj, 3c la i 2c, Sj

r

durch je eine von zwei Losungen a, p zu Quadrupeln erganzt, welche

in Bezug auf u, v zweiter Classe sind , und welche den Ecken eines

Wendepunctsdreiecks entsprechen , wahrend die conjugirten Tripel auf

die sie verbindende Seite eines Wendepunctsdreiecks fuhren {§. 13,),

In der That, "vvird aus einer jener sechs Combinationen eine Losung statt

M, V zu Grunde gelegt, so bildet nach dem vorigen §, a oder p mit den
r

iibrigbleibenden ein Tripel, was das Kennzeichen eines Quadrupels ist.

Sind die neun ersteril Losungen durch die Formeln 1— 5, §- 9., aus-

gedriickt, so werden die beiden letzten durch die Formeln (vgl. §. 10. 8.)
w

i

3) •
«'= -n£b (l^

- ^
«)

.

«"=-
7^=;;?

('''- 1^
*)

gegeben. Lasseji wir m in em und tm ubergehen, so werden die Lo-
'i

sungen 1. horizontal cyclisch permutirt, wahrend u'^ und u"^ sich nicht

andern; ziigleich gehen in 2. die drei ersten Gruppen in einander iiber

und ebenso die letzten. Man hat also den Satz

:

Schreibt man die Losungen von 3 in Bezug auf w, v conjugirten Tripehi

ihrer Zuordnung nach in das Schema einer Determinante , so werden dieje-

nigen VerUndiingen zu 3, die positiven Gliedern der Determinante entsprechen^

durch ein und dieselbe Losung zu Quadrupeln

die negativen Determinantengliedern entsprechenden durch eine andre.

Die 40 Losungen bilden iiberhaupt ^^ = 780 Paare. Von diesen

sind ^^ • " = 540 so beschaffen , dass eine Losung des Paars in Bezug
2

auf die andre erster Classe ist, und umgekehrt; die ^~- = 240 andern

so, dass eine Losung des Paars in Bezug auf die andre zweiter Classe

ist, und umgekehrt.

Denken wir uns «, v zu Grunde gelegt, so gehoren zur ersten Classe

folgende Paare:

1, u,v verbunden mit seinen 27 Losungen erster Classe, was 27

Paare giebt.

^
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27 Paare giebt.2- Je zwei Losungen desselben Tripels, was 3.9

3. Je zwei einander nicht zugeordnete Losungen aus conjugirten

Tripeln; 18.12 = 216 Paare.

4. Eine Losung zweiter Classe , einer Ecke eines Wendepunkts-

dreiecks entsprechend , und je eine Losung erster Classe aus einem Sy-

stem conjugirter Tripel, das einer durch jene Ecke gehenden Wende-

punktsseite entspricht; 12.2.9

Es bleiben noch 540 2.27

216 Paare

2.216 54 CI zu

suchen. In den obigen 486 Paaren kommt scbon jede Losung erster

Classe 27mal vor, namlicli Imal unter Nr. 1, 2mal unter Nr. 2, 4.4

16mal unter Nr. 3, 2.4 8mal unter Nr. 4. Die fehlendeii 54 Paare

erster Classe konnen also nur aus Losungen zweiter Classe gebildet werden.

Die 12 Losungen, welche in Bezug auf u, v der zweiten Classe an-
F

gehoren, bilden QQ Paare. Unter diesen sind 12, welche Ecken dessel-

ben, 54 welche Ecken verschiedener Dreiecke entspreclien. Nach dem

. treten zwei liosungen zweiter Classe, welche Ecken desselbenvorigen

Dreiecks entsprechen, bei Zugrundelegung einer andern Losung als zu-

geordnete Losun6 Tripel auf, und stehen also einander

der gegenseitigen Beziehung von Losungen zweiter Classe. Die andern

64 stehen daher nothwendig in der Beziehung Classe, und

man hat den Satz:

Zwei Losunaei zweiter Classe stehen % einander in der gegense

Classe^ je nachdem sieBeziehung von Ldsungen zweiter oder erster

desselben Dreiecks oder Ecken verschiedener Dreiecke entsprechen

Eck

Und es mag ferner der
t3

dem Vorigen von selbst hervorgehende

Satz bemexkt werden:

Bine Losung zweiter Classe steht in der Beziehung zweiter Classe zu

demjenigen conjtigirten System von neun LSsungen erster Classe ,
dessen

Dreieckseite der Ecke der erstern gegenuherliegt.
H

Legt man eine Losung zweiter Classe zu Grunde, so erkennt man

leicht die Tripel er;

am Eingange dieses

dem Schema 2. und

Classe, welche sich dabei bilden Nach dem

. gegebenen Satze erhalt man 3.2 = 6 Tripel aus

;war aus den beiden fruhem conjugirten Systemen,
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deren Wend durch die der bevorzugten Losung zweiter

Classe e

ster Cla

ch Ecke gehen. Dab 18 friih Losungen er-

benutzt; die 9 iibrigen werden jetzt Class und die

fehlenden 3 Tripel mussen also sich aus friihern Losungen zweiter Classe

zusammensetzen
4

Man kann aber aus den 11 iibrigen Losung

Classe in der That nur drei Systeme

Tripel erster Classe werden konnen

,

d. h

je dreien ausscheiden, welche

, deren drei Losungen in der

gegenseitigen Beziehung ers

Wendepunctsdreiecks gehen

h

Classe stehen. Durch jede Ecke eines

3 Gerade (harmonische

3 weitere Ecken, und zwar so enthalten, dass die 4 Eck

den den 4 verschiedenen Dreiecken angehoren. Diesen

welche j

ner Gera

Eck

Diesen 3 Systemen

tsprechen die drei Systeme von Losungen zweiter Clas

von

welche in der i

Endlich is

sind, nach der

Tripel Classe werden.

es nun sehr leicht, die 90 Quad

ersten Anordnung, folgende:

Sie

1.

2.

M, V mit einem Tripel erster Classe ; 9 Quadrupel.

Je vier Losungen zweiter Classe, welche den Dreiecksecken auf

einer harmonischen Geraden entsprechen; 9 Quadrupel.

3. Je eine Losung zweiter Classe mit drei einander nicht zugeord-

neten Losungen aus conjugirten Tripeln erster Classe, deren Wendepuncts-

Sfeite durch die der Losung zweiter Classe zugehorige Ecke

2 . 3 . 12 = 72 Quadrupel.

oreht;

Diese 90 Quadrupel bilden aber, indent sie paarweise einander zuge-

ordnet sind, 45 Paare.

In d«r That ist jedem Quadrupel
r

bestimmtes anderes End
I

g
\

)
geordnet, dass jede Losung des einen in Bezug auf

jede Losung des andern zweiter Class In A\ entspricht

hei der obigen Aufzahlung der Quadrupel jedem Quadrupel unter Nr. 1

unter Nr. 2. Die unter Nr. 3 aufgefuhrten Quadrupel aber bilden 36 3

"Wahlen wir irgend eines der 72 Quadrupel Nr

das

des

so ist es leicht

conjug zu finden, indem man

einen in Bezug auf j
des and

beachtet, dass jed(

von der zweiten CI

muss Di in beiden vorkommenden Losungen zweiter Classen mussen

Matliem. Classe. XIV. K
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also Ecken desselb Dreiecks

Losungen Classe, welclie in

also zwei conjugirten Systemen

Seiten clesselben Dreiecks entsprech

itsprechen; die beiden Systeme von

den Quadrupein vorkommen, mussen

von Tripeln entnommen sein, welche

1st das erste System gegebe

d enthalt es Losungen der Tripel z, h^h^ so findet man das dazu ge-

ge System leicht, indem man das i
te 7.te hte Schem 9 ver-

leicht, und diej drei Losunsren anssuchtb elche in diesen der

al deni Systeme gegebenen
1

Losung zugeordnet sind. So findet

man z. B. zu la, 2^, 3c die Losungen 7^, 8^, 9^; zu la, 2^, 3^ die Lo*

siingen 4a, 5a, 6a, u. s. w.

Die 90 Quadrupel fiihren also auf eine Resolvente 45. Grades,

Aber wie Hr.welche die gegebene Gleichung 40. Grades besitzt.

Jordan gezeigt bat , besitzt die Gleichung 45. Grades wiederum eine

Kesolvente 27. Grades, auf welche denn schliesslich alles zuriickkommt.

Die Existenz dieser Gleichung vom 27. Grade sieht man dadurch ein,

dass man zeigt, e/* 27 Arten moglichy die 40 Wurzeln in 5 Q
di d

Zunachst sieht man ein, dass bei jeder solchen Anordnung ein

Quadrupelpaar vorkommen muss, welches die Losung u, v enthalt. Dahei

kann die Anordnung damit begonnen werden, dass man eines jener 9

Quadrupelpaare welche u, v enthalten benutzt, und die 32 librigbleibenden

Losungen in 4 Quadrupelpaare vertheilt. Die ubrigbleibenden 8 Losungen

zweiter Classe bilden dann in der That vier Paare von Dreiecksecken, und

konnen also 4 Quadrupelpaaren angehoren. Es sei das erste Quadrupelpaar

etwa durch die Losung n, v und durch die Losung 1^, 1^, 1^. (§. 9.} gegeben.

Zu beweisen ist. dass man 4ie iibrigen 4 Quadrupelpaare noch auf

verschiedcne

moglich sind

Weisen walilen k so dass 9 . 3 27 Anordnungen

Man zeigt dies nun ht mit Hiilfe der Schemata

9. Die vier iibrigen Quadrupelpaare mfissen die 24 ubrigen Losun-

gen erster Classe, 2.^, 2b. 2C * • 5at 9b, 9c so entKalten, dass in jedem

Quadrupelpaar je eine Losung aus 2 Systemen dreier conjugirter Tripel

vorkommen, und dass solche zivei Systeme zwei Seiten eines Dreiecks

entsprechen. dessen dritte Seite durch den dera Tripel 1. entsprechenden
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Wendepunct geht. Also miissen diese Quadrupelpaare einzeln je eine

Losung aus den folgenden vier Paaren je zweier conjugirter System

e

enthalten

:

4,

2,

2,

2,

5, 6

5, 8

6,

4,

7

9

7.. 8,

3, 6,

3, 4,

3, 5,

9

9

8

7.

Man findet sofort, dass die Losungen erster Classe fiir das erste

dieser vier Quadrupelpaare noch auf drei Arten gewahlt werden konnen,

dass die der vier andern dann aber voUig bestimmt sind, wodurch alles

bewiesen ist. Die drei so entstehenden Gruppen von Losungen erster

Classe, welche den vier Quadrupelpaaren angehoren, sind folgende:

I.

4a, 5i, 6c; 7«, 8Ct 96. 4j, 5Ot

II.

^a J *bi ^a> ^c- 4C> 5Ui

III.

66; 7 C) 8j, 9a.

2a, 5c, 8j; 3a, 6^, 9c. 2^, 5fl, 8c; 3^, 6c, 9a

2j, 6a, 7c; Sb, 4c, S^.

2Ct &6f ^a 3 ^ci ^aj ^b^

2c, 6i, 7a ; 3^, 4a, 84. 2a, 6e, 7b; 3a, 4^, 8^.

2c, 4^, 9a; 3c, 5a, 7j. 2fl, 4c, 96 ; 3o, 5j, 7c. 2j, 6a, 7c; 3^, 4c, 8^.

Die Reduction der gegebenen Gleichung vierzigsten Grades, zunachst

auf eine des fiinfundvierzigsten, dann auf eine des siebenundzwanzigsten

Grades, ist durch diese Betracbtung

auf welche algebraische Probleme di

jewiesen. Es entsteht die Frag<

Reduction fiihrt. Auf diese Un

gedenke ich bei einer andern Gelegenheit zuruck zu kommen

l.
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