
Ueber die Abbildung einer Classe von Flachen

Von

A. Clebsch

Der Konigl. Gesellschaft der Wissenschaften iiberreicht am 8. Januar 1870.

ie Abbildung algebraischer Flachen auf einer einfachen Ebene ist selbst

dann wenn sie oft schwer ufiihrem ind es sich dabei

gewohnlich um den Nachweis gewisser auf der Flache liegender Gebilde

handelt , welche von verwickelten algebraischen Gleichungen abhangen.

Dagegen ist es immer sofort moglich, diese Flache auf einer mehrblattri-

gen Ebene abzubilden, z. B. durch einfache Projection von einem Punkte

aus; und dieses Hiilfsmittel, so einfach es ist, erleichtert unter Umstan-

den auch Vorbetrachtung fur die eindeutige Abbildung auf

fachen Ebene sehr wesentlich. Ich lm g einen Fall die-

ser Art behandeln. Bei den Abbildungen der Flachen 5. O. mit zwei

sich nicht schneidenden Doppelgraden oder mit einer Doppelcurve 3.

Grades, welche ich im 1. Bd. Annalen behandelt habe, stellten

sich der Abbildung keine besondern Schwierigkeiten entgegen.

den ] lachen 5. O. mit einer Doppelcurve 4. Grades ist

Aber bei

Herstel-

lung der einfachsten Abbildung auf der Ebene der Nachweis der Exi-

stenz gewisser Kegelschnitte nothig, welcher mir lange Zeit nicht gelin-

dass dieser Nachweis leicht ge-gen wollte. Es wird sich unten zeigen,

fiihrt werden kann, wenn man die Hache zunachst auf einer zweiblat-

trigen Flache abbildet, und dass sich hierbei zugleich der Character des

entsprechenden algebraischen Problems Zweitheilung der hyperellipti-

schen Functionen fur p 3 aufs Einfachste ergiebt.
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1. Bemerkungen fiber Abbildung von Flachen auf einer

mehrblattrigen Ebene.

Sind xx , x2 , x5 , #+ die Coordinaten eines Puncts im Raum , i, ju, v

die eines Punkts einer Ebene, so erhalt man die Abbildung einer alge-

braischen Flache auf einer mehrblattrigen Ebene, indem man die x pro-

portional mit ganzen rationalen Functionen von X, ju, v, co setzt, wahrend
(o als Function von t,u,i> durch eine Gleichung mit rationalen Coefficien-

ten bestimmt ist 1st diese Gleichung vom Grade r fur a>, so entspre-

chen einem Werthsystem A, ft, v im Aligemeinen r verschiedene Puncte
der Flache, und urn dieselbe zu trennen, kann man sich die Ebene aus
r Blattern bestehend denken , in deren jedem dann das Bild einer der
r Puncte sich befindet.

Urn eine einfache Vorstellung dieser Verhaltnisse zu gewiunen denke
man sich die Abbildung einer Flache rter o. etwa dadurch erzeugt, dass
man von einem beliebigen Puncte des Rauins Strahlen zieht. Jeder Strahl
trifft die Flache in r Puncten ; sie werden durch r unendlich nahe uber-
einanderliegende Puncte abgebildet, deren Ort der Durchschnitt des Strahls
mit der Bildebene ist. Auf diese Weise ist die gegebene Flache ein-
deutig abgebildet auf einer r-blattrigen Ebene.

Die r Blatter konnen in diesem Falle auf doppelte Weise mit ein-
ander verbunden sein. Erstens hangen sie langs derjenigen Curven zu-
sammen, in welcher die Bildebene durch den von dem gegeben Puncte£)^t>

gehenden Tangentenkegel der Flache getroffen wird. Jeder Strahl
desselben enthalt zwei unendlich nahe Puncte ; in jedem Puncte dieser
Curve hangen also zwei Blatter der Ebene mit einander zusammen, und
man kann in Puncten dieser Curve von einem Blatt der Ebene in das
andere gelangen; die Curve mag daher die Uebergangscurve heissen. An-
ders lst es mit der zweiten Verbindung der Blatter. Wenn die gege-
bene Flache eine Doppelcurve besitzt, so schneidet audi jeder nach die-
ser hin gezogene Projectionsstrahl in zwei zusammenfallenden Puncten,
und wenn man also die Doppelcurve projicirt, so erhalt man eine ebene
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Curve langs deren immer zwei Blatter der Ebene sich durchdringen.

Aber an diesen Stellen kann man im Allgemeinen nicht continuirlich

aus dem einen Blatt in das andere gelangen.

Wie aber eine Abbildung auf der mehrblattrigen Ebene entstan-

immer vermittelt sie die Vergleichung der auf der Fla-den sein mag

che gelegenen Raumcurven mit ebenen Curven. Denken wir uns in der

Ebene eine Curve

1 <jP (X, fi9 v)

gezogen , so liegt diese zunachst in alien r Blattern , und entspricht im

Allgemeinen einer zusammenhangenden Raumcurve. Aber es kann ge-

schehen, dass durch Hinzunahme der Gleichung 1. die Gleichung fur to

reductibel werde

;

entsprechende Raumgebilde. Dies tritt insbesondere im

und in diesem Falle zerfallt das der Gleichung 1.

Allgemeinen

dann em, wenn die

digen Durchschnitts der

che F = hervorgegan

Gleichung y
gegebenen

aus der Darstellung des vollstan-

?lache f= mit einer andern Fla-

Setzt man die Ausdriicke der durch

X F ein, so erhalt man Gleichung

2 . . . * (^ ^ v, »)

Die Definitionsgleichung von w sei

3 a [x, ^ v, w) 0.

Dann entsteht. die der Gleichung (p : entsprechende Gleichung der

Abbildungscurve , indem man id aus 2. 3. eliminirt. Aber dabei fuhrt

der Eliminationsprozess auf eine Gleichung niederen Grades fur w
9

im

Allgemeinen auf eine Gleichung 1. Grades; und diese Gleichung

*'
(4, P, v> <*>)

ist mit Hinzunahme der Eliminationsgleichung

4 R
ein Factor 3. , sodass diese Gleichnng in Bezug auf

ctoren zerlegt ist. Jeder dieser Factoren liefert mit 4. ein auf der Fla-

che liegendes Gebilde ; aber nur eines dieser Gebilde entspricht der

vollstandigen Durchschnittscurve, von welcher wir ausgmgen
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Der einfachste Fall, und derjenige, welchen wir im Folgenden al-

lein brauchen werden , ist der einer zweiblattrigen Flache. In diesem.

Falle hat die Gleichung 3. die Form

5 . . . U + 2Vw-i- Ww2 = 0.

wo Z7, V, W ganze Factoren von X, f.iy v sind; die Uebergangscurve

hat die Gleichung

R = V2 — UW =
Die Gleichung 5. kann in diesem Falle nur reduntibel werden, wenn VR
einem rationalen Ausdruck gleichgesetzt wird, oder wenn ein rationaler

Quotient — der Gleichung 5. geniigt. Ist aber die Gleichung einer

ebenen Curve von der Form

6 . . . Utp2 -h 2Vyyj + 2V<f2 = 0,

so dass

7 . . . \/R
Uxfj -f- V<p M

~i
= N

wird, so stellt die Gleichung 6. zwei verschiedene und vollig getrennte

Raumcurven dar, jenachdem in der Gleichung 7. das Vorzeichen von

\/R gewahlt wird. Ein weiteres Zerfallen der Raumgebilde kann da-

durch herbeigefuhrt werden, dass der Ausdruck auf der linken Seite der

Gleichung 6. identisch in zwei Factoren zerfallt. Im Folgenden ist,

wie man sehen wird, insbesondere der Fall von Wichtigkeit, wo R iden-

tisch in der Form Q2 — PS dargestellt werden kann. In diesem Falle

sind P= 0, S = die Gleichungen von Cnrven, welche K = beriih-

ren; in jedem Puncte ihres Verlaufes wird ]/R rational, ~±Q, und es

tritt daher durchaus der oben erwahnte Fall ein

. 2. Gleichung der zu behandelnden Flachen 5. O.

Die Flachen
,
welche im Folgenden behandelt werden sollen , sind

von der 5. Ordnung, enthalten eine Doppelcurve 4. Grades und eine
endliche Anzahl von Geraden.

9

Die Doppelcurve 4. Ordnung kann nur erster Species sein. Denn
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die Raumcurve 4. O. und 2. Sp. besitzt Sehnen , welche die Curve in

drei Puncten treffen ; es sind die Erzeugenden der einen Schaar eines

Hyperboloids. Diese wiirden eine Flache 5. O., welche die Raumcurve

zur Doppelcurve hatte, in 6 Puncten schneiden, wiirden also derselben

ganz angehoren , und die Flache loste sich also in ein Hyperboloid und

eine Flache dritter Ordnung auf. Ganz ebenso zeigt man die TJnmog-

lichkeit solcher uneigentlichen Doppelcurven 4. O., welche nicht beson-

dere Falle der Curve 1. Species sind.

Sei also F = die Gleichung einer Flache 5. Ordnung mit einer

Doppelcurve 4. Ordnung und erster Species. Die Gleichungen zweier

Flachen zweiter O. , welche sich in der Doppelcurve schneiden , seien

<p = 0, y = 0. Jede Flache des Systems <p -\- Ay = schneidet dann

die Flache F = in einer Curve zweiter Ordnung; soil die Flache

nicht windschief sein , so muss diese Curve zweiter Ordnung ein Ke-

gelschnitt werden. Die Ebene desselben ist der entsprechenden Flache

zweiter Ordnung zugeordnet; fur y= sei sie ^4 = 0, fur \u= C=0.
Flache

F - C<p* =
hat dann mit \p = die doppelt gerechnete Curve vierter Ordnung und
den Kegelschnitt %p = 0, y = gemein, was zusammen den vollstandi-

gen Durchschnitt ausmacht. Bestimmt man also die absoluten Werthe

der Constanten in C so, dass jene Flache mit y — noch einen weite-

ren Punct gemein hat, so muss dieselbe y als Factor enthalten, also

identisch

F= Cy2 + Ny
sein. Ganz ebenso erhalt man durch geeignete Bestimmung der abso-

luten Werthe der Constanten von A:

F= Ay2 + iV>.

Hier sind M und N F'unctionen dritter Ordnung; vergleicht man beide

Darstellungen von F, so hat man

Cy2 -\-My = Ay2 + Ny,
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oder

9>(N— Cy) = y{M— Ay)

Man kann

M = Ay — 2B<p

N=Cy — 2By,

wo M ein linearer Ausdruck ist , und erhalt also endlich fur F die

Gleichungsform

:

1 . . . F = C<?2 — 2B<f>y + Ay* == 0.

Die Fldche F = ist also der Ort der Kegelschnitte , welche durch
den Schnitt entsprechender Elemente in dem Kegelschnittbilschel

<P -\- X-y = 0,

und der Ebenenschaar

A + 2XB -i-&C=0
entstehn. Die Ebenen der Schaar sind die Tangentenebenen des Kegeh

AC — B* = 0,

dessen Spitze in dem Puncte der Oberflache 5. O. sich befindet, der durch
die Gleiehung

A = 0, B = 0, C =
gegeben ist.

3. Die Kegelspitze.

Die Kegelspitze (A = 0, B = 0, C = 0) besitzt eine sehr bemer
kenswerthe Eigenschaft. Jede von ihr ausgehende Gerade trifft die MS
che noch m 4 Puncten

.
und die Aufsuchang der letztern h&ngt von ei-

Gleiehung 4. Grades ab. Aber diese Gleiehung 4. Grades ist im-mer dureh quadratische Gleiehungen auflosbar. Urn dies einzusehen be-merke jeder von der Kegelspitze ausgehende Strahl
Tangentenebenen des Kegels angehort, also zwei Kegelsch
Schaar in je zwei Puncten trifft

, wodurch die

der

gte Zerlegung d
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biquadratischen Gleichung gegeben ist. Fur die Seiten des Kegels fal-

len jene Tangentenebenen , aber auch die Kegelschnitte zusammen; der

Kegel AC — B2 = beruhrt also die Oberflache doppelt. Die Beruhrungs-

curve findet man aus den Gleichungen

g> -f- Xy .-= 0, A-+- XB = 0, B + XC = 0.

Verbindet man diese mit der Gleichung einer Ebene, und eliminirt die

w, so erhalt man fur X eine Gleichung 5. Grades. Die Berukrungscurve

ist also von der 5. Ordnung.

Die von dem Puncte A = 0, B = 0, C = an die Flache gelegte

Tangentenkegel besteht aus zwei gesonderten Theilen , von denen der

obige doppeltberuhrende Kegel einer ist. Der andere kommt dadurch

zu Stande , dass nicht die zu einem Strahl gehorigen beiden Kegel-

schnitte zusammenfallen, sondern die Puncte, welche der Strahl mit ei-

nem derselben gemein hat; er umfasst also die von der Kegelspitze aus-

gehenden Strahlen, welche Kegelschnitte der Schaar beruhren.

Irgendeinen von A = 0, B = 0, C = ausgehenden Strahl kon-

nen wir als Durchschnitt zweier Tangentenebenen

A -+- 2XB -\- X2C =
1

' '

'

A + 2fiB + fi
2C =

des doppelt beriihrenden Kegels auffassen ; die beiden Ebenen sind durch

den Strahl, wie dieser durch jene, vollig bestimmt. Da aus 1.

2 . . . A . B : C = Xfi : — ^^ : 1,

so verwandelt sich die Gleichung der Oberiiache, welche in Verbindung

mit 1. die Schnittpuncte der Strahlen bestimmt, sofort in

iy) [if -f- py) = 0,

der oben erwahnten Zert'iillung entsprechend. Fur die Strahlen des

doppeltberiihrenden Kegels ist

3 . . . X — ju

Mathem. Classe. XV. B
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Den andern Beriihrungskegel erhalt man aus der Bedingung , dass der

durch 1. dargestellte Strahl die Flache

<f>
-+- Xyj

beruhre. Man erhalt diese Bedingung, indem man die Determinante des

Ausdrucks <p -\- Aip mit den Coefficienten der beiden linearen Functio-

nen 1. randert; die so entstehende Determinante ist durch 4(i

theilbar, und die nach der Division (ibrigbleibende Gleichung

2

4 . . . a

enthalt dann X noch bis zur vierten, /u bis zur zweiten Potenz,

Um die Gleichung dieses Kegels zu bestimmen, fiigt man die Glei-

chung einer durch die

O • • •

Spitze gehenden Ebene

aA + 2pB -f- rC

hinzu, und zahlt die dadurch bestimmten Werthe X. Mit Hulfe von 2

geht 5. in

aX/u M + rt 4* r o

iiber, und wenn man hiedurch /u als Function von X druckt und

4. einsetzt, so erhalt man eine Gleichung 6. Grades. Der Kegel ist also

von der 6. Ordnung.

Es folg o dass die Beriihrungscurve von der D da

durch die Kegelspitze ein Kegelschnitt der Schaar geht, so giebt es ei-

nen von der Spitze ausgehenden Strahl, welcher in dieser selbst be-

ruhrt; die Kegelspitze gehort also der Bemhrungscurve an, und muss,

wenn man die Durchschnitte der Ebene 5. mit dieser Curve zahlt, hin-

oerechnet Da Resultat wird sich weiter unten auf

derm Wege ergeben.
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§•4. Die Flache der vierten harmonischen Puncte

Die Gleichungen :

6 . . .

A: B : C A/u:
2

:1

-f- Xtp

bestimmen die Durchschnitte eines von der Kegelspitze aus^ehenden
Strahls X, p mit einem Kegelschnitte X der Schaar. Legt man zunachst

der Zahl ju alle m
einander alle Puncte

variirt, alle Puncte

n Werthe bei

Keffelschnitts

so erhalt paarweise, nach

und wenn man nun auch X

Schaar <

den nur

Reihe vc

ander im All
t»

che, und zwar, da

einen nicht schneiden

mal Die

Punctep

lache ist also durch

aufgelcist.

ei Kegelschnitte der

im Allgemeinen je-

Gleichungen 6

Sucken ww zu jedem dieser Punctepaare und zu der Kegelspitze den

harmonischen Pn

i nicht mit der

Dieser ist dadurch den Strahl

Flache <p -f- Xtu 0, sondern mit ihrer in Bezug auf
die Kegelspitze genommene Polare durchschne

letztern ist

Die Gleichung der

6» . . .
i

d<f

doc

d<p

l

doc

d<p

2

dx

d<f

3

dx4

4- *
dtp

dxl

+ *5
Dy
dx2

-M dtp

doc3

+ >*
dip

doc4

A x Bx C
x

A.o Ho C2

3

4

2

3

4

2

A* B* C3

A* Bx c,4

* -f- xw

Alle diese vierten harmo

chungen gegeben

:

werden daher durch die Glei-

B2
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, A : B : C = Xu : — X-±£
: 1

7 . . . { 2

4> + W=0.

Sie bilden eine Flache, von welcher im Allgemeinen jedem Werthsystem

/u nur ein Punct entspricht, welche also auf einer Ebene eindeutig

abgebildet ist, wenn man X>
t
u als Coordinaten eines Punctes in der

Bildebene auffasst.

Eliminiren wir aus 7. X und u, so erhalten wir die Gleichung

8 . . . C#2 _ 2B4>W + AW2 =
bie stellt eine windschiefe Flache 3. O. dar, welche zur Doppellinie

diejenige Gerade hat, in welcher die Polaren der Kegelspitze in Bezug auf

das Flachenbuschel <p -f- X\p =. sich schneiden3 und welche ausserdem dutch

die Kegelspitze geht.

Die in 7. enthaltene Abbildung dieser Flache auf der Ebene ist

nicht die einfachste, soil aber doch hier beibehalten werden. Setzt

man statt der Gleichungen 7. die folgenden:

9
QA = Xu, QB= - L±Jt

t QC = 1

qW = X, q<P = — Xx,

und ist

'

10 . . . aA + $B + yC + q<P —pV =
die zwischen den linearen Ausdriicken A, B, C, *, *P bestehende lineare

Identitat, so hat man

«4u — p ^±"— 4- r — * ti> + *q) = o,

und indem man den Werth von x hieraus entnimmt, kann man den

Gleichungen 9. die Form geben:
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QA

10 . . .

oB

X[i(p + Xq)

X-\- u—5— (p+ Xq) Q*

QC (p+qX) qW

X -j aXju

\ uXfi

X 4- ju

+ r\

x r*

2 + Y

welche die Abbildung liefert.

sieht durch Curven abgebildet, welche

Die ebenen Schnitte werden , wie man
X, ii zusammen in der dritten

Diemension, aber X nur quadratiseh, ju nur linear enthielten. Macht
man die Ausdruche rechts durch Einfuhrung einer dritten Grosse v ho-

mogen

,

bei fi

hab

0, V

n alle diese Curven 3. O. einen Teste

0, einen festen Doppelpunct bei X 0, v

fachen Pu

0.

Die in 10. 11 auftretenden Coefficienten p, q haben eine sehr ein-

Bezeichnet man durch xlt x2 , x5 , #4 die Coordinatenlache Bedeutung.

der Kegelspitze, so dass, identisch fur die u

11 . . U\XX u2x2 -\-u5x5 -\- w4#4

Ux Ai Bi Ci

u2 A2 B2 C2

u5 A5 B5 C5

U^, A^ jl>4 Ca

so ist aus 10 man darin die durch die x ersetzt

:

piq #1*1 + *2*2+ *5*5+ #4*4 : ^1*1 + V2X2 + ^3*3 + ^4*4-

Mit Riicksicht auf die Definitionsgleichung 6a von #, W verhalten sich

der Functionen y, t//, wennalso P und 9 einander, wie die Werthe

man darin die a? durch die x ersetzt, und konnen mit diesen Functions

werthen identificirt werden. Alsdann sind a> /3> y durch die Determinan

ten ausgedruckt:

a [BC4>W), {CA4>W), y= {AB4>V

§. 5. Darstellung der Flache 5. O. durch zwei Parameter.

Um nun die Puncte der Flache 5. O. zu finden, braucht man zu

den Gleichungen
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A: B:C = Au : ~2

nur eine einzige lineare Gleichung hinzuzuiugen , welche die fcitelle der
;

quadratischen Gleichung

(p -\- Ay =
vertritt. Eine solche findet man indem man das Quadrat von <#>-}"^
in die Form bringt:

13 . . . (++ W)2= — [(9+ ty)ip+ ty--(+-\-W 2
]

Die rechte Seite, fiir sich sleich Null gresetzt, stellt den von der Ke*,w*w «^~*~ & ^

spitze an die Flache y+xi/;=0 gelegten Tangentenkegel dar, und muss

sich daher, soweit sie von den x abhangt, als quadratische Function von

ABC darstellen; die Coefficienten derselben werden quadratische Fun-

ctionen von A. Setzt man darin fur A, B, C die ihnen proportionalen

Werthe A
t

u, 5— , 1, so muss sich der Ausdruck bis auf einen con-

stanten Factor in Si verwandeln, dessen Verschwinden, wie oben gezeigt,

das Zusammenfallen eines Punctepaars anzeigt , und mit welchein auch

die Dimensionen des .Ausdrucks in A, /u und in den Coefficienten von

<p, yj tibereinstimmen ; man hat daher:

14 . . . A: B: C : 4>-\- AW = Aju : — ^— : 1 : V77&.

Diese Proportion zeigt. wenn man sich die A, B, C um einen gemein-

schaftlichen Factor verandert denkt , dass c auch von A, B, C nicht
X

mehr abhangt, also eine Zahl ist.

Die wirkliche Ueberiiihrung der g> rechten Seite von 13. und da-

mit die Bestimmung von c kanii man folgenderrnassen vornehmen. Sei

symbolisch

<p 4. hp = xl = X* etc.

;

dann kann man der Gleichung 13. die Form geben

:
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r

(* +^2 = - «W£ - *UJ2 = - ¥\XX {XABC)
-

Xx [xABC?*

mx'BC)Ax + to'C^)^+ {xxAB) CJ*.

Die Darstellung durch ^4, J5, C ist hiermit schon gegeben. E
die rechte Seite, wenn man die A, B, C durch die ihnen

len Ausdriicke ersetzt,

P

i [(Xx'BCTjlu - i(XX'CA) (Z+ p) + {xx'AB)f
1

8(i -ufof,*. A+ 2AB+#C,A+2pB+ /u*Cp= - Si

Man hat also in 14. c = — 1.

Die Gleichungen

qA = Xfx

15 . .

*B *-hju

2

qC = 1

q(4>-\-XW) == K^i2

lassen die Variabeln x rait Hiilfe linearer Gleichungen durch i und ^
ausdriicken. Mit Hiilfe dieser Gleichungen entsprechen jedem Puncte

einer Ebene, in welcher X, ft die Coordinaten bedeuten, zwei Puncte

der Oberfiache 5. (). , welche in dem oben gebrauchten Sinne ein Paar

bilden. Die Flache ist also auf einer zweiblattrigen Ebene so abgebil-

det, dass diese Ebene, einfach gerechnet, zugleich das Bild der Flache

der vierten harmonischen Puncte ist, und dass der Ort des Bildes eines

Punctepaars mit dem Ort des Bildes der entsprechenden vierten harmo-
nischen Puncte vereinigt ist.

Nimmt man wieder die Identitat .11. zu Hiilfe, so kann man die

4 Gleichungen 15. durch die folgenden 5 ersetzen, in denen nun links

X nicht raehr vorkommt:
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q A = Zf*(f + Xq)

9 V= {aXp—fi±£+ y)+ qV -&

6. Abbildung auf der z weiblattrigen Ebene
EbeneSchnitte.

Ich habe die Abbildung der Gleichungen 16. in dieser allgemeinen

Form gegeben, werde aber der Einfachheit wegen im Folgenden voraus-

setzen, dass A = 0, J5 .= 0, C = drei Ebenen # = 0, y — 0, z =
eines Coordinatentetraeders seien,- wahrend die vierte Ebene t— eine

beliebige Lage. Die Tangentenebenen des Kegels werden dann durch

17
*+ 24y -M** =
a;+ 2/iy -\-

p

2g =
dargestellt, und man hat

18 . . . x : y z = Xfx : ^— • 1

Setzt man dies in die Gleichung <f-\-Xy/= ein, so iindet man

19 . . . Uz*+ 2Vzt-\-Wtz=
t

wo U, V, W Functionen von X, fi sind; und zwar enthalt U die Gros-

sen X, ft zu den Ordnungen 3, 2 , V zu den Ordnungen 2, 1 , W zu

den Ordnungen 1, 0. Setzt man, wie geschehn soil, y und \p als allge-

mein voraus
,

so sind auch U, V, W ganz beliebige Functionen solcher

Art: denn es ist:
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X-\-fi.
2

U=[<plx X
2
fl
2—9l2*f*{A+P) 4" <P22{—aT-) 4-2^13^—^23(^+/")H-y33]

^+^ 2

20 /
+4Vll*V- V,12^(^+/W)+V/22(^-) +2yi54»—V25(*+/*)+V55]

<*+ <" ^+i"
F=(5P14^ $P24—

2

1~ ^34) +^(V34^/*— V>24 g ^ ^34)

TF" = SP44 -|- i ^44.

Es ist leicht zu sehen, dass wenn etwa U, V, W als gegeben ge-

dacht werden, die Coefficienten <p, ip vollig und eindeutig bestimmt sind.

Aus W sind sofort y44 , i//44 gegeben; aus V zunachst y24» 934. Vi4»

t^24. m zweiter Linie y 4. V54 5 endlich aus Z7 zunachst y2 2. 9>23> 9>33i

Vn> Vi2» V22» sodann aus den Coefficienten von ,a2i2
, /Al, jl2 , X mit

Hiilfe der oben gefundenen auch yU) y12 , ^23' V33 5 zuletzt bestimmt

man noch y13 , t^13 aus den Coefficienten von /uX2 und ^i. Die Functionen

U
t
V, W sind also iibrigens allgemeiner Natur, und konnen an Stelle

der Functionen y, y als ursprunglich gegeben angesehen werden.

Entnimmt man aus 19.

:

^ _ V — \TV2—VW
1

~~
IF

so giebt dies im Verein mit 18. fur a?, ^, s, f die folgenden Ausdrucke

durch X, ft:

q x = ^uTF

21 . . .
?.*,-" 2

gt = — F + /F- £/JF,

eine Darstellung der Flache, welche der Darstellung 16. Equiva-

lent ist.

Mathem. Classe. XV. C
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Es ist hierbei nichts willkurlich, als die Lage der vierten Ebe

t = 0. Ersetzt man diese durch eine andre, f = 0, welche nur nicht

durch die Kegelspitze gehen darf, so hat man

22 . . . q f = q (t 4- «* 4- fy 4- yz) = — v+ wr +^
wo

„ * 4- a* .

23 . . . r = «i^ — /?—-y~ 4- y

gesetzt ist und wo R die Formen annimmt:

24 . . . £ = F2— UTF=(F— WTf— W(U— 2vr+wr>).

Die Gleichung 22. reicht aus, um die ganze Abbildung darzustellen,

wenn man #, @, y als allgeraeine Coefficienten betrachtet. Denn in

diesem Falle reorasentirt f = eine beliebige Ebene, also

25 . . . -F+ WT 4- KR =

das Bild eines beliebigen der Ebene f = entsprechenden ebenen

Sehnittes.

Befreit man die Gleichung 25. von der Irrationalitat, und benutzt

R in der Form 24,, so erhalt man, mit Absonderung des von a, /?, y un-

abhangigen Factors W:

26 . . . ?7 — 2 TV 4- J^TF = 0.

Dieses ist die Gleichung der ebenen Curve, welche als Bild eines

ebenen Sehnittes zu betrachten ist: aber von den beiden Blattern der

Eb ;ne reprasentirt in jedem Puncte nur eines einen Punkt des ebenen

Sehnittes, insofern das Vorzeichen von [/jR aus der Gleichung 25. be-

stimmt ist.
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Um auch das Bild eines solchen ebenen Schnitts zu erhalten, wel-

cher durch die Kegelspitze geht, muss man sich die absoluten Werthe

der Constanten a, p, y unendlich gross denken ; fs geht dann in

ax-\-py-\-yz= fiber, aus 26. sondert sich W ab, und es bleibt iibrig

27 ... . r = 0,

wahrend 25. keine Vorzeichenbestimmung von VR mehr giebt; es ge-

horen also zwei iibereinanderliegende Puncte der Doppelebene immer
gleichzeitig dem Bilde an.

7. Die Uebergangscurve.

Schon in §. 1 ist darauf aufmerksam gemacht, dass die Ueber-

gangscurve R = fur die Abbildung von besonderer Bedeutung ist.

Diese Curve ist hier von der Ordnung 6; aber da in ihrer Gleich &

27a
. . . R = V2 — TJW =

X nur bis zur vierten, /u nur bis zur zweiten Potenz vorkommt, so hat

jL u
sie besondere Eigenschaften. Setzt man -,. - fur X

y fx und multiplicirt

mit der betreffenden Potenz von v, so erhalt man eine Gleichung, in

welcher jedes Glied fur X, v zusammen wenigstens von der vierten, fur

/*, v zusammen wenigstens von der zweiten Dimension ist. Die Ueber-

gangscurve hat also einen vierfachen Punct P bei X = 0, v = 0, einen

Doppelpunct Q bei /u — 0, v = 0.

Es ist leicht zu sehen, dass sie eine allgemeine Curve dieser Art
ist. Dass die Functionen Ut V, W in ihr Art allgemein sind, ist schon

oben erwahnt. Aber man kann auch jede Curve, welche in P einen

fachen, bei Q Form 27a
. bringen. Um

dies zu zeigen, stelle ich folgende Betrachtung an. Es sei eine Curve

der gedachten Art gegeben; ihre Gleichung muss die Form haben

C2
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28 . . . Lfi* + 2 L'uv -f L44 v2 =

/

wo L, L 4
, L" homogene Functionen 4. O. von X, v sind. Schneidet

X
man die Curve durch eine von P ausgehende Gerade (fur welche -

constant ist) so findet man die beiden Schnittpuncte, welche die Gerade

ausserhalb P mit It = gemein hat, durch die Gleichung:

P L 4 + VL42 — LL 44

v Li

Der Ausdruck LL44 — L42 kann kein voiles Quadrat sein, denn

jedem quadratischen Factor entspricht ein Doppelpunct der Curve, es

gabe dann also ausser P und Q noch 4 Doppelpuncte, und die Zahl p
wiirde, da P als sechsfacher Doppelpunct gilt, negativ, die Curve miisste

zerfallen. Man muss also wenigstens zwei Factoren in LL44 — L4 2

haben, welche nur je einmal vorkommen. Jeder derselben entspricht

einer von P an der Curve gezogenen Tangente.

Sei nun X so gewahlt, dass X = eine solche Tangente wird. Der

Ausdruck

v+(L iu* + 2

1

> + L "*),

in welchen die linke Seite der Curvengleichung fur X = tibergeht,

muss ein Quadrat

v*(lp + Vvf

sein, die Curvengleichung also die Form haben:

29 . . . v* (Ifi + Vvf — X. M = 0,

eine Form, welche unter 27a
. als besonderer Fall enthalten ist.

Man kann also in der That jede Curve, welche P zum vierfachen,

Q zum Doppelpunct hat, in der Form 27 a
. darstellen, und 27*. giebt also

eine ganz allgemeine Curve solcher Art
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Die Uebergangscurve ist das Bild derjenigen Curve, in welcher der

einfach beriihrende von der Kegelspitze ausgehende Tangentenkegel die

Oberflache beriihrt. Um die Ordnung der entsprechenden Raumcurve

festzustellen, hat man nun die Gleichung R = mit den Gleichungen 21.

QX = X(xW

QZ = W
Qt = — V

und mit der Gleichung der Abbildung eines ebenen Schnitts (26)

U — 2 TV -f- r*>w =
zu verbinden. Die beiden Gleichungen

u — 2rv + r*w = o, v2 — uw = o

fiihren aber auf

u — rv = o

v — rw
aus denen wiederum die erstern hervorgehen. Von diesen stellt die

erste eine Curve 5. O. dar, welche in P einen dreifachen, in Q einen

Doppelpunct hat , die andere eine Curve 3. O. , welche in P einen

Doppelpunct hat und durch Q einfach hindurchgeht. Diese Curven ha-

ben also ausserhalb P und Q (welche nicht mitzuzahlen sind, da ein

Schnitt in ihnen nicht einen Schnitt im Raum bedeutet) noch

3. 5 — 2. 3 — 1. 2 = 7

Schnittpuncte. Eine Ebene trifft also jene Raumcurve in 7 Puncten

und diese ist von der 7. Ordnung, was mit §. 3 iibereinstimmt.

Diese Raumcurve bildet sich durch die Uebergangscurve eindeutip

ab. Beide haben also das Geschlecht gemein (p = 3) und den Umstand,
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dass sie hypereUiptisch sind, d. h. dass ihre Coordinaten sich mit Hulfe

einer Quadratwurzel (hier aus einem Ausdruck vom 8. Grade) darstel-

len lassen.

. 8. Die Gerade W =

Wenn man die Gleichung 27a
. in der Form 28. anordnet, so giebt

29a
. . . LL" — L 1* =

eine Gleichung 8. Grades, welche die 8 von P an die Uebergangscurve

gezogenen Tangenten liefert. Diese Gleichung aber zerfallt hier immer

in den Factor JV9 und eine Gleichung 1. Grades 8 = 0. Die Gerade

W = ist in der That eine der von P an die Curve ziehbaren Tan-

genten, denn W versieht in 27 a
. genau dieselbe Stelle, wie X in 29.

Bei der Uebergangscurve ist also insbesondre eine der von P zu zie-

henden Tangenten ausgezeicknet und von vom herein gegeben. Diese hat

fur die Abbildung die grosste Wichtigkeit; sie dient zur Unterscheidung der

in den verschiedenen Blatter-n fiber einander liegenden Gebilde.

Jede von P ausgehende Gerade stellt einen Kegelschnitt der Schaar

dar, indem - fur dieselbe constant ist. Auch die Gerade W = also
v

stellt einen solchen dar. Um diesen zu bestimmen, bemerke ich zu-

nachst, dass durch Einfuhrung der Grosse v die Gleichungen 21. in die

folgenden iibergehen:

30 ... .

qy =. g

—

vW

QZ V2W
Qt = — v + vvz-wu.

wo U, V, W aus 20., nur immer mit Erganzung entsprechendes Po-

tenzen von v zu entnehuien sind. Fur W = ist nun hienach, wenn
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VV2
den.

V, ofFenbar x 0, y 0, z 0, t von Null verschie-

Bei dieser Wahl des Vorzeichens von \^V2 stellt also die Gerade

W nur die Kegelspitze dar. 1st dagegen VV2 V, so nehmen alle

Ausdriicke 30. rechts die Form Null an, statt dessen kann man den

Gleichungen die Form geben

:

QX Xfi, M 2
V QZ V2

Qt
V W2 uw 9 * U

w V t yv2-uw
JL
2V

Z
Diese Gleichungen, in welchen — aus W zu entnehmen ist, stellen

denjenigen Kegehchnitt der Schaar dar, welcher durch die Kegelspitze kin-

durck geht. Denn die Gleichungen

QX

QZ

Qt

22juV

fi)vW

2p2V
U

enthalten den Parameter jlc zur zweiten Potenz, stellen also eine Curve

2. O. dar; dieselbe liegt in der Ebene

v2x -+ 2Ivy -f X 2z 0,

ist also der Schaar angehorig; endlich ist mit V was Werth

von - giebt, x

die Kegelspitze.

0, y z d. h. der Kegelschnitt geht durch

D Gerade W= in der Doppelebene besteht also

Wl 0. w,2 0, von welchen immer Puncte

xus zwei Geraden

den verschiedenen

Blfittern iiber einander liegen, und welche zwei versrhiedene Gebilde darstellen

Die Gerade Wi ist das Bild der Kegelsp die Gerade W,2
das Bild des durch die Kegelspitze gehenden Kegelschnitts der Schaar.
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Erscheint die Kegelspitze so iin Bilde in eine Gerade ausgebreitet,

so entspricht jedem Puncte der Geraden eine auf der Flache durch

die Kegelspitze gehende Richtung. Der Beriihrungspunct mit R =
insbesondere, welchen WY = und W2 = gemein haben ,

entspricht

der durch die Kegelspitze gehenden Richtung, welche den Kegelschnitt

beruhrt.

Indem man ein fur alle Mai die Geraden Wx = und W2 =
unterscheidet, kann man nun zugleich in alien andern Fallen, in welchen

eine Curve der Bildebene in ihrem doppelten Verlaufe zwei verschiedene

Raumgebilde darstellt, diese von einander unterscheiden , indem man

das verschiedene Verhalten beider Theile der Abbildung gegen diese

beiden Geraden angiebt.

9. Curven der Ebene und ihre Bedeutung

im Raum.

Die Curve

31 . . . /(*, fjt t v) = 0.

der Bildebene stellt ein einziges Raumgebilde dar, sobald mit Hiilfe ih-

rer Gleichung nicht It in das Quadrat eines rationalen Ausdrucks

ubergefuhrt werden kann. In diesem Falle ermittelt man die Ordnung

der entsprechenden Raumcurve einfach, indem man die Gleichung 31.

mit der Gleichung

32 . . . u — 2rv + r*w = o

combinirt. Jedem Schnittpuncte der Curven 31. 32. welcher nicht in

P oder Q fallt, entspricht ein Schnittpunkt einer Ebene mit der zu 31.

gehorigen Raumcurve; nur einer, weil aus 25. zugleich \/R gegeben ist;

die Anzahl der bewegiichen Schnittpuncte von 31. 32. giebt also die

Ordnung der Raumcurve an.
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Nun hat die Curve 32., welche von der 5. Ordnung ist, P zum

dreifachen, Q zum Doppelpunct; hat also die gegebene Curve /—
P zum afachen, Q zum /Jfachen Punct, und ist / von der m. O., so ist

die Ordnung m4 der zugehorigen Raumcurve:

m hm — 3a — 20

Ganz anders verhalt es sich, wenn die Gleichung / = die Ei-

genschaft hat, dass mit ihrer Hiilfe VB in einen rationalen Ausdruck

M+ ^ verwandelt werden kann. In diesem Falle erhalt man aus 30.,— N
M

ie nachdem fur -^ das eine oder das andere Vorzeichen gewahlt wird,

die Gleichungen:

qx = JL/iWN QX = XfiWN

X + fi A -\- fi

W = g^rWN Qy = ^- vWN

oz = v2WN ,
qz = v2WN

ot = — VN+M Qt = — VN—M.

Dies sind die Gleichungen zweier vollig verschiedener Raumcurven,

welche zusammen durch die Curve /= abgebildet werden, doch sodass

zwei in den beiden Blattern iibereinanderliegende Puncte nieraals dem

Bilde derselben Raumcurve angehoren. Daher folgt ferner, dass

in solchem Falle immer f= die eindeutige Abbildung der entspre-

chenden Raumcurve ist, dass also die Zahl p fur / = und fur die

beiden dadurch reprasentirten Raumcurven denselben Werth haben

muss. Ich werde jetzt die einfachsten dieser Falle untersuchen. In

denselben ist immer N = 1, also identisch

R = W — f.F,

und zwar hat die Curve 3. O. M = in den zu betrachtenden Falle

immer in P einen Doppelpunct, in Q einen einfachen Punct , sodas

Mathem. Classe. XV. D
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von f.F=0 dasselbe gelten muss. Wenn nicht etwa F eine Con-

stante ist, so stehen die beiden Curven und F in

einer gewissen Wechselbeziehung zu einander, beide beriihren die

Curve R = 0, wo sie derselben ausserhalb der vielfachen Puncte be-

gegnen oder schneiden sich auf derselben. Einige hieher gehorige Falle

will ich im Folgenden behandeln.

Unter den angegebenen Verhaltnissen ist es leicht, die Ordnungen

des zu den beiden Curven /= gehorigen Raumcurven zu bestimmen.

Sie sind durch durch die Schnittpuncte bestimmt, welche die Curve

in den beiden Blattern mit dem Bilde eines ebenen Schnittes
i

hat, und welche nicht in P oder Q fallen. Die Gleichung des Bildes

eines ebenen Schnittes ist nach 25.

V wr VR o,

man hat also hier, jenachdem \/"R = M oder ]/R
Schnittpuncten mit / = ist, entweder

M in den

33... V wr M oder V wr + M 0.

Beide Gleichungen stellen Curven dritter Ordnung dar, welche P
zum Doppelpunct, Q zum einfachen Puncte haben. Jede dieser Curven
schneidet also /= 0, wenn diese Curve wieder der Ordnung

d P zum afachen, Q zum /Sfachen Punct hat, ausserhalb P, Q noch
in 3m 2 Puncten. Aber hiezu kommt noch, dass

Schnittpuncten von / = mit W = 0, wo R W V2

entweder V M oder V + M verschwindet, also jedenfalls

in den

t, auch

iine der

Gleichungen 33. erfullt ist. Mit andern Worten den Schnitt

puncten mit 33. sind noch diejenigen fest und daher hier

auszuschliessen, welche f = mit W
Zahl

gemein hat, m a an

(Vr

immer in einem Blatte, namlich da nach 8 W2

haupt nicht der Gleichung 25

V), wahrend sie in dem andern Blatte jedesmal fiber

Ist nun (> die Zah] derjenig
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den Schnittpuncten von /= mit W 0. fi welche M
a die Zahl derjenigen fur welche M V, so ist

V.

Q + <* m a,

und die Ordnungen der zugehorigen Raumcurven sind:

34
3m—2a

3m—2a
9

a
\

2m

2m

a

a

fi+a

Die Zahlen q und a haben fur die R eine sehr einfach

Bedeutung D W,2
Kegelsclmitts der Schaar

das Bild des durch die Kegelspitze gehenden

ist, so geben die Zahlen q, a an, wie oft jede

der Raumcurven diesen Kegelschnitt schneidet. Ferner
e>

triftt das Bild jeder der Raumcurv offenbar Wl uberall da

W ohne dass W>2

Und da W
bei d tritt dies ermal, bei der

das Bild der Kegelspitzweiten (>mal ein. uuu u<» rr \

sieht man, dass a bei der ersten, q

von Zweigen bedeutet, welche durch die Kegelspitze gehen

bei der Raumcurve die Anzahl

10. Die Linienpaare der Kegelschnittschaar.

Von dem vierfachen Puncte der Curve JR lassen sich nach

§. 8 acht Tangenten an diese Curve ziehen. Von diesen ist eine, namlich

0, gegeben; die 7 andern findet man durch die Gleichung 29*.,W
wenn man aus derselben den Factor W entfernt. Ist W' die

Gleichung einer solchen Tangente, so nimmt nach §. 7 die Gleichung

R = die Form

J7>2 W'U

an, und VR wird fur W gleich + V'

in 9 erwahnte Fall die Zahlen

0, also m a 0, daher auch q

Es der

a, 3 haben die Werthe 1, 1

0. a 0, und mithin

D2
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m l = 1, m" = 1

Die von dem vierfachen Puncte an R = gezogenen 7 Tangentev

(ausser W= 0) stellen also 7 Linienpaare dar , welche auf der Fidehe liegen.

Diese Linienpaare sind besondere Falle der Kegelschnittschaar,

welche durch die von dem vierfachen Punct ausgehenden Geraden abge-

bildet wird. Fur jede solche Linie ist in §. 9 m = 1, a = 1, /? =
also m*— 2 ; da fur jede solche Curve — constant ist, so stellen dieselben

die Kegelschnitte der erzeugenden Schaar vor (§. 8). Dass unter diesen
gl

7 Linienpaare sind, sieht man direct. Man braucht nur die Bedingung

aufzustellen , unter welcher die Flache <p -f- X xp = von der Ebene

A-\-2XB-\-X2 C=0 beriihrt wird. Dies giebt eine Gleichung 7.

Grades, und ofFenbar ist dieselbe mit der oben erwahnten identisch,

Man erhalt diese Gleichung direct in der Form, welche entsteht, wenn

man die Gleichung der Oberflache q> -f* X \j) = in Ebenencoordinaten

schreibt, und fur die Coordinaten der Ebene dann die der Gleichung

A -+- 2XB -f X2C = einsetzt, namlich

SPn-HVii »i2+Ma 9>i3-NVi3 yi4+^Vi4 Ax-)-2XBi-{-fi

<P\2~\-tyl2 9>22-hXyj22 ^25+^25 ^24+^24 A2+2AB2+$ l

SPl34-^Vl3 925+^23 933+^35 954+^34 A5+2XB5+# i

SP14+M+ »24+M4 SP34+M4 0>44+*V44 A^2XB^^
\A1-^2XB1 -\-X

2ClA2-^2XB2-]-X
2C2A5-\-2XB5-^X2C5 A^2XB^-\-X2C^

Da die zwei Linien eines Paars durch zwei in den beiden Blattern

ubereinanderliegende Geraden abgebildet werden, so muss der Durch-
schnittspunct beider durch denjenigen Punct dargestellt werden, in

welchem die Gerade die Uebergangscurve beriihrt. Die Beruhrungs-
curve des einfachen von der Kegehpitze ausgehenden Tangentenkegels geht

also durch die Doppelpuncte der 7 Geradenpaare.

9
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11. Die von R = herriihrenden hyperelliptischen

Integral e.

Die Uebergangscurve R = fiihrt auf hyperelliptische Integrale,

und auf ein denselben entsprechendes Umkehrproblem. Es seien «lt u2 ,

u$ die einem Puncte von R = entprechenden Integrale erster Gat-

tung ; ihre untern Grenzen seien so bestimmt , dass , wenn sich die

Summe auf die Durchschnittspuncte einer algebraischen Curve mit

R = erstreckt, immer

2ui = 0, 2u2 = 0, 2u5 =
(vgl. Crelles Journal Bd. 63, p.197).

Dera vierfachen Puncte der Curve entsprechen 4 Integralsysteme,

die durch «», /?,, ^i, <** bezeichnet sein mogen (i ss 1, 2, 3) , dem Doppel-

puncte zwei Systeme, welche durch a;, hi bezeichnet seien . Da die beide

vielfache Puncte verbindende Gerade die Curve R = nicht mehr

schneidet. so hat man

1 . . . «s + Pi + yi + * + * + fc = 0. (t = 1, 2, 3).

Jede von dem vierfachen Puncte ausgehende Gerade schneidet die

Cure in zwei Puncten deren Integralsysteme ut, u-f seien. Man hat dann

«i 4- # + y< + * + ui 4~ V = °.

oder

2 . . . w» 4" M»' = a» 4" & (i = h 2, 3).

Insbesondere fallen fur die 8 oben erwahnten Tangenten die Inte-

grale ut mit den Integralen ui
4 zusammen. Man hat also fur die jenen

Beriihrungspuncten entsprechenden Integrale

2ui = en -f- bi

oder da rechts eine Periode hinzugefugt werden kann:

Ui
Pi 4- <n 4- b

i

2

wo die Pi gewisse Periodensysteme bedeuten.

«
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. 12. Beriih rungs kege Is chnitte.

Legen wir einen Kegelschnitt durch die beiden vielfachen Puncte

R = 0, so trifft er die Curve noch in 6 Puncten, deren Integralsy-

sterae Man hat dann nach dem Vorig

A=6
2 Vi

{k) 4. ai 4- ft 4- Yi 4- Si 4- at + 6,- aa 0,

&=1

oder wegen 1.

:

A=6
J? „i(A) =
k=l

Man kann nun diese Schnittpuncte paarweise zusammenfallen lassen,

und erhalt dann Kegelschnitte, welche durch die beiden vielfachen Puncte

gehen, und R = in 3 Puncten beruhren. Die Beriihrungspuncte be-

stimmen sich durch die Gleichungen

2 («/ + vf + iV") =
oder

4 . . . «i' + »*" -+- #i
/>/

2'

wo die Q» beliebige Systeme von Periodicitatsmoduln sind.

Jedem System Q entspricht ein System v\ v'\ viU und also ein

Kegelschnitt; da die Q 6 ganze Zahlen enthalten, welche oder 1 sein

konnen, so hat man im Ganzen 26 = 64 solcher Kegelschnitte

.

Die Gleichung eines solchen Kegelschnitts sei K = 0. Durch die

Beriihrungspuncte desselben lege ich eine Curve 3. Ordnung, L = 0,

welche in dem vierfachen Puncte von jR = einen Doppelpunct hat,

und durch den Doppelpunct von R — einfach hindurchgeht. Fur

sie sind nur 7 lineare Bedingungen hiedurch gegeben ; es giebt also ein Sy-

stem solcher Curven mit zwei willkurlichen Parometern; ist eine Curve

des Systems L = 0, so sind die iibrigen von der Form L + AK= 0,

woi — die Gleichung irgend einer durch den vierfachen Punct ge-

legten Geraden ist.

i
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Die Curve R — c L2 = hat mit K = 12 Puncte gemein

;

den vierfach gerechneten vierfachen Punct und den zweimal gerechneten

Doppelpunct von R = 0, ausserdem die 3 doppelt zu reehnenden Be-

riihrungspuncte von R = mit K = 0. Bestimmt man also c so,

dass der Ausdruck R — cL 2 noch fCir einen weitern Punct von K =
verschwindet, so muss er K als Factor enthalten. Indem man also die

Werthe der Coefficienten von L richtig bestimmt, wird

identisch

R = L2 — MK
Die Curven K = gehoren also unter die zweite in §. 9 erwahnte

Kategorie; fur sie wird ]/R rational, und die Ordnung der entsprechen-

den Raumcurven bestimmt sich aus den Gleichungen 34. jenes §. Fur

K = ist also m = 2, a = 1, 3 = 1, m — a = 1, daher eine der

Zahlen q, a gleich 1, die andere gleich 0, eine der Zahlen m', m" gleich

2, die andere gleich 3.

Jede Curve K = reprasentirt somit einen Kegel schnitt und eine

Curve 3. O. im Raum, jenachdem sie die Linie W = in demjenigen

Blatt wirklich schneidet, in welchem sie einen Kegelschnitt (W2

oder in demjenigen, in welchem sie die Kegelspitze (W\ = 0) bedeutet.

Es giebt also ausser der oben erwahnten Schaar noch 64 einzelne

Kegelschnitte auf der Oberflache. Sie werden durch die Zweitheilung

der hyperelliptischen Functionen fur p = 3 gefunden , welche bekannt-

lich ausser der Losung der Gleichung 7. Grades (§. 10) nur Ausziehen

von Quadratwurzeln erfordert.

Jede Curve K = schneidet jede der von dem 4fachen Puncte

ausgehenden Geraden in einem Puncte. Aber von den Puncten des

Raumes, welche dieser Punct darstellt, liegt nur einer auf dem entspre-

chenden Kegelschnitte. Man hat also den Satz: Jeder der 64 einzelnen

Kegelschnitte trifft jeden Kegelschnitt der Schaar einmal.

Zur Erganzung des Beweises fur diesen Satz ist noch folgender hin-

zuzufiigen. Zwei Curven im Raum konnen sich schneiden, ohne dass

dies bei ihren Bildern der Fall ist; wenn namlich beide durch die Ke-
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gelspitze gehen, oder einen Punct der Doppelcurve geinein haben. Er-

sterer ist hier ausser Frage, da die Kegelschnitte der Schaar nicht

sammtlich durch die Kegelspitze gehen. Aber auch was den Schnitt

anf der Doppelcurve angeht, so kann jeder der 64 Kegelschnitte doch

nur einzelne Puncte mit der Doppelcurve gemein haben, sich also auch

nur mit einzelnen Kegelschnitten der Schaar ausnahmsweise auf der

Doppelcurve treffen.

Ich bemerke noch, dass aus der Beriihrung des Kegelschnitts in

der Ebene mit JR = keineswegs eine Beriihrung der entsprechenden

Raumcurven zu folgern ist. Vielmehr folgt daraus nur, dass die Tan-

gentenebene des Schnittpunkts durch die Kegelspitze geht, was an und

fur sich klar ist.

13. Synthetische Configuration der Abbildung.

Obgleich durch das Vorliegende fur die eindeutige Abbildung auf

einer Ebene die wesentliche Grundlage gewonnen ist, so werde ich

doch im Folgenden noch einige weitere Untersuchungen iiber die Ab-

bildung auf der Doppelebene bringen. Es handelt sich zunachst darum,

was man in der Doppelebene als gegeben ansehen kann und muss, urn

daraus die Abbildung einer Flaehe 5. O. mit einer Doppelcurve 4. Gra-

des in bestimmter Weise herstellen zu konnen.

Zunachst ist oben bereits gezeigt, dass R = eine allgemeine

Curve ihrer Art ist. Denken wir uns also eine solche in beliebiger

Weise in der Bildebene gegeben.

Von dem Puncte P miissen wir ferner eine der 8 moglichen Tan-

genten an die Curve ziehen, und sie zur Linie W = wahlen, indem

wir sie fur die beiden Blatter als Wx — und W2 = unterscheiden.

Wollen wir nun aber diejenigen Kegelschnitte angeben, welche

durch P und Q gehen und Bilder der durch die Kegelspitze gelegten

ebenen Sehnitte sind, so miissen wir noch beachten, dass die Gleichun<*

r == eines solchen Kegelschnitts immer fur JL, /u symmetrisch ist.

Dies Moment kann man in tolgender Weise einfuhren.
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Ziehen wir in der Abbildung irgend eine Linie, welche nicht durch

P oder Q geht. Durch passende Wahl der Veranderlichen X, /u konnen

wir noch auf unendlich viele Arten es erreichen, dass

die Gleichung dieser Lin ist.

X = (JL

Denn hierzu ist thig, dass die

dritte Ecke des Coordinatendreiecks auf dieser Linie angenommen wird,

und dass man X und ju mit passenden Zahlenfactoren versieht. Man

kann mit Hulfe dieser Linie die Bedingung, dass ein Kegelschnitt die

Gleichung

aX/j,
„ X -4- a „

o

habe, auf rein geometrische Elemente zuriickfiihren. Ist namlich irgend

ein Punct A des Kegelschnitts mit den Coordinaten X, /u, v ausser P, Q
noch gegeben, so muss auch ein zweiter Punct B mit den Coordinaten

ju, X, v auf demselben liegen , wenn die obige Gleichungsform eintreten

soil; es handelt sich nur darum, B zu finden. Zwei solche Puncte A,

B

stellen dann die beiden Punctepaare dar, in denen ein von der Kegel-

spitze ausgehender Strahl die Flache schneidet. Aber die Linie PA,

X
fiir welche — den gegebenen Werth hat, schneidet sich mit QB> fur

v

welches — denselben Werth hat auf der Geraden X
v

/u; eben so PB

mit QA. Man verbinde also, urn Q zu finden, A mit P und Q, und

die Schnittpuncte beider mit X = /u verbinde man mit Q und P; die

Diese Construction sagtletztern Geraden schneiden sich dann in B.

nichts weiter aus , als dass die Pole der Linie v = in Bezug auf alle

Kegelschnitte F = der Linie X = ju angehdren.

Die Linie X = p ist nach 8. 3 das Bild der Beruhrungscurve des

doppelt beruhrenden Kegels, welcher von der Kegelspitze ausgeht. Indem

man diese annimmt, und die soeben gegebene Construction hinzufiigt.

wird aus der dreifach i

Kegelschnitte die dopp(

Mathem. Classe. XV.

endlichen Schaar

i unendliche Scha

r durch P und Q gehenden

r = herausgehoben.

E
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Durch die Wahl der Linie X P ist die Bedeutung von X , ju so

weit festgelegt, dass hochstens noch X\ /u' mittelst der Gleichungen

X aX* -\- bv ,
t

u = afi' 4- bv

an ihrer Stelle eingefuhrt werden, wobei dann X /u in X'

Es kommt nun darauf der Function R die Form V2

geben, wobei die Curve 3. Ordnung V
pelpunct, die Curve 5. Ordnung U

fi' iiberg(

WU
P zum D

zum dreifachen Puncte haben soil

lm dadurch
, dass man eine Curve V= der ob

Q zum einfachen,

aber Q zum Doppelpuncte , P
Eine solche Darstellung erhalt man

?n beschriebenen
Art durch den

schneidet R =
dem Ausdruck

WBeruhrungspunct von

noch in 7 weitern Puncten

leg E solche Curve

R
Bestimmt man aber in

V2 die Constante c so, dass dieser Ausdruck
noch fiir irgend einen andern Punct von W verschwindet
Cur

so hat die
R V* mit W

also W als Factor.

7 Puncte gemein, d R T hat

Lasst man c in V2 eingehn, so hat man also

R V2 WU.
Die C U beruhrt R d

durch ihr Verhalten

Tangenten (23 Bedh

Die Curve
*

werden. 1st V,

erwahnten 7 Puncten, und

V k

P, Q, so wie durch diese 7 Puncte nebst ihren

igen) mehr als hinreichend bestimmt.

inn noch in sehr verschiedener Weise gewahlt
i solche Curve, so ist die allgemeinste

V V-1 WG o,

wo G ein Ausdruck der Form

G «X/i + pX + rfl + 8v2

ist, mit vier willkurlichen Coemcienteu.

Vi entspricht
Zugleich wird, wenn Ui dem

U
Die Curve V l

Vx —2Vx G-\- WGP.
muss noch angenommen werden um

nach

mmt zu machen. Hat man
die Abbildung

mal gewahlt, und dem-

gewahlt
unendlichen Schaar der Beruhrungscurven U

mussen 6 die Gleich der ubrigen Bilder

a
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Schnitte, deren Ebenen nicht .durch die Kegelspitze gehen, die

Form haben:

u= u%
— 2VX r -f wr* = o,

wobei r von G sich nur durch die Gleichheit der Coefficienten von k

und ju unterscheidet. Aus dem vierfach unendlichen System wird so

ein dreifach unendliches zur Abbildung ebener Schnitte herausgenommen.

Es fragt sich, wie dieses geometrisch geschieht.

Das System der Kegelschnitte T = wurde schon oben construirt.

Die Curven

v = Fi — wr = o

welche zur Construction der dreifach unendlichen Schaar von Curven

U= dienen, erhalt man ofFenbar, indem man mit der angenommenen

Curve V\ = die Curven jenes Systems schneidet, und die neuen Cur-

ven F~0 immer durch ein System solcher Schnittpuncte legt, deren

ausserhalb P, Q noch immer 3 existiren. Jede Curve des dop-

pelt unendlichen Systems F= bestimmt hierdurch ein Biischel von

Curven V=0. Das dreifach unendliche System derF= ist also geo-

metrisch vollig gegeben, und dam it auoh das dreifach unendliche System

der U == , also das ganze System der Abbildungen ebener Schnitte.

In welchem Blatte sie jedesmal als solche gelten , lehrt die Unterschei-

dung von W\ = und W2 = 0; die Abbildungen ebener Schnitte,

welche nicht durch die Kegelspitze gehen, schneiden niemals die Gerade

W1 = , sondern immer die Gerade W% = 0.

, 14. Schnitt von R = mit X = fi.

Die Beruhrungscurven der beiden Tangentenkegel, welche von der

Kegelspitze an die Flache gelegt werden konnen , werden durch jR .=

und X= fi abgebildej;. Die Abbildungscurven haben 6 Schnittpuncte,

und diese stellen also diejenigen 6 Puncte dar, in welchen jene Be-

ruhrungscurven sich schneiden. Es giebt somit 6 Puncte der Flache,

deren Tangentenebene sowohl dem einen wie dem andern jener beiden

Kegel angehort. Diese beiden Kegel berilhren sich also in 6 Seiten. Da

E2
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ihre Ordnungen 2 und 6 sind, so bilden diese 6 Beriihrungsseiten in der

That ihren ganzen Durchschnitt.

Dass eine solche Beruhrung beider Kegel eintritt, folgt auch direct

indem man ihre Gleichungen aufstellt Die Gleichung des einen Kegels
/

ist xz—y
2 = 0; die des andern erhalt man auf folgende Weise. Nach

der Veranderlichen t geordnet mogen die Function (p, y die Formen

men

<f>
— <?2 + 2tyi -h t2<?o

y = V2 -f- ^tyi -f t
2y .

Die Gleichung der Oberflache ist also

x (v>2 -h 2*y>i + t
2y )

2 — 2y (y2 -f 2tyx + t
2y ) {n+ 2t9l +• t9o)

Wenn nun die vom Puncte x, y, z, t nach der Kegelspitze gezogene

Gerade die Flache in zwei zusammenfallenden Puncten schneiden soli,

so muss diese Gleichung , noch t aufgelost
,

gleiche Wurzeln haben , es

muss also sein:

{xy—yyjivz+ ttpi) — (yv— *y)(y2-M9i) = °

[xy—yv) (Vi -+- tyo) — (yv— «y)(yi+'sPo) = °

Diese Gleichungen sind auf dreifache Weise zu befriedigen.

1. Wenn g> = , y = , so sind beide identisch erftillt ; dieser

Fall giebt den Kegel, welcher die Kegelspitze mit der Doppelcurve

verbindet.

2. Wenn xy— y9> = 0, yy — z<p— 0, ohne dass <p und y ver-

schwinden; man hat dann xz— y
2 = y also den doppelt beruhrenden

Kegel.
41

3. Wird beides ausgeschlossen, so kann man setzen:

2 . .

?y;v— (y— e*)y = °-



DIE ABBILDUNG EINER 37

Multiplicirt man nun die zweite dieser Gleichungen mit t und

addirt sie zur ersten , so erhalt man

V = Q9>,

und an Stelle der dritten kann man also setzen :

3 . . . oc— 2p y -f- q
2z — 0.

Eliminirt man noch t aus den ersten beiden Gleichungen 2., so findet

sich ferner

4 . . .

W2 — Qf2 Vi—en &— 2q#'+ q*&",

wo der Kurze wegen

:

& = xp2 yj — y x
2

2#' = %p2 fo — 2Vi 9>i -f- Vo ?2

#"= 9>2 9>0 — Vl
2

gesetzt ist. Eliminirt man nun q aus 3. 4. , so erhalt man die Glei-

chung des Tangentenkegels, dessen Beriihrungscurve durch JR = abge-

bildet wird:

(9z— &»xY> _ ±(&y— &ia,){p' z — $"y) =
oder auch:

(&* — 2V'y-\-d"x)*— 4:{&&» — $*)(#*—f) =
In dieser Form sieht man sofort, dass dieser Kegel 6. Ordnung

von dem Kegel 2. Ordnung ocz — y2 ss iiberall beriihrt wird, wo
dieselben sich treffen; und zwar sind die Beriihrungsseiten durch den

Schnitt der Kegel 2. und 3. Ordnung

xz - y2 = 0, &z — 2S'y + &"x =
gegeben.

. 15. Abbildung der Doppelcurve.

Die Doppelcurve der Oberiiache ist der Durchschnitt der beiden

Flachen 2. Ordnung g> = , y = 0. Daher miissen filr sie die Aus-

drucke verschwinden , in welche y und tp sich durch Einftthrung der
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Ausdriicke fur #, y, *, t verwandeln. Gelien wir auf die Gleichungen

des §. 6 zurfick, und setzen der Kurze wegen

U a Ux 4- X U2

V as Fx+>IF2

W = W1
+XW2 ,

wo nun C/i, Fx , TFx , tf*2 , F2 , JF2 symmetrische Functionen von X< /*

sind, so geht durch Einfiihrung der Werthe 18. (§. 6) y = und 1// =
uber in

:

0i ** + 2 Fx **+*?!**:==

U2^+2F2 **+ JF2> = 0.

Die Abbildung der Doppelcurve ergiebt sich aus .diesen Gleichungen
*

z
durch Elimination von —

:

t
* *

(Ux W2 - U2 W{) 2 = 4(17! V2—Vi U2)(F1 JF2- F2 Wi).

Diese Gleichung ist von der 8. Ordnung, enthalt aber X und fi jedes

nur bis znr vierten Potenz. Die Doppelcurve wird also durch eine Curve

8. Ordnung ahgehildet, welche P und Q zu vierfachen Puncten hat.

"

Eine weitere Eigenschaft ist die symmetrische Gestalt ihrer Gleichung

Bezug auf X und p. Die Curve enthalt daher lauter solche Puncte-

paare wie sie in §. 13 beschrieben sind; und jedes solche Paar stellt

einen Punct der Doppelcurve dar. Das letztere ergiebt sich auch auf

einfache Weise auseiner andern Betrachtung Solleni, /u, v und X\ /u\ v1

denselben Punct der Doppelcurve darstellen, so miissen die Werthe der

x fur beide Parametersysteme die gleichen Werthe besitzen, oder (indem

zweite System alles durch Striche unterscbeiden) es miissen

aus 30. (p. 22) die Gleichungen stattfinden:

X/uW = Z'n'W

(X+ ju)»W = (X* 4- fif\ v* w*

v2W = v'2W

fur das

V+VR^ — V+ VR'
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Nun foist aus den ersten drei Gleichungen

also

oder

„2 v*2
i

V i/'

entweder *

X # a &
»

V • *
v

~~' V 1
'

X __ i"' ft -
X'

V •

'

*
~ ><''

Das erste ist auszuschliessen, da es die Identitiit der beiden Puncte des

Bildes geben wiirde; im zweiten Falle, welcher hier allein zutrifft, sind

und — nur vertauscht, wie es sein sollte.

fl v

*

Die Puncte eines Paars konnen sich nur auf der Linie X = fi ver-

jn, wo denn X = [i = X4 —fi'. Die 8 Durchschnittspuncte, welche

die Abbildung der Doppelcurve mit der Geraden X = ft geraein hat,

stellen also zusammenfallende Punctepaare dar. Es sind (immer in dem

entsprechenden Blatte) die Abbildungen derjenigen 8 Puncte der Doppel-

curve , in welchen die beiden Tangentenebenen der Flache zusammen-

falle, welche also in den durch sie gelegten Schnitten Ruckkehrpuncte

geben. In der That, bemerke man, dass , wenn

Atp* — 2B 9 iff -f Cy2 =
die Gleichung der Flache ist, das Paar der Tangentenebenen in einem

Puncte x der Doppelcurve durch

dargestellt vvird , wo

D*
-'k&£*

Darait die Factoren der quadratischen Gleichung 1. zusammen fallen, muss
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entweder Dy mit Dtp proportional, oder AC— B2 = sein. Ersteres

tritt im Allgemeinen fur einen Punct der Doppelcurve nie ein; das

letztere fuhrt auf die Schnittpuncte, welche die Doppelcurve mit dem

Kegel AC— B2 = gemein hat, d. h., im Bilde, auf die Schnittpuncte

der Abbildung der Doppelcurve mit der Geraden X = fi.

Um nun die Abbildung der Doppelcurve in der oben geschilderten

Configuration der Abbildung (§. 13) rein geometrisch zu definiren, be-

merkt man leicht, dass sich von den erwahnten Punctepaaren unendlich

viele construiren lassen. 1st namlich irgend eine Abbildung U= ei-

nes nicht durch die Kegelspitze gehenden ebenen Schnitts gegeben, so

findet man folgendermassen die 4 ihr angehorigen Punctepaare. Nach

dem Obigen ist

U = VX +XU2 .

wo TJ\ und U2 fur X, /u symmetrisch sind. Vertauscht man X mit ft,

und bildet also die Curve

IP = tfi -f fJL U2

so schneidet diese die Vorige erstlich in Puncten der Linie X = fi , aus-

serdem aber in den Schnittpuncten der Curven

U, =0, £72 = 0.

Dieses (vergl. §. 6) sind quadratische Gleichungen fur X -j- ju und X ju,

liefern also in der That 4 Punctepaare, welche sich nur durch Vertau-

schung von X mit u unterscheiden , und welche also die vier Schnitt-

puncte des ebenen Schnitts mit der Doppelcurve abbilden miissen.

Man braucht also nur neben der betrachteten Abbildung eine zweite

zu construiren , welche sich nur durch Vertauschung von X, /u von der-

selben unterscheidet ; bringt man beide Abbildungen zur Deckung, so

schneiden sich die Bilder desselben ebenen Schnitts ausser in der Linie

X = fi noch in solchen 4 Punctepaaren , welche der Abbildung der

Doppelcurve zugehoren.

Am evidentesten tritt dieses hervor , wenn man die Gerade X == ^
so wahlt, dass sie durch die Mitte der Strecke PQ geht und auf dieser

Linie senkrecht ist. In diesem Falle ist die eine Abbildung geradezu

•
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das Spiegelbild der andern, und man findet die Schnittpuncte der Abbil-

dung der Doppelcurve mit der Abbildung eines ebenen Sclmitts, indem

man letztere mit ihrem Spiegelbilde durchschneidet.

,
16. Geometrische Herstellung einer eindeutigen Ab-

bildung auf einer einfachen Ebene.

Da die Existenz der 64 einzelnen Kegelschnitte oben (§. 12) nachge-

wiesen ist, so kann man sich derselben bedienen urn die Abbildung der

Flache auf einer einfachen Ebene auszufiihren. Wahlen wir zu diesem

Zwecke irgend einen der 64 Kegelschnitte und bezeichnen ihn

als den Kegelschnitt C. Derselbe schneidet jeden Kegelschnitt K der

Schaar im Allgemeinen nur in einem Puncte £. Projiciren wir von dem

auf K liegenden Puncte £ die Puncte des Kegelschnitts K auf irgend

eine feste Bildebene B, so erhalt man das Bild von K durch eine Ge-

rade eindeutig dargestellt. Die Gesammtheit aller K, d. h. die ganze

Flache, bildet sich also durch eine Schaar von Geraden ab, welche nichts

sind als die Durchschnitte, welche die Ebenen der Schaar mit der festen

Ebene B bilden. Diese Durchschnittslinien aber sind demnach, da

die Ebenen der Schaar Tangentene.benen eines Kegels sind, nichts anderes,

als die Tangenten des Kegelschnitts C\ in welchem der Kegel die Bild-

ebene schneidet. Die ganze Flache ist also auf den Tangenten dieses

Kegelschnitts abgebildet.

Aber wenn auch im Allgemeinen hierbei jedem Puncte der Flache

nur em Punct der Ebene entspricht, so ist doch das Umgekehrte keines-

weges der Fall. Denn durch jeden Punct der Ebene gehen zwei Tan-

genten von C", demnach entsprechen ihm zwei Ebenen der Schaar, demnacli

auch zwei Puncte | in C, und endlich indem man diese mit ihm ver-

bindet, zwei Puncte der Flache.

Dieses wird vermieden , und die Abbildung zu einer reciprok ein-

deutigen gemacht, wenn man zur Bildebene B eine Tangentenebene des

Kegels wahlt. In diesem Falle reducirt sich der Kegelschnitt C. Durch

jeden Punct der Bildebene gehen zwar noch zwei Ebenen der Schaar,

aber von diesen ist B selbst die eine, und die andere bleibt also allein

Mathem. Classe. XV. F
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ebt einen Kegelschnitt K, demnaeh einen Punct £ auf C. und

dlich indem man diesen mit dem ersten Puncte verbindet, einen Punct

der Flache , denjenigen , in welchem diese Gerade den Kegelschnitt K
nochmals schneidet. Die verschiedenen Kegelschnitte der Schaar bilden

sich als Gerade ab, welche durch einen Punct, die Kegelspitze, hindurch

gehen.

. 17. Das Vorige analytisch.

Legen wir die Ebene einer der 64 Kegelschnitte C als Ebene t in

den Formeln des §. 6. zuGrunde. In diesem Falle muss die Gleichung

JJ = des entsprechenden ebenen Schnitts zerfallen

,

. V=ML,
wo L == die Gleichung des durch P und Q gehenden Beriihrungkegel-

schnitts ist, und in einem Blatte der Doppelebene das Bild von C liefert,

wahrend M = eine Curve 3. Ordnung ist, welche P zum Doppelpunctf

Q zum einfachen Puncte hat.

Der Kegelschnitt C (L = 0) schneidet sich rait einem beliebigen

Kegelschnitt K der Schaar in einem Puncte, dessen Coordinaten durch

'§, jj, £ bezeichnet sein mogen. Die vierte Coordinate verschwindet der

Annahme nach.
*

1st die Gleichung C = in der Form

gegeben, so hat man

aXfi+ fiX+ y/i + d =

i"

px+d
aX-\-y '

- *

und indem man dies in 21. (p. 17) einfiihrt, hat man

1... | :!,:£:= — *(/?*+ *): — -\{X{aX-\-y) - \fiX + d) } : aX + y\

mithin §, jj, £ als quadratische Functionen von X dargestellt. Man kann

diese GleichuDgen auch als die Gleichungen des Kegelschnitts C betrachten.

Da der Punct §, jj, £, auf K Wt so befriedist er die Gleichungen& V V~ W^*XA*,VH&
2... <p-\-Xy=zO, oc+ VXy+ XH = 0.

Man soil nun einen Punct *, y, z von K aus dem Puncte & % £ auf die

Bildebene projiciren. Diese Bitdebene kann eine beliebisre Taneentebene
e>~ *"*'&



UEBER DIE ABBILDUNG EINER CLASSE VON FLAECHEN 5. 0. 43

des Kegels sein ; nehmen wir fiir dieselbe die Ebene Z= 0. Das Bild

eines Punctes x,y,z, fhabe also die Coordinaten x' t y 4
, 0, V, und man hat

qx = x4 -{-eg qz = a'C

ey = y'+ an ft'****

In diesen Gleichungen sind x' , y
4
, t

4 die beizubehaltenden Parameter.

Dieselben bedeuten zunachst die Coordinaten eines Punctes der Ebene

Z = in Bezug auf ein Tetraedersystem ira Raum ; konnen aber auch

als Coordinaten des Punctes in Bezug auf ein in Z = liegendes Coor-

dinatendreieck angesehen werden. Die Grosse a ist noch zu bestimmen.

Setzt man aber die Werthe 3. in 2. ein, so verschwinden die Glieder mit

a2 , da £, ij, £ jenen Gleichungen bereits geniigt, und es bleibt:

4
= (y '+ * V') 4- 2(; (?"+ iy")

In der ersten dieser Gleichungen bedeuten y', \p
4 die Functionen y, y,

mit den Veranderlichen x'
, y, 2' = 0, *' gebildet, y", y" aber die

Ausdriicke

:

5

%h

Entnimmt man den Werth von a der ersten Gleichung 4., so kann

man den Gleichungen 3. die Form geben

:

qx = 2,r'(y"+ ^") — £(y'-Mv') £>* = — 2 (y' -MV)
6

* *
• w = ty'

W" + W) — nW+ *v') Qt = — 2t'{9"+xy").

Die Ausdriicke rechts in diesen Gleichungen sind homogen vom zweiten

Grade in x4

, y\ t
4

y
linear in £, tj, £ und enthalten ausserdem X in der

ersten Potenz; setzt man far £, 17, £ die ihnen proportionalen Werthe 1.,

so erhalt man Ausdriicke, welche fur x\ y
4

, t
4 homogen von der zweiten

Ordnung sind, und X zur dritten Potenz enthalten. Wenn man endlich

x'
aus4. X = — a~4

setzt, und mit y'5 multiplicirt . so erhalt man Aus-

drucke , welche in x' , y' , t
4 homogen vom 5. Grade sind , welche aber

F 2
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insbesondere x* ,
y' in jedem Gliede mindestens zur dritten Dimension

enthalten.

18. Fundamentalpuncte der Abbildung.

y

Da nach den Gleichungen 6. die x sich durch Ausdrucke 5. Grades

, t' darstellen, welche in x', y' uberall von wenigstens der dritten

Dimension sind, so bilden sich ebene Sehnitte als Curven 5. Ordnung at),

welche bei x' = 0, y' = 0, dem Ort der Kegelspitze, einen dreifachen

Punct haben, den dreifachen Fundamentalpunct der Bildebene.

Man kennt von der Abbildung ferner 7 einfache Fundamentalpuncte.

Demi jeder in ein Linienpaar zerfallende Kegelschnitt K der Schaar

wird von dem Kegelschnitt C mindestens einmal geschnitten, und es muss

also auf einer Geraden eines solchen Paars ein zu dem Paar gehoriger Punct

£ liegen. Wie nun ein ebener Schnitt gelegt werde, immer muss er

diese Gerade treffen und der Schnittpunct wird durch den festen Punct

abgebildet, in welchem die Gerade die Bildebene trifft. Jedem Linien-

paar entspricht also ein Fundamentalpunct in der Bildebene, welcher erne

Gerade des Paares abbildet.

Es ist leicht zu sehen, dass jedes Linienpaar nur einen Fundamen-

talpunct liefert: den es sind ohne dies so viel Fundamentalpuncte nach-

weisbar, dass die Ordnung der Flache sich ihretwegen auf die 5. reducirt,

dass also weitere nicht vorhanden sein konnen. Das Bild besitzt namlich

offenbar noch einen doppelten Fundamentalpunct, dessen Existenz man

durch folgende Betrachtunsr einsieht&vu"v «v«««*».«**g

In -der Bildebene selbst liegt ein Kegelschnitt K der Schaar und

ihm gehort ein aufihm liegender Punct § an. Dieser ist der eine Schnitt-

Kegelschnitts C mit der Bildebene. Es och

§\ und der ihm zugehorige Kegelschnitt K' liegt in einer von der Bild-

ebene verschiedenen Ebene. Jede Ebene im Raum schneidet K' in zwei

Puncten
;
und das Bild jedes dieser Puncte ist offenbar £'. Daher ist I'

ein Doppelpunct fur das Bild jedes ebenen Schnitts , also ein doppelter

Fundamentalpunct der Abbildung.

Da nun die Abbildung sorait schon einen dreifachen , einen dop-
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pelten, und 7 einfache Fundamentalpuncte aufweist, so ist die Ordnung der

dargestellten Flache nach der allgemeinen Formel, welche ich in Bd. T. der

athematischen An g habe
,

gleich 25 9 4 7 5

wie es sein soil; es konnen also weitere Fundamentalpuncte nicht vor-

handen sein.

§. 19. Einfachste Abbildung.

Die soeben gegebene Abbildung ist nicht die einfachste, deren unsere

Fliiche fiihig ist, vielmehr lasst sie sich durch eine Transformation zweiter

g auf eine einfachste zuriickfiihren , bei welcher die Abbildun<"

function nur vom 4. Grade sind.

Denken wir uns um dies einzusehen irgendwie die x als Functionen

5. Grades von drci Parametern p , q, r gegeben durch die Gleichun<*en

1 • . 9*i fifaq,r);

d nchmen wir die Grossen p, q, r, durch lineare Transformat so

gewahlt an, dass l

ein doppelter, bei q

P
r

9 ein dreifacher , bei p = , r — Q

einfacher Fundamentalpunct bestehe.

Fuhren durch Transformation zweiter Ordnung

Lt . • •

Gp

aq

or

<1
4 Mi

r4pi

p'q<

die neuen Veranderlichen ein, und sehen wir, Welches die Eigenschaften

der neuen Abbildung

O • • • Q'*i Fi (p\ q', r>)

sem werden. Aus fi \p\ q, r) wird zunachst eine Function 10. Ordnung

fi {q'r
y
r'p', p'q'y, aber da q 0, r ein dreifacher Fundamental-

punct ist, so ist jedes Glied von der dritten Dimension in p, q d. h. in
/ V*q'r r'p' und enthalt also den Factor 'r' 5

; da fernery r ein

doppelter Fundamentalpunct ist, so ist jedes Glied von der zweiten

Dimension in p d q'r', p und enthalt also 2- endlich tritt

ebenso des einfachen Fundamentalpuncts wegen ein Factor p
4
vor. E

geht also fi [p, q, r) in p
1 q' 2 r'\ Fi (p

l

, q', r*) uber, und Fi ist also nur von

der vierten Ordnung. Von einem Term p
a qP rY in fi riihrt dabei ein
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Term p'P+ «~ l q'Y + a- 2 r' a + P-* in Fi her, oder, da « 4- /? -}- y = 5,

ein Term
fc ^4-«^3-/» r

,2-y
;

die Dimension in Bezug auf p'
,

q' zusammen ist also 7— a — /? ,
also

mindestens 2 , die in Bezug auf p' , r' ist 6 — a— also wenigstens 1.

In der neuen Abbildung ist daher p* = 0, q* = in doppelter, p' = 0,

r' = ein einfacher Fundamentalpunct , q* — , r' = hat keine be-

sondere Bedeutung mehr. Da ferner

p'q' 2 r'5Fi.

so verschwinden alle F iibrigens immer, und nur, wenn die f verschwinden,

alle ubrigen Fundamentalpuncte bleiben daher ungeandert.

Bei der oben gegebenen Abbildung "^waren noch 6 weitere einfache

Fundamentalpuncte vorhanden. Durch den angegebenen Process wird

also die Flache auf eine Weise dargestellt , in weleher Abbildungs-

iunctionen 4. Ordnung mit einem doppelten und mit 7 einfachen Fun-

damentalpuncten auftreten.

. 20. Beweis, dass die einfachste Abbildung allgemeinste

Abbildungsfunctionen enthalt

Gehen wir jetzt von den Gleichungen

1 . . . QXi = Fi (p, q, r)

aus, in denen die Fi iunctionen 4. Ordnung mit einem doppelten und

7 einfachen Fundamentalpuncten sind, welche keine besondere Lagen

gegen einander einnehmen sollen. Die Ordnung der hiedurch darge-

stellten Flache ist dann (vgl. Math. Ann. Bd. I. p. 254) immer 16—4—7
5; man hat also Flachen 5. Ordnung vor sich. Ein ebener Schnitt

bildet sich durch eine Curve 4. Ordnung mit einem Doppelpunct ab, ge-

hort'also zum Geschlecht p = 2. Die ebene Curve 5. Ordnung, deren

Bilde sie ist, muss daher 4 Doppelpuncte besitzen. Die Flache 5. Ordnung

hat also eine Doppelcurve 4. Ordnung. Urn nachzuweisen , dass diese

Flachen ganz allgemein den oben betrachteten zugehoren , und dass also

die Gleichungen 1. so gut wie die Gleichung 1. des §. 2 als Ausgang be

konnen, ist nach §. 2 nur noch nothig zu zeigen, dass die
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Flache nur eine endliche Anzahl von Geraden besitzt. Dies geschieht

auf folgende Weise. *

Denken wir uns in der Bildebene eine Curve m. Ordnung , welche
t>

A7 beziiglich7 a it <*2 >
in den einfachen Fundamentalpuncten A\> A2 , . • .

. . . #7fache Puncte, in dem doppelten Fundamentalpuncte B einen /ifachen

Punct hat. Die jener Curve entsprechende Raumcurve ist claim von der

Ordnung (vgl. Math. Ann. Bd I. p. 267)

4m 20 Ha.

Damit diese Curve uberhaupt uioglich sei , muss die Zahl der ihr

uferlegten Bedingungen wenigstens um 1 kleiner sein, als die Zahl der

Coefficienten einer ebene Curve m. Ordnung, also

1 . . .

m-\- 1 . m-f-2

2
L£±l

2
2a . a-\- I

2
1.

Soil die Curve eine Gerade darstellen

2 . . . 4m 20 2a
muss

1

tlicli

sein; ferner aber das Geschlecht der Curve gleich Null, also

o •

m 1 . m 2 0.0 1

2 2
2 ct. a 1

2
0.

Nun folgt aus 1. und 3.

3m ^«>1;
hieraus aber mit Hiilfe von 2.

:

4 . > m.

Nun kann eine Curve m. Ordnng nie, ohne zu zerfallen (was hier

gescl einen mfachen Punct habe Geraden

es muss also entweder m 1, 1 , oder m sein. Das

erstere fuhrt auf Gerade die durch B gehen , und die dann um wieder

Gerade zu reprasentiren noch durch einen der P A gehen miissen

man findet also auf Art nur 7 Gerad El fahrt nur

auf die 7 einfachen Fundamentalpuncte. Die Klache besitzt also nur eine

endliche Anzahl von Geraden. sie i^ehort sonar h zu der oben betrachteten

Gattung; die Anzahl ihrer Geraden ist 14, sie enthalt also keine Geraden

ausser den oben gefundenen 7 Paaren.

i

i
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. 21. Kegelschnitte auf der Fliiche.

Wendeii wir die im vorigen §. gegebene Schlussweise auf Curven
m. Ordnung an, welche Kegelschnitte im Raum darzustcllen geeignet

sind, so haben wir nur an Stelle der Gleichunjr 2. die Gleichung

5... 4w— 2/?— 2 a = 2

wahrend 1. 3. ungeandert bleiben. An Stelle von 4. erh
man daher

6 . . . 8 -> m— 1

Nur bei m = 1 kann /? grosser als m — 1 sein ; in der That kann
man m = 1, /? = 1 setzen. Man erhalt dann den von B ausgehenden
Strahlbuschel, der eine Kegelschnittschaar abbildet. Da, wie sich zeigen
wird, keine andre Kegelschnittschaar existirt, so muss es die Schaar
der Kegelschnitte K sein. Als besondere Lagen des Strahls finden sich
die Verbindungslinien A1 £, A2 B . . . A7 B , bei denen immer der ent-
sprechende Fundamentalpunct zu erganzen ist; so dass man die 7 in

Geradenpaare zerfallenden Kegelschnitte der Schaar erhalt
Man kann aber auch m=l, = setzen. In diese Falle

6mussenzwei der a gleich 1 sein; man erhalt -^ = 21 einzelne Kegel

schnitte, welche durch die Verbindungslinien je zweier Punete A abge
bildet werden

Wenn m > 1, so ist nur /? = m _ l \&£L Aus 3, fin(Jet daM

also die « miissen sammtlieh Null oder 1 sein. Aus 5 aber ergiebt sich

2m = 2

1 "sind

SiintWed

T
4^ 6 ^ " gkich

» ^ M - zwei gleich
1 smd pebt . = 1 uud Mt schon behandelt), and zugleich „ = 2 oder

IhniueaS ^ ^ ^ **- C^ >
«**•^

1. Kegelschnitte durch B und A p m- u j - 7.6.5*> una a. hs giebt deren ; „ „ = 35

;

sie sindvollig bestimmt 1.2. 3
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2. Curven dritter Ordnung durch 6 A mit einem Doppelpunct in

B. Sie sind ebenfalls vollig bestimmt, es giebt deren 7.

Rechnet man den Kegelschnitt welcher durch den Funda-

mentalpunct B selbst darg wird man lm Ganzen

1+7+21 + 35 64

Kegelschnitte, was die oben erhaltene Zahl fst.

Die betrachtete Abbild © einem der Kegelschnitte zugeordnet,

demselben welcher den Fundamentalpunct B abgebildet wird Ihm

welche ihn

gehoren

mal , 35

,

jede dieser Arten

die verschiedene

unter den 63 ubrigen Kegelschnitten 7 zu, welche ihn zwei-

21 welche ihn gar nicht schneiden Da

vollig symmetrisch abbildet, unterscheiden sich

men Abbildungsarten nur durch die Wahl desjenigen

Kegelschnitts, welcher doppelter Fundamentalpunct werden soil. Es giebt

also 64 verschiedene gleichberechtigte Arten der Abbildung.

Auch das Verhalten der Kegelschnitte gegen die Geraden ist hier

leicht zu iibersehen. Der durch B abgebildete Kegelschnitt theilt jedes

Geradenpaar so, dass eine Gerade desselben, t, sich als Gerade, die andre,

i', sich als Punct abbildet. Dieser Kegelschnitt trifFt also je einmal die

Geraden

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,

die andern nicht. Die Gerade Ax A2 bildet dagegen einen Kegelschnitt

ab, welcher die Geraden

1', 2', 3, 4, 5, 6, 7

trifft, die ubrigen nicht; der Kegelschnitt B, A\, A2 , A$, A+ entspricht

einem Kegelschnitt, welcher die Geraden

2'. 3', 4\ 5, 6

trifft, die ubrigen nicht; endlich bildet die

Curve 3. Ordnung, welche oben beschrieb

durch B, A\ . . . As gelegte

i wurde, einen Kegelschnitt

ab, der die Geraden

1', 2', 3', 4\ 5', 6', 7

trifft. Man sieht, dass je zwei Systeme von einem Kegelschnitt ge-

troffener Geraden nur urn eine gerade Anzahl von Geraden verschieden

Mathem. Classe. XV. G

Mo. Bot. Garden,
-

.ji.
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sein konnen. Man erhalt die den verschiedenen Kegelschnitten so zuge-

ordneten Geradensysteme , indem man aus jedem Paar eine Gerade be-

liebig wahlt, nur aus dem letzten ist die zugehorige Gerade von selbst

eben. So erhalt man fur die Kegelschnitte wieder die Zahl 2 6 = 64,

wie friiher.

Was das Verhalten der 64 Kegelschnitte gegen einander betrifft,

so folgt aus der Abbildung sofort der Satz

:

Jeder der 64 Kegelschnitte wird von jedem andern beziehungsweise in

2— a Puncten geschnitten, wenn 2ot-f-l die Zahl der Geraden ist, welche

beide Kegelschnitte treffen; also von 21 Kegelschnitten gar nicht, von 35 je

einmal, von 7 je zweimal.

. 22. Abbildung der Kegelspitze.

Die Tangentenebenen des doppeltberiihrenden Kegels schneiden die

Flache in einem Kegelschnitt der Schaar und einer zugehorigen Curve

3. Ordnung. Da ein Kegelschnitt der Schaar sich als Gerade durch

B abbildet, so muss das Bild der zugehorigen Curve 3. Ordnung eine

Curve 3. Ordnung sein, welche durch B und alle Puncte A, also im

Ganzen durch 8 feste Puncte geht. Die 2 Durchschnitte , welche eine

solche Curve noch mit den zugehorigen Geraden ausser B gemein hat

sind die Bilder der Puncte, in welchen die Tangentenebene des Kegels

die Oberflache beriihrt (friiher der Geraden X = ft, angehorig). Aber

alle diese Curven dritter Ordnung im Eaum schneiden sich in der Kegel-

spitze; ebenso schneiden sich alle durch die 8 festen Puncte des Bildes
*

gelegten Curven 3. Ordnung in einem festen 9. Puncte C. Dieser Punct

C ist also die Abbildung der Kegelspitze, und die Gerade B C bildet den-

jenigen Kegelschnitt der Schaar ab, welcher durch die Kegelspitze hin-

durchgeht.

Seien nun Lx = 0, L2 = zwei durch B gehende Gerade, Kx
= 0,

K2 = die zugehorigen Curven 3. Ordnung, so konnen wir Lx . Kx und
L2 •
K2 an Stelle zweier Functionen F zu Grunde legen . Alle durch

die Puncte A gehenden Curven, welche in B einen Doppelpunct haben,
mussen sich aus 5 solchen Curven linear zusammensetzen, da die alke-
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meinste Curve dieser Art nur 5 willkurliche Coefficienten behalt. Sind

nun von solchen 5 Curven Lx . Kj und L2 .K2 schon als solche gegeben,

welche Abbildungen ebener Schnitte werden sollen , so sind Lx . K2 und

L2 • -Ki zwei andere, und ist endlich 4> eine fiinfte, so konnen die beiden

fehlenden Functionen F aus diesen dreien zusammengesetzt werden,

und fur eine derselben kann man also eine lineare Verbindung von Lx .K2

und L2 . K\ wahlen. Da die absoluten Werthe der Coefficienten in

Ki, K2 noch beliebig gewahlt werden konnen (nur Null ausgeschlossen),

so kann man als dritte Function jedenfalls L x K2 + K\ L2 wahlen.

Wie also auch die Functionen F gegeben seien, immer giebt es

drei lineare Verbindungen derselben, welche die Form haben

:

2 cti Fi = L x KY

1 . . . \ 2 fcFi = i (la JST2+ JL2 J^)

2 n Fi = L2 K2 .

Setzt man also der Kiirze -wegen

2 . . . /h = oi+ 2X fa + Z2Yi

,

so ist auch

3 . . . 2/uiFi = {L1 +J.L2)(Kl +AK2).
(

'

Die Ebenen, deren Coordinaten die fii sind, umhullen einen Kegel

2. Ordnung; in diesen Ebenen zerfallen die Schnitte mit der Flache

5. Ordnung in Kegelschnitte und Curven dritter Ordnung, deren Bilder

die Biischel

4... Lx -\-XL2 = 0, Ki+IK2 = Q

sind. Jene Ebenen sind also die Tangentenebene des doppeltberuhrenden

Kegels; und man hat folgenden Satz:

Die Kegelschnitte der Schaar bilden sich ah Biischel von Geraden

durch B ab, die zugehdrigen Curven dritter Ordnung als Biischel von Curven

3. Ordnung durch B, Ax , A2 ... A7 , welcher dem Geradenbuschel proje-

ctivisch ist.

Die Beruhrungspuncte der doppelt beruhrenden Ebenen bilden sich

durch die Durchschnitte entsprechenden Glieder der Schaaren

G2
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KX +XK2 =
ab; die entsprechende Ortscurve die Abbildung ist also

Li K2 — L2 K\ = ,

eine Curve 4. Ordnung, welche B zum Doppelpunct, die A und C zu

einfachen Puncten hat. Diese Curve ist vollig gegeben, wenn ausser

den Fundamentalpuncten auch noch das Entsprechen des Bvischels der

Geraden und des Bvischels der Curven 3. Ordnung in der Abbildung

gegeben ist.

. 23. Ebene Schnitte.

Wurde im Vorigen gezeigt, dass bei den Abbildungen der in den

Tangentenebenen des doppelt bervihrenden Kegels gelegenen Schnitte

die Kegelschnitte und Curven 3. Ordnung sich durch Gerade und Curven

3. Ordnung zweier projectivischen Buschel abbilden, so kann man auch

die Bilder aller ebenen Schnitte, deren Ebenen durch die Kegelspitze

gehen, auf diese Buschel zuriickfuhren. Der allgemeinste Schnitt solcher

Art bildet sich durch die Curve

5 . . . ctiL1 Ki-\-a2 (Li K2+ L2 Ki) -f- ce5 L2K2 = ,

ab. Erzeugt man nun diese Curve 4. Ordnung, welche B zum Doppel-

punct, die A und C zu einfachen Puncten hat, durch die Buschel

Za -f A*£2 = , K1 + XK2 = 0,

so ergiebt die Gleichung 5. zwischen den Parametern X, p die Beziehung:

ax X(i — a2 (X -j- (i) -f- «5 = 0.

Dies ist die allgemeinste Beziehung, welche die auf einander liegenden

Buschel

Li + XL2 = 0, Lx +nL2 =
in Involution setzt. Man hat also den Satz:

Urn die Bilder der verschiedenen Schnitte zu erzeugen, deren Ebenen

durch die Kegelspitze gehen, aber nicht Tangentenebenen des doppelt beruh-
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renden Kegels sind, verbinde man mit dem Bilschel von Curven 3.

Ordnung

6 • • ^+iZ2

Straklbiischel , welche mit dem Bilschel L -\-AL = gememschaftlichen

Scheitel haben, und ihm in Involution lieg Diese Bilschel gebe

6. die Bilder der verschiedenen ebenen Schnitte, welche gesucht werden

Curven 4. Ordnung durch die A und C, und mit einem Doppelpuncte i

ids

B.

Das so
e>

;e doppelt unendliche System 5. mag das System der

Curven M genannt werden.

Um die Verhaltnisse in der Bildebene geometrisch vollends zu de-

finiren , muss nun noch eine vierte Curve * = gegeben sein » welche

durch A seht, undD B mindestens Doppelpunct hat. Ich wahle

als solche eine beliebig gegebene Curve, welche durch die Puncte A
geht, und B zum dreifachen Puncte hat. Diese Curve ist durch diese

Bedingungen noch nicht vollig gegeben, vielmehr wird den Bedingungen

noch durch Biischel Curven geniigt, aus diesen also muss eine

beliebig gewahlt werden.

Diese Curve *P =. bestimmt mit jeder Curve M= ein Biischel

M+ «* = 0» welches die vier Parameter alt a2 , ce5> a linear enthalt.

Die Curven dieser Biischel sind es, welche, nunmehr in der Abbildung

rein geometrisch definirt, die Bilder aller ebenen Schnitte der Flache 5.

Ordnung liefern.

Die Curve 4> = selbst ist das Bild derjenigen Curve 3. Ordnung,

welche mit dem durch B dargestellten Kegelschnitt sich zu einem ebenen

Lnzt. Sie geht dreimal durch B, die ihr entsprechende Raum-Schnitte &

curve schneidet also den zugeh Kegelschnitt alb

der Doppelcurve. Die Ebenen der 64 einzelnen Kegehchnitte sind also

dreifach beruhrende Ebenen der Flache.

Die Erg

eine etwas v<

far die andern 63 Kegelschnitte erfordern

verwickeltere Construction

deren zugehorige Kegelschnitte sich

Was diejenigen angeht

Gerade abbilden bestimmt

man zuerst das Bild desj ebenen Schnitts. welcher durch die

Kegelspitze und durch den Schnitt der Ebene dieses Kegelschnitts mit
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der Ebene des durch B abgebildeten hindurchgeht. Dieses Bild liefert

die nothige Bestimmung fur das Bild der Erganzungscurve. Bezuglich

derjenigen Kegelschnitte, welche sich als Kegelschnitte oder als Curven

3. Ordnung abbilden, muss man an Stelle des durch B abgebildeten

Kegelschnitts andre mit schon bekannten Erganzungscurven benutzen,

um die analoge Construction auszufuhren. Es mag geniigen hier auf die

Ausfuhrbarkeit hingewiesen zu haben.

, 24. Der von der Kegelspitze ausgehende einfache Tan-
gentenkegel.

Das System der Curven M, welches oben definirt wurde enthalt

eine doppelt unendliche Anzahl von Buscheln, entsprechend ebenen
Schnitten

,
welche durch einen von der Kegelspitze ausgehenden Strahl

nur ein
gehen. Man braucht, um diese Systeme sammtlich zu finden,

Strahlenpaar des in der Bildebene durch B gelegten Buschels fest

halten, und diejenigen Involutionen zu suchen, in denen dieses Strahl
paar sich wechselweise entspricht. Sind X, /u die Parameter d
wahlten Strahlen, so ist hiezu nur die Bedingung ,

ge-

it

ax Xu — a2 (X -f- fi) -f- cc5

also eine Bedingung zu erfullen, so dass eines der Verhaltnisse der a
noch beliebig bleibt. Alle Curven M, fur welche die a so bestimmt
werden, haben ausser dem Doppelpunct in B und den Puncten C, A
A2 . . . A7 noch 4 Puncte gemein , diejenigen namlich , in welchen sich

ausser B noch der Strahl LY -\-AL2 = mit der Curve 3. Ordnung
JKi -f- fiK2 = 0, und in welchen sich der Strahl Lx -f- juL2 = mit
der Curve Kx -\-ZK2 = schneidet. Diese Curven M haben alle 16
Schnittpuncte gemein und bilden also ein Biischel.

Die beiden so bestimmten Punctepaare, welche als Fundamental-
puncte dieses Buschels auftreten, sind die Bilder der Punctepaare, in
welchen ein gewisser von der Kegelspitze ausgehender Strahl die Flache
5. Ordnung schneidet, L x + XL2 = 0, Lx + ^L2 = die Bilder der
beiden von ihm getroffenen Kegelschnitte der Schaar.
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Diejenigen Strahlen, welche einen Kegelschnitt der Schaar be-

riihren bilden den einfach beruhrenden Tangentenkegel , welcher von

Kegelspitze ausgeht (§. 3.). Ihre Beruhrungspuncte bilden auf der

Flache eine Curve 7. Ordnung, deren Bild in der friihern Abbildung

Uebergangscurve war. Um ihr Bild in der jetzigen Abbildung zu finden,

brauchen wir nur zu untersuchen, wann dieGerade L x -f- XL2 = die

Curve Ki + fiK2 = ausserhalb des Punctes B beriihrt. Dieses Bild

ist also der geometrische Ort aller Beruhrungspuncte von Tangenten,

welche, vom Puncte B ausgehend, Curven des Systems K\ -f- XK2 =
puncte, welche dieses System mitberiihrt, oder der Ort der Durchschnitt

dem System

DKX + fiDK2 a
der in Bezug auf dasselbe genommenen Polaren von B gemein hat.

Diese Ortscurve hat also die Gleichung

1 . . . KXDK2 — K2BKX = 0,

sie ist von der 5. Ordnung und hat, wie leicht zu sehen ist, die A und

C zu einfachen Puncten, B aber zum dreifachen Punct.

Die Curve wird nach §. 14. von der Abbildung der Beruhrungs-

curve des doppeltberuhrenden Kegels in 6 Puncten getroffen. Die

Gleichung der letztern ist nach §. 22

UKi — LoK, =0,

eine Curve 4. Ordnung, welche B zum Doppelpunct, C und die A zu

einfaohen Puncten hat. Beide Curven schneiden sich 6 mal in B, je

einmal in den 8 Puncten C , Ait A2 ... A7 , so dass in der That 6

Schnittpuncte ubrig bleiben. Man findet sie aus den Gleichungen

Kt + XK2 =s

DKX +XDK2 =
Lx + kL2 = 0,

welche wirklich auf eine Gleichung 6. (irades in X fuhren

Nach §. 10. geht ferner die hier untersuchte Beruhrungscurve durch

die Doppelpuncte der Geradenpaare. Dies driickt sich hier so aus, dass
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Mandie Tangente der Curve I. in jedem der Puncte A dutch B geht.

zeigt dies unmittelbar , indem man die Gleichung der Tangente von 1.

bildet. Aber dasselbe gibt auch von C; und man hat daher noch den

Satz : Die Beruhrungscurve des einfachen Tangen tenkegels der Kegelspitze

beruhrt in dieser den durch sie gehenden Kegelschnitt der Schaar.

. 25. Eine mit der Abbildung gegebene Verwandtschaft

5. Grades.

Jedem Puncte der Oberflache, dessen Bild n sei, entspricht nach

dem Vorigen ein bestimmter zweiter, dessen Abbildung n 4 sein moge.

Denn wenn man den ersten Punct mit der Kegelspitze verbindet, so

trifft diese Gerade den durch n gehenden Kegelschnitt der Schaar in

einem bestimmten Puncte. Die Gesammtheit aller Puncte n' steht mit

der Gesammtheit aller Puncte n in einer eindeutigen Beziehung, und

zwar ist dieselbe offenbar eine reciproke. In Bezug auf diesen doppelten

Character jedes Punctes der Ebene kann man die Bildebene als Ver-

einigung zweier Ebenen E, E' betrachten ; einem Punct n in E entspricht

eiu Punct n' in E* ; aber auch umgekehrt dem Puncte n* als E angehorig

der Punct n als Punct von E.

Die hiedurch ausgedruckte Verwandtschaft entspricht g der

jenigen , welche bei der Abbildung auf der Doppelebene zwei tiber ein-

ander liegende Puncte verband, und welche dort also gewissermassen

eine Identitat wurde. Fur die gegenwartige Abbildungsart soil der

Character dieser Verwandtschaft nun aufgesucht werden.

Zwei Puncte n n* sind die Puncte eines Paars (§. 24), welche durch

die Gleichungen

L\ -j- XL2

Ki 4- f*K2

(mit Ausschluss des Fundamentalpunctes bestimmt werden. Sind
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P> <1 »
r Coordinaten von n, p' , q von ri , so hat man also

(indem alles dem letztern entsprechende durch einen obern Strich be

zeichnet wird)

1 . .

Lx L'2

KX K>2

L2 L'

Ko K'2

1

1
0.

Die Coordinaten B seien p°, q es muss dann

2 . . .

r

P + QP°

q-\- Qq°

r -f- (>ro

sein, da 7i, 7i * mit B auf Geraden lieg F Po
<1
°. r° ver-

schwinden sowohl die L wie die K\ geht noch, mit Einftthrung der

Werthe 2. Kx und K

iiber , so verschwindet D3l£i und D3X2 , und man hat also aus 1.

:

O • • • Xx (DX2 + qD*K2)
- K2 [BKX + eD*^) 0.

Die Gleichung des Punctes n* ist demnach

«p' -\- vq' -\- wrl 0,

oder

(w/>+ vq -f- «; r) H- (> (m/?° + v#°+ wr°) 0.

und endlich, indem man den Werth von q aus 3. entnimmt

4 . . (up vq + wr) {K, D*K2 — K2 D*K{)

(upo -f Vq°+ wrO) (J^ DK2 — K2DKX )

Die Bestimmung des zu ti gehorigen Puncts n 4 wird also durch die

Gleichungen vermittelt :

Mathem. Classe. XV. H
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<sp' = p {Ki BHi2 — K2 D*KX )
- p° {Kx D K2 - K2 D K,)

5 . . . { oq' = q (/ii D2R2 — K2 D2!^) — qO (KjDK2 — K2 Dl^)
or* = r {KiD*^ — K2 D*KX )

— r° (Kx DK2 —K2DKY \

wahrend 4. fur constante Werthe von », v% w die einer Geraden von E
entsprechende Curve von E' darstellt, welche von der 5. Ordnung ist.

Die Curven 4. haben , wie man leicht nieht , B zum vierfachen, . C
und die A zu einfachen Puncten. Die Abbildung der Ebene (E) auf

sich selbst {E') hat also einen vierfachen und 8 einfache Fundamen-
talpuncte, wahrend die Ordnung der Abbildungsfunctionen 5 ist. In

der That erhalt man daraus nach den allgemeinen Formeln fur die

Ordnung der abgebildeten Flache (E) 25— 16 — 8 = 1, wie es sein muss.

Da nun die Abbildung eines ebenen Schnittes 8 (in E) durch den
Punct B zweimal, durch die Puncte A je einmal hindurchgeht , so ent-

Curve 8 in El eine Curve 8' von der Ordnun5

5.4 - 4.2 — 7 = 5,

welche als eindeutige Abbildung von 8 eine zusammenhangende Curve
vom Geschlecht p = 2 sein muss. Urn zu finden , wie oft sie durch
die Fundamentalpuncte geht, nehmen wir an, sie gehe «mal durch jeden
der Puncte A, /Jmal durch B, rmal durch C. Wegen des Werthes von
p ist zunachst

g_ 6 7
«-«— 1 /M~ 1 y. r— 1

2 2 2 '

da ferner wegen der Reciprocity des Entsprechens sich die Curve 5.

Ordnung 8' wieder durch 8 abbildet, so muss, indem man die Ordnung
der 8' entsprechenden Curve aufstellt, sich die Zahl 4 ergeben, also

*

4 = 25 — 7« — 40 — 8.

Von den Zahlen a % fi t y kann keine grosser als 4 , iiberhaupt a nur
oder 1 sein

;
daher findet man als einzige Losung

:
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a 1, /? = 3, y = 2.

Die Curve 8* hat also einen Doppelpunct in C, einen dreifachen in B,

und geht durch die Puncte A einfach hindurch. Sie repriisentirt dem-

nach eine auf der Flache liesrende llaumcurve der Ordnung

5.4 — 3.2 — 7 = 7,

und man hat den Satz:

Wena man von der Kegelspitze nach den Puncten ernes ebenen Schnitt.s

Sti ahkn zieht, und immer die Puncte aufsuchU m denen sie den entsprechenden

Kegclsehnitt der Schaar nochmals treffen, so erhcilt man erne Raumcurve 7.

Ordnung vom Geschkcht p = 2, welche jede Gerade der Flache einmaf

trifft und die Kegelspitze zum wirkUchen Doppelpuncte hat.

Von der Curve S' kann man beliebig viele Puncte construiren, in-

dem man die Biischel L x + XL2 = und it, + fiK2 = zu Huli'e

nimmt. Man kann also auch ihre Schnittpuncte mit S bilden , deren

Anzahl

20 — 6 - 7 = 7

ist. Diesen Puncten entsprechen die Durchschnittspuncte des ebenen Schnitts

mit der Raumcurve 7. Ordnung, Idngs welcher der von der Kegelspitze aus-

gehende einfache Berilhrungskegel die Flwhe beriihrt. Denn in jedem solchen

Puncte beriihrt ein von der Kegelspitze ausgehender Strahl einen Kegel-

schnitt der Schaar, und es fallen also zwei Puncte zusammen , welche

sich als Paar n n 4 abbilden. Die Schnittpuncte von 8 mit 8* entsprechen

^ich selbst. und die Curve soldier Puncte (§. 24. 1.) bildet fur die oben

betrachtete Verwandtschaft einen Ort sich selbst entsprechender Puncte.

. 26. Die Abbildung der Doppelcurve.

Nach den allgemeinen Principien , welche ich im 1. Bande dei

Annalen p. 270 gegeben habe, bildet sich die Doppelcurve als

H2
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Curve 7. Ordnung ab, welche B zum dreifachen Puncte, die A zu Doppel-

puncten hat.

Diese Curve gehort zum Geschlecht p = 5 ; aber sie hat einen

speciellen Character. Sie besteht aus Punctepaaren , den Abbildungen

der Puncte der Doppelcurve. Die Verbindungslinien der Paare ent-

sprechen diesen Puncten eindeutig, und umhullen also eine Curve, fur

welche p = 1 , wie fur die Doppelcurve selbst. Die Curve 7. Ordnung
lasst sich also durch eine irrationale Substitution, welche nur eine Qua-
dratwurzel enthalt, auf eine solche zuruckfuhren, fur welche p = 1 ist.

Unter der vierfach unendlichen Schaar von Curven 4. Ordnung
welche durch die 7 Puncte A gehen und B zum Doppelpuncte haben,

besitzt die dreifach nnendliche Schaar der Bilder ebener Schnitte die

Eigenschaft, das Bild der Doppelcurve in 4 Punctepaaren zu schneiden,
welche den Durchschnitten der Doppelcurve mit der Ebene des Schnitts

entsprechen. Urn solche 4 Punctepaare fur jeden Schnitt, und damit
uberhaupt beliebig viel Puncte der Doppelcurve zu finden , schlage ich

folgenden Weg ein.

Sei wieder 8 Bild eines ebenen Schnitts , welcher nicht durch die

Kegelspitze geht, n ein Punct in 8. Ihm entsprechen zwei Puncte n'\
deren entsprechende auf der Oberflache dadurch entstehen, dass man
den zu n gehorigen Punct mit der Kegelspitze verbindet, und die beiden
Durchschnitte dieses Strahls mit demjenigen Kegelschnitt der Schaar
sucht, in dessen Ebene der Strahl liegt, und welcher nicht durch den
zu n gehorigen Punct geht. Die beiden Puncte n" erhalt man auf fol-

gende Weise (vgl. §. 24). Durch n legt man die betreffende Gerade
-Li + XL2 = 0, und die betreffende Curve 3. Ordnung Kx + juK2 = 0,

und sucht dann die Gerade Lx -f- fiL2 = und die CurveKx + XK2 = 0.

Die beiden letztern schneiden sich ausser in B in den beiden gesuchten
Puncten n» Die Puncte, welche der ebene Schnitt aber mit der Doppel-
curve gemein hat, bilden sich offenbar als Punctepaare n n» ab, und urn
zu finden

,
welche Punctepaare in S Puncte der Doppelcurve abbilden,

hat man nur zu fragen, in welchen Fallen gleichzeitig n nnd einer der
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zugehorigen Puncte n" auf 8 liegt. Man bildet also den Ort 8" aller

Puncte n", welche Puncten n von 8 zugeordnet sind, und die Schnitt-

pnncte von S" mit 8 liefern die gesuchten Punctepaare.

Wenn man von der Kegelspitze nach den Puncten des zu 8 ge-

horigen ebenen Schnittes einen Kegel 5. Ordnung legt, so schneidet der-

selbe die Flache 5. Ordnung in einer Raumcurve 25. Ordnung. Aber

diese zerfallt in drei Theile. Der erste dieser Theile ist der ebene

Schnitt selbst. Der zweite entsteht, wenn man auf jeder Kegelseite den

Punct der Flache nimmt, welcher mit dem betreffenden Puncte des

ebenen Schnitts auf demselben Kegelschnitt der Schaar liegt. Dies ist

nach dem Vorigen eine Raumcurve 7. Ordnung, welche die Kegelspitze

zum Doppelpuncte hat; ihr Bild ist S'.

Der iibrigbleibende dritte Theil ist es, welcher durch 8" abgebildet

wird. Die Raumcurve, welche zu S" gehort, ist also von der 13.

Ordnung, und da offenbar der ganze Durchschnitt der Flache mit dem

Kegel die Kegelspitze zum 5fachen Puncte hat, so muss dieser dritte

Theil desselben in ihr einen 3fachen Punct haben.

Der ganze Durchschnitt bildet sich als Curve von der Ordnung

5 . 4 = 20 ab, mit einem 2.5 = 10 fachen Puncte in J5, einem 5fachen

in jedem Puncte A , und einem 5fachen in C. Da nun 8 von der 4.

Ordnung ist, mit einem Doppelpunct in B, und einem einfachen in

jedem A, da ferner 8' von der 5. Ordnung ist, mit einem drei-

fachen Puncte in B, einem einfachen in jedem A und einem Doppel-

punct in C, so muss 8" eine Curve 11. Ordnung sein, mit einem

5fachen Puncte in B, einem dreifachen in C und einem dreifachen in

jedem der A.

Diese Curve 8" von der 11. Ordnung schneidet 8 noch in

11.4 — 5.2 — 7.3 = 13

Puncten. Es giebt also auf der Abbildung 8 eines ebenen Schnittes 13

Puncte it, denen ebenfalls auf 8 gelegene Puncte n" entsprechen. Aber
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diese theilen sich in zwei Gruppen. Entweder kann n" mit n zusammen-
fallen oder nicht. Der erste Fall trifft dann ein, wenn die auf dem
zugehorigen von der Kegelspitze im Raum gezogenen Strahl liegenden
Punctepaare zusammenfallen

, wenn also der zu n gehorige Punct der
Flache zugleich der Beruhrungscurve des doppelt beruhrenden Kegels

gehort. Da letztere Curve von der 5. Ordnung ist (8. 3.), so tritt

dieser Fall 5mal ein. Es bleiben noch 8 Puncte ubrig, und diese liefern
indem sie sich paarweise gruppiren, die Bilder der 4 Puncte, in welchen
der betrachtete ebene Schnitt die Doppelcurve trifft.

Man sieht ferner aus der Abbildung sofort die folgend Bes
mungen em:

Jeder Kegehchnitt der Schaar trifft die Doppelcurve 4 mal, jede Ge-
ade der Flache ist eine Sehne der Doppelcurve

Jeder der S4 einzelnen Kegelschnitte trifft die Doppelcurve dreimal.

nung
.27. Kegelschnitte, welche eine Raumcurve 4 Ordund 1. Sp. dreimal, und 5 ihrer Sehnen je einmal treffeT.

*0* dem letzten Satze deS vorigen §. ISsst sich der merkwurdi^e
Satz ableiten

Wenn eineW« 4. Ordnung und i. Sp. gegeoen ist , so wie 5
d.rerSehnen welche weder einander schneiden, noch von denen drei auf einer
durch du Curve gehenden Flache 3. Ordnung liegen, so aiebt es im Allae-n^nen nur ,«,e> Kegelschnitte

, u,elche die Curve dreimal und jede dJ 6behnen einmal treffen.
J

von S^Ttt t^K
SatZ6S

'

WelCW dUKh die ***• Anzahl

lu hete "h

T

^ VCTWiekelten A»%^e von Intere.se ist.

2 EtZ^:::::01 Tiet zeit
- ehe ich n°ch *» st-d—

5 Ordn2 K^^Me auf den hier behandelten Flachen
5. Ordnung strenge nachzuweisen. Hrn. Professor Lttroth in Carlsruhe
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welchem ich meine Vermuthung damals mittheilte, gelang es, durch eine

Reihe scharfsinniger Schlusse den Satz direct zu beweisen; dieser Be-

weis wird in den math. Annalen mitgetheilt werden. Wenn es in-

gelingt, eine Flache 5. Ordnung welche die Raum

curve zur Doppelcurve hat und die 5 Sehnen ganz enthalt, so muss

jeder der gesuchten Kegelschnitte ganz auf der Flache liegen, indem er

sie in 11 Puncten schneidet, muss also unter den 64 einzelnen Kegel-

schnitten der Flache enthalten sein. Nun giebt es unter diesen immer

nur zwei, welche 5 sich nicht schneidende Gerade der Flache treffen;

wodurch denn der Satz bewiesen ist.

«

Es kommt also nur darauf an , eine solche Flache 5. Ordnung

Dies ist, nach einer Mittheiiung welche ich Hrn. Liiroth i

danke, im Allgemeinen moglich, und zwar auf unendlich viele Arten.

Ich bemerke in dieser Beziehung nur Folgendes. In dem durch die

Curve bestimmten Flachenbuschel 2. Ordnung y + Zy> = seien

ilt X<i ... jLs die Parameter der 5 Flachen, welche beziehungsweise eine

der 5 Sehnen ganz enthalten; der Voraussetzung nach sind diese Para-

meter von einander verschieden. Setzt man tp -\- Zity — 0, so geht die

Gleichung

Aip2 — 2Byy + C<p2 =
der gesuchten Flache in

1 . . . A-\-2ZiB+ &iC =
fur die entsprechende i*

6 Sehne muss also diese Gleichung

fullt sein, damit die Flache 5 Die 5 Ebenen

1. mussen also einzeln durch die 5 gegebenen Sehnen hindurchgehen.

Man kann die Gleichungen des Problems dann aber auch in folgender

Weise interpretiren

:

Es soil fin Kegel 2. Ordnung gesncht werden, von welchem 5 Tan-

gentenebenen durch 5 gegebene Gerade gehen, und bei welchem immer

4 der Ebenen die 5. Gerade nach einem gegebenen Doppelverhaltnis*

srhneiden.



64 DIE ABBILD. EINER CLASSE VON FLAECHEN

Durch der Doppelverhaltniss sind die iibrigen bestimmt die

Aufgabe selbst aber ist im Allgemeinen auf unendlich viele Weise losbar

Eine genauere Discussion des Problems und der moglichen Ausnahms-

falle wiirde hier zu fiihren

Druckfehler.

p. 18 Z. 2 v. u. st. A. 1. 4 A

\
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