
Ueber die partiellen Differentialgleichungen , welchen

die absoluten Invarianten binarer Formen bei hoheren

Transformationen geniigen.

Vou

A. C 1 e b s c h.

Der Konigl. Gesellschaft der Wissenschaften iiberreicht am 5. November 1870.

Wenn man bisher vorzugsweise lineare Transformationen algebraischer

Formen behandelt hat, so erkcnnt man doch leicht, dass audi die Un-

tersuchung hoherer Transformationen schliesslich auf jene als ihre erste

Quelle zuriickfiihrt, und namentlich die Arbeiten von Hermite und Gordan

fiber die Einfiihrung hoherer Substitutionen in die Theorie der binaren

Formen haben dies deutlich gezeigt. Die Untersuchungen der Letztgenann-

ten wurden zugleich die Veranlassung zu den vorliegenden Betrachtungen,

deren Entstehung im Wesentlichen schon mehr als zwei Jahre zuriickdatirt.

Unter hohern Transformationen einer Form f verstehe ich hier

diejenigen, welche ich auch sonst als ,,eindeutige" bezeiclmet habe;

sie haben die besondere beschrankende Eigenschaft, dass mit Hiilfe der

Gleichung/=0 sowohl die alten Variabeln durch die neuen, als umgekehrt

die neuen durch die alten, rational ausdriickbar sind. Die Transformation

ist im Allgemeinen immer eindeutig, sobald man die neuen (homogenen)

Variabeln gleich ganzen rationalen Functionen der urspriinglichen setzt;

und nur unter besondern Bedingungen kann die I .indeutigkeit aufgehoben

werden. Als transformirte Form wird die linke Seite der Gleichung be-

zeichnet, welclie entsteht, wenn man aus der gedachten Transformations-

iileichung und aus der gleich Null gesetzten gegebenen Form die ur-

spriinglichen Veranderlichen eliminirt. Die Ordnung der neuen Form ist

der der urspriinglichen gleich. Ihre absoluten Invarianten sind simul-

tane Invarianten in Bezug auf die gegebene Form und auf die beiden,

Mathem. Classe. XV. I
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welche den Zahler und den Nenner der Transformation bilden. Aber

nicht umgekehrt kann jede absolute simultane Invariante der letztge-

nannten drei Formen auch als eine absolute Invariante der transformirten

Form aufgefasst werden. Vielmehr miissen alle diese gewissen partiellen

Differentialgleichungen geniigen , deren Aufstellung der Zweck des vor-

liegenden Aufsatzes ist.

Die aufzustellenden Differentialgleichungen geben namentlich ein

fur die allgemeine Anschauung dieser Verhaltnisse bemerkenswerthes Re-

sultat. Als absolute Invarianten der urspriinglichen und der transformirten
4

Form bezeichnete ich Ausdriicke, welche sich bei linearer Transformation

der betreffenden Form nicht mehr andern ; und zwar kann es, sobald von

der Aufstellung partieller Differentialgleichungen die Rede ist, welche mit

der Frage der Rationalitat iiberhaupt nichts zu thun haben, ganz gleichgviltig

bleiben, ob man von rationalen oder von irrationalen oder transcendenten

absoluten Invarianten handelt. Aber man kann nun den Begriff der abso-

luten Invariante selbst , welcher sich zunachst nur auf lineare Transfor-

mation bezieht, zu erweitern versuchen, undfragen, ob es nicht Functionen

der Coefficienten einer Form giebt, welche auch bei hohern Transfor-

mationen der hier behandelten Art ihren Werth nicht andern, und also

absolute Invarianten in hoherm Sinne sind. Dass bei Formen mit mehr
als zwei homogenen Veranderlichen solche Grossen existiren, weiss man
aus der Theorie der Abelschen Functionen, wo die Moduln einer Classe

gerade die Eigenschaft besitzen, fur hohere eindeutige Transformationen

ungeandert zu bleiben. Aber diesem entspricht nichts bei den binaren

Formen. Es giebt fur diese keine Invarianten in hoherem Sinne. Wenn
also auch eine Invariante, wie z. B. die Discriminante , die Eigenschaft

besitzt, durch hohere Transformation sich nur urn einen rationalen Factor

zu andern, so konnen doch niera (oder Potenzen von

Invarianten) existiren, fur welche dieser Factor derselbe ist.
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1.

Erste Form der partiellen Differentialgleichungen.

9

Eine gegebene binare Form sei / (#, y), von der rcten Ordnung in

der homogenen Veranderlichen x, y. Fiihrt man nun zwei neue homogene

Veranderliche x, \ durch die Gleichung

1 . . . . x
cp

(x,y) -J- X ${x , y) =
ein, wo cp und <\> zwei homogene Functionen mter Ordnung sind, so wol-

len wir dies eine Transformation mtev Ordnung nennen, als transformirte

Form aber diejenige Form F bezeichnen, welclie die Resultante der

beiden Gleichungen

2
xcp -f- Xcj> =

ist. Die Resultante F ist von der Ordnung n in den neuen Verander-

lichen; ihre Coefficienten sind simultane Invarianten von /, cp und

welche in Bezug auf die Coefficienten von f vom Grade m sind, fur die

Coefficienten von cp und cp aber vom Gesammtgrade n l

).

Aus diesen Coefficienten setzen sich die Invarianten der transfor-

mirten Form F zusammen. Es wird sich zeigen , dass dieselben von den

Coefficienten der transformirenden Functionen cp und c]> nur in einer
ft

beschrankten Weise abhangen, welche durch partielle Differentialglei-

chungen ausgedriickt wird, denen jene Invarianten geniigen.

1) Es kann unter Umstanden wesentlich sein zu bemerken, dass es bei gege-

benem n nur nothwendig ist, Transformationen zu betrachten, welche unterhaib

einer gewissen von n abhangigen Grenze bleiben. Denn welches auch der Werth

von m sein mag, man kann den Quotienten -|, welcher nur in Zusammenhang mit

der Gleichung f == betrachtet wird , immer auf einen Quotienten ^ der Ordnung
>i n A

- oder —r- zuriickfiihren , indem man nur die Coefficienten von 0, T so bestimmt,

dass der Ausdruck

9y _ <j,d)

f Wich-

tigkeit

.

12
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Indem ich die homogenen Veranderlichen verlasse, setze ich

3 . . . . *= -,
r
»= x ,

und bezeichne durch /(z), <p(z), 4,(2) diejenigen Formen, in welche die oben
durcb fx 9, £ bezeichneten Functionen durch Division mit entsprechenden
Potenzen von y iibergehen, so dass

Sind nunmehr *lf *
%

. . . * die Wurzeln von /= 0, so sind die

absoluten Invarianten von / bekanntlich Functionen der t, welche cha

werden durch die drei partiellen Differentialgleichungen

en + en
, en

sn , an
, enf^ < *

Vl1
_L_ ~ on

1
<"« n.

Die Wurzeln
{
x

1 , ^ ... pn der transformirten Gleichung F=0
hangen nach 2. 3. mit den z einzeln zusammen durch die Gleichun°-en

:

*J • ft' • a M

Die absoluten Invarianten von F sind Functionen der p, welche
Differentialgleichungen geniigen, die den Gleichungen5. vollig

analog sind. Setzt man aber

7
bzm + b , z™-

1
. . . + b

1 m
czm + c ^"'

. . . 4. c
1 m

so kann man die p und also auch die absoluten Invarianten von F auch
als Functionen der Grossen

8
• • •

*
x
,z

% ...z
n

-

b, b
t
...b: c,c

t
... c
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betrachten; und die erste Anschauungsweise kann man dann so modi-

ficiren, dass man die absoluten Invarianten von F als Functionen von

ansieht, welche aber die Grifssen b. und c. nicht mehr enthalten. Wir wol-

len nun die Differentialquotienten einer absoluten Invariante U von F
unter beiden Anschauungsweisen bilden. Und zwar wollen wir dieselben

in Klammern schliessen, sobald wir 1 1 als Function der Grossen 9. ansehen,

die Differentialquotienten aber ohne Klammer schreiben, sobald n als

Function der Grossen 8. aufgefasst wird.

Gehen wir von der ersten Anschauung aus, so geniigt 11, als Fun-

ction der {x allein, den Gleichungen

10 . .

Sr) = oan
db

dJL\ = o (l^l = o

Insofern aber II zugleich eine absolute Invariante von F sein soil,

treten noch die drei folgenden, nach der Analogie von 5. gebildeten

Gleichungen

11 ... \P By.

sin . • id

n

« (£) + « E) ••;+«* K) = °

Die Gleichungen 10. 11. umfassen alles, was zur Definition von II

als absoluter Invariante von F erforderlich ist. Die Gleichungen 10. 11.

sind also die gesuchten Differentialgleichungen ; es kommt darauf an,

ihnen die passende Form zu geben, indem man von den eingeklammer-

ten Differentialquotienten zu nicht eingeklammerten Cibergeht.

4
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2.

Ztveite Form des Systems partielhr Diffen ntiulglenhungen.

Urn diesen Uebergang auszufiihren , werde ich zunuchst die Glei-»"•"&

chungen 10. 11. durch eine Art symbolischer Bezeichnung in eine ein-

zige zusammenfassen.

Durch oil werde ich die Variation einer Function II bezeichnen,

wie dieselbe entsteht, wenn in der Function der Grossen b. und c. variirt

werden. Aber die Bedeutung dieser Variation hangt davon ab, welche

Grossen neben den b. und c. als Veranderliche betrachtet werden. Es
t »

ist daher zu unterscheiden zwischen den Ausdriicken (oil) und 6n ; bei

ersteren ist II von den Grossen 9. abhangig und die (i werden nicht va-

riirt, bei letzterem ist II von den Grossen 8. abhangig, und die z werden

nicht variirt.

Wir konnen nun die Gleichungen 10. 11. zusammenfassen in die eine:

12 . . = (HI) + 2 (§£-).(«+

2

tV,.

+

T |i?)

,

wenn wir nur feststellen, dass dieselben fur alle Werthe der Variationen

ob
{

, lc
£
bestehen soil, und fur alle Werthe der beliebigen Coefficienten

a, p, ^; denn unter dieser Voraussetzung lost 12. sich sofort wieder in

die Gleichungen 10. 11. auf. In dieser Gleichung sind nun die einge-

klammerten DifTerentialquotienten und Variationen auf nicht eingeklam-

merte zuruckzufuhren.
*

Die Variation (iXl) hangt mit oil durch die Gleichungen

13 ... . (HI) = 811 + 2 j£ (j,jSz
*

zusammen; die DifTerentialquotienten von II nach den p, werden auf die

nach den z genommenen durch die Gleichungen

14 *5l — y dJL t§n\
6N v dzk\d

*i)

zuruckgefuhrt. Es sind also nur die DifTerentialquotienten und Variatio

nen der z auszudrucken.

Die Variationen der z erhalt man aus den Gleichungen 6.

:

15
IVP (»<) + * (*<) = .
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indem man diese Gleichungen variirt, die jx aber dabei constant lasst

Man hat dann

und zwar bezieht sich in Sep (2..), 3 <(;(*.) die Variation nur noeh auf die

Coefficienten; denn der Voraussetzung nach bleiben bei den nicht ein-

geklammerten Variationen die z unberiicksichtigt. Setzt man nun den

Werth von \t. aus 15. in 16. ein , so erhalt man:

Urn den hieraus fliessenden Werth von oz. kiirzer zu schreiben,

fuhre ich die Function 9 ein durch die Gleichung

und setze ferner fest, dass der einer Function beigefugte Index i be-

deute, es solle in der Function z durch z. ersetzt werden. Alsdann ist
f

19 ... . m) s

und die Gleichung 13. (811) verwandelt sich in die folgende:

20 . . . (an) = m - s gg
[
**? - » 5 *

In ahnlicher Weise findet man den Drfferentialquotienten («-M, in-

dem man die betreffende Gleichung 6. nach jx. differenzirt. Es ergiebt

sich dann:

21 : . .
| (*,?'(*,•) + fty|

(ji) + 9{2 .) = o,

oder, wenn man wieder den Werth von jx aus 6. einfuhrt

«
(£) = -[&

I

Da jedes jx nur von dem betreffenden z abhangt und umgekehrt

so sind alle Diife

verschieden ist.

(d z- v

^-l gleich Null, bei denen k

Wir konnen die Gleichung 12. nun in ihrer neuen Gestalt bilden,



72 A. CLEBSCH,

und erhalten, indem wir rechts auch noch jju durch semen aus 6. ge-

nommenen Werth ersetzen

:

23 '
. o = gn — 2 — 1"— - ? l

'S> + a ?' — 2ft?4> + t4>

Wir konnen nun auch die Differentialgleichungen 10. 11. in ihrer neuen

Gestalt sofort aufstellen. Wir brauchen nur die Coefficienten der ein-

zelnen Variationen U
f
&c, so wie die Coefficienten von a, p, T einzeln

verschwinden zu lassen, und erhalten das folgende, aus drei Gruppen
von Gleichungen bestehende System:

en __ y sn ^.zm -.

en -. endy C 11 rO . Z

24 . . . . ;
v "~

tfft,
~~ * al- L~e

m-i

511 y 517 r(p-|

O eU
, v d II ry . z

m
-\

25 « .. . . l" — K + 2, ^7p
L
e

en , ^ en= ^-4-s^m

dz-LirJi
*

26 y en rtp'L

en rtl-
8

5*,Le JeJr

Diese Gleichungen bilden ein vollstandiges System in dem Sinne in

welchem ich diesen Begriff im 65. Bd. des Borchardtschen Journals,
p. 257, definirt habe. Denn sie sind aus den Gleichungen 10. 11. ent-
standen, welche offenbar ein solches System bilden. Die Zahl ailer
Gleichungen ist 2m + 5 ; die Anzahl der in ihnen auftretenden Veran-
derhchen ist 2m + n-{-2. Daher besitzen sie

(2m -f n + 2) - (2m + 5) = ^-3



HOHERE TRANSFORMATION BINaRER FORMEN. ?3

von einander unabhangige Losungen, die von einander unabhangigen ab-

soluten Invarianten der Function F.

3.

Ausg ezeichnete Combitmtionen der Gleichungen des Systems.

Um ( ombinationen des obigen Systems von Gleichungen herzustellen,

kann man die Gleichungen des Systems mit Factoren multiplicirt addiren.

Aber man erreicht dasselbe, wenn man auf die symbolische Gleichung

23. zuruckgeht, und in dieser den Variationen die Werthe beiiegt, welche

jenen Factoren zukommen wurden.

Bezcichnen wir durch 8' neue Variationen der b. und c., welche

mit alten durch die Gleichungen verkniipft Bind:

<p = 8<p — (P-x)<p + T <|i

in denen die GrSsse x eine ganz beliebige Constante bedeutet. Ver-

gleicht man die Coefficienten der Potenzen von z in 27., so ergeben sich

daraus fur die neuen Variationen der b. und c
$
. im Zusammenhange mit

den ursprunglichen die Gleichungen:

28
• ' '

l
Vc. = 8c, -a6,+ (P+ x)c-

Da in 23. die Variationen 06., 8c. nur die eine Eigenschaft haben

sollten, ganz willkurlich zu sein. so kommt diese Eigenschaft den Varia-

tionen ob« h'c. noch ebenso zu. Entnehmen wir aber aus 28. die Werthe

29
86. = ^. + (^-x)6.- T c.

U. = oc.+ ab. — (p+ *)*,•'

so finden wir
a ii ^ , . v en >

oil = 2 JJf 86.+ l^*c,

Mathetn. Ctosse. XV. K
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Setzen wir dies und die Ausdriicke 27. in 23. ein, so erhalten wir

die transformirte symbolische Gleichung:

30 . m en

i

<p5'<|>

H

+ (p x)'Xi.
«6- T

v en . v , an
(P
+ ")

2
«« JJ:

Da die Grossen a, 3, *r, x ganz beliebig sein sollen, so ergeben sich

hieraus zunachst Gleichung

o

31

v en
i Q b-

X c.
an

» 6 c-

Es bleibt dann 30. eine symbolische Gleichung wel-

cher die Variationen &', wie die Variationen o. nur die Eieenschaft haben&

ganz beliebi

riationen di(

kann man also schreiben

ob man Va
Striche

dass es gleiehgultig ist,

oder nicht. Die ubrig bleibende Gleichung

32 m Y 8 n [-<!>$ cp
— cp 5 <|n

z
eJ. r e J

Untersuchen wir zunachst den Inhalt der vier Gleichungen 31.
V

Ftihren wir in den Gleichungen 31. statt der b. und c. die folgen-
»

den Veranderlichen ein, welche, wie man sieht, unabhangige Functionen

der erstern sind, da sich diese aus jenen berechnen lassen

:

33 I.

&, 6
t

, cf c
,

2

$

b
2
c c

2
b, r

c
2
b

t
,
s

3

3
b
B
C

t

c~b ... rm

c~ b
A

. . . r
3 1 m

b cm

b e
t

c 6m

m t

und klamraern wieder im let 8inne senommenen Differential

quotienten ein. Wir haben dann:
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15 — I—
56 \5fc MB 5?- WK»tf9

an
aft,-

C63+ •,© £—»($- '.»

und die Gleichungen 31. gehen in folgende fiber:

l + 'i^'+i-sO +H©-*
Bildet man aber aus der ersten und vierten dieser Gleichungen die

Combination

;

so giebt diese mit der zweiten und dritten Gleichung 35. zusammen

Verhaltnisse der vier Grossen

die

am /an\ /an\ /an

db
\ i

dn
\ l

dn
\ fill

Denn nach der

37

d dritten Gleichung 35. kann

.an.
P<V lax)

= ^ pc

und 36. ariebt dann:

(p + °) (6c, -'*.) = °

also

38 a = —

p

Daher folgt aus 37., soweit II von 6, 6,. c. e, abhangt:
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Es ist also 11 eine Function der Grossen

allein. Und zwar hat man
i

•Ur
an_ _ /an

'
,
~ 1,

at. " c
la<

an
db

am i /« n\ an jsn
e c i

v
t \dtr de

t

w \et

also

»frV».ft)~'tn) + e.62) = '
an
a*

Die Gleichungen 35. kommen daher auf die eine zuruck

<H*«m±*-m
welche aussagt, dass W eine homogene Function nullter Ordnung der 2m—

1

Grossen

2' 3 m T 2 3 m

ist Unter dieser Voraussetzung, und nur unter dieser, werden die Glei-

chungen 35. oder 31. sammtlich befriedigt.

Man kann statt dessen auch sagen, dass eine homogene Function

nullter Ordnung der —m
Grossen

b.c
7
— c.b

7

sei; denn nach einer sehr bekannten Identitat ist

, \
r
i
sk- n rkbx

1
— c.b

1
— .

t

% k % k t
y

9

so dass iede homogene Function nullter Ordnung der Grossen be, — cb,° i k i k

auch eine solche der Grossen t, r., s. ist, wahrend umgekehrt auch das

letztere stattfindet, da die letztern Grossen unter den ersten enthalten sind.

Die Grossen b.c T
sind die Coefficienten des Ausdrucks

I K

man kann also endlich auch sagen, dass wegen der Gleichungen 31.

11 eine homogene Function nullter Ordnung der Coefficienten dieses Aus-

drucks sei, wie Hr. Gordan auf anderm Wege bewiesen hat.
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Die Gesammtzahl aller in 23. enthaltenen Gleichungen war 2w-j-5;

dagegen liefert 32. noch 2m -+- 2 Gleichungen, wahrend zugleich die 4

Gleichungen 31. bestehen. Diese 2m + 6 Gleichungen konnen nicht

samm von einander unabhangig sein; vielmehr muss eine aus 32

iiiessende Combination existiren, welche zugleich eine Combination der

Gleichungen ist. Man iindet eine solche, indem man die Variation o so

bestimmt, dass S<p =» cp , <ty
— ^ wird; 80 wird dann

und die Gleichung 32. geht in die Summe der ersten und der letzten

Gleichung 31. tiber.

Ferner giebt es vier aus 32. folgende Combinationen , welche die

soeben genannte umfassen, und zugleich nichts andres liefern, als die

partiellen Differentialgleichungen , denen jede simultane absolute Inva-

riante von /, <p, <[> genugt. Man erhalt diese, indem man die Variationen

bb., be. aus den folgenden Gleichungen bestimmt:
V I

s

39

? == V*z -r Y) Tz

soilwo a, p, .a, P'
willkiirliche GrOssen bezeichnen

Es stehen hier wirklich auf beiden Seiten nur Functionen wter Ord-

nung, da in den Ausdriicken

my-zf
z

, m*t-*Tz

die hochsten Terme sich aufheben. Vergleicht man aber die Coefficien-

man

40 . .

auf beiden Seiten der Gleichungen 39., so hat

bb = mab — <*&,

S&
1

={m-l)a.b
t

—2*b
z + mpb - ?b

t

-2)ab
2

_3a'6, +(«-!) P*. — 2p'6
256

2

lbm
m r

4'bm— 1 r »t

I
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6c

8c

41 . .

oc
2

mac

l)ac
t

2)o<-
2

dc

3a'c
3 + (»i

Scm—

1

6cm
t

Es wird also:

(ZC-
ro—

1

42. ..sn

t»a c
»»

a l™ 6 fr + l
1*—

-

1
)
ft tsr +56

8|«*«" + («-!)*" +
26

db t

en
2dft

t

26 ^-f-

wahrend zugleich nach 39.:

43 ... . <|;8cp <p6i[i = (aV

2? c
HI—

2

m—

1

an .
,W6' g7 + (»

ft ft • + mc d%+ (
w

an

* • • c
en +

(a+ p') *

m-

1

i) ? c

i m

IN * ,[
I )

!...,

»•»• *

i Fuhrt man diese Ausdriicke in 32. ein, und lasst die Coefficienten

von p, p' verschwinden , so erhalt man Gleichung

, en . , ., en
wio — + (m— 1)6

mb
44 • •

6

db

an

an
*db

{m—l)b
i

2b

h
an

_i_ 26

an
db t

an
aaft

t

an
2 aft.

+ mc
a7 + (

w

-f- wc ^—(- [m

• • +
a

an .c.^ +
IK

+ c

i ac

an
*a<r.

2c

an
aCl

an
dc%

an

v an
t aa

t

-

* >:

2a

an

y .an
* a a.-

+ 2c
an

aa 2*.
an

»• a a
•'

welche die partiellen Differentialgleiehungen fur die simultanen absoluten
lnvarianten von f, cp, <[» sind.

diese

Sondert man

vier ab. so

den 2m + 2 durch 32. dargestellten Gleichungen

2 iibrig, welche der vorliegendenbleiben noch 2m
Frage eigenthiimlich sind. Es kommt darauf
trischen und ubersichtlichen Form aufzustellen

diese in emer sym
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4.

Die Wurzeln von 6 =
Die 2m— 2 Combinationen der partiellen Differentialgleichungen,

welche zusammen mit den Gleichungen 31. und 44. das ganze System

bilden, kann man in einer gewissen Weise den 2m — 2 Wurzeln der

Gleichungen 6 = entsprechen lassen, Wir untersuchen deswegen zu-

nachst diese Wurzeln selbst, um sie sodann an Stelle der b. und c. als
% »

Veranderliche in die Differentialgleichungen einzufiihren.

Die Function H hat den Ausdruck:

6 ==
ty

<p' (z) — 9*4*'
i
z
)

(cz
m+ c

t
z
m-1 ...){mbzm

-1 + («— l)b
t
z
m-\..)

(bz
m + b

i
z
m-i ...)(mczm

-i + (m—l)c
i
z
m-2

...)

(be —cbjz%m—2

Der erste Coefficient von 6 ist also die Grosse t, und indem man

die Wurzeln von = durch £
t

> £ 2
• • • S2 —2 bezeichnet, hat man

* 45 . . . 6 = *(« — 6J (*— 6 S )
... (* 2m—2

Da nun sammtliche Coefficienten von offenbar lineare Combina-

tionen der Grossen 6
f
.<^

—

c.b
k

sind, so hangen die £ nur von diesen Aus-

driicken ab; und zwar sind sie homogene Functionen nullter Ordnung

dieser Ausdriicke, denn die Wurzeln von 6 = werden nicht geandert,

wenn eine der Functionen <p oder
ty
um einen constanten Factor geandert

wird. Die Wurzeln von sind also gemeinsame Lffsungen der vier Glei-

chungen 31.

Die vier Gleichungen 31. enthalten 2m -|- 2 Veranderliche und

lassen also hochstens, und wie aus dem Friihern hervorgeht, auch wirk-

lich, 2m — 2 von einander unabhangige LSsungen zu. Ich werde nun

zeigen, dass die Grossen £. in der That von einander unabhangige Fun-

ctionen sind. Es folgt dann, dass alle LSsungen der Gleichungen 31. als

Functionen der £. betrachtet werden kSnnen, und dass man jene Gleichungen

in allgemeinster Weise vollstdndig befriedigt, indem man U als Function der

z. und der £. allein betrachtet.
$ t
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Der Bewei d die von einander unabhangige Losungen der

Gleichung 31. sind, ist leicht in folgender Weise zu fuhren Alle

Losungen jener Gleichung

von t, r
2

, r

2m
3

• • T » S v , S
2 3 m

d homogene Functionen nullter Ordnung

oder, was dasselbe ist, Functionen der

2 Grossen
s

t t
'

m
T

6 s
»

« ' t
'

m
/

Schliesst man also die Differentialquotienten nach den i\ und *
#
.

ieder in Klammern ein, so hat man die folgenden Formeln fur die £k,

welche den Formeln 34. analog gebildet sind

46 .

as

c

k
b

\d r • /

+
8

c

b
ae

k

k

2,3 . m)

d*i

Die £, sind 2 m 2 von einander unabhangige Functionen, sobald

die Functionaldeterminante der Zk
nach

den ist, also die Determinante

:

den r. und s. von Null verschie-

47 . E

8

8s

8s t

dr a

flr.

aj

3r

4

£1
6s • (^m

Multiplicirt man aber diese Determinante mit der

der Determinante

liten Potenz

r

b

c

b
t,

hat dieses wegen der Formel 46. nur den Erfol

geklammerten Differentialqu nach

klammerten nach den b.
t c. treten, so dass

i %

den r., s
»

dass an Stelle der

. die nicht einge-

man die Formel hat

48 • • R.r

8*. tk ««. *e. *«. **.

1

8 b, dc2 8b u 8c a m
*6. *6, ae x 55, *5p K t

db t dc t db, dc a
'

•

' S1>m 6cm
• • • •
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Die Werthe der in dieser Formel auftretenden Differentialquotienten

ergaben sich durch Differentiation der Gleichung:

Man erhalt, indem man diese Gleichung nach b. oder c differenzirt,

wo i! = 2, 3 . . . m ist

:

55

49

e'(y • i« - -r M^r^". *(y + y*. *'&

aeA
e'(y -^ - (*-oe4"-*-.9(5*) -54

—".^
Der linke auftretende Factor 0'(y ist fur keines der Zk

identisch

Null, oder was dasselbe ist, die Gleichung 6 = hat nicht an und fur

sich eine Doppelwurzel. Denn fur eine solche mfissten gleichzeitig die

Gleichungen

<|> . cp' — cp . c|/ =
(|> . cp" — 9 . c|>" =

bestehen. Es musste also entweder gleichzeitig cp = 0, d> = sein,

h. cp und <jj mussten an und fur sich einen gemeinsamen Factor be

sitzen, was nicht der Fall ist; oder es musste ein Factor X existiren, so

dass gleichzeitig

cp -f- X<|> =0
<p' + Ac]/ =0

d. h. eine Combination von cp und cp musste einen dreifachen Factor be-

sitzen, was ebenso wenig eintreten kann, ohne besondere Beziehungen

zwischen den veranderlichen Coefficienten b^ c. vorauszusetzen.
f t

Man kann also die Gleichung 48. beiderseits mit dem Quadrate

des Products

p = e-(5,) . e-
(y . . . tsj.

welches bis auf einen nicht verschwindenden Factor die Discriminante

von H ist, multipliciren , und der Ausdruck

wird durch die Determinante der rechten Seiten der Gleichungen 49.

dargestellt.

Mathem. Classe. XV. L
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Die rechten Seiten der Glekhungen 49. sind Functionen von 5
k

elehe bis (2 3)t Potenz einschliesslich aufsteig Die frag

liche Determinante von 2m—3 Reihen ist aber dadurch characterisirt,

dass ihre Verticalreihen verschiedene Functionen {2m— 3)ter Ordnung, ihre

Horizontalreihen 2m—2 Veranderliche £A
enthalten. Daher zerfallt diese

in zwei Factoren. Der eine ist die aus den ReihenD sofort

2m—

3

k
C 2m—

4

2 e i
'k Sfe

x

Vorzeiche

Determinante, und wird dem Differenzenproduct der £. bis aufs
rC

gleich; da die Differe

dere Factor

noch der andere Factor zi

ie Determinante der Coeffi

t nicht

betrachte

dentisch ver-

Dieser

aller 2m—

2

welche die rechten Seite

zwar sind,

Functionen

der Gleichungen 49. bilden

5

folgenden

50

51

&

\m— 2)
$"* 3

<P

[m—3)e
m-4

cp

)

<P

2)5
pm—

3

(m- 3) 6
m—

4

S™-
2

<p

S
m_ 3

9

$ 9'

<P

5
m—

2

3

h m
2

,

A=
h= m
2 (A

a=o

A

2
m

A=
h= m
2 (A

a=o
A = m
2 (A

A=
A=m
2 (A

A=

/j
p2m—A—

3

"A*

/, e2m—A—

4

W
A ?

aH-l)^?"-*
A

m) 6 r ^-A-»
A

2) c^rn-h-Z
A

3) c
A
^m-A-4

Und
esehen vom Vorzeichen und von ihrer Reihenfolge , diese

$

A m
2 (A—m+l)c^m-h

h= A

A= m
2 (A-w)

A=
c
A S
m-A-*
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Fur m

- 26

2c

2 ist die Determinante der Coefficienten dieser Functionen

:

c

3c

2b

2c

b.

c

2(bc, cb,)(b,c
2 «,»,).

2 I

also von Null verschieden, wie zu beweisen war. Fur alle hoheren

Werthe von m aber erhalt man schon von Null verschiedene Werthe der

die folgenden besondernDeterminante, wenn man in Coefficienten

Annahmen macht:

b ^K 0, b 0. . . bm 0, c 0, c . . . cm 0,

so dass nur b, c., c von
1 m

Null verschied

gehen bis auf Zahlenfactoren

bleiben. Die

f in die Potei

50

52 5
2m—

3

, 5
2m 1

. . . i
m—

1

wahrend die Functionen 51. die Ausdrucke annehmen:

53

c g*»-*-f (m-2)cAm-3

m

2cJ2m—5 + (m— 3) c
>-m—b

m

1 + cm
w—-2

Man sieht, dass aus den Functionen 52. und 53. sich auch die

Potenzen

5
m—

2

, 5
m—

3

• • • • J ^ |

als 52. uberhaupt 5 bis zur (2m—3)ten einschliess-

Daher kann die oben
lich, zusammensetzen lassen.

minante, welche den Nenner 1

£ durch die Functionen 50. 51. auszudrucken versuchte

man

Deter

von

man

31.

ihwinden.

Es ist also i

die Wurzeln

R nicht identisch Null, und damit das

6 als Losungen der Gleich

zu Grunde legen darf.

L2
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5.

Einfiihrung der Wurzeln von 6 = als neuer Veranderlichen.

Da die ^ von einander unabhangige Losungen der Gleichungen
31. sind, und ihre Zahl hinreichend gross ist, so kann man diese Glei-
chungen identisch erffillen, indem man n ausser von den z.

den %h
abhangig sein lasst. Alle noch von II zu befriedigenden

Differentialgleichungen sind in der symbolischen Gleichung 32.

nur von

54 . . . . = § n — 2 — r ^ 5?-? 5 ^
e i

enthalten, und es ist also nur ndthig diese Gleichung in einer solchen
Weise umzagestalten

, dass darin die Variationen der \h
an Stelle der

Variationen lb., 8c. erscheinen.

Nun ist der Zahler des Ausdrucks

e
urn 2 Ordnungen hoher als der Nenner; setzt man also an Stelle von
6 seinen Werth (45.)

e = »(*-e, ) («-^,y; ., &_ 2m—

2

und zerlegt in Partialbriiche, so erhalt man fur die Zerlegung die Form

:

55
•

• • •

•

' e = A* + Bz + C + 2 —

*

Ich werde nun zunachst zeigen, dass die 2m+ 1 Constant BC,M
t
,M

t
... M

2m_2
ganz beliebig bleiben, sobald man die Variationen

der Coefficienten *, c. als ganz beliebige Constanten voraussetzt. Hierzu
gehort nur, dass man zeigt, wie bei beliebig gegebenen Werthen der
A, B Ct M sich immer Fnnctionen mter Ordnung 8 ? ,

6<J, angeben lassen
so dass die Gleichung 55. besteht.

Zu diesem Zwecke bezeichne ich die Wurzeln der Gleichung 9=durch Pfi f L , die von ^ = durch _ so ^
56 * = *. (*-P,) (*-p

2 ) . . . (*-pj

*- e
-{"Mf.)ti--T.)'.-.-vfctT-t
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Ich setze nun in 55. fur z der Reihe nach einmal die Werthe
einmal die Werthe c. ein. Da

e = 4». <p'(«) — cp . <p

r

(«),

so wird

„ ,»(« = <MP.) • ?'
(P.)

e
(t,-) = — <p (t.) • f (t,) .

und man erhalt also aus 55. folgende zwei Gleichungen:

58 ... .

(5?V = m MP/ + *?.- + c + 2 s^fi p.- '*

(*«
T

.
= fWi^T/ + ^Tf

-+C+S-^
a T»—

^

Mit Hiilfe dieser Werthe, welche Sep und Sty fiir die Nullwerthe

von cp und
ty
annehmen, kann man nun nach der Lagrangeschen Inter-

polationsformel die Function 8<p und fy wirklich bilden, bis auf additive

Glieder, welche beziehungsweise aus 9 oder
ty,

multiplicirt mit willkiir-

lichen Constanten, bestehen. Denn es ist

(*?)p.

wo <p , ^ willkurliche Constante bedeuten; und daher hat man, indem

man die rechten Theile der Gleichungen 58. einfiihrt:

A^ + JB^+ C _,_, MkM

0«7 9

0? = <f>- <Po +?• 2 ^ h'f22 3_p..p._^

«— Tt
r Z~T,- • T—<k

Die nach i genommenen Summen kann man nach den Regeln der

Partialbruchzerlegung ausfiihren. Man hat namlich:

60 ... .

V '*P»' + -gpV + C = Uz* + Bz+ C)?'(z) _ Amz __ Bm-Ab t

V ^f»' + ^T» + g __ (Az* + Bz + C)Y(z) __ Amz ___ Bm ~Ab t
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und ebenso

p •- P,- • Pt
— ** — (— **)*(.) (z-^(h)

und die Ausdriicke fiir Sep, 8<[> konnen daher in der Form geschrieben

werden

:

62 . . .

<p . cp' + (^ + Bz + C)9'(z) - 4mz . <p(z)

3f^ <p' (£
A:)

<|> . <|/ + (4z2

-J- Bz 4- C)<|/(z) — 4mz . <[>(*)

wo der Kiirze wegen an Stelle von <p ,
<J>

die ebenso unbestimmten

Constanten

DO
B m—Ac

eingefuhrt sind. Bildet man nun aus 62. wiederum die Verbindung

epgep— <p8(j>, indem man zugleich den Ausdruck von 8 und die fur die 64

bestehende Gleichung 6 = oder

9(h)
~~

+«*)

berucksichtigt , so erhalt man

Die auf die allgemeinste Weise gebildeten Functionen Sep und 8$
befriedigen also auch die Gleichung 55. vollkommen, sobald nur

?'o = V.
gesetzt wird. Diese Beziehung zwischen den willkurlichen Constanten

voraussetzend, haben wir also in den Ausdrucken 62. in der That die-

jenigen Functionen ocp, 8<j>, welche den beliebig gewahlten constanten
Werthen von A, £, C, M,, M

2 , ... M2m__ 2 entsprechen, und es ist damit
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nachgewiesen , dass diese in der That als vollig willkiirlich angesehen

werden diirfen. Dabei erscheinen freilich die Ausdriicke 62. als Func-

tionen + Ordnung, aber dies ist eben nur scheinbar, da die

Terme {m-{-l)tei Ordnung sich, theils d

Division , uberall aufheben.

Subtraction , theils durch

Setzt man

64 *0 f. x WW X
k

und

P x Amz 1
65 .

Q Az2 -\-Bz-\- C + 2
Mk

%

h'

so haben die Ausdriicke 62. die Form:

66
P . v(z) + Q . <p»

P.cp(*) + Q .f(*)

Von dieser Form ausgehend, kann man e damit auch

die Variationen 8£A
bilden, deren man

noch bedarf.

Herstellung der Gleichung 32

Da
6 4»?' ?f»

so hat man

67 . 88 <p' .
8(J>

4>' . Sep —|— 4* * ^9 cp . 8<|/.

Aus 66. aber folgt, indem man nach z differenzirt:

68

Wenn man nun noch hinzunimmt, dass

6' 4>-<p".

so findet man aus 66. 68.

O.P
e.( )+Q.Q',
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und die Gleichung 67. liefert also:

5Q) . ^ 5969 . . .88= e.|2P+£| + Q ai
.

Urn hieraus nun die Ausdrucke fiir die Variationen 8£, zu finden

hat man nur zu bemerken, dass

war. Durch logarithmische Variation folgt daher

und indem man dies in 69. einfuhrt, findet man

8* ^ K
2 * =2P+«? + Q*J?2

oder wenn man die Werthe von P und Q einsetzt:

70 . . . " _ 2 -&- = 2x - 2,imz - 22 x-*^
fe e*

+ 2^Lz + £ — 2 Jtf*

(*-«*)•

Jf* x v 1

Urn die Uebereinstimmung in der Form beider Seiten dieser Glei
chung zu erkennen

,
braucht man nur das letzte Glied zu entwickeln

Es

^ + £j^ = A {z + L )
-hB + ^±I^£,2-5*

Von dem letzten Gliede der Gleichung 70. rflhrt daher der Term
Az (2m-2)mal her, so dass dies sich ganz aufhebt. Ebenso heben sich

Glieder der Form

Mk

auf, wahrend
(-6*)*

Mk

<•-**) («-fe)

eben,f^iv" r^ ^ ** ***** *** *«*•**« Constante * die
ebenso willkurhche Constante
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p = 2x + (2m— l)B + A2Z
k

ein, so erhalt man aus 70. die Formel:

In der Doppelsumme sind dabei fur A: alle Zahlen von 1 bis

2?w—2 zu setzen; bei jedem Werthe von k aber hat man der Zahl h

nur die von k verschiedenen Werthe beizulegen.

Aus der vorliegenden Formel kann man sogleich den Werth von
t> &

6£, entnehmen, indem man rechts den Gesammtfactor von
k

1

Ik

aufsucht. Aber man kann statt dessen unmittelbar zu dem Ausdrueke

von oil fibergehen, wenn man nur bemerkt, dass die linke Seite in 811

sich verwandelt, sobald man den von z freien Term auslasst, und dann

immer «- an Stelle von

1

£k

setzt. Indem man eben dieses auf der rechten Seite von 71. ausfuhrt,

gelangt man sofort zu dem folgenden Ausdrueke fur oil:

72 .... 811 = 2. if. (2X. |5 + 2, ,-V (I? - I?

Die symbolische Gleichung 31. wird jetzt, mit Benutzung von 55. und 72:

en . ^ i /en en
73 ... o = s,«»{a^+2

A
^(^-^)}-s

4(^4-«»+
en
55A

v
,
(A:> + *,,. +.01,A) "

Urn die verschiedenen hierin enthaltenen DifFerentialgleichungen

linden, braucht man nur die Coefficienten der willkurlichen Constan-

A, B, C, M, einzeln verschwinden zu lassen. Die Coefficienten von

A y B, C geben die drei Gleicli

Maihem. Classe. XV.
t>

M
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74 <

*

A. CLEBSCH,

Sie drucken nichts weiter aus, als dass II eine simultane Invariante

von/und 6 ist, und vertreten daher die Stelle der Gleichungen 44.,

von denen die Summe der ersten und letzten, als in 31. enthalten, be-

reits identisch erfullt ist.

Daeeaen erhalt man die fur die Invarianten von F characteristi-

schen 2m—2 weitern Differentialgleichungen, indem man die Coefficienten

der Mh in 73. verschwinden lasst. Man hat als Typus derselben die

Gleichung

:

aus welcher man das ganze System erhalt, indem man fur k der Reihe

nach die Werthe 1, 2 . . . 2m—2 einsetzt.

Die Gleichnngen 75. enthalten die gesuchten partiellen Differential-

gleichungen in symmetrischer Form, und so dass keine jener Gleichungen

dabei iiberflussig ist.

6.

Beweis, dass absolute Invarianten binarer Formen in hSherem Sinne nicht

eooistiren.

An die oben gegebene Form der partiellen Differentialgleichungen

kniipft sich unmittelbar der Beweis fiir den am Eingange erwahnten

Satz an, dass absolute Invarianten im hohern Sinne, d. h. Functionen

der Coefficienten, welche auch bei hohern Transformationen ungeandert

bleiben, fur binare Formen nicht existiren.

Ware namlich II eine solche absolute Invariante, so mttsste dieselbe

von den Transformationscoefficienten, also von den Grossen ^ vollig un-

abhangig sein, so dass man die Gleichungen hatte:
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76
en
A6.

0,
en
»6,

en
e$2m—2

Alsdann aber verwandeln sich die Gleichungen 75. in folgende.

2 -1
-

2.
i

77
» **—5,

en
e«

t

-

en
es,*

2.
l en

* z—52m-2 9 z
»

0.

Schon eine Gleichung

chen Function II zu beweis

Gleichungen

iigt, um die Nichtexistenz einer sol-

Denn nimmt man irgend eine der

78 . 2.
l en

t Z
%
—

5

k dz
i

o,

und differenzirt man diese Gleichung wiederholt nach SA , indem man

immer beriicksichtigt

,

dass

man die Gleichung

en
identisch verschwinden soil, so erhalt

2.
l en

»(*,— 5*)" dz

79 . 2.
l en

*(*»—W dz
i

Diese Gleichungen konnen nicht bestehen, ohne dass II eine Con-

stante ist. Denn fugt man den ersten n—2 Gleichungen 79. die Glei-

chung 78. und die aus der ersten Gleichung 74. entspringende Gleichung

2
en
dz:

en
hinzu, so hat man n homogene lineare Gleichungen fur die n GrSssen ^ vor

sich, deren Determinante

1 1 1

l l l

*«— &* z.-sA '
'

' %—h
1 1 1

( -hv («.-«*)'
'

*

' (v-e*r

M2
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l

das Differenzenproduct der Grossen —-r- (i = 1 , 2 . . . ») ist , also das
i k

Product der Ausdrficke

1 1 * Zh -Zi

Diese Determinante ist also gleich dem Differenzenproduct der t,

dividirt durch die [n— l)te Potenz von/(y, also von Null verschieden.

Daher folgt aus den angefuhrten partiellen Differentialgleichungen sofort:

en n en en
U, a. U . . .

0a, ~' 6zs
:••;' fo„

—
d. h. n muss eine Constante sein, was zu beweisen war

•

4.

Die Functionen X
7 .

In der Form 75., welche wir den partiellen Differentialgleichungen

gegeben haben, werden die Coenicienten theils aus der z. und $, auf

einfache Weise zusammengesetzt, theils enthalten sie die Grossen X^, auf

deren Character wir genauer eingehen miissen.

Die Grossen \
h
wurden durch die Gleichung 64.

X = tM — VM

definirt, oder, was dasselbe ist, durch die Gleichung:

80 . . X — p ?'&> + g *'&>
* p ?<6*) + « * (5*)

'

in welcher p und ? ganz beliebige Grossen bedeuten. Setzen wir z. B.

p — —c, q = b, so haben wir

81 ... X = bn^~ e^k) _ (m-l)%" + (m-2)r,^ + (m~3)r 3 ^"* . . . + rm_ x

k
**<fc) - o?(y «^-* + r.SA

'- + r,5
A
— ... + ^^5^ +^

, Man sieht hieraus, dass die \
k

ausser den £ nur die Grossen

'« p
*»

r
3 • • •

rm enthalten, und zwar so, dass wenn man durch t in Zahler
und Nenner dividirt, nur die Quotienten

82 . n r_*
rm

t
%

t ' ' ' T
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5

auftreten. Statt der r. hatte man auch die s. anfuhren konnen; man
% %

hatte dann nur nothig gehabt, in der Gleichung 80. p = — c |f q = b
t

zu setzen. Aber es handelt sich darurn, die Grossen X^ als Functionen

der £ darzustellen ; und wie man sieht, kommt dieses auf die Forderun

zuruck, die Grossen 82. als Functionen der £A
darzustellen. Dass dieses

moglich sein muss, folgt aus dem fruheren; denn die Grossen 82. sind

Losungen der Gleichungen 31., und andrerseits ist nacligewiesen , dass

alle Losungen der Gleichungen 31. Functionen der £A
allein sind. Aber

es sind hohere Gleichungen, von denen dies abhangt, und die X
A

sind

also irrationale Functionen der £A , mit Ausnahme des Falles m = 2.

Es ist leicht zu iibersehen, durch welche algebraische Gleichungen

die in Rede stehende Bestimmung erfolgt. Schon oben wurde erwahnt,

dass wegen der Identitat

ri*k — sirk

% k % k t
v

sich alle Grossen b.c, — c.b, durch die r., s. ausdriicken lassen; und
% /C % ft t f

man kann hinzufugen, dass alle Grossen

go hjPh— cihk

t

r; s,-

sich durch die Grossen T
l

, -j ausdrucken. Nun sind die Coefficienten

von 6 = 0, wenn man durch den ersten Coefficienten von B, t, dividirt,

lineare Functionen der Ausdrucke 83., und da sie andrerseits gleich den

einfachsten symmetrischen Functionen der £
ft

sind, so hat man durch

Vergleichung 2m—2 Gleichungen vor sich, in denen lineare Functio-

nen der Ausdrucke 83. symmetrischen Functionen der Zk gleich wer-

den, und man hat also ebenso viel Gleichungen als Unbekannte r., .v

,

welche die gesuchte Bestimmung liefern mussen. Aber in den r.t s
(

selbst

sind diese Gleichungen quadratisch, und ihre Losung fuhrt daher aul

Irrationalitaten. Ich will in den einfachsten Fallen diese Bestimmungen

durchfuhren.

Bei m = 2 tritt, wie erwahnt, noch keine I rrationalitat auf. Man

hat namlich in diesem Falle
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H
25S + K b¥ + bfi + b

'i

cf + cj + c
2

(4 c, eb.) ? + 2(6c
2

ci,)E + (b,c
2

*
2 + 2r

2 + V
Man hat also in diesem Falle ohne Weit

L±i,
2

Daher liefert die Gleichung 81

t

« *

t M 2

X
t 1

A «* + U h
e. + e.*

2

oder

X
2

*, *
X

2

2 *. V

«.*,)

zweiter Ordnung beziiglichen Differen-und die auf die Transformation

tialgleichungen nehmen aus 75. die elegante Form an:

84
I

s i en

H—*i d*»

1

f f

/ 5n . „ en
**. ««

2 l en
%*— *• 0*t*

Bei m 3 hat man

6
36S

2 + 26^ + fc
3

2

3cP + 2c.5 + c

(ic,

«• + *,? + »,« + »
3

cb
t)? + 2(6c

2
-c&

2 )S
3 + [3(&c

3
-eft,) -f (^c

2
C

+ 2(6 lC 3

tf

«.*.)* + (*,«,

.MP
*2 C

3 )

4 r. s2r.i|
5 + (3r

3 +* 2

)$s + 2*
3
?4-^2

3 ** rs

<

Bezeichnen wir durch A, B, C, D die symmetrischen Grundformen
der £., so ist dann

85 . . .

?!JL± 8*

2
£3

*V 8 ***•«

*

ii

£

c

D.
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Es sind also die Grossen -~
, -f sofort bekannt, und nur *£

,

s

-f noch
t ' t

zu bestimmen. Bilden wir aber die erste Invariante i von 6:

i
AC . Be

{
D-.^ + f):

finden wir, indem wir fur A B, C, D die linken Theile der Glei-

chungen 85. einsetzen:

f 12 t
z »

und daher, indem wir die Wurzel ziehen:

86 3r 9 -*, = \/l2
3

v
2

Dies ist die einzige Irrationalitat , welche auftritt. Combinirt man

86. mit der zweiten Gleichung 85., so erhalt man:

r
s 6

S
2 2

'

und aus 81. hat man also fur \ den Ausdruck:

^ _ 2t*+ r 2

k
2

* tl?+rjk + r a tf-^+Z+^UD-SAC+U*
2 '" ' 6 '6

ein Ausdruck, der sich noch in mannigfacher Weise umformen lasst

Der Umstand , dass diese Irrationalitaten in die oben gegebene Form

der partiellen DifTerentialgleichungen eingehen, wird auch dann nicht auf-

gehoben, wenn man etwa statt der & ihre symmetrischen Functionen,

oder, was dasselbe ist, statt der Wurzeln die Coefficienten von 8 als

unabhangige Veranderliche in die partiellen DifFerentialgleichungen ein-
o*o

ftthrt. Es geht daraus hervor, dass eine absolute Invariante der trans

f

mirten Form F, welche die Coefficienten von f 9,
enthdlt , nie-

malsdie letztern nur zu Coefficienten von 6 rational vereinigt enthalten kan

sondern dass diese noch in andern Verbindungen auftreten mfissen, welche

durch die Coefficienten von nur irrational ausdruckbar sind. Als

solche andern Verbindungen kann man die Coefficienten hoherer ungera-

der Ueberschiebungen von cp mit <j> betrachten , welche mit denen von 6

ausreichen, urn alle Grossen b.c
k
— c

i
b

Jc

rational auszudrucken.
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8.

Die partiellen Differ-entialgleickung>en fur die Transformation zweiter Ordnung.

Die partiellen DifTerentialgleichungen , welche wir fur die Transfor-

mation zweiter Ordnung haben, und welche sieh durch die Rationalist

ihrer Coefficienten auszeichnen, sind nach 74. 84. folgende:

an . an . v en n
dT

t

+" eV2 + 2
aT; = °

i /can e_n\ _ x en
*.-M ai, -r eij — *rr£ jr.

88.
i / a n

,

3
e_n\ __ ^ i en

£*— *. \ ai 4 afj a,-— $, fls,-'

Diese Gleichungen bilden ein vollstandiges System von 5 Gleichun-

en mit ra-J-2 Veranderlichen; sie miissen daher n — 3 von einander

unabhangige Losungen zulassen, und es ist in der That leicht, solche

anzugeben, und damit das ganze System vollstandig zu integriren.

Zu diesem Zwecke fuhre ich an Stelle der z. die neuen Verander-
lichen ein

89 w.

und bezeichne durch Klammern diejenigen partiellen Differentialquotien

ten, bei welchen die Grossen

als das System der unabhangigen Veranderlichen betrachtet werden. Man
hat dann

90
ai* ~ \ai*/ -r zk\d^JWk
an _ ien\ ««v
8z

i \dwj dz
{

Nun sind die w. einerseits nur von den Differenzen der z. und g
abhangig und befriedigen daher die erste der Gleichungen 87., wwenn
gend ernes der w. an Stelle von n setzt; andrerseits hangen sie auch
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nur von den Verhaltnissen der «M ^ ab, und geniigen deshalb auch der

zweiten Gleichung 87. Fiihrt man also die neue Art der Differentiation

in die ersten beiden Gleichungen 87. ein, so Verschwinden die Coeffi-

cienten der U— ), und es bleibt nur iibrig:

an
o

o

also

.Die Function n M/^£ afco vow dew w. allein ah, und wenn man II so

annimmt, sind die ersten beiden Gleichungen 87. bereits identisch erfullt.

Die drei iibrigen Gleichungen 87. verwandeln sich nun in Folge

der Gleichungen 90. 91. in folgende :

8w: dwj dw-
2 l

S3 «.'ni
!+Vri + '«'

9w: 5m?^ * 9«^.

92
' •

•{0 = 2 P!r^-(^+ „., „_*.*.
t 1 J

I
/ 9w?

t
- 9wa j flw

f
.

+wf.-*i \ 5^ * d ^r *i- { i
5 * •

Aber wegen der beiden ersten Gleichungen 87., welehe durch II == w,

befriedigt werden, hat man

5 w{ 6 w- 8 w-

6 to- d to- d w-

also

Setzt man dies in die Gleichungen 92. ein, so erhalt man:

Mathetn. Classe. XV. N
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2
an
dto-1 \6zS) k-

:

. ) &

93. <!0 v
dio, (2,--?,)(2r

i
-f 1 -l,)

\a »i

)

*.

^ra©^
)(a,i

c
*.)

«,-«

Inzwischen ersriebt sich durch logarithmische Differentiation der

Gleichung 89.

1 d
^i

w • Sz-
t i

2(5. e.)

(*-Wv-*.)'

und die Gleiehungen 93. verwandeln sich also in i'olgende:

2 w.
en

i" d iv
o

an
2 w. d Wi

(* s,r-(*~s>Y

s w .

en
i 6 to-

{'i-^Y

(*;-*,)

Die zweite und dritte Gleichung konnen durch Abziehen oder Ad-

diren der ersten modificirt werden; setzt man dann noch w. aus 89. fur

Werth so ergeben sich die transformirten Gleiehungen in der

folgenden einfaehen Gestalt:

2
en
dtv

o

2 w.
en

i 6 w

2 w:2
en

* dw,-
o

Diese Gleiehungen , welche nichts anderes als die Gleiehungen fur

die Invarianten einer Form

94. F Z w
x

. Z w

sind, werden durch die Doppelverhaltnisse

.Z w
n

w wk
W(—W

I

wh to
k

wh— w
l
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befriedigt, und man sieht also, dass die allgemeine LSsung der Gleichun-

gen 87. 88. eine willkurliche Function der aus (len Grffssen 89. gebildeten

Doppelverhaltnisse ist.

Es ist sehr leicht, sich von der Nothwendigkeit dieser Resultate

Rechenschaft abzulegen. Denn man braucht nur zu erwagen, dass

95. . . . <p = (*-SJ
2

, <|> = {z-l
2?

zwei quadratische Formen sind, deren Functionaldeterminante H ge-

rade die Wurzeln 8. und £„ hat. Indem man also die Formen 95.
1 A

als Substitutionsfunctionen benutzt, wird die quadratische Substitution

durch die Formel

gegeben sein konnen , und die Resultante von

0, Z = w

ist nichts anderes als F = , wo F durch den Ausdruck 94. gegeben

wird. Die absoluten Invarianten des Ausdrucks 94., oder die Uoppel-
I

verhaltnisse der w., sind also in der That diejenigen Grossen , fur welche

die Gleichungen 87. 88. aufgestellt waren.

Gottingen, im December 1870.

•
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