
ZUM GEDlCHTNISS

AN

/

JULIUS PLtlCKER

VON

ALFEED CLEBSCH.

Gelesen in der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften den 2. December 1871

GOTTINGEN

,

IN DER DIETERICHSCHEN BUCHHANDLUNG.

1872.



Jl

Julius Pliicker.

Wenn man im schaftlichen wie im politischcn Leben der

Volker Epochen verschiedenartiger Thatigkeit unterscheidet, so darf fur

die Entwicklung der deutschen Mathematik das Jahr 1826 als besonders

abgrenzend und Epoche machend bezeichnet werden. Ueberblicken wir

die Jahrzehnte

Deutschland Gi

welche diesem Jahre vorangehen . so finden wir in

ss, in wissenschaftlichem Verkehr meist mit Astronomen,

wir finden Pfaf f. dessengentlich mathematischen Verkehrs entbehrend

schone Untersuchun fiber partielle DifFerentialgleichungen ihm ein

dauerndes Andenken sichern Aber gegenuber der zahlreichen Theil

nahme mannigfacher Krafte, welche die Mathematik in Frankreich fand

sehen wir in Deutschland nur die Schul d Combinatoriker . deren

Ziele unsern gegenwartig ablieg

Wie diese Verhaltnisse sich vom Jahre 1826 tzlich andern wie

da ab man eine wirkliche Entwicklung der Mathematik

in stets sich erweiternden Kreisen verfolgen kann, gehort zu den bemer-

kenswerthesten Erscheinungen, welche die Geschichte der Wissenschaften

zeigt. Und nicht allein nach

lich ein neues Leben. Einersei

;r einzigen Riehtung entstand urplotz-

twickelte Jacobi neue und fundamen-
tale Gesichtspuncte fur die analytischen Functionen. Die wetteifernde

Thatigkeit von Jacobi und von Abel, der durcb das zu gleicher Zeit

neu gegrundete Crelle'sche Journal zu den deutschen Mathematikem in

;tiven von unendlicher Aus-Beziehung trat, fuhrte bald zu Perspe
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dehnung, an deren Ausfiillung noch lange Reihen von Geschlechtern zu

arbeiten haben werden. Um dieselbe kundeten Dirichlets Ar
beiten fiber Aufgaben der Zahlentheorie jene scharfsinnige Strenge der

Methoden an, welche fur die Functionentheorie erm Sinne funda

mental werden sollten. Zugleich aber erstanden inMobius, Steiner nnd

Pliicker drei Geometer

litat welche. auf verscl

Bedeutung und innerster Orig

Wegen fortschreit sich

lichen htspunkt gt und welchen man grossentheils die

gegenwartige Gestalt unserer geometrischen Anschauungen verdankt

Als ein bedeutendes fiir

Moment f wohl

Richtungen gegeb

pragt, alle Epoche

als die

die weitere Entwicklung folgenreiches

gehoben werden, dass hiermit sogleich zwei

deren Geo mehr weniger ausge-

mathematischer Forschung und welche man
die abstracte und die anschauungsmassige Richtung bezeichnen darf.

Beide zusammen umfassen erst in Verein und Erganzung das Ganze
mathematischer Forschung, und es vermag keine von beiden auf die

Dauer ohne scTiwere Scbadigu

und den Einfluss der andern 7

g ihres gensten Wesens die Begleitung

wird im Foleenden meine Aufi

genannten Geomete

Correspondent ang

Thatigkeit des

welcher der koniglichen Gesellschaft seit 1864 als

hier moglicb darzulegen, und im
Vergleich mit den Leistungen Mitstrebender zu erlautern wie zu begrenzen
Hierbei wird es von selbst nothwendig werden, die Gescbichte der Geome
trie in den 50 Richtungen hin zu verfolg

ein Umstand, der ebensowohl das erhohte Int als die Schwierig

keiten kennzeichnet, welche den nachfolgenden Versuch begleiten. Doch
scheint es um so wunschenswerther , diese Verhaltnisse im Sinne einer

historischen Auffassung darzuleg als noch immer nicht

uberall das Bestreben erloschen scheint, Prioritaten im Sinne und der

Denkungsweise vergan und zu bestreiten Fur
denjenigen, welcher die Geschichte der Wissenschaft ruhig betrachtet

giebt nicht leicht etwas Unerquicklicheres und Zweckloseres. Konn
doch taglich sehen, wie die Keime wissenschaftlicher Entdeckung
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zu gewissen Zeiten iiberall liegen , nnd an den verschiedensten Orten

gleichzeitig aufgehen. Dasselbe Resultat der Forschung ergiebt sich den

verschiedensten Forschern zur namlichen Zeit, sobald es im Sinne der

Wissenschaft liegt; und wenn es sich darum handelt, genau festzustellen,

wer eine Entdeckung zuerst ausgesprochen, wer sie spater)rochen, wer sie spater wiederholt hat

so ist das oft eine willkiirliche Bevorzugung rein zufalliger Momente

von den sonst wohl gelaufigen Beschuldigungen des Plagiats ganz zu

schweigen. Die Geschichte der Wissenschaft hat vielmehr die Aufgabe,

den Gedanken nachzuspiiren, welche "gemeinschaftlich in Generationen sich

entwickeln , und die allgemeinen Processe darzulegen , fiir welche die

Entdeckungen des Einzelnen raehr die Symptome als die treibenden Ur-

sachen darstellen. Bei einer solchen AufFassung wird man weniger oft

Gelegenheit haben, davon zu sprechen, dass eine Entdeckung ihrer Zeit

vorausgeeilt sei, oder dass eine einzelne Pers5nlichkeit einer Zeit aus-

schliesslich das Geprage ihres Geistes aufgedruckt habe ; aber dafiir

nimmt das Ganze der Wissenschaft einen organischen Character an.

Im Einzelnen freilich bleibt immerhin zu untersuchen, in wie weit nahe-

zu gleichzeitige Erscheinungen ursachlich auf einander gewirkt haben;

nur darf man die Zeitfolge mit der ursachlichen Einwirkung nicht

schlechthin verwechseln.

Julius Plucker wurde am 16. Juui 1801 zu Elberfeld geboren.

Er erhielt seine Vorbildung auf dem Gymnasium zu Dusseldorf, besuchte

dann die Universitaten Bonn , Heidelberg , Berlin , und hielt sich zum

Schluss seiner Studien 1823—24 in Paris» auf. Nach Deutschland zu-

ruckgekehrt, habilitirte er sich 1826 als Privatdocent fur Mathematik an

der Universitat Bonn, und begann hier sofort jene bewunderungswiirdige

Thatigkeit, welche fur die Entwicklung der gesammten Geometric so

fruchtbar geworden ist. Bald wurde ihra eine ausserordentliche Pro-

fessur in Bonn (1828) zu Theil. Er verliess dieselbe, urn in Berlin am

Friedrich-Wilhelms-Gymnasium zu wirken (1833) — nur auf kurze Zeit,

denn schon 1834 erfolgte seine Berufung als ordentlicher Professor nach

Halle. Von Halle kehrte er 1836 in gleicher Eigenschaft nach Bonn

zuiiick ; und hier begann sich eine Wandlung zu vollziehen, durch welche

1 *
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Pliicker eine sehr eigenthiimliche Stellung in der Wissenschaft einnimmt.

Einem an der Universitat entstandenen Bediirfnisse Folge leistend, fiber-

nahm er neben seiner mathematischen Professur physikalische Vorlesun-

gen, und es wurde ihm, zunachst provisoriscb sodann definitiv, auch die

Professur der Physik fibertragen. Noch bis 1840 fuhr Pliicker fort, un-

erraiidlich geometrisch zu arbeiten. Nach einer bei einem so rastlosen

erst wieder 1846 ein Zeichen seiner

seine Beschaftigung mit der Geometrie
i

durchaus der Physik an, und arbeitete

Geiste aufFallenden Pause erschien

Thatigkeit

abschloss.

welchem

Von da gehort

in derselben mit abnlicher Kraft und Frische

trie.

fruber der Geome
Erst in den letzten Jahren seines Lebens wandte er sich wieder

derjenigen Wissenschaft zu , die den Bestrebungen seiner jungern Jahre

so mannigfache Fortschritte verdankte. In der Ausfuhrung eines Wer-
kes begriffen , welches der geometrischen Anschauung principiell ein

neues edehntes Gebiet eroffnete, starb am 22. Mai 1868

Ehe ich zur genaueren Besprechung von Pluckers geometrischen

Leistungen iibergehe mag es gonnt

tigkeit mit wenigen Worten zu beruhren

ch seine physikalische

Ein Blick auf diese

scbeinbar heterogene Seite seines Wirkens fuhrt auch manche Klarung

;i , und bietetin der Auffassung seiner geometrischei

Gelegenheit zu interessanten Vergleichen

Bichtung herb

Es vorzugsweise in England
,

wo Pluckers physikalische Thatig-

That erkennt man leicht, dass diekeit Anerkennung fand**). In der

Art seiner Forschung derjenigen vorzugsweise nahe stand, welche

day d die sich ih anschliessenden englischen Physiker und
man darf wohl nicht mit Unrecht Faraday , dem Plttcker in der Zeit

seiner physikalischen Thatigkeit durch mannigfache Beziehungen ver-

*) Eine genauere Darlegung von Pluckers physikalischen Arbeiten, welche ich

Herrn Professor Hittorf verdanke, folgt in einer Note am Schluss, worauf hier gleich
L

verwiesen werden mag.

**) Wie iiberhaupt gerade in England Pliickers Leistungen hochgeschatzt war-

den, beweist die ira Jahre 1867 erfolgte Verleihung der Copley-Medaille.

*
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bunden war, auch als sein Vorbild betrachten. Wie die Untersuchungen

Faradays sind auch die Pliickers wesentlich qualitativer Natur. Nicht

sowohl die genauere numerische Bestimmung einzelner Vorgange, als

die Mannigfaltigkeit der Erscheinungen iiberhaupt war es , welche ihn

interessirte. Mit rastlosem Eifer und scharfem Blicke ausgeriistet, ver-

mochte er manche neue Erscheinungsclassen zu erfassen, und wandte er

sich mit Vorliebe noch voUig unerforschten Gebieten zu. So wird der

Diamagnetismus , der Magnetismus der Krystalle , die Entladung der

Electricitat im luftverdunnten Raume, die Spectralanalyse der Gase mit

seinem Namen verkniipft bleiben.
*

Es ist vielfach auffallend gewesen, dass Pliicker, ursprQnglich von

der Mathematik ausgehend, in der Physik nicht gleichfalls die mathema-

tische Seite angebaut hat. In der That hat er die Physik wesentlich

von ihrer experimentellen Seite erfasst, und ist in keiner Weise das ge-

wesen, was man einen mathematischen Physiker nennt. In einer Zeit,

wo die Fortschritte, welche aus der Anwendung molekular-physikalischeif
1

Hypothes weigen der mathematischen Physik

hervorgegangen, noch in frischem Andenken standen, blieben ihm mole-

kular-theoretische Ansichten iiberhaupt fremd. Der Analyse bediente

er sich nur, um das Gestaltliche der physikalischen Verhaltnisse rein

hervorheben und einfach mit Bekanntem in Zusammenhang bringen zu

konnen; eine Anwendung der Mathematik auf physikalische Gegen-

stande, welche, forderlich und interessant, wie sie ist, ganzlich fern liegt

den Versuchen der mathematischen Speculation, physikalische Disciplinen

von einfachen Hypothesen ausgehend durch reine Analyse aprioristisch

zu begrunden.

Wenn man tiefer in das Wesen von Pluckers Thatigkeit eindringt,

so ersieht man, dass das Besondere seines physikalischen Strebens mit

den Eigenthumlichkeiten seines mathematischen Schaffens auf eine ge-

meinsame Quelle zuruckfuhrt. Plucker war eine wesentlich und eminent

productive Natur. Seine ganze Denkweise, mehr producirend als ana-

lysirend, gewahrte ihm die voile Freude an dem Reichthum neuer Ge-

stalten und Gebilde, welche die Fruchtbarkeit seiner Phantasie uner-



6

schopflich ihm zuffi hi-

es ist. welche

Und wie die Freude an

Sinne Geom macht so

der Gestalt im hoheren

ar sie auch die Quelle

seiner physikalischen Untersuchungen. Die ganze Art seiner Arbeiten

in Physik und Mathematik war hierdurch zu einer bestimmten Weise
gedrangt , welche somehr hervorgehoben werden ag als sie nicht

fiir Pliicker, sondern fur eine ganze grosse und wichtige Seite wis-

senschaftlicher Forsch & characteristisch ist. Es kann

von bestimmten Problemen ausgehen, de

deren Losung mit alien Kraften mehr

Wichtigk

e Forschung

erkannt hat.

wird. Aber ebenso berechtigt

oder weniger direct angestrebt

die

sich nur das Gebiet ihrer Thatigkeit wahlt,

Art der Forschung, welche

in diesem aber freie TJm-

schau halt, und,

Losung sicb ern

methoden werden verschiedene

entgegengesetzt

ogliche. Ueber

nach Problemen spaht, deren

en Werth dieser Forschungs-

ten immer verschiedener An-
sicht sein.

ist sie auch

Wenn erstere zu grosserer Vertiefung fuhren kan so

Unfruchtbarkeit nur leicht ausgesetzt. Der andern

schuldet man Dank fur die Erwerbung grosser und neuer Gebiete;

bei denn im Einzelnen Vieles der erstern Methode zu ergriinden und

wo-

dass

ag. Nach dem Obig man leicht einsehen
es die zweite Weise der Forschung war, welche Plucker consequent

und mit Bewusstsein ubte, welcher er den Umfang und die Mannigfal-
tigkeit seiner Resultate verdankt.

Man kann nicht verkennen, dass diese Art seiner geistigen Anlage
nnd Richtung zugleich die Grosse wie die Begrenzung auch seiner geo-
mefrischen Thatigkeit begrundet Keiner, selbst der ihm in vieler Be-
ehung verwandte Steiner. ist reicher

sichtspuncten , an bisher unbekannten Geg

Anregungen an neuer

d Hiilfsm

Ge

der geometrischen Sp

Erfahrungen drangte ihn sofor

Die Fulle seiner neuen Anschauung

r

von sech

ausfahrlichen Darlegung wo-
grossere geometrische Werke Zeugniss ableg Aber

immer vermochte die sich ihm aufdrangende Fluth von Erscheinungen
vollig zu beherrschen; und so machen haufig die kurzen und knappen
Darlegungen, durch welche er jn Journalen gelegentlich dem Publikum
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den Kern seiner Entdeckungen bekannt machte, einen organischeren

und fertigeren Eindruck als jene grossen und ausfuhrlichen Werke. So
verfuhrte ihn die Leichtigkeit seiner Production bisweilen zu Irrthiimern,

welche nur der angeschehen wunschen kann, der nicht die ihnen

mit den grossten Vorziigen gemeinsame Quelle erkennt ; Irrthumer,

welche ohnedies der Verlauf der Wissenschaft niemals verfehlt, bald zu

berichtigen, Wer, wie ich selbst, Gelegenheit hatte, PlQcker wahrend

reger geometrischer Production zu kennen und an der Entwicklung seiner

Ideen Theil nehmen zu diirfen, erstaunte iiber den Reichthum und die

Mannigfaltigkeit derselben. Man wird sich nicht wundem durfen, wenn

sie auch ihm bisweilen zu machtig wurden, und die gleichsam durch

Intuition schnell erworbenen Resultate in einigen einzelneu Fallen die

Probe der ruhigen Untersucbung nicht bestanden.

In genauem Zusammenhange hiermit steht der Umstand , dass

Pliicker die gleichzeitige Literatur verhaltnissmassig wenig beriicksichtigte.

So konnte es in einzelnen Fallen geschehen, dass ihm Untersuchungen

Anderer, welche zu den seinigen in Beziehung standen, unbekannt blie-

ben, und dass er zuweilen von neuem fand und als das seinige betrach-

tete, was Andere vor ihm bereits ausgesprochen hatteu. Er durfte sich

damit trosten, dass ofter das entgegengesetzte geschah, und andre Geo--

meter sich Entdeckungen zuschrieben, welche Pliicker langst vor ihnen

gemacht.

Die Darstellung von Pliickers georaetrischer Thatigkeit bietet einen

Vorzug , welcher bei Nekrologen nur selten auftritt. Der grosste Theil

seines geometrischen Wirkens gehort bereits der Geschichte an, und hat

reichlich Frucht getragen. an der man Stamm und Wurzel erkennen

mag Bereits ein Vierteljahrhundert ist verflossen, seitdem vor der ent-

schiedenen Wendung zur Physik seine letzte Arbeit erschien. Nur die

verhaltnissmassig kurze Zeit, in welcher er der Geometric sich abermals

zuwandte, ist uns ganz nahe geruckt; und auch fur diese Thatigkeit lie-

gen die Keime in den Untersuchungen der fruhern Periode.

Freilich bedingt der erwahnte Umstand einen zweiten, um dessen

willen Pliickers Arbeiten nicht mehr soviel gelesen werden, als sie nach

•
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Inhalt und Methode es verdienen. Die analytische Gestalt welcher

Untersuchungen auftreten
, besitzt oft noch nicht jene der Natur

der algebraischen Probleme angepasste elegante Form, an welch wir,

insbesondere seit Hes gewohnt sind. Pluckers Rechnung trag

zum Theil aufFallend den Stempel des blossen Hiilfsmittels fiir die Dar-

legung geometriscber Verhaltnisse. Dass die algebraischen Zusammen-

bange fur sich ein inneres Interesse haben, und eine adaquate Darstel-

lung erfordern, konnte erst einer Generation zum Bewusstsein gelangen,

welche sich der, grossentheils von PIticker selbst, neu erworbenen Ge-

bilde und Metboden gewohnheitsmassig bediente.

Aber es kann andrerseits nicht genug hervorgehoben werden, welche

Verdienste sich dadurch erworben hat dass er zuerst ein. spe-

cifisch geometrisches Gebiet, und zwar eines, welches vollstandig der

synthetischen Richtung der Geometric anzugehoren schien, consequent in

em .lytisches Gewand zu kleid ternahm. Es wurde hierdurch

sowohl Grund fiir die klassischen Untersuchungen von Hesse gelegt

wie fur die ganze Discipl Algebra, und die weitverzweigten

geometrisch-algebraischen Untersuchungen, welche damit in Zusammen
hang steben

vortrat, war

die Zeit, in welcher Pliicker mit seinen Arbeiten her-

ausserdem ein wesentliches Moment gewisse Begriffe

deren die synthetische Geometric sich noch nicht vollstandig hatte be-

machtigen konne

machen waren.
r

und Oberflachen,

m alytischem Gewande vollig deutlich

Ich rechne dahin den Begriff der allgemeinen Curven
welcher auf rein synthetischem Wege erst viel spater

durch Grassmanns tiefsinnige Arbeiten erschlossen wurde (1844, Aus
dehnungslehre). Dahin rechne ich ferner das Imaginare, welches in einer

^ >

*) Leider sind die schonen Arbeiten dieses hochst bedeutenden Geometers

noch immer wenig gekannt; was wohl hauptsachlich dem Umstande zuzuschreiben
^

ist, dass in der Darstellung Grassmanns diese geometrischen Resultate als CoroUare

viel allgemeinerer und sehr abstracter Untersuchungen auftreten, die in ihrer unge-

wohnlichen Form dem Leser moht imprliphlinhp Rr>Tiwi«.ri'ffVo;fon T^Avoifon

\

A
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gewissei^ mysterio^en Weise in derGeometrie sich unaufliorlich bemerke^
liessj.und «rst in der Id^ntitat der synthe|i^chen Qrundoperationen mit ge-x

livissen einfachen algebraisclle^ Verfahrungsweisen auf eine einfache und
nothwendige Art. Erklarung seines Auftretens und seiner Stellung fand *}.

Auch , die$e?
,
w^rd^e, ers^t„yiel >spa.ter, durch v. Staudt, der rein synthetic

T
schen Methqdejn strenger Weise zuganglich gemac^t.

a ' Indem sich
,
die analytische Geometrie.^uf solche Weise mit einem

- • 1 tf

wirkliphen und aus der N4\ir,ilire^,"\Vesens entspringenden Inhalte erfullte.

hat sie sich schliesslifh als,:pu|i^^ment c^uchjaujierei^.i gcheinbar ganz hete-

rogener,.Gebiete enthuUt, und jdamit, eine immer grossere Bedeutuns fur

die Gesammtheit dpr matbematischen Disciplinen erhalten. Es war einer

peueren En,t^i,cHilung die ,Einsich|;^ yQrlp,el^^alt^n,f das^ schliesslich die al-

gebraischen"Funcj;ionen die; einzigen yOllig be^riffenei^ sjnd, alle wichti-

betrachteten Functionen dera Boden der AI"[ebra entspries-g^v^

§^|i,,/ Hn,4,,!das^, selt>^t di^
,

^l^pl^sphen Funcjtiopen, nur Ausflusse ^der Be^

trachtungeA sind,
^
au^ wejche^,die Upters,uchiing def.,aIgebraische^ Curve

gefiihrt hat. (-7-
. f' -, ', . ./ , f..

- ' -^
. n cCJ '

. . '
I ^

.
: . ^ I I

, . i ,
Z

t : >
: r ) , i 1 1 ' •

i
>

. ( I fill . ( . . |>

im.E^pgange.d^e matbematischen/ Zustande in Deutschland inWie

den erstPA D^penwen dieses. Jajhrh^||^er(.5^,gesc der

Anschluss geometrischer Forschung an die Untersuchunoren franzosischer

t^"b^r;r"-//h Wir mussen in
I

unsererMathematiker rmit ( Nothwendigkeit-

Darstj^U^ng ;hier; deriVerstandlichkeit wegen et.was weiter zurackgreifen.

Eei der Wiederbelebiing geometrisqher Speculation^ im 16. Jajtirhundert

waren 1 es zunachst, ,diewAlten,K an welche man vvieder ankniipfte: und

€s bedurfte einiger Zeit. ehe man im Stande war, nach ffcometrischer

Seite^ libber sie^.^l^i^aii^z^ig^^he^ ^jYon Einzelheit^^^^^ waren es

vor Allen Desargues und^ Pascal, deren sreoaietrische Arbeiten eine neue

und sel^bgtstap^ige; /VYepdungr/^anzeigten,; eine ^\VencJung^ welche zu der

hp}itigen,,FQrrp^,^/3er synthet^^ghen,^pf^qi^et;:ie^.^u fuhren- bestjmmt jar.

Die Griundlagen dieser Untersuchungen [Waren zwar den spatern Epochen

der antiken Geometric nicbt durchaus fremd> hatten aber doch im Alter-

i*| 'Man vergleiclie di^^^AuseihaDder^etzung/'-iiretebe Pliickfer in 'd^r Vorrfede des

zweiten Bandes der 'VAnalyfiscb-geometri^heii Entwickelui^en,*, gegebeu
, bai;

^ f.

,

2
^' I /
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thume eine entschiedene und principielle selbststandige Entwicklung nicht

finden konnen. Das Ende des 17. und der srrossere Theil des 18. Jahrhun-

hatte andre Aufgaben zu losen, welche diese Zeit voUauf beschaftigt

De achst das rein Technische Cartesischen lytisclien

Geometric zu entwickel aber trat neben der Differential- und

Integralrechnung die Entwicklung der Mechanik in den Vordergrund,

icit grossentheils die Rolle der anschauungsmassigen

die in andern Epochen durch geometrische Speculation
J

Mathematik zufiel

vertreten wurde. Ab am Ende des origen derts finden wir

Car not nnmittelbar an jene altern Geometer ankniipfend. Bei ihm

das Bestreben^ Lagenverbaltnisse allein d alias Metrische

auszuscheiden. noch nicht hervor , wie spater bei Poncelet und

Andern, ein Bestreben, welches endlich zur Auflosung des Metrischen in

projectivische Begriffe fiihren soUte ; doch erkennt man leicht den halb un»

bewussten welcher demj ^g^g was wir heute unter

die nur aufprojectivischer Geometric verstehen ; ein Name, der besser als

die Form der Darstellung bezuglichen Namen der synthetischen und der

analytischen Geometric das Wesen der Sache und den Gesichtspunct be-

zeichnet , unter welchera thatsachlich diese beiden friiher gesonderten

Disciplinen sich yereinigt haben.

Auf die weitere Entwicklung der Geometrie hat niemand mehr

Einfluss gehabt, als Mong Er verstand es
,

geometrisches

liberhaupt in weitern Kreisen zu wecken; seine XJntersuchungen fiber die

Anwendung der Geometrie auf Gegenstande der Analysis zeigte dieFrucht-

barkeit dieser lange vernachlassigten Disciplin auch bezfiglich scheinbar

ganz heterogener Gebiete. Seine Schiiler, ganz erfiillt von wahrhaft ge-

ometrischem Sinne, vermochten es, die neuen Gedanken in principieller

Weise zu erfas und
t>

stalten Wahrend ein Theil derselben

sich in Mongers Sinne der Anwendung der Analysis auf gewisse me-

trische Probleme zuwandte, verfolgten andere rein projectivische Betrach-

Aus diesen sollte sich jener Character des Organischen ent-tungen.

wickeln, welcher die neuere Geometrie auszeichnet, und sie als ganz

verschieden der Geometrie der Alten erscheinen lasst

^^
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Es war Poncelet"^), welcher zuerst eine projectivische Geometrie

schuf, welche der jetzigen Gestalt der Geometrie sehr nahe kommt. Bei

ihm treten die reinen Lagenverhaltnisse als solche deutlich hervor; ein gros-

jses und fiir die Gestaltung der Wissenschaft fundamentales Princip, das der

Dualitat, wurde von Poncelet und Gergonne, in Wetteifer und Streit.

gegrundet, beleuchtet und seinem wahren Ausdrucke entgegengefuhrt.
t>^c»

Ueberhaupt linden sich bei Poncelet schon die meisten derjenigen Mo-

mente vor, welche spater zu den princiinellen Grundlagen der Geometrie

geraacht wurden, nur nicht schon als Principien hervorgehoben; so der

Begriff des Doppelverhaltnisses, der Verwandtschaft. Selbst eine h oh ere

Verwandtschaft, die quadratische , findet sich schon bei diesem ausge-

zeichneten Geometer angedeutet, wenn auch ohne Bewusstsein des all-

gemeinen gedanklichen Inhalts (Traite des proprietes projectives , erste

Ausgabe, 1822, p. 198, n. 370).

Die Ideen, welche Pliicker in seiner ersten grossern Schrift (Analy-

tisch-tyeometrische Entwickelungen, 1. Theil, 1828. dem Datum der Vor-

im September entwickelt, kniipfc

Angabe nach an die eleganten Methoden an, vermoge deren Gergonne

(Band VII seiner Annalen) die bekannten Beriibrungsaufgaben der Kreise

behandelt batte. Aus Gergonne 's Metboden entsprang Pluckers

neues Htilfsmittel, welcbes er zunacbst fiir die Bebandlung linearer Glei-

cbun<^ als neues Princip einfiibrte, die Methode der abgekiirzten

Bezeichnung. Er bebandelte rait Hiilfe derselben in dem erwabnten

Bande die Theorie der geraden Linie, des Kreises und der Kegelschnitte.

Diese Metbode, soweit sie in dem genannten ersten Plackerschen

Werke entwickelt ist, wurde fast gleichzeitig von Bob i Hie r gefunden und

dar'^estellt **) (Gergonne Annales Bd. 18, 1827—28, p. 320), ein Um-

»
)

gures 1822; sur

faces reciproques, Gergonne Annales VUI, 1817-18, Crelle Bd. IV, 1829;

centres moyennes harmoniques, Crelle Bd. Ill, 1828, etc.

**) Hiernach sind Angaben von Bertrand (Sur les travaux math, et
;

M. Pliicker, Journal des Savants. 1867) und PaulSerret (Vorrede zu seiner G

de direction, 1869) zu berichtigen.

sur
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stan(5, durcli weTclien itire Zeitgem'Sssheit Biiilaiiglich gekfe'nnzMchnet wird.
iryj" < r

^uch "5ieser'^'tarentv611e iiiiiffe Geometef scheint die Afeidht gehalbt';^

:^ab
J ^t *jl

&
! J -in,r,.>

en, die Methode welter zu entwickeln, woravoran €ein ' frubzeitiger Tod

ihn verhmderte. Dagegerikonhie' Pluck er an'der allmaligenAusde^

und Erweiterung defMe^^^ dM61lie'^^iictt^ais Gruiidlage>F 1 '# w

fur die Behandlung mannigfacher holierer ProbTerae beritilzen. ^^tif die^e

Weise entstand jenes eigentnumliehe Verranren, die Orleicnung eines

ebildes aus abgekurzten Ausdrucken zusammenzusetzen und dann m
I .r

diesei: Form def 'Gleicbung zu 1 e s e ri , wo v'on T 1 ii c k e r ^iitite/r aiiddffff ih

der Tneorie der Curven critter Ordnung so schone
JiT I i- \-% i I T --> „l ^-i:* ) r> I I i<M » I*

Ariw^ndungeri ge
u

geben hat. Diese M'e\h6de', welche ubrigens''mit der weiterbih' zu be-G

sprecbenden Methode der * C6nstanienabzahliing''Rufs' GeMueSte ziisam-

menhangt, ist jetzt lahgs't "Geracihgut aller"Ge6ltleter''g''6word^^

man hat alle Ursache sich ihres Urhebers mit Daiik
t

zu erinnern.
1 K

Um die Zeit, in welcher der' ers'te Band der* .,Arialytisch-gedmetrischen

Entwictelungen^* erschi^^

und Pbncelet liber das Princip 'deriyualitat W\4i(ikelt,' t^as ihtti "Veranlas-

sung zur Klarung dieser fundamehfalen Ver^^^

eines der wichtigsteh HiiirsmitteV'de'r '' 1 \

1^ -, ^

t)ie Tltieori^ von

arialytischeti 'Geometrie Sviirde. '^ "*

Pol un'^ FoIaf6^'m^B^zus auf eitie^ Ke^elschnitt

fuhrte Poncelei zu einer Methode, Vernioge 'derer'^au^ ^gewis'seii- Classen

* i •

Ikonnten, ihdem

ein

Von Satzen in der Ebene* immer andere, paVallele ,^ abgeleitet werden

man nur m dem Ausdrucke der erstgtf Satze^ gewi^se

fiir alle Male fest'steberide' Vertauschuiigen vornahm'. ^ Es heruhte

dies^darauf, dass durcli den Kegelschnitt selbst jedem^ Puncte eiiie Ge-

lade und uihgekehrt zug^ordfie't \var/ Ha^ efe^n Sa;tz; welcher

rein auf LagenverliSltnisse feez'ugliclies 'aussagte , und^desseii Ails'druck

sich daher in eine Form fassen liess , bei .wglchepi jiur, "v;oin Schneiden
r

gerader liinien iind vom Verbindeii von Punctea die Bede war ^^. so

^Velcheni dem erstern gegeniiber nur
**-'-

folgte von selbst em zWeiter;
* %

immer Punct und Gerade , Schnittpunct uiid Verbindungslinie ver-
f-j

^F —IB-

tauscht waren.
F M^

* ^ * i:

s

5.

m ^ * A ..n

In gleicher Weise erlaubte fur den Eaum die Theorie von Pol



^
una PoldWi

m -^

uber die Lag

^ezug auf eitiS Flache zweiter Ordnung,

dre dem P
^ 5 aus Satzen

Ebene, die Ver-

l)induiigslinie zweier Puncte mit der Sclmittlmie zweier Ebenen, den

ct dreier ihb mit ^det' Verbindirng dreier Puncte
r

Tertauifchte.
\

, eoerf

r.' Ci '$ i'

< i

rA f-^^/f
&,4

r ^ ^

^ 54^' yjsQ Olii ytvjUlf

Gergoniie fasste den hiedurch festgelegteii' Gegensatz zwischen
*-

Punct und in der Ebene; so Vife brecHenderf

"Punct liiid Ebene im Raume mehr an und fiir sicb
c?

und

suchte denselben unabhaiigig von der EinfdhrungH'des Kegelscbnittes
* r-r

- cr
hinzusfelTen,' dlii^h welchen beiPonc'elet^^iieief. Gegensatz vfefmittelt

4^ rrAber hierbei verflflchtigte sich in etwas die fcste Begriindung

es PrincipC und'es erschieiT fast als ein"geLeimnissv6nes, freilich sehr

iimfassen#es'; pbilosopbisches Axiom, *was friiher ein fruchtbafcr.Satz

aus der Theorie der Kegelschnitte und idef Plachen zweiter Ordnung
.
r\

# #

gewesen war. ' f aoi
T r

[i ill- ilii'i I'jiui'iautf-jJ idaa

^"'
"Es gelang Pluck er,"^ dieses Princip'^in -eiheSr WeifS zu begrutiden,

bei welcher 'imr'notliVfeii'dige^^^^^ benutzt T^urden^ und eine wirk-

liefie EitlsicM in das'^^esen der Sache erreicht ward.-

indem W von vorii herein Punc't' und Gerade als

Dies geschah,

gleichbe-

ll G d Geometric der.jGiE;li<

y uiict und E
tr-^'

../als-^gl

Geometrie desi.Raumes betrachtete f
• r

ein

Gfundeleih
fundamen taler und

o Gedarike. 1)eL welchein m to

lieitsfriassi^en Vcyfs^e Punctes als einzig
^ ~^^^ ^ ^ I ^ 4V4 ~^^- ^"^^ ^ ^ ^ F

ratlmlicher Gebilde Umsani? grenoinmen wurde.

denkbaren Grundelements

Plficker unterSbchte nun.

welcKe

erac
r)

:ke zweckmassitrer Weise' als C

iri der Ebene und E im R

dem

Dordinat,en der

aame eingefiihrt

ellt war," zeigte

5as 'Poncelet-'Gergonne'sche' Priucip' als' selbstverstandlich ia

ein en Umstande enthalten , dass die Bedingung der vereinigten

aVe'rdeii "ftiuss'teiJ/^ '''Nachdem diesef BegrifF fe'sfg

I
r-^

"^agt^ibn Punct und Gerade in der Ebene. sowie fur Punct und Ebene

""im Eaume eine'lfur die Coordinaten der jedesmal auftretenden beideu

Gebilde symmetrische Gestalt hat.
J Ji i fVj ?-^^

rv 5-r

r

m

A«*
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Von diesem Ausgangspuncte aus nahm nun die Geometrie vollig

jenen dualen Character an, welchen Gergonne ihr mit yorliebe vindicirt

hatte. Gergonne's Begriff der Classe fand in der Gleichung einer Curve

in Liniencoordinaten , einer Flache in Ebenencoordinaten seinen realen.

Ausdruck; die Darstellung des Punctes als einer Art von Curven, bez.
w

Plachen , die Darstellung einer Raumcurve als einer Art von Flachen,

welche den abwickelbaren dualistisch gegenuber trat, eroffnete einen

Spielraum fiir neue Ideen und ist der geometrischen Gesammtanschau-

ung hochst forderlich geworden.

Die besondere Art, in welcher Poncelet jeden Punkt einer Ebene

einer gewissen Geraden mittelst eines Kegelschnitts zugeordnet hatte»

tonnte Plucker durch eine allgemeinere ersetzen, welche wir heute als

reciproke lineare Verwandtschaft bezeichnen. Auch diese freilich er-

scHen ihm, v?ie er im zweiten Bande der ,,Entwicklungen" erw^ahnt, als

sehr besonderer Fall ein hochst allgem einen Verwandtschaft mit sehr

willkiirlichem Wechsel des Raumelements. Es konnen nach dieser ver-

moge einer „aequatio directrix" den Puncten der Ebene Curven beliebi-

ger Ordnung entsprechen (analytisch geometrische Entwicklungen Bd. 2

3 erst in neuester Zeit wieder ange-p. 251), eine Vorstellung, an v\^elche erst in neuester Zeit

kniipft ist.

Ich habe diese Untersuchungen, welche den Zeitraum von 1827—30

nmfassen (die Vorrede des zweiten Bandes der „Entwickelungen" ist vom
Herbst 1830 datirt), dargestellt, wie sie bei Plucker entstanden sind.

ohne darauf einzugehen . dass Mobt3 Theil der

seinem „Barycentrischen Calcul*' (1827) anticipirt hatte. In diesem nie-

mals genug zu bewundernden Werke, in welchen eine grosse Anzahl

von Fundamentalbegriffen der Geometrie zuerst ausgesprochen waren*),

hatte Mobius die Collineation wie die reciproke lineare Verwandtschaft

bereits vollstandig behandelt ; und indem ihn die letztere auf das Princip

*) Ich fiihre nur an: die principielle Einfiihrung der Doppelverbaltnisse j die

homogenen Coordinaten, den Begriff der Verwandtschaften, die Betracbtung von Cur-

ven und Flachen, deren Coordinaten rational durch Parameter ausdriickbar sind etc.
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der Dualitat fiihrt, beweist er dasselbe genau wie spater Pliicker durch

, welche die vereinigte Lage dualistischdie Symmetrie der Gleich o

gesetzter Elemente angiebt (Baryc. Calcul p. 436) Es fehlt

Mobius nur der Begriff der Linien- bez. Eb

die Beweisfubrung minder durcbsicbtig wird.

so dass

Es sche Mob
Werk Pluck nicht so bald bekannt wurde oder gstens dass

es nicbt unmittelbar auf ihn wirkte. Vielleicbt darf man es der

anspruchslosen Form zuschreiben, in welcher M
und neuen Gedanken veroffentl dass ihr Inbalt und

seine tiefen.

ihre Bedeu-

tung gewohnlicb erst erfasst wurde, wenn andre Geometer der Reibe

nacb auf die von Mobius behandelten Momente durch die zwingende

natiirlichen Fortschritts der Wissenscbaft gefuhrt

wurden. So sind einige der Mobius'scben Grundgedanken zudeich die

Nothwendigkeit des

&

S geometriscben Gestalten (1832), und drangen von dort

wo sie mehr organisch ystematiscb fortentwickelt in weitere

Kreise hinuber; noch mehr wurden sie allgemein erfasst, als spater

Chasles in seinem Apei^u bistorique (1837) Begriffe nocbmals

aufstellte, auf Spracbe unkundig, aufs selbst-

:g gekommen war. Anderes, wie insbesondere den Begriff der

Curven und Flachen, seiner Bedeutung erkennen, blieb

der ueuesten Zeit vorbebalten

Der einzige Fall, in wel em ker auf eine hobere Verwandt

scbaft einging derj den wir jetzt als eicb-

nen, und deren bereits oben gedacht

Auch bier sich wieder, wie

Verscbiedenen gleicbzeiti

Untersucbunge

. Auf die kui

kungen Pluckers (Crelle's Journal Bd. 5. 1829) beziebt sich der ihm per

befreundete M als er im 8. Bande von Crelle's Journal (1831)

Gegenstand, auf welcben auch er selbstandig gefuhrt war, ausfuhrlich

als Begrunder dieser

Zuffleicb bescbaftigte sich
bebandelte; wie denn eigentlich Maenus wohl

analytiscben Theorie bezeichnet werden darf

Steiner mit dem Gegenstande

Creometers bervorgeht,

Reclamation

welcher sich reich genug hatte fuhlen konnen
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um HersrleicheiT doch c schliessllch mtissise Kampfe ui» -Prioritaten ent-

b'ehrerf ziJb diirfen (vgl. "das Elide der Vorredej zu seinen

Entwickluiigen'^" 1832); IJnter, diese Verwandtschaft^fallt §jich als be-
^. _r" 'Ij o

sonderer Fall die-von Mobius spater ausfiihrlich und aus andern Ge-
r

fiichtspuricten behandelte KreisVerwandtschaft, die Pliicker im 11, Bande

?on Crelle's Journal (p. 21-9, 1834, datirt von 1831) erwahnt hatte.^^Bei

Magaus finden sich ilbrigens bereits Ansatze zu^ leiner allgemeineren

Aiiffassung^des eindeutigen Entsprechens ^zweier Ebenen^ als deren Fort-
& 1. ^^F

setz\iil§ spatei* die Schonen' Arbeiten^remona's erscheinen, welcbe die

Frage in allgemeinster Weise erledigten. ^ ^ .-J
T"

iliU

nh Zugleich' mit „den Liniencoortlinaten
i
fiihrte Plucker ein^ anderes

Hulfsmittel in die Geometric ein, dessen Anwendung ebenso folgenreich

wurde. 'Es waren dieses di6' sosrenannten Dreiecks- fbez. Tetraeder-^

C (Cxelle's Journal Bd- 5, 1829). Mit Hulfe dieser.Coor

dinaten konnte Plu'cker unter Benutzung dam
til

homogenen Functioneh Gleichungen der Tangente

der

ind

des Beriihrungspunctes ihre endgultige Form geben

;

mit ihrer Hiilfe

entwickelte er aufs'^einfachste' die Eigenscbafteiij^.der Pol

hier katfti

den neuen

man M 6 b i u s als denjenigenrobezeichnen^^ welcher

zwar vor k gehabt Denn
M (deren

i,' li

assmann. Hamilt

und Andere sick bedient haben) sind im Gi
^&

7
-nr J

wird durch die aus der ^Mechanik

keine andern : nur

chopfte Art der Entstehung der

B^griiF etwas verdeckt, und Anwendungen im Sinne der Theorie

gener' Functipnen

weil bei ihm nicht die

der Coordinatefl durcli e

treten bei Mobius
Gleichung der C

tlich deswege

, sondern die

nicht
tt-jii

em.
i^^

die Darste!

Parameter die Grundvorstellung. bildet

i.
o

Vr

J f r\
ft 8 ^^ '-^. r ^\

'>ij.
r^/v

Der Begrilr der Polaren der verschiedenen Ordmingen findet sich wohl
zuerst, ifait den'^fendhch fefnen Punct dhv Y-Axe als Pol, bei Cramer (1750), ^der

Dialneffer

zeichnung der ganzen Reihe als erste, zweite etc, Polare stammt von Bobillier her

(G
' ^t A

18 und 19)
ft HI ri **

^fc^
^n;j')? A \*^e%^c \
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Der Zusammenhang , welcher durch die Einfuhrung dieser Coordi

naten zwischen der Theorie der algebraischen Curven und der Theori(

hergestellt war, ist von Plucker nicht Gbei^^..^.. ^ „..^V.V,*»^XX "X.^-,

die nachsten Anwendungen bin ausgebeutet worden. Erst Hesse that

diejenigen Schritte, welche zu der jetzigen neuern Algebra hinuberleite

ten, und die Theorie der algebraisch-geometrischen Gebilde als ein Ca-
pitel dieser Disciplin erscheinen liessen. Uebrigens bedient sich auch
Hesse noch vielfach, wie Plucker meistens, nur des besondern Falles

o Coordinaten, in welchera zwei der V
to

lichen Coordinaten bedeuten, die dritte aber den Werth 1 darstellt.

Ein Gegenstand, welcher bereits in den „Analytisch-geometrischea

Entwickelungen" wenn auch nur beilaufig behandelt wurde, ist das so-

genannte Cramers che Paradoxon. In dem ausgezeichneten Werke
Cramers (Introduction a I'analyse des lignes courbes algebriques, 1750),

welches neben andern sehr bemerkenswerthen Untersuchungen zum Bei-

spiele auch die erste eingehende Discussion hoherer singularer Puncte einer

Curve enthalt*}, findet man auch eine genauere Besprechung eines auf-

fallenden Umstandes, welcher beziiglich der Durchschnittspunkte zweier

algebraischer Curven eintritt. Wenn von den Durchschnittspuncten sol-

cher Curven eine gewisse Zahl bestimmt ist, so ist der Rest damit von

selbst bestimmt , ohne dass umgekehrt die Curven selbst durch diese

Puncte bestimmt waren. Diese Erscheinung war schon Euler aufge-

fallen, welcher sie 1748 in einem kleinen Aufsatze besprach, der indessen

Cramer unbekannt geblieben zu sein scheint Es dauerte einige Zeit, bis

dieses sogenannte Paradoxon seiner wahren Bedeutung nach, namh'ch als

Quelle von Satzen, erkannt wurde. Lame gab in Bezug darauf den be-
J.

sondern Satz, dass durch die ?^^ Schnittpuncte zweier Curven wterOrdnung

sich unendlich viele solcher Curven legen lassen, und begrundete damit den

Begriff des Curvenbuschels (Examen des differentes methodes employees

) So findet sich bei Cramer schon die spater von Puiseux gegebene Regel»

nach welcher man diejenigpn Glieclergruppen der Curvengleichung bildet, welche in

einem singularen Puncte von gleicher Ordnimg werden konnen,

3
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les problemes de georaetrie, 1818). Allgemeiner schon ist

der von Gergonne (Annales Bd. 17, 1827) gegebene Satz, nach vvelchem

von den Schnittpuncten zweier Curven (jo4-^)ter Ordnung, sobald eine

gewisse Zahl auf einer Curve ^ter Ordnung liegt, der Rest auf einer

Curve ^ter Ordnung liegen muss. Weitere Satze, die schliesslich den

ganzen Inhalt des Paradoxons darlegten, wurden erst moglich, indem

man die eine Curve, als beweglich, der andern, fest gegebenen. gegen-

liberstellte. Diesen Schritt that PlQcker schon im ersten Bande der

lytisch klungen (vgl. auch Gergonne's Annalen

Band 19, 1828—29). Er gab an, wie viele Puncte man auf einer Curve

annehmen mQsse, so dass durch dieselben Curven der gleichen Ordnung

gelegt werden konnen ; die Zahl derselben ist unendlich gross, und alle

schneiden die ge gemeinschaftlichen fest

Puncten. Auch fuhrte Pluck er bereits aus, wie dieser Satz sich auf

Flachenbuschel und Flachenbundel ubertragt (Gergonne's Annalen Bd. 19),

Gebilde, deren Begriff durch Lame's oben angeftthrte Schrift gegeben
V

war. Eine Ausdehnung dieser Satze auf Curven und Oberflachen un-

gleicher Ordnung gab Jacobi in Crelles Journal Bd. 15» 1836, merk-

wurdiger Weise ohne Cramer, Gergonne, Pliicker zu nennen ;
r

Jacobi citirt nur Euler, Nach Pliickers Angabe (Theorie der alge-
-

braischen Curven) gelangte tnit Jacob i's Abhandlung zugleich in die

Hande Crelle's der Aufsatz, in welchem Pliicker dieselben Gegenstande

tehandelt , und v^^elcher etwas spater (Bd. 16) erschienen ist*). Ueber

diese Abhandlung hinausgehend gab umfassendere Satze liber das Ver-

halten der Curven in der Ebene Pliicker in der ,,Theorie der algebrai-

schen Curven** (1839), und endlich Cayley, Cambridge Math* Journal

Bd. 3, 1843, womit die algebrai-sche Seite dieser Untersuchung als at-

geschlossen betrachtet werden konnte. Neue und liberraschende Ge-

sichtspuncte fiir die Frage ergaben sich in neuester Zeit, als es sich

zeigte, dass diese Satze liber ebene Curven nur andre Ausdrucksformen

des Abelschen Theorems seien.

) Diese Abhandlung Pliickers entlialt eine Unricbtigkeit, welche von Jacobi

vermieden ist, und welche Pliicker in seiner 3>Geometrie des Rauuies« (181C) berichtigte.
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I

Unter den schonen besondern Anwendungen, welche Pliicker aus

den Satzen liber Schnittpunctsysteme gezogen hat, erwahne ich nur eine,

welche spater von mehreren Georaetern wieder gemacht ist, ohne dass

man Pluckers Prioritat gekannt hatte. Sie betrlfft den merkwiirdigen

und hochst unraittelbaren Beweis des Pascalschen Satzes, bei vvelchem

der Kegelschnitt mit der Pascalschen Linie als Curve dritter Ordnung

betrachtet wird, wahrend das einbeschriebene Sechseck die Stelle zweier

solcber Curven verlritt (Analytisch-geornetrische Entwickelungen Bd. 1

p. 267 Note).

Ich babe schon erwahnt, dass Cramer zuerst die singularen Puncte

der algebraischen Curven genauer untevsucht hat. Die Betrachtung der
L

Singularitaten im Sinne der neuern Geometrie ruhrt von Poncelet her.

Dieser zeigte, dass die Classed einer Curve Mter Ordnung, welche Ger-

gonne seltsamer Weise filr identisch mit ihrer Ordnung gehalten hatte,

itn Allgeraeinen gleich n{n— 1) sei; und es ergab sich hieraus ein Para-

doxon, dessen Losung erst durch die Theorie der einfachen Singulari-

taten moglich wurde, Wegen des Princips der Dualitiit wiirde die

Ordnung n aus der Classe k ebenso gebildet werden mGssen, wie urage-

kehrt k aus n. Wollte man aber die Ordnung der Curve aus der ange-

gebenen Grosse von k bilden, so wurde man nicht wieder zu n zuruck-

gelangen, sondern eine viel grossere Zahl erhalten. Daher mussten Mo-

mente vorhanden sein, welche bei diesen Operationen Erniedrigungen her-

beifuhrten. Schon Poncelet erkannte, dass ein Doppelpunct die Classe

um zwei, ein Ruckkehrpunct sie um wenigstens drei, ein ^-facher Punct

mit lauter verschiedenen Tanijenten sie um '^—^ Einheiten erniedrige.
o 2

Hier ker eingriff Indem er einerseits die Zahl der

Hpr DonT>eI- und Riickkehr-Wendepuncte direct bestimmte, den Einfluss der Doppel- und Ru

puncte berucksichtigte , und endlich das Princip der Dualitat auf die

erhaltenen Resultate anwandte, wurde er auf die beruhmten Formela

fur die Singularitaten der Curven gefuhrt, welche seinen Namen

fiihren , und welche das Poucelet'sche Paradoxon voUstandig erledigen
;

Formein welche bereits im Jahre 1851 St einer als die ,,bekannten" ci-

3 *
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konnte, ohne jedoch PI uckers Namen dabei ii^endwie zu erwahnen.

?ln zuerst in Crelle's Journal Bd, 12 (Solu-Plucker theilte

tion d'une auestic

nne Formeln

fondamentale cour-

bes, 1834) mit ; eine weitere Ausfilhrung und yolle Darlegung der

gab er in der
,
Theoi ebraischen Curven 1839

y

Bei der Beurtheilung der besondern singularen Puncte und Tan
n, aiif deren Berucksichtigung man sich zunachst beschranken diiifte

spielt das Princi D hervorra Eolle. So wie Ord-

nung und Classe einer ebenen Curve, so stehen Doppelpuncte und Dop-

peltangenten , Ruckkehrpuncte und Wendetangenten dem BegrifFe nach

dualistiscb einander gegeniiber. Es zeigt sich, dass diese vier einfachsten

tern ofern

Singularitaten zunachst ausschliessen , und sich auf das Studiura

Curven beschranken kann, welche keine hohere Sinsularitaten

von

jularitaten enthalten.

Diese selbst aber auszuschliessen ist unmSglich; denn ausser den Kegel-
schnitten giebt es keine algebraischen Curven ohne hohere Singulari-

taten, welche zugleich der genannten vollig entbehrten.

Auf die so
r

umgranzte Gattung von Curven bezieht sich Pluckers

Indeni er. wie erwahnt, aus der Ordnung, der Zahl der
Untersuchung.

Doppelpuncte u

zahl der Wendetangenten direct bestimmte, erhielt er durch das Princip

die Classe die An-

der Dualitat eine letzte Gleichung. und mit ihr eine indirect^ Bp^firv^rmnr^o.

fur die Zahl

Es schei

D
dass Jacobi Pluckers aus

hSpften Beweis nicht far hinreichend o

Prin

hielt

der Dualitat

E
daher nochmals mittelst einer ausfuhrlichen Untersuchinio- direct sowohl
die Zahl der Doppeltangenten, Avie die der

tn

Wendetangenten, ubrigens

mete (Crelle Bd. 40, 1850j.
Indess hatte Cayley eine directe Ableitung diescr Bestimmung bereits

fur Curven ohne D d Ruckk

(C 34)

Es darf wohl hier gleich der Folgerungen gedacht werden . welche

ch der Raumcurven aus Pluckers Gleich
gezogen wurden. Es ist fe

D

merkwurdige Gestalt

4
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Tvelche den Gleichungen Pluckers durch Verbindung der geomet'rischen
TJntersuchungen mit der Theorie der Abelschen Functionen gegeben werden
konnten, indem man als neue Singularitat das Geschlecht der Curve
"hinzufugte. Durch den von Cayley eingefuhrten Begriff der Aequivalenz
hoherer singularer Elemente mit einer gewissen Anzahl von niedern
scheint der Anwendung dieser Formeln ein weiteres grosses Gebiet er-

worben zu sein. In einzelnen Fallen war eine solche Aequivalenz Pon-
celet und Plucker schon bekamit; die Untersuchungen nach dieser

Eichtung sind indessen auch jetzt noch keinesweges als abgeschlossen
zu betracbten. Dasselbe gilt von dem durch Salmon und Cayley in

Angriif genommenen Probleme, ahnliche Formeln far Flachen aufza-
suchen

;
eine Untersuchung, welche bei der Ausdehnung und SchwienV-

keit des Gegenstandes, und bei den taglich sicb noch mehrenden Erfah
rungen die Geometer wohl noch lange beschaftigen wird.

Ehe Plucker zu einer voUstandigen Entwicklung des Zusammen-
han gelangte, hatte er die Wendepuncte der C
dritter Ordnung und die Theorie dieser Curven iiberhaupt ausfuhrlich

behandelt, und die betrefFenden Untersuchungen in seinem „System der

analytischen Geometric", 1835, niedergelegt. Insbesondere erscheineu

dabei die Wendepuncte der Curven dritter Ordnung als der vollstandige

Durchschnitt der gegebenen Curve mit einer zweiten von gleicher Ordnung.

Die allgemeine Untersuchung der Wendepuncte konnte Plucker auch
noch spater nicht so weit fuhren, dass das System der Wendepuncte als

CI ctsystem der Curve nter Ordnung mit einer Curve 3(n- 2]

ein hervortrat; ein Resultat, welches zu Hesse's schonstOrdnung :

Entdeckungen gehort, und den Namen Hesse's mit einer der wichtigsteu

Covarianten der ebenen Curven verknupft hat. Dagegen entvvickclte
- r

Plucker in der nahern Untersuchung der Curven dritter Ordnung, indem

er zuerst die Zahl 9 ihrer Wendepuncte angeben konnte, aus dem schon
. _

r

von Maclaurin gefundenen Satze, nach welchem auf der Verbindungslinie

zweier Wendepuncte immer noch ein dritter liegt, den Begriff der 12

Wendepunctslinien, Er konnte zeigen , dass von den Wendepuncteu
einer reellen Curve dritter Ordnung stets drei und nicht mehr als drei
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^eell sind; was spater durch M obi us aus reinen Lagenbetrachtungen aufs

neue abgeleitet wurde (Abh. der kgl. Sachs. Ges. der Wiss. Bd. 1, 1852).

Dagegen waren Plucker die vier Dreiecke noch unbekannt, zu welcheii

diese Geraden sich gruppiren. Indem Hesse diese fand (Crelles Journ.

Bd. 28 , 1844) , vermocbte derselbe die wahre algebraische Natur des

Problems zu erschliessen. Es zeigte sich der wunderbare Character

jener Classe algebraisch losbarer Gleichungen 9. Grades, welche Hesse's

Nanien fuhren, und ffir welche die Wendepuncte das erste Beispiel bil-

den. Fur dieses besondere Problem gab H e s s e Form und Eigenschaften

der zu losenden Hilfsgleichungen an. Den Fortschritten der von Syl-
vester, Cayley und Salmon geschaffenen neuern Algebra, und zwar
insbesondere den schonen Entdeckungen Aron holds, war es vorbehal-
ten, alle zu losenden Gleichungen wirklich zu bilden , und damit das

Problem zu erledigen.

Die Untersuchungen, welche Plucker in seinem „System der ana-
lytischen Geometrie" ausserdem bezuglich der Curven dritter Ordnung
anstellt, enthalten eine Fulle einzelner Kesultate, wie z. B. bezuglich der
sechspunctig beruhrendeu Kegelschnitte : insbesondere aber eine Discus-

Gestalt Diese Untersuchung
mit Halfe principieller Anwendung der Methode der abgekurzten Be-
zeichnung in hochst geistreicher Weise gefuhrt. Aber es scheint. dass
das von Plucker gewahlte Eintheilungsprincip kein gluckliches war, in-
sofern dabei die Zahl der zu unterscheidenden Gestalten sehr gross wird
(219). und sich dieselben nicht ubersichtlich gruppiren. Es ist vorzuglich
die Betrachtung der Asymptoten, welche hier bei Plucker, wie"" bei
den altern Geometern (Newton, Euler. Cramer) in den Vordergrund tritt.

Aber bei Pluckers Eintheilung wird die Sache dadurch noch verwickel-
ter gemacht. dass die Lage derjenigen Geraden mit in Betracht gezogea
wird. auf der nach einem Satze von Poncelet die Asymptoten "die
Curve noch schneiden. Eine iibersichtliche und einfkche Gruppirung,
welche im Wesentlichen mit New tons Zuruckfuhrung der Gestalten auf
Projectionen von funf Parabeln zuriickkommt. -ab Salmon in seinem

hi %t " "" ^ "

1852, eine aus der Natur einfacher
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Laeenverhaltnisse entspringende Ableitung diesef Eintheilunff M obi ust3
J

in der schon angefuhrten Schrift aus demselben Jahre.

o

Der Untersuchung der Asyraptoten von Curven ist auch ein

Theil der „Theorie der algebraischen Curven", 1839, gewidmet
wie PI ticker denn schon im ersten Bande Liou (1836)
die Aufzahlung der Arten von Curven 4. Ordnung nach der Natur ihrer

4

unendlichen Aeste gegeben hatte. Fur die heute vorherrschende Auf-
fassung ist wichtiger _die Eintheilung der Curven 4. Ordnung nach den
b moglichen Singularitaten, welche k

Werke ebenfalls

dem genannten

Indem er ferner seine Formeln auf die C
4. Ordnung dte, konnte

ten angeben, welche C

zuerst die Zahl (28) der Doppeltangen

4. Ordnung ohne singiilare Puncte be

sitzt; u

Beispiel

d er erlauterte dieselben ch ein ge ,'Uliltes

m sie sammtlich reell k Er

gliicklich in der weitern Untersuchung der gegenseitig

war vveniger

pelta liber welche er,

Lage der Dop-

I Gl

chungsform der Curven gestiitzt, unrichtige Satze aufstellte H
gab (zugleich auch, ohne Bevveis, Steiner) die richtigen Satze in zwei

grossen Arbeiten fiber die Theoiie dieser Curven (Crelle Bd. 49, 1854),

In der Vorrede zu der erwahnten Schrift gedenkt Plucker einer

Methode, welche er in derselben mit Vorliebe anwendet, und welche ihn

haufig zu schonen Resultaten fiihrte; es ist die Methode der Con-
stantenabzahlung. Der Gedanke, die Erfullbarkeit eines Gleichungs-

systems, aus dem Umstande zu erschliessen, dass die Zahl der in demselben

enthaltenen Unbekannten der Zahl der Gleichungen gleichkommt, liegt sehr

nahe. Andrerseits ist die Unzulan^lichkeit dieser Schlussweise oft senusr

hervorgehoben worden , und natiirlich mit vollem Rechte , sobald man

die Method dieser einfachsten Weise ausspricht. Ab wollte sie

Pliicker allerdings keinesweges verstanden wissen. Er war sich sehr

wohl der Bedino;un2:en bewusst, unter welchen diese bei vorsichtiger Be-

Wenn eine Zahl

D O

handlung durchaus correcte Methode anwend bar ist.

Ton Gleichungen mit ebenso vielen Unbekannten nicht ira Allgemeinen

zugleich erfiillt werden kann, so werden fur ihr Bestehen nothwendig

*i.
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gewisse Bedingungen zwischen den Coefficienten gefordert. Sind diesa^

aber erfuUt, so werden die Gleichungen nunmehr zwar losbar. aber sie

ssind es dann auf unendlicb viele Arten. Es ist daher eine notliwendige

Erganzung fur die Metliode der Constantenabzahlung, dass man zeige,

wie dem fraglichen Probleme eine Bestiramtheit nothwendig innewoline.

Hierdurch freilich wird die Einfachheit der Methode in vielen Fallen

beeintrachtigt , indem der geforderte Zusatz bisweilen ebenso schwer za

erreichen ist, als eine andre Behandlung des gauzen Problems, bezie-

liungsweise eine seiche involvirt.

Plucker selbst pflegte die Metliode des Constantenzahlens an einem

characteristischen Beispiele zu erlautern , welches hier angefiihrt werden

mag. Durch Veianderung des rechtwinkligen Coordinatensystems kon-

nen im Allgemeinen drei Constante aus der Gleichung eines Kegel-
t

schnitts fortgeschafft werden. Da nun die Gleichung eines Kreises

nur drei Constanten enthalt , so konnte man glauben , sie liessen sich

durch Verlegung des Coordinatensystems sammtlich beseitigen, und mau
kSnnte demnach der Gleichung jedes Kreises die Form x^-^^^:=l geben.

Aber hier tritt der Umstand ein, dass eiu Kegelschnitt, welcher in irgend
r

Hi

eiuem rechtwinkligen Coordinatensysteme die Form o^^+y^^^i annimmt,

diese auch nach einer Drehung des Coordinatensystems behalt, sie
m

also fur unendlich viele Lagen desselben hat. Das Problem also, die

Gleichung eines Kreises auf die Form x^-{-i/'^=l zu bringen , enthalt

zwar ebenso viele Unbekannte als zu erfiillende Gleichungen; aber es
L

4

wird, wenn es losbar ist, nothwendig unbestimmt, und seine Losung ist
If

daher nothwendiger Weise im Allgemeinen unmoglich.

Ich habe, ehe ich zu einer historischen Darlegung von Pliickers

letzten Arbeiten iibergehe, einiger Einzelheiten zu gedenken, welche im.
^^^ I,

Vorigen eine passende Stelle nicht zu finden verraochten. Hieher rechne ich

die Veiallgemeinerung des Begriffs der Brennpuncte, welche Plucker
im 10. Bande von Crelle's Journal (1833) gegeben, und welche Rum-
mer im 35. Bande desselben Journals (1847) wieder aufgenommen hat.

Die Auffassung der Brennpuncte der Keselschnitte , welche zu diesero

Verallgemeinerung Veranlassun^: srab. lasst sich auf Poncelet zuruck
u

^
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yerfolgen (Traite des proprietes projectives, Nr. 457). Andererseits wufde
dieselbe Verallgemeinerung spater von S und H
fu und weiter beh

wiederge-

&

mdelt. Die Wichtigkeit und principielle Noth-

keit der Einfuhrung dieses erweiterten Begriffs erkennt man ersfe

recht tlich in der Beleucht & welche dieselbe durch Chasl
Einfuhrung der imaginaren unendlich fernen Kreispunete ge

Erst durch dieses hochst Hulfsmittel werden diese wie alle

metrischen BegrifFe in den Kreis der projectivischen Betracht

zogen

,

und so zugleich den Methoden der neuern o B

gen ge-

tnfflich

gemacht, ein Fortschritt, weleher nicht

k und weleher in C Maassbe semen

voUendeten analytischen ck gefund hat.

Sod ah ich die Theorie der hrunff der Flach&

welche k im 4 Bande des Crelleschen Journals (1829) gegebeu

hat Sie liefert die Grundvorstellungen fiir den Character hohe

riihrungen , in dein sie die Natur derselben an die Art der singularen

Stellung anknfipft, welche der Beriihrungspunct inBezug auf die Schnitt-

curve der Flachen einnimmt,

Ich erinnere ferner darari , dass Plucker bereits 1847 (Crellea

Journal Bd. 34) den Versuch gemacht hat, die Geometrie auf deu
^

Flachen z weiter t)rdnung zu studiren , indem er die Coordinateu

jedes Punctes derselben durch die Parameter der sich in ihm schneiden-

den Erzeugenden ausdriickte. Er ist hierdurch der Vorlaufer fur die

schonen Untersuchungen von Chasles geworden, aus welchen die Theorie

der Flachenabbildiing sich entwickeln sollte,

Endlich ist der Abhandlung liber die AVellenflache zu gedenken

(Crelles Journal Bd. 19, 1839). in weleher die.>e fur unsre Kenntniss der

Flachen theorie so wichtig gewordene Hiiche voUstandig analytisch unter-

sucht wurde. Als neu ma«: insbesondere aus dieser Arbeit die Eigen-

schaft der Wellenfliiche hervorgehoben werden , nach weleher sie ihre

eigne reciproke Polare in Bezug auf eine gewisse Flache zweiten Grades

1st. In der Liniengeometrie, wo die Wellenfiache als be^onderer Fall

der Singularitatenfiiiche des Complexes zweiter Orduung (Kumniersche

4
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Flache) wieder auftritt hat

noch in Bezug auf neun andre Flachen

ch gezeigt, dass ihr dieselbe Eigenschaft

zweiter Ordnung zukommt.

konnte erst aus der Untersuchung der linearen Fundamental

wclche F. Kl

zeitig als A*^^

Compl(

n dem

Ordnung erschlossen werden

,

me. zwei auadratische Formen

durch

regate von Qaadraten darzastellea, eine neue interessante

Seite abgewonnen hat

Unter den grossern Werken Pliick ist es die ,,Geometrie des

Raumes'' (1846), welche am durchgebildetsten erscheint- Ihrer Entstehung

und Tendenz nach ist sie mehr einer Darstellung bekannter, als, wie es

sonst bei Pliicker zu sein pflegt, der Entwicklung neuer Resultate ge-

widmet. So ist es natiirlich , dass sie bei grosserer Formvollendung zu-

uchtende Gesichtspi

welche

darbietet.

Keim der

gleich weniger originale bier zu beL

Aber sie enthalt eine Bemerkung (vgL Nr. 258}

Liniengeometrie wurde , und damit den Ausgangspunct fur Pliickers

letzte grosse geometrische Leistung bildete.

Wenn man jetzt, wo die Liniengeometrie als solche geschaffen ist,

das Auftreten der ihr zugeborigen Momente' ruckwarts verfolgt, so sind

es drei Kreise von Untersuchungen, in welcben sie auftreten; Untersu-

chuiigen, welche scheinbar ganz verschiedenen Gebieten angehoren, wah-

rend sie andrerseits so wesentlich in einander greifen, dass sie nicht

n d UntersuchunRskreis

geometrische , der zweite ein mechanischer dritte , welche an die

Brechung und Reflexion der Lichtstrahlen anknupflt

scher

mag ein physikali

^-^

Die geometrischen Untersucht> 8 welche fiir die Geometric des

Ra sofern die gerade Linie Element sedacht

reitend waren.
t>

vorbe-
4

beginnen mit Mob Dieser untersuchte im zehnten

B \

schaften,

Crelle's Journal (1833) solche reciproke raumliche Verwandt

Ich Punct mit der ihm zug ver-

o o haften Stand t als Nullsysteme

bezeichnet hat.

von M
Diese nach Inhalt und Form gleich vollendete Arbeit

enthalt im Wesentliche genschaften des als
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Complex erster Ordnung bezeichneten Gebildes, und zwar so, dass die

geometrische Natur desselben sich sogleich veil und rein erkennen lasst,

zugleich aber so, dass der Ausgangspunct der ganzen Untersuchung eben

kein linien-geometrischer, sondern die Betrachtung der Verwandtschaften

ist. Dieselbe Verwandtschaft wurde von Magnus im zweiten Bande

seiner Aufgaben (1837] mit Beziehung auf Mo bins weiter bebandelt.

Sodann ist eine merkwiirdige Arbeit zu nennen, welche jDhasles

1839 in Liouville's Journal iverSfFentlichte. Er construirte factisch den

Complex ersten Grades, indem er die Erzeugenden eines Hyperboloids

paarweise einander zuordnete vermittelst der sie treffenden Strahlen eines

ebenen Strahlbiischels , und sodann die Gesammtheit aller Geraden be-

trachtete , die zwei einander so zugeordnete Geraden treffen. Diese Er-

zeugungsweise umfasst als speciellen Fall die spater von Sylvester

gegebene, bei welcher zwei projectivische ebene Strahlbuschel so gelegt

Virerden , dass zwei entsprechende Strahlen vereinigt liegen, und sodann

die Gesammtheit der Geraden betrachtet wird, welche entsprechende

Gerade der Biischel schneiden.

Beziehen sich die angefiihrten Untersuchungen auf die Theorie des

linearen Complexes, so giebt es andre, welche in Beziehung zu dem be-

sondern Complexe zweiter Ordnung stehen, dessen Singularitatenflache

ein Tetraeder ist. Eine collineare Umformung desselben ist das Norraa-

lensystem der confocalen Flachen zweiter Ordnung, welches Binet bereits

1811 untersuchte (vgl. Journal de I'ecole polytechnique Bd. 16, 1813).

Chasles hat diese Untersuchungen im Apercu historique ai %
und weitergefuhrt. Ein besonderer Fall dieses Complexes ist ferner ent-

halten in Chasles* Betrachtungen uber die Bewegung starrer Korper

om >tes Rendus 1861). Dort wird jedem Puncte eines bewegten Kor-

pers die Gerade zugeordnet, welche ihn mit einer beliebig gewahlten

spaternLage verbindet; das Tetraeder ist in die doppelt gezahlte unend-

lich feme Ebene und in zwei conjugirt imaginare Ebeuen ausgeartet,

welche den alien Kugeln gemeinsamen uneodlich fernen Kreis beruhren.

Der all'^emeine Fall dieses Complexes ist neuerdings vielfach untersucht

worden: so namentlich von Re ye, der ihn durch die Verbindungslinieu

4 *



28

entsprechender Puncte collinearer Systeme construirt (1867), und von
F

Lie, welcher auf ihn durch Untersuchungen liber die geometrische Inter-

pretation zweier complexer Veranderliclien gefQlirt wurde, Die funda-

deren seine Geraden voamentale Eigenschaft des Complexes, vermoge

den Tetraederflachen nach constantem Doppelverhaltnisse geschnitten

werden, wurde von Muller (Math. Ann. Bd. I, 1809^ gegeben, und es

erledigte sich hiemit die seltsam irrige Frage Stein ers nach der Flache,

welche von alien vier gegebene Ebenen harmonisch sclineidenden Geraden

beruhrt wird (Syst. EntwickL p. 299).

Zu den
t> Unte m_^^ in

der geraden Linie gleichsani ch

welcher die Geometrie

sind endlich zwei Ar-

b Cavl zu rechnen, Quarterly Journal iBd

1860] erschienen, und elchen eine R schnei-

denden Gerad betrachtet d Es war hierdurch eine merkwurdi^

Darstellung der Kaumcurven mittelst einer

tet, und bei Raumcurven dritter Ordnunff ausoref

nen, welche dabei als die Veranderlichen betrac

ein/i^en Gleichung angedeu-

ihrt. Die Combinatio-

htet werden , stimmen
genau mit den von Plucker spater als Coordinaten der geraden Li

^n

gebrauchten uberein.

der geraden Linie ir

Abhandlunpr , on the

C war, Geoineti

k zu schafFen, sieht man aus seiner

f

1867; aber diese Arbeit erschien erst, nachdem

Cambridge Transactions,,

k die Sache
aufsrenom hatte, und nimmt auf Plficker Bezu^^ #

).

Der zweite K Unt
M

C»
welcher der

& sich auf P ^ ^

zuruckfuhren, welche dieser ausgezeichnete Geometer fur die Untersu-
chung der Krlift

Wenn Poinsot

eefuhb hat, f starren Koi irken

die Gesam

Kraftepaar sucht, welche ein

t der Cornbinat

benes Kraftsvstei

leii von Kraft und

ersetzen, so ist dies

)
In gewissem Sinne sind die Coordinaten der geraden Linie, wie iiberhaupt

ein grosser Theil der Grundvorstellungen der neuein Algebra, bereits in Grassinanns
»Ausdehnungsle!ire* (1844) enthalten; die genauere Darlegung dieser Yerhiiltnisse wurde
mdessen liier zu weit luhren. Vgl. auch Haukel, Theorie dercomplexen Zahlen, 1867.
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nichts anderes, als in Pluckers Bezeichnung das System der Dnrch-

messer eines linearen Complexes nebst den ihnen zugeordneten Ebenen.

Ebenso hangt mit der Liniengeometrie der beruhmte 1829 von Chasles

gefundene Satz zusammen, nach welchem zwei Krafte, die ein gegebe-

nes Kraftesystem ersetzen konnen , als Strecken im Raume betrachtet^

stets ein Tetraeder von constantem Voluraen bestimmen. An diese Be-

trachtungen knupfte Mobius in der oben erwahnten Abhandlung von

1833 und in seiner Statik (1837) Untersnchungen an, welche immittelbar

linien-geometrische Elemente enthielten, ja er erbielt durch diese stati-

schen BetracbtuEgen die Anregung fur die Untersuchung der oben er-

wabnten Verwandtschaft. Sodann aber ergaben sich Satze, welcbe eben

erst mit Hiilfe der Liniengeometrie einfach ausgedriickt werden konnen;

so werden, um Ei fiibren , die S\ von Kraft

welche ein gegebenes Kraftesystem zu ersetzen im Stande sind , ihrer

Lage und Richtung nach nichts anderes, als die Paare von Geraden,

welche in Bezug auf einen gegebenen Complex ersten Grades conjugirtD

sind; Satze, denen verwandte fiber unendlich kleine Rotationen entspiechen.

Aehnliche Untersnchungen verofFentlichte Chasles 1843 in den Comptes

Rendus.

Sylvester

Es sind endlich in dieser Richtung die Bemerkungen von

Chasles und Cay ley zu erwahnen, welche sich in den

Comptes Rendus von 1861 finden.

Der dritte Kreis vorbereitender Untersnchungen wird durch die

Theorie der Strahlen system e gebildet. Schon M onge hatte Normalen-

systeme von Flachen und die Brennflachen derselben betrachtet. Sodanii

hatte Mai us die Gesaramtheit der Strahlen untersucht, welche von einem

P & und crefunden, dass dieselben , beliebig an der Grenze
&

von isotropen Mitteln reflectirt oder gebrochen, stets

einer Flache bilden. Sturm hatte ein unendlich di

ystem

>undel

untersucht, und die Brennlinien desselben entdeckt, d. h. jene beiden

Stellen, in welchen der Quersch sich annahernd

in zwei Linien zusaramenzieht. Die Untersuchungen dieser Strahlensysteme

waren von Hamilton in allgemeiner Weise aufgenommen (Transactions of

the Royallrish Acad. Bd. 16j, und dessen Untersuchungen von Kummer
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(1859, Borchardts Journal Bd. 57) in einer Weise repr9ducirt, welche

den rein georaetrischen Inhalt des Gegenstandes deutlich hervortreteu
r

liess. Als bedeutendste Erscheinung nach dieser Richtung mag noch

hier sogleich die grosse Arbeit von Kummer fiber Strahiensysteme

zweiter Ordnung und Classe erwahnt werden, welche in den Abhand-

lungen der Berliner Akademie von 1866 erschienen ist. Der Zeit nach

Mlt sie bereits jenseits der ersten Arbeiten Pluckers. Noch naher

kommen der Complextheorie die Untersuchungen von Abel Transon

(1861, Comptes Rendus Bd. 52, und Journal de Tecole polytechnique,

Cah. 38). Derselbe betrachtet Gerade, von denen durch jeden Punct des

Raumes eine ihm zugeordnete geht, womit, nach einem neuern Ausdruck»

em Complex auf dem Punctraum abgebildet erscheint, und fragt dann

nach den Normalensystemen, welche in solchen Combinationen enthalten

6ein konnen.

Der Gedanke der Liniengeometrie war von Pliicker, wie erwahnt,

in seiner Geometrie des Raumes beilaufig ausgesprochen worden. Durch

den Verkehr mit seinen Freunden in England angeregt nahin er 1864

den Gegenstand wieder auf, und entwickelte nun sofort die Grundlage

von dem, was er als „Neue Geometrie des Raumes'* bezeichnete.
r

Unbekannt mit den Methoden der neuern Algebra, wie mit dem grossten

Theile des wahrend seiner physikalischen Thatigkeit nach dieser Rich-

tung Geleisteten, hatte er zunachst nicht ohne Schwierigkeit den Begriff

der Coordinaten einer Geraden zu fixiren. Indem er dieselben als sechs

Verhaltnisszahlen definirte , welche einer gewissen Gleichung zweiten

Grades genugen, beriihrten seine Speculationen sich nahe mit den Arbeiten

Cayley*s, deren oben gedacht wurde. Sodann aber begrundete Pluck er
die neue Disciplin durch Einfuhrung desBegrifFs eines Complexes, und
gewann hiermit eine fundamentale Grundlage weiterer Betrachtungen.

Denn der Complex bildet im Gegensatz zum Strahiensysteme (bei PI
cker Congruenz) das durch eine weitere Gleichung in Liniencoordinaten

gegebene Gebilde, wahrend das Strahlensystem deren zvvei verlangt.

Der Complex steht also linien-geometrisch dem Strahiensysteme ebenso

gegenaber, wie die Oberflache der Raumcurve in der Geometrie des
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Tunctes
t

Zu erstern tritt in der Liniengeometrie als dritte Abstufung-

metrie

ments

geradlinige Flache,

erst durch die
[

das rechte Licht

eigenthtlmliche Stellung in der Raumgeo
lie Einfuhrung der Geraden als Raumele

Man erkennt aus dieser Abstufung, wie die Liniengeometrie gewis

sermassen die Geometrie eines Raumes von vier Dimensionen ist. Und
so woUte sie k in der

Einfuhrunsr eines Rao

aufgefasst haben.

mehr als drei Dimensionen pfl

Gegeniiber der

o
etwa dieer zu erortern, wie schon die einfachste raumliche Conception,

Ebene, hinreiche, um in ihr die Theorie einer Mannigfaltigkeit von beliebig

vielen Dimensionen zu studiren. Denn man brauche nur ein Grundgebilde

einzufiihren, welches von einer hinlanglich grossen Anzahl von Parame-

tern abbangig sei, nnd konne dann diese ahnlich wie die Coordinaten

eines Punctes in einem hohern Raurae behandeln, ohne auf einen solchea

Die Anzahl der Dimensionen eines Raumeszuriickgehen zu mussen.

f diese Weise erne ^^_^ schaft. die de nicht

wobl an und fiir sich zukommt^ als insofern man in demselben ein

bestimmtes Gebilde zur Basis der Untersuchung nimmt So bildet in

der That die Linieno Grundgebilde von vier Parametem

abhano-t, eine Theorie raamlicher Gebilde von vier Dimensionen, welche

in dem gewohnlichen Raume srefiihrto der man Punct

als Grundgebilde festhalt, nur drei Dimensionen hat

Das Studium

nunsr, bildete nuio

g

ehr

Complexe, vorzugsweise der Coraplexe zweiter Ord

inntcrf.p-pnstand von Pliickers BeschaftiH
Durch Einfiil o o Compiexflachen

er zahlreiche M herstellen lie verraochte er den schwierigen

Gegenstand auch gestaltlich zu erlautern; wie denn uberhaupt gegenUber

den mehr analytischen Interessen seiner fruhern Arbeiten in spatern Jahreu

das rein seoraetrische Interesse an der Gestalt mehr und mehr hervor-
»

trat. Die Flachen bildet einen grossen Theil

seinem letzten Werke (Neue Geometrie des Raumes, 1868) niederg

legten Betracht ^-^ m nicht vergonnt, dieselben

iuhren als er selbst es b tD
In alter Weise udlich

•
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schaffend, verbreitete er seine neuen Gedanken durch eine Zahl von

Abhandlungen. wahrend er sein grosseres Werk vorbereitete. Aber der

Tod riss ihn mitten aus dieser Thatigkeit heraus.

Sein Werk uber die neue Raumgeometrie konnte glucklicherweise

durch damaligen Assistenten, Hrn. Kl Pluck An
Freilich hatte er selbstdeutungen in dessen Sinn beendigt werden. -

wohl im Laufe der Arbeit manches hinzugefugt, insbesondere auch be

Dlich der mechanischen Anwend s ihn der letzten Zeit viel

fach beschaftigt batten

licb auf

erkennbar

dasjenige

o

Aber wenn auch manches in dieser Richtung

so musste doch die Herausgabe sich ausschliess-

inken, welches durch schriftliche oder miind-

liche Mittheilungen von PlQcker unmittelbar veranlasst war. Auch so

konnte das Werk Anregung werden zu weitern Forschune sich

mannigfacher Weise daran geknupft haben. Wenn in der analytischen

Fassung zum Theil

wirkte dasselbe di

jetzigen Methoden nicht immer mehr h

ch seinen gedanklichen Inhalt, und die jungere

Generation entzog sich nicht der ihr eewordenen Anr Schon jetzt

ist eine grosse Literatur entstanden, welche den neuen Gegenstand be
delt, wahrend viele Gesichtsp dem heuti

entsprechende Darstellung des Ganzen der Zukunft vorbehalten sind
Es war vielleicht in Nat der Verhilltnisse begrundet, wena

die Thatigkeit Pluckers wahrend seines Lebens sich nicht imm
wenigsteus nicht Qberall, der voUen Anerkennunff erfreut

Leistungen gebuhrte. M
o die seinen.

in die

emer chafdich hochst fruchtbaren Epoch

verschiedenartigen Bestrebun«

jene Parteinuh fah elch Streitend

kampfe der Wissenschaft nicht erspart bleibt, und welche

musste auch

h im Wett-

das Urtheil

Mitstrebend triibt.

Das Geschick k ih

als dass es ihn

keine schonere Genugthuung bereiten.

Hicht

h am Abende seines Lebens S einer neuen

t? werden liess, an VerfolO O nunmehr die Nachl
in neidloser, freudiger Anerkennung arb
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l^ote 1, betreifend die physikalischen Arbeiten Pliicker's.

(Nach Mittheilungen von Hrn. Prof. Hittorf).

Die erste physikalische Entdeckung Plii ck ers der Zeit und vielleichtder Bedeutung

Krystalle Hir folgten noch

_im namlicben Jahre Beobacbtungen iiber die Aenderung der Oberfliicbe, welche tropfbare

"Fliissigkeitea in der Nabe der Pole erfabren, sowie iiber die Einwirkung, welcbe der

Magnet auf Gase ausiibt. Der letztgenannte Gegenstand wurde gleichzeitig auch

von Faraday bearbeitet, nacbdem in Italien Bancalari die Absto^sung der Flanime

durcb den Magneten zuerst wabrgenommen hatte. Pliicker vermehrte die Beweise

fiir die Polaritat des diamagnetiscben Zustandes nnd sucbte durch die Wage die

Intensitaten der dia- und paramagnetiscben Krafte in ibrer Abbangigkeit von der

Natur derSubstanz wie von der Temperatur zu erforscben. Der grosse Electromagnet

;des pbysikabschen Cabinets, der im Winter 46/47 auf der Sayner Hiitte gescbmied^t

worden war, blieb, nacbdem er gleicb bei der ersten Benutzung solche Resultate

geliefert batte , stets das Lieblingsinstrument fiir seine pbysikalischen Forschungen.

~Er unterwarf ibm zebn Jabre spater die leucbtenden Entladungen , welclie durch

Jnductionsstrorae in den niit verdiinnten Gasen gefiillten Geissler'schen Robren ent-

:!Stehen, und erzeugte die pracbtigen Flacben und Curven, in welcbe das Licht am

.negativen Pole unter Einwirkung der magnetischen Krafte ubergebt. Er lelirte

-zuerst das scbwacbe electrische Licht der verdiinnten Gase durch Verengung eines

Jbeiles der Robre auf Capillardimensionen so zu verstarken, dass deutliche, b^^timm-

.bare ^ectra gewonnen w^erden konnten. Vor Bunsen und Kircbboff spracb er aus,

dass diexLinien der Spectruni's fiir jede cheniisclie Substanz cbaracteristisch sind

und zur Ei^^ennung derselben in der Analyse verwertbet werden konnen. Er sail

zuerst und benannte die 3 Linien des Wasserstoff>-pcctrums, welche wenige Monate

Each seinem Tode in dera Lichte der Protuberanzen der Sonne eibmnt wurden und

sogleich das Riithsel, welche diese Erscheinung den Astronomen gewesen war, losten.

Dadurch dass PluckerfriJher dem Expenmente nicht objielegen hatte, war ihm

die Mciglichkeit versagt gewesen, sich die Fertigkeit und Sicherheit, welche die

Uebung deni Korper allein in der Jugend verleiht, zu erwerben. Er wusste die.-,es

Hinderniss fiir seine experimentelle Thatigkeit dadurch wegzuriiumen, dass er die-

jenigen in seiner Umgebung, an welchen er jene Eigenschalten erkannte, fiir seine

Jdeen interessirte und in den Dienst der Wissenschaft zog. Lange Zeit war sejn

fruherer Schiiler, der bereits verstorbene Mechaniker Fessel, ihm in der Herstel-

Jung der nothwendigen Vonichtungon behulflich. Plucker niacbte die Apparate,

-welche Fessel auf seine Veranlassung anfertigte , wie <3ie Wellenmaschine, den

5
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V

elrcfromapnotischen Mo(or, die Rotationsmaschine, als Fessel'sche bekannt (in den

Annnlen von Pogi^endoif). Die ausserordentlicheKunstfertigkeit, welcbe Dr. H. Geiss-

ler in Ijonn in der Uearbeitung des Glases besitzt, veranlasste Pliicker mit ihm in

sinnreich constjuir en Thermoineter-alinlichen GefJissen Ausdehnungsverbaltnisse fest-

"^zustelbni, und sicli mit den Spannkniften der Danipfe, welcbe Fliissigkeitsgemische

entwirkoln. zu beschiiftigen. Bercits oben wurde der Geissler^schen Robren gedacht,

welrbe durcb Pliieker's Arbeiten zu^rst eingefiibrt und jetzt weltbekannt geworden

Bind. Als or in doin Studiuni der elektrischen Gasspectra erkannt batte, dass aus-

gcdebntere chrniische Erfabrungen, als ihm zu Theil geworden waren , wiinschens-

wcrth seien, veibnnd er sich zur weiteien Untersuchung derselben rait Prof. Hittorf.

liM^em sie die lutensitat des electriscben Stromes variirten und die Temperatur des

Gases dadunb nuf sehr verscbiedene Hoben bracbten, entdeckten dieselben fiir meh-
*rere elementare SiotVe zwei cliaracteri^tiscbe Spectra, und beobacbteten zuerst die

Erweiterung der Linien als allgenieine Wirkung der hinreicbend gesteigerten Warme,
ein Verbalten, welches in der neuesten Zeit fiir das Studiura der Zustande in der
SonnenHtnlo^pbjire durcb die Arbeiten des englischen Astronomen Lockyer wertbvoU
gewoideii i>t.

Pliicker wussto bald eine neue Erscheinung von verschiedenen Seiten zu erfas-

sen unci Versuche zu ersinnen, in denen dieselben hervortreten mussten. DasPrincip
der Verallgenieinerung, an welches er in seinen geometrischen Arbeiten so gewohnt
war, lei.stete hierbei vortrelfliebe Dienste und erleicbterte ihm die Orientirung. Hatte
er den tbatsJicbliclun Inhalt einer Eutdeckung so vollstandig, als er zunachst ver-

mocbte, erfor>cht, so iibergab er sle der Oeffentliclikeit , wenn er liber die Theorie
derselben aucb nicbt zum Abscbluss gekotnmen war. Offen widerrief er die zuerst
gfgebene Aiiffassung, sobald er sie als irrig erkannte , und ersetzte sie durch die-
jenigp, welcbe ilmi die ricbtigere schien. So schloss er die Theorie uber das magne-
ti.scbe Veri a'ten der Krystalle erst endgiiltig in dem Aufsatze ab, welcher 1858 in
den Philos. Transactions unter dein Titel: „0n the magnetic induction of Crystals'*

-erschien.

Bei seinon geometrischen Arbeiten war er so ganz auf sich angewiesen gewesen,
so ungehindert seinem Ideengar.ge gefolgt , dass er sich des Studiums der Literatur
fast entwohnt hatte. Bei der Selbststandigkeit seines Denkens war ihm spater ein

Eindringen in die Auffassung Anderer schwer, und oft hat er geaussert, wie unan-
genehm ihm diese Tbatigkeit sei und wie wenig er sich dazu eigne. In dieser Eigen-
thiimlicbkeit liegt eine Ursache, wesslialb er sich in seinen phystkalischen Forschungen

wenn man die zuletzt erwahnte Untersuchung uber das magnetische Verbalten der
Krystalle, an welcher sein frliherer Schiller, der leider so fruh verstorbene Prof.
Beer sich vielfach betheiligt hatte, ausnimmt — auf tiefergehende molecular-theore-
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tische Forschungen nicht eingelassen bat, Er konnte sich nich zn doni Sturliuin der

Kesultate, welche hier bereits vorlagen, ent>chliessen
, unci kehrte za ih^v Zt^it, wo

ein solches Eingehen erwartet werden konnte, lieber zu seinen geometrisclien For-

schungen zuriick*

^4i-

Note 2. Yerzcicliniss der Arbeiten Pliicker's *).

A. Matliematik.

I. Selbstsfdndig erschiencne Schriften.

1. Generalem analyseos applicationem ad ea, quae gconictiiac altiorls et mecha-

nicae basis et fundamenta sunt, e serie Tayloria deducit Ju'ius Plucker.

Bonnae 1824. (Hahilitationsscbrift).

2. Analytisch-geometrisclie Entwickelungen (Essen, l.Band 182S. 2* Band 1831),

3. System der analytischen Geometrie (Berlin 1835).

4. Theorie der algebraisclien Curven (Bonn 1839).

- 5. System der Geometrie des Raumes in neuer analytisclier Behandlungsweise

6

. 4.

1.

(Diisseldorf 184(5. Zweite Aufl. 1852).

Neue Geometrie des Raumes, gngriinclet auf die Bet rncli tuna dor ceraden
r>

Linie als Raumelement Mit einem Vorworte von A, Clebsch, (In zwei Ab-

tbeilungen : Erste Ahtbeilung, Leipzig 18G8.

ben von F. Klein. Leipzig 18G9).

Zweite Abtheilung, herausgege-

IL fsdUe in Gcrgomie's AmmJen.
4

1. Theoi ernes et problemes sur le contact des sections coiiiqnes. T. XVII (18-26—27).

2. Reclierche d'une construction grapliique du cercle osculateur pour les lignes

du second ordre. T. XVII (1820-27).

3. Memoiie sur les contacts et intersections des cercles. T. XVIII (1827—2S).

Recl}erclies sur les courbes algebriques de tous les degi es. T. XIX (1828—29)

5. Recherches sur les surfaces algebriques de tous les de-res. T.XiX (1828-2U)

III. 'fsaf

Ueber die Krummung einer beliebigen Fllicbe in einem beliebigen Tuncte

Bd. Ill (1828).

)
Dieses Verzeichniss, sowie eine grosse Zalil der in detn Aufsatze selbst verwerLheten Mit-

theilungen verdanke ich Urn Dr. Klein. Die hier ge-ebeneu Jahreszahlen sinJ die der betreffendeu

BandT, wahrend im Texte die Daten der Untersehrift des Verfassers, oder, wo diese fehlte, dem

Eracheinen des betreffendeu Ileftes enlnommen sind.

5 *
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2. Ueber die allgenjeinen Gesetze, nach welchen irgend zwei Flachen einen Con-

tact der verschiedenen Ordnuiigen haben. Bd. IV (1829).
m

3. Ueber ein neues Coordinatensystem. Bd- V (1830).

4. Ueber ein neues Princip der Geometric und den Gebrauch allgemeiner Sym-

bole und uDbestimmter Coifficienten* (1830)

5, Ueber eine neue Art, in der analytischen Geometrie Puncte und Curven durch

Gleichungen darzustellen. Bd. VI (1830).

6. Geometriscbe Lehrsatze. Bd. VI (1830).

7. Note sur une theorie generale et nouvelle des surfaces courbes. Bd. IX

8. Geometriscbe Aufgaben und Lehrsatze. Bd. IX (1832).

9. Ueber solche Puncte, die bei Curven einer hoheren Ordnung, als der zweiten,

(1832)

den Brennpuncten der Kegelschnitte entsprechen. (1833)

10. Narhrichten von Buchern. Bd. X (1833). (Anzeige des ^Systems der analy-

tischen Geometrie'').

11. Analytisch-geometrische Apborismen, 1, 2- Bd. X (1833).

12- Analytisch-geometriscbe Aphorismen, 3, 4, 5, 6. Bd. XI (1834).

13* Solution d'une question fondamentale concernant la theorie generale des cour-

bes. Bd. XII (1834).

14. Theoremes g^n^raux concernant les equations d*un degre quelconque entre

un nombre quelconque dMnconnues. Bd. XVI (1837). ^

15- Di>cussion de la forme generale des ondes lumineuses. Bd. XIX (1839).

16- Aphorismen aus der Geometrie des Haumes. 1, 2. Bd. XXIV (1842).

17. Ueber Curven dritter Ordnungund analytiscbe Beweisfiihrung. Bd. XXXIV (1847).

18. Note sur le theoreme de Pascal. Bd. XXXIV (1847).

19. Die analytiscbe Geometrie der Curven auf den Flachen zweiter Ordnung und

Classe. Bd. XXXIV (1847).

20. Ueber eine neue mechaniscbe Erzeugung der Flacben zweiter Ordnung und

Classe. Bd. XXXIV (1847).

21. Ueber das Ohm'scbe physikalische Gesetz. Bd. XXXV (1847).

22. Sur la reflexion de lalumiere dans le cas des surfaces du second degre, analo-

gue k celle qui aux foyers des sections coniques a donne le nom. Bd.XXXV (1847)»

Hr. Aufsdt^e in Liouville^s Journal.

1. Enumeration nature

leurs branches iufinies. T. I (1836).

2. Sur les points singuliers des courbes. T. 11 (1837).

3. Sur une geometrie nouvelle de Tespace. 2e Serie, T. XI (1866). [Aus den
1 -I

Philos. Transactions ubersetzt].
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IV. In den Proceedings of the Royal Society.

' 1. On a New Geometry of Space (1865).

V. In den Philosophical Transactions*

1. On a New Geometry of Space (18K5 p, I).

2. Fundamental views regarding Mechanics (1866 p. I).

VI. In Les Mondes^ par Vdbhe Moigno.

1. Geometrie nouvelle de Tespace. T, XIII (1867).

VII. In den Annali di Mafematica.

1. Theorie generale des surfaces reglees, leur classification et lenr consiraction

T. I, Serie 2 (1867).

8.

10.

11.

B. Physik.
-4

I- In Poggendorjfs Annalen.

1. Ueber die Abstossung der optischen Axe der Krystalle durch die Pole der

Magnete. Bd. 72 (1847).

- 2* Ueber das VerhaltnisszwischenMagnetismusundDiamagnetismus. Bd. 72 (1847)»

3, Experimentaluntersuchungen iiber die Wirkung der Magnete auf gasfdrmige

und tropfbare Fliissigkeiten. Bd. 73 (1848).

- -I. Ueber ein einfacbes Mittel den Diamagnetismus schwingender Korper zn ver-

starken. Bd. 73 (1848). ' ... -

5. Ueber Intensitatsbestimraung der magnetischen und diamagneti$cben Krafte^

Bd. 74 (1848).

6. Ueber das Verhalten des abgekiihlten Glases zwiscben den Magnetpolen^

Bd. 75 (1848).

7. Ueber das Gesetz, nacft welchem der Magnetismus und der Diamagnetismus

abhangt. Bd. 75 (1848).

9. Ueber die neue Wirkung des Magnets auf einige Krystalle

mg und diamagne

Electromagnets. Bd. 75 (1848)

die eine vorherr-

schende Spaltungsflache besitzen.

bildung. Bd. 76 (1849).

Magnetismus auf die Kiystall

optischeii

Axen der Krystalle. Bd. 77 (1849), [Uebersetzt aus dem Philos. Magazine].

Ueber den Einflass der Umgebung eines Korpers auf die Anziehung oder Ab-

stossung, die er durch einen Magneten erfahrt. Bd- 77 (1849).

12. Ueber die Fessel'sche Wellenmaschine, den neueren Boutigny'scben Versudi

r
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und das Er^rebniss fortgesetzfer Beobachtungon in Betreff des Verbaltens try-

stallisirter Substanzen gegen den Magnetibmus. Bd. 78 (1849). [iVus einem

Briefe an Poggendorffj. „, .

13. Ueber die magneliseben Axen der Krystalle und ihre Beziebung zu der Kry-

stallform und zu den optischen Axen. [Mit Beer]. Bd. 81 (1850).
! 4

14. ihre Beziebung zur Kry-Ueber die diamagnetiscben Axen der Krystalle und i

stallform und deli optischen Axen. [Mit Beer]. Bd. 82 (1851).
^

1 - ^ " ^

15. Ueber das magnetiscbe'Verhalten der Case. L Bd. 83 (1851).

16. Numerische Vergleichung des Magnetismus des Sauerstoffgases und des

Magnetismus des Eisehs. Bd. 83 (185 0.
^ * \

a

17. Ueber die mngnetische Polaiitat und Cuercitivkraft der Gase. Bd. 83 (1851).

18. Ueber Fessel's electromagneliscben Motor. Bd. 83 (1851).

19. Ueber das magnetiscbe Verbalten der Gase. II. Bd. 81 (1851).
L

20- Ueber die Theorie des Diamagnetismus , die Erklnrung des Ueberganges ma-

gnetiscben Verbaltens in diamagnetiscljes, und mathematische Begriindung der

bei Krystallen beobacbteten Erscheinungen. Bd. 8B (1852). (

21. Studien iiber Thermoinetrie u. verwandte (jegenstande [mit Geissler]- Bd. 86 (1852),

Ueber die ReCiprocitat der electroniagnetiscben und magnetelectrischen Er-52.

scbeinungen. Bd. 87 (1852).

23. Ueber die FesselWie Robitionsmaschine (mit Nachtrag). Bd. 90 (1853).

24. Ueber das Gesetz der Induction bei pararaagnetiscben und diaraagnetischen

Substanzen. Bd. 91 (1854).

25. UntersucUungen iiber Dampfe und Dampfgemenge, Bd. 92 (1854). , ^

26. Beitrage zur naberenKenntnlss der sogenannten Coeicitivkraft. Bd, 94 (1855),

,27. Uel)er die Einwirkung des Magnets auf die electriseben Entladungen in yer-

diinnten Gasen. I, II. Bd. 103 (1858).
a.

*28. Fortgesetzte Beobacbtungeu iiber die electriscbeEntladung durch gasverdiinnte

Riiume, Bd. 104 (1858).

.29. Ueber einen neuen Gesicbtspunkt., die Einwirkung des Magnets auf den elek-

trischen Strom betreffend. Bd. 101 (1858).

30. Fortgesetzte Beobaclitungen iiber die elektri.sclie Entladung. Bd. 105 (1858).

31. Fortgesetzte Beobachtungen iiber

diinnte Riiume. Bd. 107 (1859).

die elektriscbe Entladung durcl 1 gabver-

432. Ueber die Constitution der electriseben Spectra der verschiedenen Gase und

,; Dampfe (mit Naclitrag) Bd. 107 (1859).

*^33. Das magnetiscbe Verbalten der verschiedenen Glimmer und seine Beziebung

2um optischen Verbalten derselben. Bd. 110 (18G0j.

^4. Ueber die Einwirkung des Magnets auf die electrische Entladung. Bd. 113 (1861).
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35. Ueber recurrente Stronie und ihre Anwenclung "zur Darstellunc' von Gas-
spectren. Bd. IIG (18G2). ,

r
_ w ^

II. In den Comptes Eetidus de VAcademic des Sciences.
J -

1. Rapport eiitre les proprietes optiques et les proprietes magnetiques de cer-

tains cristaux. T. XXIV (1847).

2. Action calorifique d'un courant electrique. T. XXVI (1848).

3. Note siir un ^n\w\ nonibre de fiits nouveaux de magnetisme et de diama-

gnetisme. T. XXVill, XXIX (1840).

4. Sur le magneiisme des gaz. T. XXXIII (1851). [Brief an Ar^o].
5. Analyse de divers Memoires sur I'electricite. T. XXXVI (1853). [Brief an Arago].

III. Im F/iilusophical Magitsine.

1. On diamagnetism
|
Brief an Faradny]. Ser. 3, V. 33 (1848).

b

2. On the niapnctic rrlalions of tlie positive and negative optic axes of crystalls

[Brief an Faradny]. V. 34 (1810].

3. On M. Boutigny's recent experiment [nus Poggendorffs Ann], V. 36 (1850).

4. On tbe magnetic axes of crystalls [mil Beer- Aus Pogg. Ann.], Ser. 4, V, 1(1851).

5. On the magnetisme of gases [Brief an Arago]. V. II (1851).

6. On the electromagnetic motor of Fesseh V. Ill (1852).

7. On the nature of the so called coercive force [aus Pogg. Ann.]. V-IX (1854).

8. On the m;)^aietic induction of crystals. V. XIV (1857).

9. On the*action of the mapnet upon electrical discharge in rarefied gases. [Aus

Poggendorff]. V. XVI (1858).

10. Ohservations on the electrical discharge through rarefied gases. [Aus Poggen-

dorff]. V. XVI (1858).

11. Ohservations on the electric discharge. I, XL [Aus Poggend.] V. XVIII (1859).

12. On the spectra of ignited gases and vapours with especial regard to the dif-

ferent spectra of tlie same elementary gaseous substance, [mit Hittorf].

V. XXVIII (1864),

IV. In den Fhilosophical Transactions.

1. On the magnetic induciion of Ciystals, 1858. p. I.

2. On the Spectra of Ignited Gases and Vapours, with especial regard to the

diff'erent Spectra of the same elementary gaseous substance [mit Hittorf].

1865. p. I, II.

V. Einzelne Veroffenillchungen.

1. Enumeratio novorum phaenomenorum in doctrina de magnetismo inventorum.

(Bonnae 1849, Universitats>;chrift).

2. Decrystallorum etgazorumconditione magnetica (Bonnae 1850, Universitatsschr.)*

y
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3. Sur la refraction conique (Moigno's Repertoire d'Optique moderae).

4. Sur les spectres des ordres differents (Moigno's les Mondes. T. IV (1864)).

5. Deber farbige Ringe in Kalkspathen etc. Bericht iiber einen Vortrag (gehalten
r

im Niederrheiniscben Verein fur Natur- und Heilkunde zu Bonn 1865).

*.,

^ m-

_. ^
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