
Ueber den Werth einiger Summen
Von

M. A. Ster n

Wissensch

n der Abhandlung „uber eine Fundamentalaufgabe der Invariant
theorie" (§. 18) hat Herr Professor Clebsch durch eine eigenthfimliche

Betrachtung den Werth der Summe ermittelt, welche man erhalt, v

man in dem Ausdrucke
enn

(rn+n—2k—h-\-l) (p+k—A+l) (m+n+p—

2

h—

k

+ 2)

wo m
t n,p ganze positive Zahlen bedeuten, k und h die Werthe 1,

durchlaufen lasst, unter der Beschrankung , dass k<m, h<p, k+h
Der Wunsch eine einfaehere in der Beschaffenheit der Summe begrttn

dete Behandlung dieses Gegenstandes zu finden, war die Veranlassung

den folgenden Erorterung

1.

Es bezeichne n eine ganze positive Zahl, k und h sind zwei Aus
driicke

, von denen jeder die Werthe 0, 1, 2, .... n annehmen kann
doch soil fin sie an die Bedingung k-\-h^n gebunden seyn. Unter J

Voraussetzungen bezeichne S (k— h) die Summe der Werthe die

J

man
aus k— h erhalt, wenn man fur k und h alle nach obigen Bedingungen
erlaubten Werthe setzt, in demselben Sinne sind die Ausdrucke 8(k—- hf,
o(2Ar-j-A) und ahnliche, im Eolgenden vorkommende, zu verstehen.

Man kann offenbar in alien diesen Summen k und h vertauschen,

ohne den Werth der Summen zu andern. Sind namlich k und h nicht

einander gleich, so entspricht, wenn a und (3 zwei ganze positive Zahlen

bedeuten, die der Bedingung a-f-p^w geniigen, einer jeden Combination
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k = a , h = p auch die entgegengesetzte k = p , h = a. Hieraus folgt

zunachst

8 (k—h) =
Ferner ist

8(n—2k—h) =
denn, wenn man die sammtlichen erlaubten Zusammenstellungen von

k und h gebildet hat, so wird, nach dem oben Gesagten, die Surame

aller k dieselbe seyn, wie die Summe aller h; es wird demnach 8(2k-\-h)

das dreifache aller in diesen Zusammenstellungen vorkommenden h seyn.

Diese h bestehen aber aus folgenden n -f- 1 Reihen mit
'

Gliedern

0, 1, 2 ... n

0, 1,2 ...«—

1

0,1

indem die erste Reihe mit k = , die zweite mit k = 1 u. s. w. zu

verbinden ist. Die Summe aller h ist mithin "'"j"^!!* 2
folglich

S{2k+h) = n -w+
2

1 'w+2
und S(n-2k-h) = n ' n + 1 'n+2 -8(2k+k) m 0.

hat ferner

8(k>— h2
) == 0.

Nun ist 2(k— h){2k-\-h) = {k— A)
2
-f-3(*

2— h2
) also

und da

S{k-h)2 = 28[(k— h){2k-\-h)}

8[(k—h) (n—2k-k)]= Sn(k-h)- 8[(k-h) (2k-\-h)] = -8[(k—h) (2k+h)}
so folgt hieraus weiter

8{k— h)
2 sb — 2S[{k— h)(n— 2k~h)}.

Man hat auch 8 [k h (k— h) ] = und 8 (k
3— h3

) = 0. Nun ist

also

h)(2k+h)2— (k— hf(2k+h) = 2{k
3~ h3

)+ Skh(k— h)

S[(k-h)(2k+h)2]-S[(k-h)2
(2k+h)] = 2S(k3-h3

)+ B8[kh(k-h)] =
oder

S[(k—h)(2k+hf] = S[(k—h) 2
(2k-\-h)].
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Nun ist

S[(k—h) (n—2k—A)
2

] = 8[n2(k—A)]—2S{n(k—h)(2k-\-h)]-{-S[(k—h){2k+hf]
Or/7. J.\2/_ 7. IM Ofr/7 i\fi rvr/, ,vO,~, . ,..£[(*—A)»(»_2A—A)] = S[n(k— A)

2
]—S[(k—hf{2k+ A)]

also, da S[n2
(k— A)] = 0, wegen 4) und

S[k—hf(n—2k— h)] =z — S[(k—h)(?i-2k—h)*].

2.

In S(k— h) kommt, wenn n eine gerade Zahl ist,

I+ lmal die Zahl vor, nemlich in A = 0, A = . . . A= £-, A= J

|mal die Zahl 1, nemlich in k = 1, A = . .. * = ~ A = J-
— 1

allgemein kommt ~(/—1) mal die Zahl 2/ vor, in k=2l, A=0...A=£-f /,

A = 2"— ^ die Zahl 2 / + 1 kommt J— / mal vor, nemlich in k = 2/-|- 1

,

* = 0. ..* = !+ /, * = J_(J+1).

1st w eine ungerade Zahl, so kommt sowohl die Zahl 21 als die

Zahl 21 -\- 1 in dieser Summe w~
mal vor und zwar 21 in Ar = 21,

A = ... k = ^4-/, A = £=i — I, dagegen 21 -f- 1 in k = 2/+ 1,

A = 0...* = =+i+ /
f
A = ^-Z.

Zugleich kommt jede dieser Zahlen ebenso oft mit dem — Zeichen

als mit dem -J- Zeichen vor.

In S(2k-\-h) kommen die Zahlen bis 2n vor. Ist 21

die nicht grosser als n. so kommt k= 0. A = 21

k

k = 1, A = 2(1—1) ... k = /, A = 0, im Ganzen /-f- lmal vor und

eben so oft kommt auch die Zahl 21 -f 1 vor , wenn sie nicht grosser

als n ist. Ferner , wenn n eine gerade Zahl , so kommt n-\-2l— 1 in

21— 1, A^ra— (21— 1). ..*==-+ *— 1, *«!; also |- — J+l
mal vor und ebenso oft kommt auch n -\- 21 vor. Ist n ungerade, so

kommt n-\-2l— 1 in k = 21— 1, A = n— [21— 1) .. .. k = ^=- + J,

A = vor, also ^ — /+2 mal vor, dagegen n + 21 in A: = 2/,

h = n — 2l, ..;.*=== ^4-1. A=l mithin 2=* — / + 1 mal. Es
2
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eruiebt sich hieraus dass, sowohl wenn n gerade als wenn es ungerade ist,

in S{2k-\-h) die Zahlen n-\-2l und n— 21 gleich oft vorkommen und ebenso

die Zahlen n -{- 2l -\- 1 und n —- (2/-J-1), dass also uberhaupt die Zah-

len n — / und n -\- I gleich oft vorkommen. Auch folgt hieraus weiter,

dass in S[n— 2k— h) die Zahl n — 21 und n — [2l-\-l) jede / -f- 1 mal

vorkommt. Ist nun n eine gerade Zahl und setzt man n — 21 = 2u

so kommt, nach den vorhergehenden Erorterungen 2u in S [k— h) eben-

falls ^ (w— 1) — / -f- 1 mal vor und ebenso ergiebt sich, wenn n un-

gerade, dass n — (2l-{-l) = 2u ebenfalls I -\- 1 mal in S {k— h) vor-

kommt. Ist n ungerade und man setzt n — 21 — 2u -f- 1 oder ist n

gerade und n— (2/—j- 1) = 2u -\- 1 so findet sich wieder, dass in beiden

Fallen 2u -\- 1 ebenso oft in S (n— 2k— h) als in 8 (k— h) vorkommt

Es ergiebt sich hieraus, dass uberhaupt alle positiven ereraden und

geraden Zahlen, die sich in 8(k— h) finden, ebenso oft in Sin— 2k

vorkommen und umgekehrt. Da ferner in 8(2k-\-h) die Zahlen n -j-

ebenso oft vorkommen als die Zahlen n — I, so kommen in 8{n— 2k

die Zahlen — I ebenso oft vor als die Zahlen I, d. h. ebenso oft als

Zahlen I und — I in S (k—h) vorkommen, und da die Anzahl der Glie-

der in beiden Summen dieselbe ist, so mussen auch die Glieder, welche

Null sind, in beiden Summen gleich oft vorkommen. Abgesehen von

der Ordnung in welcher die Glieder auf einander folgen , sind demnach
die beiden Summen vollkommen identisch. Es ist demnach auch

8(k-h)r =8(n~2k
und namentlich

8{k-h2 = 8{n— 2k—hf

3.

Nach diesen Vorbereitungen ist es leicht, folgenden Satz zu b
weisen

:

Wenn m und p irgend welche Zahlen bedeuten , n, k und h aber

die fruhere Bedeutung beibehalten, so ist
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2= £[(»»+»—A—2A-f-l)Qt?-fk— h+ l){m-\-n-\-p—2A— k-\-2

w + l.w + 2

2
(»»+l)(p+ l)(»,4-f,+ 2).

Ich werde in der Folge den Faktor unter

dem Summenzeichen beztiglich durch a, p, y bezeichnen, so dass y= o-j-p.

Man kann den Werth der Summe in zwei Theile zerlegen, indem man

A = S[(p+k— A-fl)
2(m+«- A— 2A+1)]

5 = £[(»i-|-n— A—2A+l) 2 (2?-}-A—

A

setzt, also 2 = ^.+ B, es sind demnach nur die Werthe von A und B

zu bestimmen. Nun ist

(p+jc—h-^iy(m-\-n~h—2k-\-l) = (/>+l)»(m+l)+ 2(>+l)0+l)(A-

+ («,+!)(*—A)
2 + Q»+l)*(n—A—2A) + 2(^+l)(A-A)(rc-A—2A)

+ (&__A)
2 (rc—A—2A)

+«—A—2A-+l)2(p+A—h+l)=(m+l)2(p+l)+2{m+l)(p+l)(n—h-2k)

+ (p+1) {n- h—2kf + 0+1)2 (A—A) + 2 (m-f-1) (A—A)
(w-A—2A)

+ (A—A) (n—h—2k)

Beriicksichsigt man nun, dass die Anzahl der Verbindungen von A und

A, wie schon oben (§. 1) bemerkt wurde, = n-±-^ ist, also auch so-

wohl A als B aus ebensoviel Gliedern besteben werden, so findet man

A= n + 1

2

w + 2
0+1)2 (m+1) -+- 2 (m+1) (p+1) S (*--*)+ (»+l) 8 (A

+ 0+l) 2
8(w_A—2A)+ 2(p+l)S[(k-h)(n-h—2k)]-\-S[{k-h)\n-h-2k)}

5=^±^(m4-l) 2(^+l)+2(m4-l)(p+l)%-^-2A)+(P+l)^-^-^)

-|-
(
w+ i)2 fif(jt_A) + 2(»+l) S[(*-A) (»-A—2A)] + S[(*-A) (n-A-2A )].

Berttcksichtigt man nun die Gleichungen 1), 2), 5), 6), 7), 8), so

sieht man, dass man diese Werthe auch in folgender Weise schrei-

ben kann

.

10)

£= !i±2l±2(»+i)2(p+l)-(».-^)S(*- A)-sK*-A)>-A-2*
)1
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und mithin, wie bewiesen werden sollte

,

11) 2 = A + B ==
" +1

2

w + 2 M"1
) (i>+ 1

) (™+i>+2)

Setzt man fur wa und p bestimmte Werthe, so lassen sich hieraus man-
cherlei einzelne bemerkenswerthe Satze ableiten. 1st z. B. m = e~x

und p = e
x oder umgekehrt m = e

x und jp = e~~
x

, so findet man
+# • i Q7 I 1W +x 17 Z. I 1W i ^#[(<r^+w—h—2Ar+l)(e +-+*—A+l)(n+ «*+«-*—2£— Ar-f-2)]

n+ l.n + 2,# . =3\ 4

2
(c2 -J- e 2

Da m und w in der Summe 2 vollkommen symmetrisch vorkommen,
so folgt aus dem eben Bewiesenen auch unmittelbar der Satz:

Welches immer die Werthe von n und p sind , ist m eine ganze
positive Zahl und man lasst sowohl h als k die Werthe 0,1 ... m durch-
laufen , unter der Bedingung h -\- k < m , so hat man

Sind m und n beide ganze positive Zahlen und m>> n und durch
laufen h und k die Werthe 0,1 ... m unter den Bedingungen h-\-k>
und h-\- k £m, so ist der Werth der entsprechenden Summe

i>-(m+ l)(w+ l)(p-)-lUm— wl

2

umgekehrt, wenn n> ™ und A und * die Werthe 0, 1 ... « unter

ist.

Bedingung *+ *>», A+*^w durchlaufen, der Werth der Summe
!»(»»+ l)(»+ l)(p + l)(»_«,)

~2
.

4.

Kehrt man wieder zu der anfanglichen Voraussetzung zuruck, dass
nemlich n eine ganze positive Zahl und k und h die Werthe 0,1 ... n
durchlaufen

,
wahrend k + h < n , so kann man ferner folgende Satze

beweisen.

Was auch immer p bedeute , ist m eine ganze positive Zahl,
welche kleiner als n ist

, Null nicht ausgeschlossen , so werden sammt-
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liche Glieder der Summe 2 bei welchen k^> m falls sie nicht von selbst

dadurch wegfallen, dass sie den Faktor Null enthalten , sich aufheben

und zwar in der Weise, dass die Glieder, welche zu demselben Werthe

von h gehoren sich paarweise aufheben, so dass wenn das eine Glied

aus den Faktoren a. 3-7 besteht, das andere = — a . y . [3 seyn wird.

Man nehme nemlich ein Glied, welches zu einem bestimmten k *> m
und zu einem bestimmten h gehort, man nehme ferner ein zweites -Glied,

welches zu k' und h' gehort, die bezuglich an die Stelle von k und h

getreten sind, so dass k'= m-\-n-\- 1— {k-\-h) und K = h (mithin we-

gen k<n und k^>m und k -\- h<n auch k"^>m und <n und k' -\-

so hat das erste Glied die Faktoren

a OT _|_ n_A— 2*+l, p= j>+ rt—-A-r-1, T = *n+ »
-f-j»
—2h—k+2

das zweite dagegen die Faktoren

mjtn_h—2(m-\-n-\-l—k—h)-\-l == — o, p+m+n+l—k—2h-\-l = y

und p-\-k— h-\-\

1st k'= k also 2k-\-h = m-j-w-f-1, so ist der erste Factor =
ist dies nicht der Fall, so lassen sich wirklich sammtliche Glieder ii

Paare der aneesebenen Art zusammenstellen, wobei jedoch die Moglich
e»

,
-t>

keit nicht ausgeschlossen ist , dass jedes Glied eines solchen Paares fur

sich =0 ist. Setzt man nemlich h = n—s, so ist jedenfalls s>m-\-h

da sonst hA- k>n ware; es sind also fur k die Werthe w+1 bis s zu

setzen. Ist nun s— m eine gerade Zahl, so hat man die zusammenge

horenden Werthe
s—m K ..i s—m- s—m it i

*— "*
i i

k=m-\-l, k'=s; k=m-\-2, k'=s—l u.s. w. bis k^m-}-^, A: ==m-r—g- -hi

die sammtlichen Werthe , welche k annehmen kann
,
erschopft

durch

k= k't so dass
sind. Ist aber s—m eine ungerade Zahl, so schliesst die Beihe dieser

Werthe mit k = wi+ s-=y1- und k'= m-\ g

entsprechende Glied der Summe 2 verschwindet.

In dem hier betrachteten Falle kann man also ,
ohne den W erth

der Summe zu andern, statt der Bedingung k<n, auch die Bedingung

k<m nehmen.
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b) Was auch immer m sey, ist p eine ganze positive Zahl (Null nicht

ausgeschlossen) <[ n , so werden sich alle Glieder der Summe 2 , bei

welchen h^>p, falls sie nicht von selbst wegfallen ; aufheben und zwar

so, dass sich immer die Glieder, die zu demselben Werthe von k + h
1

gehoren paarweise aufheben. Man nehme nemlich ein Glied mit einem

bestimmten k und einem bestimmten h = p -\- I, man nehme dann ein

zweites Glied, welches zu k' und K gehort, die bezuglich an die Stelle

von k und h getreten sind , und setze k' = I— 1, H = p -f- k -f- 1 , so

sind mithin die Faktoren des ersten Gliedes

m + n — {p+ t) — 2A-+ 1, k — 7 + 1, m + w — p — 27 — k + 2,

die Faktoren des zweiten Gliedes aber sind

m-\~n — p — 21 — k + 2, 7 — k — 1, j» + * — (jp+ J) — 2& + X

d. h. wenn das erste Glied = aj3y , so ist das zweite == y.

—

Ist^ + 7=/>4-&-f-l also £ — 7+1 = = 3, so fallt das Glied

von selbst weg. Ist dies nicht der Fall, so lasst sich wieder zeigeo,

dass sich wirklich sammtliche Glieder ' in Paare der angegebenen Art

zusammenstellen lassen, wobei aber wieder die Moglichkeit nicht ausge-

schlossen ist, dass jedes Glied eines solchen Paares fur sich =0 ist.

Man nehme nemlich fur k + h den bestimmten Werth s , lasst man h

die s — p Werthe p -\- 1, p + 2 . .. s durchlaufen, so hat man fur k die

entsprechenden Werthe s — p — 1, s — p — 2 .... zu setzen. Ist nun
s—p gerade, so ergeben sich hieraus die Zusammenstellunffen in Paare

k = 0, A = *, k' = s —p — 1, ft = p + 1

k=l, h = s—l, k' = s— p — 2, h'—p-\-2

* = i=^_l, h==z i + P + lt k' = °-^, K = 8-±r
2 i -t

2
, « — —

g

wodurch alle in Betracht kommenden Werthe von k und h erschopft sind.

Ist dagegen s—p ungerade so hat die Reihe der k das Mittelglied

k = -—2p_ welchem kein k' zugeordnet ist, dann ist aber 2k + p + 1

k-\-h also k-\-p-\- 1 = h und mithin das entsprechende Glied der

Summe =0.
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In diesem Falle kann man also ohne den Werth der Summe zu

andern, statt der Bedingung h<n auch die Bedingung h<p nehinen.

c) Sind p und m beide ganze positive Zahlen und p < ;?, m <[ n,

so fallen nach a) alle Glieder weg, bei welchen k^>m damit fallen

aber zugleich auch alle Glieder weg die zu demselben Werthe von k -j- h

gehoren, in welchen k > m und h > p.

Nun miissen aber nach b) auch alle Glieder wegfallen, welche zu

demselben Werthe von k -f- h gehoren , in welchen k < m und h > p,

es fallen also iiberhaupt alle Glieder weg, in welchen h^> p und es

bleiben mithin nur die Glieder iibrig, bei welchen zugleich die drei Be-

dingungen k <m, h<^p, k-{-h<n erfullt sind. Es ergiebt sich un-

mittelbar aus der Gestalt der Summe, dass diese letzteren Glieder sammt-

lich positiv sind.

1st, unter Beibehaltung der Voraussetzung, dass m und n ganze

P n und m <ln, so muss man, wegen der B ©""&

k -f- h < n , auch h < n nehmen , wahrend man k < n oder auch < m

nehmen kann. Ebenso wenn umgekehrt p <^n und m>« so muss

man k < n nehmen , wahrend man h < n oder auch < p nehmen kann.

1st endlich p >- n und »»>wso muss man k < n und h

Fasst man alle diese Falle zusammen , so ergiebt sich dass immer

2 = » + l.*+g
(w _|_i) (p+1) (m-\-p-\-2) wenn zugleich die drei Bedin-

gungen k <m, h <p, k + h <n erfullt sind. Dies ist der von Herrn

Professor Clebsch gefundene Satz.

5.

Zur Erlauterung des Vorhergehenden diene folgendes Beispiel.

Man habe m = 2,^ = 5 » » %. Setzt man sowohl fur k als fur h

alle Werthe von bis 7 so erhalt man folgende Verbindungen

^ = 0,0,0,0,0,0,0,0,14,144,14,2,2,2,2,2,2,3,3,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,6,6,7

h = 0,1,2,3,4,5,6,7,0,1,2,3,4,5,6,04,2,3,4,5,0,1,2,3,4,0.1,2,3,04,2,0,1,0

Hieraus ergeben sich folgende 36 Glieder der Summe
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1) 10.

9.

8.

7.

6.

5.

4.

3.

8.

10) 7.

11) 6.

12) 5.

6. 16

5. 14

4. 12

3. 10

2. 8

1. 6

0. 4

1. 2

7. 15

6. 13

5. 11

4. 9

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

4. 3. 7

3. 2. 5

2. 1. 3

6. 8. 14

5. 7. 12

4. 6. 10

3. 5. 8

2. 4. 6

1. 3. 4

4. 9. 13

3. 8. 11

2. 7. 9

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)

33)

34)

35)

36)

1. 6. 7

0. 5. 5

2. 10. 12

1. 9. 10

0. 8. 8

1. 7. 6

0. 11. 11

1. 10. 9

2. 9. 7

2. 12. 10

3. 11. 8

4. 13.

Die Glieder 22) bis 36) gehoren zu Werthen von k 3

insofern sie nicht von

Paare

:

22)

36)

27)

34)

23)

35)

28)

32)

24)

33)

25)

30)

d geben

verschwinden , folgende sich aufhebende

4. 9. 13

. 13. 9

2. 10. 12

2. 12. 10

3. 8. 11

3. 11. 8

1. 9. 10

1. 10. 9

2. 7. 9

2. 9. 7

1, 6. 7

1. 7. 6

k

k

k

k

3, h

7, h

4, h

6, h

k

k

k

k

3, h

6, A

4, A

h

1

1

1

1

k

k

3, A 2

h = 2

k

k

3, A

4, A

3

3

Dann finden sich noch drei Glieder, bei welchen k<3 und A>5
nemlich

h6rt. vc

und 15). D fallt

selbst weg, man hat noch

welches zu k 0. h 6 ge
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3. —1. 2; k = 0, h= 7

15) 2. 1. 3; k = 1, h = 6

welche sich aufheben. Es bleiben also nur die Glieder, bei welchen

zngleich k<2, h<b.

6.

Setzt man p = so findet man nach §. 3

12) £[(m-fn—A—2£+ !)(£—h-\-l)(m+n— 2h— k-\-2)}

m+ l.n + 2

2
(/» -f 1) [m -f- 2)

beliebig und A und & die Werthe 0, 1 . . . n unter der B
dingung k-\-h<n durchlaufen. Nach §. 4 b) fallen aber alle Glieder

weg, bei welchen h > 0, man hat daher auch , indem noch immer m
beliebig angenommen werden kann,

n+l.n+ 2
13) S[{m-\-n—2k-\-l){k+l){m-{-n— A+2)] =£

A-r
^

"
l
" (w+l)(w+ 2)

unter der Voraussetzung k < n. 1st nun aber m eine ganze positive

Zahl und kleiner als n, so fallen nach §. 4 a) auch noch alle die Gl

weg, bei welchen k >m, der Werth von 12) und 13) bleibt also der-

selbe wenn man k die Werthe 0, \..m durchlaufen lasst.

Setzt man m = so findet man

14) S[{n—h— 2k-\-l)(p-{-k—h+l)[n+p—2h— k-\-2)]

»+ l.ra + 2

2 (/»+l)CP+ 2)

wo also p beliebig und h und k wie fruher die Werthe 0, 1 . .
n mit

Bedingung h-\- k<n durchlaufen. Nun fallen aber nach §. 4 a) alle

Glieder weg, bei welchen k > 0, man hat daher auch bei beliebigem p

15) S[(n—A+l)(p—A+l)(n+^—2A+2)] =^^ (i>+ 1) (i>
+ 2)

die Bedingung A<w bleibt.

1st p eine ganze positive Zahl < n, so fallen zugleich alle Gl

bei welchen h >p, und der Werth von 15) bleibt enn

man h < n nimmt. Dies lasst sich freilich nicht aus §. 4, b) beweisen.
p

Mathem. Classe XVII.
K
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Dort wurde nemlich gezeigt, dass sich alle Glieder aufheben, die

zu demselben k+ h gehoren, ist aber k = 0, so gehort zu demselben h

nur ein einziges Glied. In der That werden sich auch hier die Glieder

paarweise aufheben, die Form des sich aufhebenden Gliederpaares wird

aber eine andere seyn. Wahrend nemlich dort die Glieder eines solchen

Paares durch a^f und y. — p. a darzustellen waren, wird hier, wenn

das eine Glied die Form a (3 ^ hat, das andere = — p . — a .
— y seyn -

Man nehme nemlich ein Glied der Reihe, welches zu einem bestimmten

h gehort und ein zweites, bei welchem H an die Stelle von h getreten

ist, und setze H =zn-\-p-\-2— h. Wahrend also die Faktoren des ersten

Gliedes

n -\~ 1 — ^i J^ + l — h f n -f- p + 2 — 2h

sind, sind die des zweiten

h— (p+l)
f h — (»+ l), 2A — (»+^+ 2) t

Ware K= h also n -\- p -\- 2 — 2h = 0, so wiirde das entsprechende

Glied verschwinden, da der dritte Faktor Null wird. Lasst man nun h

die Werthe p -{- 1 . . . n durchlaufen , so gehort zunachst zu h = p + 1

ein verschwinden des Glied, da der zweite Faktor Null wird.

Die den folgenden Werthen von h entsprechenden Glieder werden

sich, wenn n -\- p eine ungerade Zahl ist, paarweise aufheben, indem

ganze Reihe der h erschopfen. Ist aber n -\- p gerade, so hat die

Reihe ein Mittelglied t±l±l aiso ft= h und das entsprechende Glied

der Summe verschwindet.

Aus dem symmetrischen Vorkommen von m und n in 12) und 13)

ebt sich sofort, dass der Werth dieser Summen ungeandert bleibt,

n man n beliebig und fur m eine ganze positive Zahl nimmt, zu-

&

gleich in 12) fur h und k die Werthe 0, l...m unter der Bedingung

k-\-h<,m und in 13) fur k die Werthe 0, l...m nimmt. Eben so folgt

aus der Symmetrie zwischen n und p in 15) , dass der Werth dieser

Summe ungeandert bleibt, wenn man n beliebig und fur p eine ganze

positive Zahl nimmt und zugleich h die Werthe 0, l...p durchlaufen lasst.

** #
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7.

Man kann ohne der Allgemeinheit zu schaden, die Gestalt der in

Formel 9) ausgedriickten Summe 2 vereinfachen. Da nemlich m ganz

beliebig ist, so kann man statt dessen auch m— n setzen und erhalt

16) S[{m—h—2k-\-l)[p-\-k—h-\-l){m+p—2h — k

2

wo wieder m und p ganz beliebig sind und sowohl k als h die

0,1... n durchlaufen, unter der Bedingung k -f- h<n.

Diese Summe ist— wennw= m-f-l oderw= ?w-f-^-|-2,negativ wenn

n >?»-j-l und < m-\-p-\-2, sonst positiv, sobald m und p positiv sind.
-

In Beziehung auf diese Summe lassen sich ahnliehe Bemerkungen

machen. wie sie in §. 4 entwickelt worden sind und die daher hier

kiirzer angedeutet werden mogen.

Ist p beliebig aber m eine ganze positive Zahl, so liisst sich

wieder nachweisen, dass, abgesehen von den Gliedern, die von selbst

wegfallen, eine gewisse Anzahl Glieder der Summe sich paarweise auf-

hebt und zwar immer solche, die zu demselben Werthe von h gehoren,

so dass zu einem Gliede von der Form a (3 y ein entsprechendes von

der Form — a y |3 gehort. Man benutzt hierbei die Bemerkung, dass

wenn man in den drei Faktoren

17) a=m— h— 2k-\-l, $=p-\-k— A+l, y=m+p— 2h— k+2
eines Gliedes mit einem bestimmten Werthe von k und h, statt dieser

bezuglich k' und K einffihrt, so dass K = h und k' = m -f- 1 — {k-{-h)
t

man statt a, p, y beziiglich die drei Faktoren — a, ?, g

Ist nun n < m. so ist d k' annehmen kann

m — n _|_ 1 es folgt hieraus dass sich alle Glieder paarweise aufheben

werden
, bei welchen k > m — n, vorausgesetzt dass solche Werthe von

k vorhanden sind , d. h. vorausgesetzt , dass m — n < n. Ist dies der

Fall, so erhalt man mithin denselben Werth der Summe, wenn man k

nur die Werthe 1 ...m — n statt I ... n durchlaufen lasst.

Ist n = m + 1 so ist der kleinste Werth, den *' annehmen kann,

0; alle zu demselben h gehorenden Glieder A-^0

K
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sich paarweise auf, d. h. es heben sich iiberhaupt a lie Glieder der

Summe (insofern sie nicht von selbst wegfallen) paarweise auf und da-

her ist die Summe = 0.

1st n > m -\- 1 so darf man in dem Werthe von k' fur k -\- h nur

Werthe setzen, die < m -\- 1 sind, es werden sich also alle zu demselben

h gehorenden Glieder, die nicht von selbst wegfallen, paarweise aufheben,

bei welchen diese Bedingung erftillt ist.

b) Ist m beliebig und p eine ganze positive Zahl, die kleiner als

ist, so findet sich wieder, dass wenn man in den drei Faktoren der

Formel 17) fur h den Werth p + I setzt, wodurch sie in

a = m— p — I— 2&+ 1, $ = k — / + 1, T = m— p — 21 — k-\-2

tibergehen und dann k' = I— 1 statt k und K = p -f- k -f- 1 statt k
\

setzt, so dass k' -f- K = k -f- h , die sich hieraus ergebenden Faktoren

m— p— 21— k-\-2 =t, Z— A— 1 =—
1
3, m— v—l— 2k-\- l = a

n

sind. Der kleinste Werth, welchen k' annehmen kann, ist p -f- 1. Ist

also, wie vorausgesetzt wild, p < n, so heben sich alle Glieder, bei

welchen h > p, und zwar die zu demselben Werthe von k -{- h geho-

renden, paarweise auf. Man erhalt also denselben Werth der Summe,

wenn man h die Werthe 1 ... p statt 1 ... n durchlaufen lasst.

c) Ist m -f- p -J- 2 = n so wird der Werth der Summe dadurch

dass sich alle Glieder, die nicht von selbst wegfallen, paarweise

fheben und zwar so, dass von je zweien, welche zu demselben Werthe

n &gehoren, dass eine die Form cc3y, das andere die Form— B.— a.— T

hat. Wenn man nemlich in den drei Faktoren der Formel 17)

h'=m+p-\-2 — (k+h) statt h und k' = k statt k setzt, so erhalt

man die Faktoren

p+h~k~lz=-$
t
—m r̂2k-\-h—l=—a, —(m+p)+k-\-2h—2^—l

der kleinste Werth den K annehmen kann ist H — 0, alle zu demselben

k gehorenden Glieder, bei welchen h^Q heben sich paarweise auf (ab-

gesehen von den Gliedern die von selbst wegfallen) d. h. es verschwinden
alle Glieder der Summe. Es ist bemerkenswerth , dass dies nur voraus-
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setzt, class m -\- p eine ganze Zahl ist, wahrend m und p beliebige Zah-

seyn konnen.

8.

Aus dem bei Bestimmung des Werthes der Summe 9) angewandten

Verfahren ergiebt sich unmittelbar, dass man, unter Beihaltung der dor-

tigen Voraussetzungen , denselben Werth erhalt, wenn man, statt dieser

Summe, die Summe

16) 2'=#[(m+cm—a(2£+A)+l) (p_|_a(*--A)+l) (m+p+an-\-2—a(A+2A))]

betrachtet, wo wieder der dritte Faktor unter dem Summenzeichen die

Summe der zwei vorhergehenden ist und a eine ganz beliebige Zahl be-

deutet. Man kann nemlich wieder diese Summe in zwei Theile A und

B zerlegen , so dass 2' = A -f- B , indem man

w+l.w-i-2/
,

-.\2 2^ I no//. i\2A=^V (p+Yf(m+l)-\-2a{p+l) {m+l)S[k—h)+ a*(m+l)S{k

+ a [p-\-lf S{n—2k—h) + 2a8 (p+1) #[(£— A) {n—2k

+ a
s S[(k— hy(n— 2k

n + l.n+ 2B = "^Y (^-f- 1
)

2

(P+ 1
) + 2 a (H-l)(»+l) S(rc— 2*—

+ a
2
(p+1) # (

w—2A-—A)
2+a (w*-{-l)

2#(&—A)-h2ct>+!)£[(£—A)(n—2£—A)]

setzt.

-+-a
sS[{k—h)(n—2k— A)

2

]

Beriicksichtigt man hier wieder die Gleichungen 1), 2), 5), 7), 8)

so hat man

A= n-±l£±l
(p+if(m+ 1) + a* (n^p) 8{k-hf -\-a

s S [(k-hf (n-2k

B = *±l£±* (w+ 1)» (j,+ i)_ a2 («-*) S(*-A)
2- a

3 S^-Iif [n-2k-h)}

und mithin

2' — »+i.« + 2 (»+l) (p-\-l) {m+p+2)
a

was auch m und jt? bedeuten mogen. Setzt man daher m — a n statt m
i

so hat man unter denselben Verhaltnissen

S[(m^l-a{2k^h)){p^l^o.{k-h)){m+p+2-a{k+ 2h))]

» + l-"+ 2
(p_t_l)(ffl 4-1 — an)(m+ p-+-2 — an).
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Aehnliche Satze, wie sie in §. 4 gefunden worden sind
t finden

j

doch bei der Summe 2 Beschrankungen und Vor&
aussetzungen statt und konnen daher nur ein untergeordnetes Interesse

darbieten. Dies zeigt sich schon bei dem einfachsten auf die Annahme
a = 1 folgenden Fall, nemlich wenn man a = 2 setzt, ttber welchen
noch einige Erorterungen folgen mogen.

Sey p beliebig aber m eine ganze positive Zahl < w, man nehme
einen Werth k der so beschaffen ist , dass 2k > m und substitute
den Faktoren

a=»4-2w—2(2*+A)-f-l, $=p+2(k-h)-\-l, y=m+p+2n+2—2(k+2h)

den Werth 2k' = m -f 2n -f 1 — 2 {2k+ h) statt 2k und h' = h, so
dass 2k' > m so erhalt man die Faktoren — a, y, £ so dass diese zwei
Glieder sich aufheben. Aus dem Werthe von 2k' ergiebt sich aber,
dass diese Substitution nur dann moglich ist, wenn m eine ungerade
Zahl ist. Hieraus ergiebt sich der dem Satze in §. 4, a analoge: Was

p sey, ist m eine ganze ungerade Zahl < n, so werden sammtlich
Glieder der Summe 2' bei welche 2k > m sich paarvveise aufheben und
zwar immer diejenigen

, welche zu demselben h gehoren , falls sie nicht
von selbst wegfallen.

1st m eine gerade Zahl so findet ein ahnlicher Satz nicht statt.

Sey ferner m beliebig
, aber p eine ganze positive Zahl < n , man

nehme emeu Werth h der so beschaffen ist dass 2h > p und setze da-
her 2h —p -f /, man substituire in den Faktoren

a=m+2n-U-p-l+x,
p=2*-/+l. y^m^n-p^^k^l

die man hierdurch erhalt, 2k' = I - 1 statt 2k und 2K = p + 2k + 1
statt 2A so gehen hierdurch die Faktoren a,p, y bezuglich in Tuber. Aus dem Werthe von 2K ergiebt sich aber, dass

dem Falle
Subst

moglich ist, wenn p eine ungerade Zahl
aus folgt also dem Satze §. 4, b analog: Was auch m sey

II

p
den samm

ganze positive ungerade Zahl < n so
kumme 2' bei welchen 2h > n insnfp™ cio ~-i,± ,, * •*« ^ p t msoiern sie nicht von selbst verschwm-
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den, sich paarweise aufheben und zwar immer diejenigen, welche zu

demselben Werthe von k -f- h gehoren.
,

1st p eine gerade Zahl, so findet ein ahnlicher Satz nicht statt.

Sind m und p beide ganze positive ungerade Zahlen und beide

kleiner als n so folgt hieraus dem Satze 4, c analog, dass dann alle

Glieder wegfallen, bei welchen nicht zugleich die drei Bedingungen

2k <m, 2h<p, k-\-h<n erfullt sind.

9.

Als eine def Summe 2 verwandte Summe lasst skh noch, unter

Beibehaltung der fruheren Voraussetzungen, die Summe

2"= S[{m+2n—5&— h-\-l) (/>+4Ar— 4A+ 1) (»+j>+2n+2—k—U)]

bezeicbnen, wo wieder der dritte Faktor die Summe der zwei voTher-

gehenden ist. Hier sind ausser der schon fcekannten Gleichungen

S(k— h) = 0; S(k2—h2
) = 0; S(k3—hs

) = und S[kh{k—h)] =

noch folgende zu berucksichtigen. Zunachst folgt ebenso, wie in §. 1 ge-

zeigt wurde, dass 8{2k+h) = n - n+l
2

n +\ auch

S(hk+ h) = ».» + !. n + 2

und daher

S(2n—hk— h) =0
Es ist ferner

h)(bk+h)* - ±{k-hf(hk+ h) = S(k*-hs
) + 2ikh{k

also

17) 8[{k—h) (M+h)2
] = 4 S[(k—hf (hk+h)]

auch ist
% l Q (12 h2

also

18)

Nun

h)(bk+ h) = 2(k-h)*+3{k

8 [{k_h) (B*+A)] = 2 S(k-hf »- B [(*-*) (2n-Sk-h)l

±(k—h) (2n—bk 2 == ltfM — 1M*—*) (
5*+A

> + 4{*-A) (5*-f-A)
2
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also 4 S[(k—k) (2n -5k—hf] = 4 S[(k—h) (5*+ hf) — 16» S[(k—k) (5*+A)]
1£ Of/7. 2.\2 /HL I Z.\l 1*„ Of/7. 7\ /C7 • J\T / , -r^16 8[[k— hf (hk+ h)] — 16n S[(k— h) (5A+A)] (nach Form. 17)

ta Of/7. ZA2 ZO~ K7. L\l I OO 0/7 7\2 f /> i-vr/-» ,v ,- , . ...16 S[{k—h)' (2n—5k-h)] + S2n S(k—hf— 16» #[(*—A) (5£+yfc)]

also (nach Formel 18)

S[{k—k) (2n— 5k—hf] = — 4 £[(*— A)
2
(2w— 5*

Setzt man nun

B = S[{m-\-2n— 5k— A+l)2

(p+ 4(A— A)+ l)]

so dass 2" = ^4 + B und entwickelt, indem man die oben gefundenen
Gleichungen berucksichtigt , so ergiebt sich

M-fl.M + 2A ==
2 (?>+ *)>+ !) + 16(m-f-l)#(*-A)2- 16fo+l) 8(k-hf

4S[(k—h)(2n~-5k—h) 2

]

B = » + i.»+2
( X)2^(™+W(P+V+ (p+l)S(2n—5k—h)*— lG(m-$-l)S(k—hf

also

+ 4S[{k—
h) [2n~hk~hf]

ytr n-f-l.n+2
2—

(

w+1
) (i

?+ 1
) (»+H-2)+ (p+l) [${2n—5k—hf— lQS(k—Ef]

~—2~

(

m+ 1)(/>+ 1)(™-h?>+2)— 2{p+l)n*{n-l-l){n+2)

+ (^4-l)[S(5&-^)2— S(4£— 4A)
2

]

Die Entwickelung d
o Summen bietet kein

Interesse, man sieht aber dass 2" immer den Faktor p -j- 1 thalt
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